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PRINCIPE DE HARNACK A LA FRONTIERE
ET THEOREME DE FATOU
POUR UN OPERATEUR ELLIPTIQUE
DANS UN DOMAINE LIPSCHITZIEN

par Alano ANCONA

Introduction.

Le premier objet de ce travail est d’étendre aux opérateurs
uniformément elliptiques et a coefficients héldériens le théo-
réeme de R. A. Hunt et R. L. Wheeden [10] [11] sur la
frontiére de Martin ordinaire d’'un domaine lipschitzien. Cette
question a été récemment étudiée par J. Taylor qui a remarqué
qu’'une partie de la méthode de R. A. Hunt et R. L. Wheeden
ne semble pas pouvoir s’étendre au cas des opérateurs ellip-
tiques [15]. L’idée de la méthode proposée ici est d’établir
d’abord une propriété appelée « propriété de Harnack a
la frontiére »: deux fonctions harmoniques strictement
positives sur le domaine et nulles au bord au voisinage
d’un point frontiére ont un rapport compris entre deux
constantes > 0 au voisinage de ce point; cette propriété
intéressante par elle-méme est établie pour les opérateurs
elliptiques du second ordre et a coeflicients héldériens. J. T.

() A la fin de la rédaction de ce travail, M. Brelot nous a communiqué un
manuscrit de J. M. Wu ou est établi, pour les fonctions harmoniques ordinaires
I’analogue du lemme 5.2, on obtient ainsi pour le cas classique une autre démons-
tration du principe de Harnack a la frontiére.

(3) Une partie de ce travail s’est effectuée lors d’une invitation & Montréal
(Mac-Gill) (Grant A-3108).
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Kemper [9] avait eu 'idée d’établir cette propriété pour les
fonctions harmoniques ordinaires, mais sa démonstration était
incompléte. La méthode que nous utilisons repose sur une
ancienne remarque de M. Brelot [1] sur I'action & distance;
on étend le contenu de cette remarque aux opérateurs différen-
tiels, en montrant que pour les faisceaux harmoniques associés
et les faisceaux adjoints 1l n’y a pas d’action a distance entre
deux points frontiére distincts; plus précisément, on étend
a ces faisceaux une estimation de L. Carleson (voir [3], [10],
[11] pour les fonctions harmoniques ordinaires, et [15] pour
un faisceau associé a un opérateur elliptique).

Comme application de la propriété de Harnack a la frontiére,
on obtient le principe de Bouligand et 'identification de la
frontiére euclidienne et de la frontiére de Martin, pour un
domaine lipschitzien borné et une grande classe d’opérateurs
elliptiques; on obtient aussi une extension & ce cadre du
théoréme de Fatou en utilisant cette propriété et le théoréme
abstrait de K. Gowrisankaran [6]; une autre application
découle d’un travail de H. Hueber [8]: une fonction surhar-
monique sur un domaine lipschitzien borné admet une mino-
rante harmonique si elle a cette propriété sur la trace dans le
domaine d’un voisinage ouvert de chaque point frontiére.

Nous concluons ce travail en donnant des contre-exemples
a deux conjectures naturelles: un domaine U peut contenir
un cone de révolution ouvert et non vide sans que la trace sur
I’axe du cone, du filtre des voisinages du sommet ne soit un
filtre convergeant dans le compactifié de Martin de U.
D’autre part, un domaine euclidien peut admettre, relative-
ment & deux opérateurs elliptiques du second ordre et a coeffi-
cients constants, deux frontiéres de Martin non homéomorphes
entre elles.

1. Notations.

On fixe une fois pour toute un entier n > 2, et on consider:
Pespace vectoriel R* muni de sa structure euclidienne

usuelle;onpose |(z,,2,. . .,2,)|= \/i a? pour (zy,...,z,)eR",
1
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et dzy) =|x—y| pour z, yeR*. On utilisera les
ensembles géométriques suivants:

a) Cylindre T(O,A,r):
Soient 0 et A deux points de R" et r un réel strictement

positif. T(O,A,r) désigne la portion du cylindre de révolution
d’axe OA et rayon r délimitée par les hyperplans

(M; MeR", OM.OA = + OA?}

T(0,A,r)= {M; |OM.OA| < OAz, OM: — ( OM.OA )2 < ol
|0A] )

Le disque de « base » du cylindre est noté A(O,A;r)
A(O,A,r) = {M; OM.OA = OAz} N T(O,A,r).

b) Domaine lipschitzien canonique :
Considérons un cylindre T(O,A,r); un domaine lipschitzien
canonique adapté a ce cylindre est un domaine de la forme:

: OM.0A ,
Oy = MET(O,A,I‘), —“(W < f(M)

ou f est une fonction numérique lipschitzienne sur A(O,A,r),
et ou M’ désigne la projection de M sur A(O,A,r). On
impose de plus a la constante de Lipschitz de f d’étre majorée
OA

22, et f(A) = [OA] .

Un domaine Q est dit lipschitzien si on peut recouvrir
2Q par une famille de cylindres ouverts {T(0,A,r)},
T(0,A;,r) N Q étant lipschitzien canonique adapté &
T(Oi)Aiari) .

¢) Domaine conique standard :

par

Soient O e R", % un vecteur unitaire de R® , 010, =[
et p > 0. On note:

®(0,u,0,0) = {(MeR"; OM < ¢2; OM.u < |OM] cos 6}
Z(O,;,p,ﬂ) désigne la partie sphérique de d2®(0,u,p,0)
Z(0,u,0,0) = B(0,,p,9) N (M; d(OM) = p}.
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2. Faisceau harmonique uniforme et estimation de Carleson.

Soit # wun faisceau harmonique de Brelot sur R* [7].
On dira que 5 est uniforme s’1l posséde les trois propriétés
suivantes pour un certain ry > 0:

(U;) Sur toute boule ouverte B(z,2r,) de rayon 2r,, 1l
existe un potentiel > 0.

(Uy) (Propriété de Harnack uniforme.) Il existe une cons-
tante ¢, telle que pour tout « € ]0,1], toute boule ouverte
B(z,,0ry) de rayon ary, et toute fonction u, # -harmonique
> 0 sur B(zp,xr,) on a:

u(r) < cu(y); Vx,yeB(xo , mr_zo>,

(Us) (Propriété de barriére uniforme.) Pour chaque 6€]0,n[
il existe une fonction 75:]0,1[ — R+ décroissante, avec
lim 7(p) =0, telle que
p=0

vOeR*; ueR" avec Ju]l=1, Vae]0,1]:
ug(M) < g (2?); Me CI)(O,-L)L,OU'O,Q) .
[\]

Ici, uy désigne la mesure harmonique de Z(O,Z,aro,e)
dans (D(O,;,ocro,ﬂ) .

Remarque 2.1 — L’existence d’une fonction harmonique > 0
To
2
entrainent que la mesure harmonique de dB(z,r,) dans
B(z,r,) est comprise entre deux constantes > 0, indépen-
dantes de = .

L’estimation de Carleson [3] s’étend naturellement aux
faisceaux uniformes; la forme suivante parait la plus commode
dans les applications :

sur toute boule de rayon 3 et la propriété de Harnack (U,)

TaktorimME 2.2. — Soient # un faisceau uniforme sur
R", T(O,A,r) un cylindre avec r + OA < ry, A’ le milieu de
OA et o; un domaine lipschitzien canonique adapté a ce cylin-
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dre. Il existe une constante ¢ > 0, ne dépendant que de c,,

r . S S .
—— et des fonctions mg donnant lieu a Uestimation suivante :

OA

Pour toute fonction u H#-harmonique sur w;, positive et
tendant vers 0 en chaque point de

20, 1 T(0,A,r) A 3M d(M,04) < %

"4

on a:

Wz) < cw(A))  Vzew, noT <o A 2)

(d(M,0A) désigne la distance de M & la droite OA).

Remarques. — 1) De la, on passe facilement & un énoncé
analogue pour les fonctions s -harmoniques nulles sur
do, N T(O0,A,r) n {M; d(M,0A) e Br,r[} avec B <1, la
constante ¢ dépendra alors de B.

2) On peut aussi supprimer la restriction r + OA < ry,
mais la constante ¢ dépendra alors du diameétre de ;.

Démonstration. — C’est une extension facile d’'une méthode
de L. Carleson (voir [8], ainsi que [10], [11]). On commence
par faire une série de réductions pour se ramener a la démons-
tration de Carleson.

En utilisant les cylindres T P,Ap,—;—;— » ou P parcourt

20, N M; d(M,0A) = -;—g et ol Ap est le point tel que

PAP=O2A, les domaines lipschitziens canoniques

o N T<P,AP, —[’;->

et les inégalités de Harnack uniformes (U,), on se rameéne
d’abord au cas od u est nulle partout sur dw, N T(0,A,r)
et a établir 'estimation sur le segment OA’.

Puis en remplagant T(O,A,r) par le cylindre homothétique

T<O A, 5 > et en considérant le domaine «; N T(O A, 5 >

on se ramene au cas ou u est continue sur wf et nulle sur
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dwy ﬂuT(O,A,r). De plus, quitte a remplacer o, par
o, N T(0,Ainf(OA,r)), on peut supposer r < OA.
Considérons alors les cylindres

T(PA'wr), Pew NnOT(0OAr), «>0.

Pour « assez petit, w; N T(P,A’,ar) est lipschitzien adapté
a T(P,A’ar); on peut méme prendre o« indépendant des

parameétres n... Décomposons w en une somme

r
C, "(—)X,
finie Xu, de fonctions i#-harmoniques sur ;, continues
72) Pica;NoT(0,A,r);
en utilisant encore les inégalités de Harnack uniformes, et
en considérant chacune des fonctions u; on est ramené a

établir Iestimation lorsque u est s#-harmonique positive
sur un domaine Q, continue sur Q, avec

QN T(O,A,T) = Qr,

sur o, avec u;=0 sur bwf——'i‘ P, A«

r .
) Z>’
de plus inférieur & ry (c’est ce cas qui est envisagé par Carle-
son) (*).

Il faut effectuer une derniére réduction: on peut approcher
uniformément u par des combinaisons linéaires a coeflicients
positifs de mesures harmoniques dans Q d’ensembles boré-
liens B < da0, N T(O,A, %)
cylindre A(O,A,r), suivant un B’ compris entre I'intérieur
et 'adhérence d’un cube (n — 1)-dimensionnel. I suffit donc
d’établir le théoréme lorsque u est la mesure harmonique,
notée ug, d’un tel B; en utilisant encore les inégalités de
Harnack on voit qu’on peut aussi supposer que la projection
B’ est centrée en A .

Suivant la méthode de Carleson, on établit 'inégalité par

récurrence sur p > 0, lorsque le cube a un c6té de longueur
r

_ 2 .
l, =270

(*) D’aprés 2.1, si u < cu(A’) sur QN bT(O,A',—;), on a u < cul(A))

et u nulle sur 9Q — T(O,A le diamétre de Q étant

se projettant sur le « fond » du

r
sur Q2T <O,A', _2—> avec une nouvelle constante c.
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A) Cas p=0: voyons d’abord que ug(A’) > ¢, ¢ étant
r

0A’

Panalogue du lemme 1 de Hunt et Wheeden [10]).
Introduisons pour cela un domaine conique standard

une constante qui ne dépend que de ¢, (c’est

(D(O,;,p,ﬁ) avec n paralléle a AO, 6 suffisamment petit
pour que le cone {M; OM.n > [OM] .cos (6)} soit extérieur

; OA _r 1.
a o <par exemple, tel que tg 6 < gr—) et p ~Zﬁ,

considérons dans ® la mesure harmonique ¢; de la portion

de 2® contenue dans le cone {M; OM.n = OM cos 0};
D’aprés la remarque 2.1 ¢, est majorée par une constante
uniforme sur o, N ® . Il s’ensuit qu'on a ¢; < cu, dans
louvert o, N ® pour une certaine constante c.

D’autre part, si ¢, est la mesure harmonique dans @ de
la partie de ?2® portée par la sphére d3B(O,p), on a
1 + vo > ¢, avec une nouvelle constante ¢ > 0. Comme

9, = ¢ — ¢, , onvoit en utilisant (U;) que ¢, estsupérieur &
!

c . . .

—— dans un voisinage uniforme B(O,xp) N ® de O dans @,

2
avec « € ]0,1].

11 suffit alors d’utiliser le principe de Harnack uniforme pour
obtenir la minoration cherchée :

uB(AI) =2 cC.

On compléte la démonstration de I’estimation de Carleson
dans le cas p =0 en remarquant que d’aprés la remarque
2.1, up est uniformément majoré dans Q.

B) Supposons alors le résultat établi, avec une constante

2r
4\/n

: ’ \ Ag ! l
considérons le cas ol ce coté est de longueur [,,, = —2&

¢,, lorsque B a un coté de longueur [, =27 , et

P

En appliquant I’hypothése de récurrence a

of = T(O,A’, %) o,
on aura:
uB(.’lJ) < CpuB(A.”)
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pour z € Q NdT( O,A", » A" désignant le milieu de OA’.

4
Soit P un point de bmfan<O A, 2 , et solent

> r > .
<I><P,n, % 0> (6 et n choisis comme ci-dessus) un domaine

conique standard de sommet P, et uy la mesure harmonique
dans @ de la partie sphérique de ® . En utilisant (U;) et
2.1, on voit qu’avec une constante uniforme ¢ > 0:

ug(z) < c,.c.up(A"). g <M>, pour ze® N Q.

En utilisant encore (U,;) et avec une nouvelle constante
uniforme c¢:

up(r) < c,.c.up(A").ng <éﬂ%’£)>, zed® N Q,

ce qui montre qu’il existe une constante « € ]0,1] telle que:

ug(r) < cup(A’)

pour tout xebT<O A, 2) et tel que d(w, Ccof) < ar.

« est de plus indépendant de ¢, .
D’aprés les inégalités de Harnack (U,), il existe une
constance ¢ indépendante de ¢, telle que:

up(x) < cup(A’),
pour

webT(OA’ 2> et d(w, Cw;)?ocr.

On voit que si ¢, est choisi supérieur a ¢, on pourra
prendre une constante c,,; égale a c¢,. De sorte que si on
pose ¢; = sup (¢o,c) , la constante ¢; convient pour tous les
p=0

C) Considérons alors le cas général d’'un B se projettant
sur un B’ compris entre I'intérieur et ’adhérence d’un cube
n — 1 dimensionnel de centre A et de coté I < l; il
existe un p > 1 tel que: B,,; < B < B,, avec B, (resp.
B,,1) se projettant sur A(O,A,r) suivant un cube de cdté

2r) 2r
9-p (2r) ( 92-(p+1) >
4 \/71, resp: 4 \/I‘l
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D’aprés ce qui a déja été démontré, on a:
up(®) < ciu(A)

pour ze Q — T <O,Ao,r- %%>, A, désignant le point de OA

tel que OA) = OA’—l—; les inégalités de Harnack montrent

alors que: L

u(x) < ¢.cu(A’)
pour zeQ — T O,A’,—% » ¢ désignant une nouvelle

constante, et ceci achéve la démonstration du théoréme.

3. Rappels sur les opérateurs uniformément elliptiques.

Pour «€]0,A[, 2 >1, et M>0, £(2a,M) désigne la
classe des opérateurs uniformément elliptiques L, définis
sur R", de la forme:

L(u)(z) = ¥ ay@) 242 4 5 by@) 240 4 (2).u(z)

i dx0x; n o,

vérifiant d’une part, la condition d’ellipticité uniforme :

2
vz e R", £eR*, “ E;\" < Zay(x)EE; < ME|?

et, d’autre part la condition de continuité holdérienne :
E_ laij(x) - ai](x’)l + X |b(x) — bi(z')] + |e(z) — (')
LJ [

< M|z — 2'|*
et
M.

N

Zhix) < M,  [c(=)l

On sait associer & un tel opérateur un faisceau harmonique
de Brelot s#.; de fagon précise #, est le faisceau des
fonctions numériques de classe C2? vérifiant L(u) =0 (voir
[7] et [2]).

Nous rappelons d’abord les résultats connus sur les opéra-
teurs elliptiques qui jouent un réle essentiel dans la suite.
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a) Principe de Harnack uniforme.

Les deux théorémes suivants sont dus a Serrin [16]; le
premier dit exactement que pour L e Z(:\a,M) le faisceau
#y vérifie la condition de Harnack uniforme (U,); le
deuxiéme énoncé est extrait de la démonstration de Serrin
du premier théoréme.

Tutorime 3.1. — A tout triplet (A\a,M), on peut associer
un nombre ry > 0, et une constante ¢ > 0 tels que pour
tout L e Z(\a,M) les boules de rayon 2r, sont de Green pour
L, et que pour toute boule B(xy,r) de rayon r < ry, toute
fonction u L-harmonique positive sur cette boule on a:

Vy,zeB <x,,, %) u(y) < cu(z).

Serrin suppose que le coefficient de L d’ordre zéro est
négatif, mais on se rameéne facilement a son énoncé, en consi-
dérant au voisinage de chaque point z, de R" le faisceau

. u
des quotients — sur une boule de centre 1z, et de rayon
Yo
assez petit, la fonction ¢, étant prise de la forme

oo(@) = 1 — Az — a?.

Notons d’ailleurs que ’énoncé de Serrin est en fait plus général
que celul donné ici.

La démonstration de Serrin, dans I’hypothese ou le coefficient
c(z) de L est négatif, consiste a se ramener a la boule unité
B(0,1) et a encadrer toute fonction L-harmonique u sur
B(0,1) continue sur B(0,1), a l'aide de deux noyaux K,
et K_:

e B(0,1)
uly) < [, Kily2)u(a) do(a)

N <§

j;B K_(y,x)u(z) do()

— 1—lyl?
Ki - fi <<2Aij(xi _ yi)(xj _ yj)),,/2>’ Yy e B(O,i) x € bB(O,i)

A,(x) désigne la matrice des cofacteurs de la matrice
{ay(w)} f. et f_ sont des fonctions de R+ dans R+ qui ne
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dépendent que du triplet (A,x,M), sont croissantes, nulles
a lorigine, et pourvues d’une dérivée strictement positive en
zéro; de la, on déduit le théoréme suivant:

TréorkME 3.2. — Pour tout triplet (\o,M) et tout nombre
B € 10,4 , il existe une constante ¢ > G, et un nombre ry > 0
indépendant de B ayant la propriété suivante : St L e £ (A a,M),
et st u et ¢ sont deux fonctions L-harmoniques positives sur
une boule B(zy,r) de rayon r < ry, continues sur B(z,,r),
et nulles a la frontiére sur le voisinage B(zy,fr) N 3B(z,,r) de
z9 € 0B(zo,r), on a:
u(x) <o o(x)
u(Zo) v(Zo)

lorsque x parcourt le segment [z, , 7] (*).

Remarques. — 1) Cet énoncé est pour le cas d’une boule le
principe de Harnack a la frontiére qu’on étendra plus loin
aux domaines lipschitziens.

2) Les travaux de De La Vallée Poussin [7] conduisent a
un principe analogue pour les fonctions harmoniques ordinaires
dans un domaine a courbure bornée (voir le lemme 5.1 de
Martin dans [12]).

Du théoréme 3.2 nous retiendrons le corollaire suivant qui
servira dans la suite:

Cororratre 3.3. — Considérons un domaine cylindrique
T(O,A,r) avec r+ OA < ry, ry assez petit, et un opérateur
Le £(na,M). Il existe une constante ¢ > 0 ne dépendant

r
quede A ,a, M, oA’ o telle que :

Pour tout couple (u,v) de fonctions L-harmoniques > 0

sur T(0,A,r) continues sur T(O,A,r) et nulles sur

2T(0,A,r) N {M; |OM.OA| < OA?}

on a
u(@) _  vl) . OV OF —
+(0) < “ o) vz e T(O,A,r) n {M; OM.OA =0} .

(*) Si L1 <0 on peut prendre ry=1 dans cet énoncé.
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On se raméne comme plus haut au cas des opérateurs L
vérifiant L1 < 0. De plus, par des homothéties et des rota-
tions, on voit qu'on peut supposer que 0 est 'origine de
R*, que r=1 et que A est placé sur le dernier axe de
coordonnées: A = (0,0,...,— 1), { > 0. Enfin, avec une
affinité, on se raméne au cas ou l=r=1.

Soit g une fonction paire, indéfiniment dérivable, vérifiant

glz) = (T—ixm sur l'intervalle [—— %. + %], comprise

sur R entre 1 et

R . Posons: V3

» et ayant toutes ses dérivées bornées sur

q)("'vl7w27 e 7xn) = (g(xn)xl ’ g(xn)x2 ’ L ] g(mn)xn—l ’ xn) .

¢ est un C*-difféomorphisme de R" sur lui-méme qu
transforme la boule unité ouverte en un domaine « tel que:

T(0,A',r) < @ = T(0,A,r)

A’ désignant le milieu de OA . En composant u et ¢ avec
@ on obtient deux fonctions harmoniques par rapport & un
opérateur uniformément elliptique L(9) sur la boule unité,

et nulles a la frontiére sur dB N z; |z,| < —;—% De plus

L(p) est dans une classe Z(N, o/ M), M, «' et M ne
dépendant que de A, « , M. On obtient alors le résultat en
appliquant le théoréme 3.2 & ce couple et aux rayons OP, P

parcourant 3B N {z;x, = 0}, pour B = 5

b) Estimation de Schauder.

L’estimation suivante suffira ici; on utilise les notations
habituelles pour les normes héoldériennes.

TutoriME 3.4 (voir [2], [14]). — Fizons un triplet (A a,M),
unréel r >0 et Be]0,1[; il existe alors une constante ¢ > 0
telle que pour tout opérateur L € £ (\a,M) et toute fonction u
de classe C** sur une boule B(z,r), on a:

lul2eP» < ¢ {|Lu2*" + sup|ul}.

B(x,r)
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¢) Une estimation sur la fonction de Green.

Soit s, la surface n — 1-dimensionnelle de la sphére
unité de R". Soit L wun opérateur elliptique de la classe
Z(ha,M).A(y) désigneralavaleurau point y du déterminant
de la matrice {a;} des coefficients du second ordre de L,
et {A;} la matrice des cofacteurs de {a;}.

On dit [14] qu’une fonction Hy positive de deux variables
(x,y) est une solution fondamentale pour L sur Q si pour
chaque ye Q, la fonction z-— Hy(z,y) vérifie les deux
conditions suivantes :

a) x — Hy(z,y) est (2 et L-harmonique sur Q — {y}

b) Quand =z tend vers y, Hy(z,y) est équivalent a la
quantité
! Y )
i T, — Yi)\&; —
(n— 2)s, VA L& W@ T Wl ]

pour n > 3, et pour n =2, a

1 -3
m Log (ZAij(y><xi - yi)(xj - 3/1» )

On a alors le théoréme suivant en utilisant les méthodes

de [14]:

TuatorimE 3.5. — Soit Le L(A\a,M); il existe un ry > 0
et une constante ¢ > 1 ne dépendant que de X, « et M,
tels que sur chaque boule B(z,,r,), 1l existe une solution fonda-

mentale H; pour L, qui vérifie:
St n>3,

1 1 n—2 1 n—2
Vo, y € B(z,,r,) ?(Hx — y”> < Hy(zy) < ¢ (M)

et st n=2,

1
Vz ,y € B(z,r,) ~ Log (Jlz — y[)™* < Hy(ay)
< ¢ Log ((lz — yl)* .

Raisonnons dans le seul cas n > 3; on forme le noyau Ny :
1 _n=2

{ZA @)z — yi)(z; — y))} 2

(n — 2).s,.VA(y) ! ! !

10

Ni(zy) =
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et le noyau Kj:

22N, >N
Ku(e,y) = Zay(a) S (ay) + Sb(o) T

0L i

(xay) + c<x)NIA(w,y) .

Comme N, est en tant que fonction de x solution sur
R" — {y} de I’équation a coeflicients constants obtenue en
fixant ceux de L en leur valeur en y, et en ne conservant
que les termes du 2" ordre, on a:

C

Ky(zy) < ——°
U PR

¢ ne dépendant que de « et M. On en déduit un nombre
ro tel que pour toute boule B(z,r,) de rayon r, on a

1
f Kulay)dy < -
B

On obtient alors ([14], p. 63) le noyau H; sur une telle
boule en posant:

Hy, = Y Np..(Kpr.
p=0

Les produits de composition apparaissant dans cette
formule sont pris au sens des noyaux sur la boule B(x,r,) .
Notons que de plus, si ¢ est hildérienne de classe « sur la
boule fermée B(z,,r,) la fonction H,(¢) donnée par

Hu(e)(@) = [, Hi(@y)e(y) du

est de classe C** sur la boule et vérifie LHy(¢) = — ¢ (1).

Fixons toujours L, B(zyr,) et H, en convenant que
H;(z,2) = 4+ . Pour chaque y € B(zy,r,), x — Hy(z,y) est
une fonction L-surharmonique non harmonique, et d’apres
un résultat de Gildbarg et Serrin [5] toute fonction w positive
sur B(z,ry), L-harmonique sur B(z,ry) — {y} est, a une
fonction L-harmonique prés, proportionnelle a cette fonction
au voisinage de y .

Cela suffit pour voir que pour chaque r < ry, il existe
sur chaque boule B(z,,r) un L-potentiel > 0, et une
fonction L-harmonique > 0; 1 y a de plus unicité des
potentiels & support ponctuel dans une telle boule. Pour tout






