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REPRESENTATIONS
DE SEMI.GROUPES DE MESURES
SUR UN GROUPE LOCALEMENT COMPACT

par Michel DUFLO

Introduction.

Soit G un groupe de Lie. Une distribution T sur G est dite
dissipative si elle satisfait au principe du maximum du module : pour
toute fonction test f telle que f(1) = sup|f| ona Re T(f) <O.
C’est le cas en particulier des laplaciens généralisés. Une distribution
dissipative engendre un unique semi-groupe (pour la convolution)
de mesures de Radon u, (#= 0) de variation totale <1, va-
guement continu, et tel que p, = 6. Par définition, on a donc
T =lim ¢ !(u, — 8).

t—0

Soit m une représentation fortement continue de G dans
un espace de Banach €. Soit T une distribution a support com-
pact sur G. On note dom 7,(T) I’ensemble des 7 € K tels qu’il
existe k€Y tel que l'on ait w(f«T)h = 7w (f)k pour tout
feE®G), et si h€dom w,(T) on pose w,(T)h = k. L’opé-
rateur 7,(T) est fermé, de domaine dense contenant 1’espace
Je~ des vecteurs différentiables de €. On note m,(T) la clo-
ture de la restriction de #,(T) a 8~ . On a m(T) C 7, (T),
mais en général ces opérateurs ne sont pas égaux. Lorsque par
exemple 7 est la représentation réguliére droite dans un espace
L?(G) (1<p <), ou Cy(G), m,y(T) est la cloture de I'opé-
rateur f —> f« T, défini sur ®(G), et dom 7 (T) est ’ensemble
des fE€ge tels que fx T (calculé dans @D'(G)) appartienne a
Y (on a posé di(x)=dT(x~1)). Si 9 est un Hilbert et si
est unitaire, on a w (T)* = m,(T*) et m,(T)* = 7, (T*) (on a
posé dT*(x) = dT(x')).
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Soient T wune distribution dissipative a support compact, {u,}
le semi-groupe de mesures qu’elle engendre, et 7 une représentation
fortement continue de G dans un banach &€ . Nous montrons que
m,(T) = m,(T); d’autre part pour tout ¢ = 0, Ilintégrale forte

f m(g) du,(g) existe et définit dans J€ un serﬁi-groupe fortement

continu d’opérateurs bornés dont le générateur infinitésimal est =, (T).

Ces résultats se généralisent sans difficultés. On peut remplacer
G par un groupe localement compact quelconque. On peut rem-
placer T par une distribution somme d’une distribution dissipative
a support compact et d’une mesure v telle que l’intégrale forte

f m(g) dv(g) existe. On peut remplacer 7 par une représentation

d’un sous-semi-groupe fermé convenable contenant le support des
M, ; par exemple pour G = R, du semi-groupe [0,°°[, ou plus
généralement, pour G = R" de semi-groupes fermés contenant un
cone d’intérieur non vide. On peut remplacer G par un espace ho-
mogene G/K avec K compact.

Ainsi généralisés ces résultats contiennent, unifient et précisent
plusieurs cas particuliers déja connus. Par exemple le cas ou 7 est
une représentation de norme <1 de [0,oo[ est traité dans R.S..
Phillips [14] et J. Faraut [5]. G.A. Hunt dans I'article fondamental
[11] a essentiellement traité le cas de la représentation réguliére d’un
groupe de Lie dans ’espace C,(G) et dans I’espace des fonctions
uniformément continues bornées. E. Nelson et W.F. Stinespring [13]
et Jorgensen [12] considérent le cas ou T est une distribution de
support {1} sur un groupe de Lie. Dans ce cas T définit sur G un
opérateur différentiel hypo-elliptique (en un certain sens). Nos ré-
sultats permettent de déterminer ce qui dans [13] et [12] repose sur
le principe du maximum, ou sur I’hypoellipticité.

Les résultats de cet article ont été annoncés dans [4]. Dans [4],
prop. 5, est annoncée une majoration de i, lorsque T est un
laplacien généralis€é a support compact. Je démontre ici une majora-
tion plus faible, car elle suffit pour établir le théoréme principal,
et car sa démonstration (une simple adaptation d’un argument da
a A. Hulanicki pour les laplaciens) est beaucoup plus courte et élé-
mentaire. Je n’écris pas ici ma démonstration de la prop. 2 de [4]
(sur les opérateurs dissipatifs invariants dans C,(G)) car il en existe

une (complétement différente d’ailleurs) dans J.P. Roth, [15] théo-
réme I1.3.1.
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1. Notations.

Dans toute la suite G est un groupe localement compact muni
d’une mesure de Haar a droite dg, K est un sous-groupe compact
de G et dk sa mesure de Haar normalisée, x un homomorphisme
continu de K dans T (le groupe des nombres complexes de mo-
dule 1). On note @MD(G) I’ensemble des fonctions réguliéres a valeurs
complexes a support compact sur G (au sens de F. Bruhat [3]),
@'(G) Tespace des distributions, x le produit de convolution des
distributions. La mesure dg est utilisée pour identifier les fonctions
localement sommables sur G a des distributions. On notera encore

x la distribution f —> fK Fk)x(k)dk. Si fE®DG), on pose
f(& =f(g") et si TED'(G), on définit T et T* par les for-
mules T(f) = T(f) et T*(f) = T(f).

Avec ces conventions, on a la formule suivante :
ff(xy) dT(y) = fx ’f(x) (pour presque tout x) (nH

si par exemple f est une fonction réguliere et T une distribution a
support compact, ou si f est mesurable bornée et T une mesure de
Radon bornée.

On note 0XG, x) le sous-espace de PD(G) formé des fonctions
vérifiant f« x = f, C’est-a-dire telles que f(gk) = x(k~!)f(g)
pour tout g€ G et tout k€ K. On note D(x,G,x) le sous
espace de D(G) formé des fonctions f vérifiant X « f« X = f.
On définit de méme les espaces @D'(x, G, x), Cy(G, %) etc.

2. Distributions dissipatives.

DEFINITIONS. — Une distribution T sur G est x-dissipative
si TE®D'(x,G,x) et si pour tout fE®D(x,G,X) telle que
f(1) =sup |f(@)) on a ReT(f)< 0. Si K={1}, on dit que

2€G
T est dissipative.

Si x est le caractére unité de K, on dit qu'une distribution
T sur G est un X-laplacien généralisé si TE® (x,G,x), si T
est réelle, et si pour toute fonction f réelle de D (x,G,x) telle
que f(1) =2 0 et f(1) :ﬁlé% f(g), ona T(f)<O0. Si K= {13},

on parle simplement de laplacien généralisé.
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Lorsque x est le caractére unité, il est clair qu’'un x-laplacien
généralisé est une distribution x-dissipative. La structure des lapla-
ciens généralisés est bien connue, elle est donnée par la formule de
Levy-Khinchine (dans le sens de Hunt [11], Hazod [7] ou Roth [15]
théoréme I1.2.2). Nous verrons que celle des distributions dissipa-
tives s’y raméne. Pour le moment, donnons juste un exemple.

Exemple. — Supposons que G soit un groupe de Lie et soit
g son algébre de Lie. Chaque élément X de g définit une distri-
bution (notée par la méme lettre) de support {1}. On notera XY
la distribution X *Y. Soient X,,...,X,,X et Y des éléments
de g, et ¢,d€R. Alors la distribution X3 +...+ X2+ X+¢
est un laplacien généralisé si ¢ <0. Si Y appartient 4 I’espace
vectoriel engendré par X,,..., X,, la distribution X} +...+ X?
+X+iY+c+id est dissipative si X;+...+X:+Y —c est
=2 0, considérée comme fonction sur le dual de g , comme il résulte
facilement de la formule de Taylor. Les éléments X,,..., X,, et
YERX, +...+ RX, étant fixés, c’est le cas dés que c est assez
petit.

LEMME 1. — Soit V un voisinage de K et soit T une distribu-
tion x-dissipative. Il existe une distribution T, €E®'(x,G,x) d
support dans V telle que T —T, soit une mesure bornée. Si
fE®D(G) et si p est une mesure de Radon bornée sur G, on a

(FeT, =<1, Frm). 2)
Démonstration. — La premiére assertion du lemme est due &

Faraut [5] prop. I1.2 (pour G = R", mais la démonstration s’applique
au cas général). Le reste du lemme est trivial.

3. Semi-groupes de mesures.

Si p est une mesure de Radon sur G nous notons |u| savaleur
absolue et ||u|| sa variation totale.
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Nous noterons M(G) I’ensemble des mesures de radon u telles
que [lull < eo. Clest le dual de C,(G). On le munit de la topologie
faible. Un semi-groupe de mesures est une application faiblement
continue ¢+~ p, de ]0, o[ dans M(G) telle que u,,,» = u, * u,
pour tout ¢ et t'. Il est facile de voir que si [|lu,l| est borné au voi-
sinage de 0, le semi-groupe se prolonge de maniére continue a
[0,0[. Lorsque de plus [lu,ll <1 pour tout #>0 (c’est le cas
qui nous intéressera ci-dessous) u, est une mesure vérifiant [|ull <1
et Wy * My = po. D’apreés [6] th. 2.1.4 ou bien p, =0 (et dans
ce cas 4, =0) ou bien pu, est égale a la mesure de Haar normalisée
d’un sous-groupe compact, multipliée par un homomorphisme continu
de ce sous-groupe a valeurs dans T. Nous introduisons les notations
suivantes :

M (G, x) est 'ensemble des applications faiblement continues
t — pu, de [0,oo[ dans M(G) telles que [lull<1 pour tout
t, My =X, et M, = U, * M, pourtout t et t' = 0;

lorsque x est la mesure de Haar de K, €(G, x) est le sous-
ensemble des éléments de MT(G, x) avaleurs positives.

Si f est une fonction sur G on note Zf la fonction sur T x G
telle que Zf(z,g) = zf(g) pour (z,2) €ETxG.

LeMME 2. — Soit  {u,} €EM(G,x). Soit K' le sous-groupe
de TxG formé des éléments (x(k), k) (Kk€EK) et x' le carac-
tére unité de K' 1l existe {v,}€ R(T xG,K') tel que l'on ait
u,(f) = v,(zf) pour tout f€ Cy(G).

Ce phénoméne a été découvert par Faraut [5] pour G = R",
et par Roth [15] II.2.5 dans le cas général. En fait Roth ne consi-
dére que le cas ou x est le caractére trivial, mais la démonstration
donne les résultats énoncés ici.

4. Générateur d’un semi-groupe de mesures.

ProposITION 3. — Soit  {u,} €EM(G,x). Lorsque t— 0.
t~Y(u, — x) tend dans ®@'(G) vers un élément x-dissipatif. Si X
est la mesure de Haar de K et si {u,} € R(G,x), la limite est un
X-laplacien généralisé.
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Démonstration. — Lorsque G est un groupe de Lie et
{1} € RG, x) ce résultat est da a G.A. Hunt [11], et il a été étendu
aux groupes localement compacts par Hazod [7]. Il résulte du lemme 2
que ceci reste vrai pour {u,} €M(G, x). Remarquons qu’il est pos-
sible de démontrer la proposition 1 directement (i.e. sans utiliser le
lemme 2), cf. [S] pour G = R" et [4] pour le cas général.

PROPOSITION 4. — Soit T une distribution x-dissipative. Il
existe un et un seul {u,} EMU(G,x) tel que lim t7'(u,—x)=T
t—>0

dans ®'(G). Si x est la mesure de Haar de K, ona {u,} €R(G, x)
si et seulement si T est un x-laplacien généralisé.

Démonstration. — Si T est un x-laplacien généralisé, la pro-
position 2 est due a Hunt [11] si G est un groupe de Lie, et 48 Hazod
[7] dans le cas général. Pour une distribution x-dissipative, la  pro-
position 4 a été démontrée par Faraut pour G = R" et Roth [15]
I1.3.1 dans le cas général. Je rédige ici une autre démonstration, car
elle est plus simple que toutes celles mentionnées ci-dessus.

Démontrons I’existence.

Comme dans Hunt, nous allons construire un semi-groupe de
contractions dans I’espace de Banach C,(G,x). Soit T une dis-
tribution x-dissipative. On note A I'opérateur dans C,(G,x) de
domaine ®(G, x) définit par la formule A(f) =f+T. Ceci est
possible a cause du lemme 1. Notons | -|. la norme dans C,(G, x).
Comme T est x-dissipative, on a [Af|, < |A\f—A(f)|. pour
tout X\ > 0 et tout fEMD(G,x). Il en résulte que A est fermable
et que A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe {P,} (= 0)
fortement continu de contractions dans C,(G, x) tel que P, =1Id
si et seulement si A — A est d’image dense pour tout A >0 (cf.
[9] ch. II). Montrons que tel est le cas. D’aprés le théoréme de Hahn-
Banach, il suffit de montrer qu’étant donné A > 0, toute mesure
u de Radon bornée sur G telle que ux*x = u et telle que
(u,\f — f+T)=0 pour tout fFEMD(G,x) est nulle. Il résulte
du lemme 1 que l'on a (f~* u, A8 — T>)=0. Comme la distribu-
tion T est x-dissipative, en remplacant f par une translatée conve-
nable a gauche on voit que I’on a ?* u = 0 pour tout f€ @G, x).
Il en résulte que u = 0. On note u, la mesure définie par la formule
p,(f) =P, (f*x) (1) pour tout fF€ Cy(G). On a {u}E€NUG, x)

et lim ¢ '(u, —x)=T.
1-0
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Démontrons I'unicité.  Soit v} €EMG,x) tel que
lim 7' (v, —x) =T. Si fE€C,G,%), on pose Q,(f)=/fxv,.
Il est facile de voir que {Q,} est un semi-groupe faiblement continu
de contractions dans C,(G, x). Il est donc fortement continu.
Pour démontrer que u, =p,, il suffit de montrer que Q,=P,,
et donc que ces deux semi-groupes ont méme générateur. Pour cela
il suffit de montrer que pour tout f€ M(G, x) et toute mesure de
Radon bornée p sur G, ona lim ¢t (f* b, — f,u) = (f+T,u).
(En effet les limites lim t"(Q, — Id) au sens fort et au sens faible
sont égales. Le générateur de {Q,} prolonge celui de {P,}, et lui
est donc égal). Par hypothése ¢ !(f v, — f) converge vers fxT
simplement. Le théoréme de convergence dominée de Lebesgue montre
qu’il suffit de démontrer que |t7!(f#* ¥, — f)|.. est bomé pour

t < 1. Ceci est vrai car f* v,(g) — f(g) = j; f=T= p,(g)ds pour
tout g€ G, etdonc ¢t |fxv, — fl. < |f*Tl..

La derniére assertion de la proposition se démontre comme
dans Hunt [11]. ‘

Dans les conditions de la proposition 4, nous dirons que T est
le générateur infinitésimal de {u,}.

5. Structure des distributions dissipatives.

PROPOSITION 5. — Soit T une distribution x-dissipative sur
G. 1l existe un x'-laplacien généralisé U sur T x G tel que
T(f) = U(Zf) pour tout f € D(G) (avec les notations du lemme 2).
Si T est a support compact, on peut choisir U a support compact.

Démonstration. — Soit {u,} le semi-groupe de mesures engendré
par T. On peut choisir U égal au générateur du semi-groupe {v,}
du lemme 2. On peut remplacer U par aU, ou « est n’importe
quelle fonction réguliére sur G, O<a <1, invariante a droite
et a gauche par K, égale 3 1 dans un voisinage du support de T,
ce qui démontre la seconde assertion.

La proposition 5, dans le cas de R", est due 4 Faraut [5].

6. Support d’un semi-groupe de mesures.

Soit C un sous-semi-groupe fermé de G. Nous dirons que

{#,} € M(G,x) a son support contenu dans C si supu, CC
pourtout t=0.
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ProOPOSITION 6. — Soit T une distribution x-dissipative et
soit {m,} le semi-groupe de mesures qu’elle engendre. Soit C un
sous-semi-groupe fermé de G tel que KCK = C. Alors C con-
tient le support de {u,} si et seulement si pour toute fonction
fEDX,G,x) telle que f(1)= sgg 1f(g)l, on a ReT(f)<O.

£

Démonstration. — La condition est évidemment nécessaire.
Réciproquement, supposons que l'on ait Re T(f) <0 pour tout
FE®DX,G,x) telle que f(1) = sup [f(g)|. Onaencore Re T(f) <O

pour tout fE®D(G, x) telle que f(l) = sup |f(g)]. Il en résulte

que si f-€ A(G,x) s’annule sur C, on a T(f) =0, et donc f*'i‘
s’annule dans C. On peut donc définir un opérateur A dans
Co,(C,x) de la maniére suivante : le domaine de A est I’ensemble
des restrictions & C des éléments de ®@D(G,x), et si f€ DG, x)
on pose A(f|C) =fxT|C. Comme dans la démonstration de la
proposition 2 on voit que A admet une fermeture qui est le géné-
rateur infinitésimal d’un semi-groupe {P,} (¢ > 0) de contrac-
tions dans C,(C,%). On note v, la mesure sur G définie par
v,(f) =P, (f*Xx|C)(0). On obtient ainsi un élément de N (G, x)
a support dans C. Par construction, on a limt!'(v,—x)=T
et donc {w,} estle semi-groupe engendré par T.

Lorsque C est un cone dans R”, la proposition 6 est due a
Faraut [5].

- 7. Généralités sur les représentations des sous-semi-groupes de G.

Le contenu de ce paragraphe est soit bien connu, soit 4 peu
prés évident. Il est cependant nécessaire pour la suite.

Dans ce paragraphe, C est un sous-semi—grou?e fermé de G
tel que 1 appartienne a I'adhérence de lintérieur C de C, et =
est une représentation fortement continue de C dans un espace de
Banach € telle que w(1) = 1. Pour toute mesure u sur G dont
le support est contenu dans C et telle que

i@l diri@ < 3)

on pose w(u) = f n(g) dy(g). C’est un opérateur borné dans F¢€
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et 'on a ||1r(p)|| < fll‘lr(g)lldlul(g). »Rappelons que la mesure

de Haar a droite nous permet d’identifier les fonctions localement
sommables avec des mesures, de sorte que, par exemple, w(f) est
défini pour toutes les fonctions continues sur G a support compact
contenu dans C.

Comme 1 est dans ’adhérence de (02, on peut choisir une ap-
proximationode la mesure de Dirac par des éléments de D(G) a sup-
port dans C, de sorte que l’espace engendré par les w(f)A, ou
F€®MG) est oa‘\ support dans C et s € 3@, est dense dans €. Nous
noterons MD(C) ’ensemble des. éléments de @D (G) a support dans
C, et J¢¢ (g pour Garding) le sous-espace de ¥€ juste décrit.

Soit U une distribution a support compact sur G dont le sup-
port est contenu dans C. On définit un opérateur m,(U) dans € :
le domaine de définition dom w,(U) est I'ensemble des 4 € J€
tels qu’il exi%te k€3 tel que l'on ait 7w(f)k =n(f+U)h pour
tout f€ ®(C). En faisant tendre f vers la mesure de Dirac, on
voit que k est uniquement déterminé, et 'on pose w, (UWh=k.
Par définition, on a donc la formule

T(f) m (W h =a(f+U)h 4

pour tout ~ € dom m,(U) et 'feCD(é). Il est évident que w,(U)
est un opérateur fergné. D’autre part dom m,(U) conti%nt ges .
En effet, si f€®(C) et hEY, pour tout ffEMDC) on a
a(f'« W) n(HNh=a(f'«Usxf)h =a(f)n(Usxf)h. On note
-7, (U) la cloture de la restriction de 7,(U) a €€ . On a en particulier

T, () n(f)h =7, (Usxf)h (5

pour tout h €3¢ et f(—ZO)((%).
Lorsque Usxf=fxU pour tout fGCD(é), il est facile de
voir que m,(U) = m,(U), en utilisant une approximation de la me-
sure de Dirac. C’est le cas par exemple si G est commutatif. Cepen-

dant, si G n’est pas commutatif, en général w,(U) prolonge stric-
tement m, (U).

Exemple. — On suppose que C =G, que G est un groupe
de Lie (pour simplifier), et que m est la représentation réguliére
droite de G dans une des espaces # = L?(G) (1 < p <o) ou
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¥e = C,(G). Pour tout h €4, la distribution % U est définie.
Nous allons montrer que dom m,(U) est 'ensemble des 7 € ¥ tels
que A *ﬁ_eye, et que si 2 € dom 1r2(U) ona m,(U)h = h U.
En effet, soit % € dom w,(U). Posons =m,(U)h. Il résulte
de (4) que pour tout fE€ ®(G) on a k*f h*(U*f) Il en
résulte que k =h +U et donc que h+U appartient a €. La
réciproque se démontre de maniére analogue.

L’espace M(G) est dense dans g€, et contenu dans dom m,(U).
Nous allons montrer que w,(U) est la cloture de Popérateur
f— [« U défini dans (D(G) Notons A la cloture de cet opé-
rateur. Le domalne de A contient en particulier les éléments de
la forme 1r(f)f'=f’*f, ou f,f'e€ D). Comme A est fermé,
il contient dom 7,(U). L’inclusion opposée résulte du lemme suivant.

LeMME 7. — On suppose que G est un groupe de Lie. Soit w
une représentation fortement continue de G. Le domaine de m (U)
contient le sous-espace 4~ des vecteurs différentiables de w. (Donc
m, (U) est la cloture de la restriction de m,(U) a 7))

Démonstration. — Si q €N, on note @DI(G) Iespace des
fonctions de classe C? a support compact sur G. Il existe un entier
q tel que U = f soit continue pour tout f € M¥(G). Soit f € DI(G)
et soit €. Ona w(f)h € dom 7, (U). En effet, soit f; € D(G)
tendant vers la mesure de Dirac. Les vecteurs n(f* f,) h = n(f) n(f) h
tendent vers w(f) A, et les vecteurs '

T, () r(f+xf)h=aUsfxf)h=aU=xf)n(f)h

tendent vers w(U % f) A . .1l suffit pour prouver le lemme de démontrer
que tout élément k €5 est combinaison linéaire d’éléments de
la forme w(f)h avec h €3€ et fEMI(G). On sait ([2] p. 250)
qu’il existe fE€ ®M9(G), et une distribution D de support {1} telles
que f*D =6 + f’, avec f'€ED(G). Onadonc

k=n@)k=7n(f«D)h — a(fHh =7a(f)n,(D)h — w(f')h.

LEMME 8. — Soit m wune représentation unitaire de G, forte-
ment continue, dans un espace de Hilbert 3. Ona m (U)* = m, (U*)
et m,(U)* = 7, (U*%).
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Démonstration. — 11 suffit de démontrer la premiére égalité.
Soit h € dom m,(U*) et soit k= m,(U¥)h. Pour tout y €3¢,
FE€EMG), -ona (m, (U) n(f)y,h) = (@Uxf)y,h) = ,n(U=xf)*h)
=, n(f*«U*h) = (y,n(fNk) =, 7()*k) =@y, k). 1
en résulte que si x € domw,;(U), on a (m,(U)x,kh) = (x,k), et
donc que /1 €dom m, (U)* et m,(U)*h = k. '

Soit A € domw, (U)* et k=m (U)*h. Pour tout y €3¢,
fE@DG), on a (@, U)n(f)y,h)=@(f)y,k). Comme plus
haut, on en déduit (y,n(f**=U*)h) = (y,n(f*)k), et donc
n(f*+ U*¥)h = n(f*)k, ce qui prouve que A& € dom m,(U*) et
que m,(U¥)h = k. '

8. Un lemme.

Dans ce paragraphé T est une distribution x-dissipative a sup-
port compact, C est un sous-semi-groupe fermé de G tel que 1 soit
adhérent a C, et qui contient le support du semi-groupe de mesures
{u,} engendré par T, 7 est une représentation fortement continue
de C dansun espace de Banach 3¢ telle que n(1) = 1.

LiMME 9. — On suppose que I'on a
sup fIIW(g)II dlp,l(g) <eo.
tefo,1] *

Pour tout t=20, on.a fll1r(g)|| dlu,l (g) <oo. L'application

t+— m(u,) (t=0) est un semi-groupe fortement continu d’opéra-
teurs bornés dans € . On note A son générateur infinitésimal,
ie. la limite forte pour t — 0 de t'(m(y,) —m(x)). On a
T, (T)YCAC m,(T).

Démonstration. — Les raisonnements qui suivent sont classiques.
Tout d’abord, on a |u,| * |p,| = sl pour tout t,t'20, de

sorte que, si 'on pose ¢, = f Il dlu,l(g), ona c,pp Scpcyp.

Il résulte de I’hypothése que c, est localement bornée sur [0, oo[.
Il est clair que m(u,) est un semi-groupe d’opérateurs bornés.

Soient h €3 et fE (D(Co). Nous avons vu dans la derniére
partie de la démonstration de la proposition 4 que ¢~ !'(f* 1, — f % X)
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tend uniformément vers 0 quant ¢t — 0. Il en est de méme de
(S * R,.s — f* @) pour tout s = 0. Pour toute fonction continue
a support compact f' sur G onadonc

’ s d ry - T [

e f=xxf [ = [ g ffyde= [ s Taff)dr
s

Notons 1, la mesure définie par lintégrale faible v, = j; M, dt.

Il est facile de voir que si ¢ est une fonction borélienne sur
C majorée par un multiple de |[m(g)ll, alors ¢ est intégrable pour

S
v, et (v, )= ‘/(; (u,, p>dt. 1l résulte de tout ceci que l'on a

() m(f) — 7(x) n(f) = w(v,) 7(T xf) pourtout s = 0. (6)

Il résulte de I’hypothése que |[w(v )|l = 0(s) quand s — 0, et
donc que |7(u,) 7(f)h — w(x) m(f)hll = 0(s) quand s— 0.
Comme les vecteurs de la forme w(f)h sont denses dans %€, et
comme |[[m(u,)ll estlocalement bornée dans [0, o[, le semi-groupe
{m(u,)} est fortement continu.

Soient h €Y¢ et fE (D((ojj. Calculons
€(s) = m(py) 7(f)h — w(x) 7(f)h —sa(T*f)h.

Ona  e)= [ (k) (T f)h— 700 7(T «f)) dr

s
etdonc . lle@I< [ lIm(u)k - 7GOKI dr,
(V]
oulonaposé k = n(Txf)h. Commeona [m(u,)k — m(x)kll = o(1)
d’aprés ce qui précéde, on a €(s) = o(s). Ceci démontre que l'on a
T, (T) CA.

Soit #e' TI'espace de Banach dual de €. On note J€* le sous-
espace fermé’z de ¥' engendré par les éléments de la forme w(f)u
ou FEMDCC), ucsy’, et *. désigne le transposé d’un opérateur.
L’application ¢ — 'w(c) induit dans J€* une représentation for-
tement continue du semi-groupe C, oopposé a C. Si h € 5e vérifie
(n(f)u,h) =0 pour tout fFEMDC) et tout u €', on a
(u,n(f)h) =10, et donc w(f)h =0, d’aprés le théoréme d’Hahn-
Banach. Il en résulte que 4 = 0.

Soit & € dom A et soit kK = Ah. Soit fea)((°?). Pour démon-
trer que A Cm,(T), nous devons montrer que w(f)k = (f*T)h.
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Il suffit pour cela de montrer que pour tout u € 3* on a
(u,m1(Hk)=Cu,n(f«T)h). Ona

(u,n(f)k) = lim ¢~ u, w(f) (n(p,) — 7(x)) A
t—>0
= lim = () — T O0) ' (f)u, h).
t—

Appliquons a la représentation ¢ — ‘n(c¢) de C, dans * lin-
clusion A D 7,(T). On trouve

lim ¢! ('m(p,) — "7 ()) ' (fu = 'n(f+* Tu.

t—>0

On obtient donc (u,w( k) = u,n(f+*T)h).

9. Majoration du semi-groupe de mesures engendré par un laplacien
généralisé a support compact.

Dans ce paragraphe, x est la fonction caractéristique de K, T
un x-laplacien généralisé a support compact, ¢ un poids sur G,
c’est-a-dire une fonction borélienne, telle que ¢(gg') < ¢(g) v(g")
pour tout g, g’ € G. Pour tout entier m =1, on pose y¢,, = inf(p, m).
Il est facile de voir que ¢, est un poids. On note {u,} le semi-
groupe de mesures positives engendré par T.-

LimmeE~10. — Soit fE€E D(G), f=2 0, f# 0. Il existe une cons
tante a > Q telle que ¢,, < a y,, * f pourtout m=1.

Démonstration. — On a ¢, * f(x) = f¢m(xy“) f(y)dy. On
a @, (x) = 9,(xy7'y) < 9, (xy71) ¢,,(¥) etdonc
O (XY™ 2 90, (x) 9,()7! 2 9, (x) 9()7".
On a g, *f(x)= ¢, (x) f‘«,o(y)—l f()dy, ce qui prouve l'inéga-
lité.

LeMME 11. — Pour toute fonction  uniformément continue a
gauche bornée sur G et tout f € ®D(G), la fonction t — (Y =f.u,)

d .
est dérivable, et l'on a ar Wxfou)=C(YxfxT pu,) pour tout
t=0. '
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Démonstration. — On note m la représentation réguliére droite
de G dans l'espace g€ _des fonctions uniformément continues a
gaifche, bornées sur G, muni de la norme uniforme. Elle est forte-
ment -continue. L’inclusion m,(T) C A du lemme 9 entraine que

d v
dans ¢ on a 7 Yxfaft,=¢Yxf*Tx*f,, ce qui entraine le

lemme.

Livi 12, ~ Ona sup [ o(g) du,(g) < o .
te(0,1]

Démonstration. — On fixe f#0, f=0, fE®(G). Pour
t=0, on pose h,(t)={p, *xf,u,). On a d’aprés le lemme 11,
enposant k = f+ T, k) (t) = (g, * k,u,), et donc

@) < U 1< [ 0 Cey™) k(] dity(x) dy < b Ao 211,

ou l'on a posé b =f¢(y")|k(y)|dy. Il résulte du lemme 10

que 'on a h,,(t) <abh,(t). Onadonc h, (t) < e h,,(0). Posons
h(t) =<px* f,u,). Ona h(t) = lim h,,(t) etdonc h(t) < e 1 (0).

m—o

On déduit du lemme 10 que 'ona (p,u,)<ce
ou ¢ =ah(0)=a f o(ky™") f(y)dy.

tab  nour tout =0,

Remarque. — La démonstration du lemme est adaptée de [10],
paragraphe 4.

LEMME 13. — Soit V un voisinagede K. Ona
[ (& dug) = o) quand t—0.
G-V

Démonstration. — Soit J€ I'espace des fonctions continues
Y sur G telles que sup |Y(x) p(x)"1 <o, et :
x€G

lim sup [ (xy) — Y(x)| ¢(x)~! = 0.

y—>1 x€G

Muni de la norme [yl = sup |[¥(x)] ¢(x)~! Cc'est un espace de
Banach. Les translations i droite y induisent une représentation for-
tement continue 7 de G, etona |[7(x)|l < ¢(x) pourtout x € G.
Soit fFEMDG), fF0, f=0. Posons Y =(pd)*f, ou 0 est
la fonction caractéristique de G—-V. On a ¢ € . On choisit
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le support de f assez petit, pour que le support de Y soit contenu
dans le complémentaire de K. D’autre part, un raisonnement ana-
logue a celui du lemme 10 montre qu’il suffit de démontrer que I’on
a (Y,u,)=0(1). Le lemme 12 montre que les hypothéses du
lemme 9 sont vérifiées. Lorsque ¢ — 0, =w(um,)y tend dans J€
vers w(x)y. En particulier, en considérant les valeurs a ’origine,
(Y, u,) tend vers (Y, x) = 0, ce qu’il fallait démontrer.

La proposition ci-dessous donne notre majoration de u,. On
remarquera d’autre part qu’en utilisant des processus de Markov on
peut obtenir de meilleurs résultats (cf. [4] proposition 5 et [1]).

PROPOSITION 14. — Soit T wun x-laplacien généralisé sur G
a support compact, et soit {u,} le semi-groupe de mesures positives
qu’il engendre. Soit V un voisinage du support de T tel que 1 € V
et V1 C L? V" . Pour tout entier n =1 et tout k=1, il existe
une consta’h—tia d>0 telle que u, (G- VP)< dt"*' k=P pour tout
p=nettout 1 =2¢t=20.

Démonstration. — Soit ¢ un poids sur G. Nous allons montrer
pour commencer que, étant donné » = 1, ona

J.

G-V
Nous employons les notations € et m de la démonstration du lemme
9. Nous choisissons un voisinage W du support de T et un voisinage
U de 1 tels que WUCV. Soit 6 la fonction caractéristique de
w" . Soit fE®MG), f=0, f¥#0, a support dans U. Soit
x€G-V.Onax€eG-WU, etdonc

(00) * £(x) = [ 9(xy™) 00y f() dy > 9(x) [ 0() £() dy

i ¢(g) du,(g) = O(t"™*1). @)

(cf. la démonstration du lemme 10). 11 suffit donc de démontrer
((p0) * f, u,) = O("*!). Soit U’ un voisinage de 0 telque U2 CU,
et soit f'€EMDG), f'# 0, f'=>0. Ce qui précéde s’applique a
f=f"f". Onpose ¥ = (pf)xf’'. Cestun élément de H¢. On
a Yxf'= ﬂ(f’)w. Le lemme 12 permet d’utiliser le lemme 9. Il
résulte de Ulinclusion 7, (T)CA du lemme 9 que la fonction
t — mw(u,) w(f’)\p (2 valeurs dans J€) est dérivable de dérivée
t — w(p,) 7(T«f)¢Y. Le méme raisonnement montre qu'elle
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est q fois dérivable, de dérivée ¢'*™ t— m(u,) (T % ')y
pour tout entier g =2 1~ Evaluons les éléments de € en 1. La
fonction ¢t +— (Y xf', u,) est g fois dérivable, et sa dérivée giéme
est t+—(Yxf'«T9 u). En particulier, la dérivée g'*me 3
Porigine est (Y f'+ T, x) =<y, T?). Si le support de f'
est assez petit, ce que nous supposons, ces dérivées sont nulles
pour ¢ =0,1,...,n. La formule de Taylor montre que I'on a
(Y=f', )= 0("*"), cequiprouve (7).

Posons G'= Ul V2. C’est un sous-groupe ouvert, et donc
q:

fermé, de G et il résulte de la proposition 4 que le support de
{u,} est contenu dans G’. On peut donc supposer que G = G'.
Pour tout x € G, on note 7(x) le plus petit entier m =1 tel
que x € V™. Soit k> 1. La fonction ¢ définie par p(x) = k™™)
est un poids sur G, et 'on a ¢(x) = k™! si x € V™l _ym™,
Posons cg = (G — V) de sorte que ;.c,(V"+l — V) = Cq— Cqu1 -
Ona

S 20 i) = K 0y = ) K (g = i) F

= kn+l ¢, + cn+l(kn+2 _ kn+l) + ...

=k™le, + (k—1) (cpu K™ +cppy +..0).
Il existe d’aprés (7) une constante a > 0 telle que la somme de cette
série soit majorée par a t"*! pour tout ¢+ < 1. Il en est de méme de

chacun des termes de la série, ce qui donne ¢, < (k — D tatt kP
pourtout p=2n si t<1.

10. L’équation ¥+ T = Ay * X.

_ Dans ce paragraphe, T est une distribution x-dissipative a sup-
port compact sur G et ¢ un poids sur G. On note {u,} le semi-

groupe de mesures engendré par T. On pose ¢, = fw(g)d I, (8).

On suppose que G est limite projective de groupes de Lie.

LEMME 15. —On a ¢, <o et c,p<c,cp pour tout
t,t'"€[0,[. Il existe w=0 tel que lim ¢t 'logc, = w. De

t—>oo

plus c, est borné dans (0,1].
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Démonstration. — Soit U un x’'-laplacien généralisé sur T x G,
a support compact, tel que U(Zf) = T(f) pour tout fE€®(G) (pro-
position 5). Soit {»,} le semi-groupe de mesures qu’il engendre, de
sorte que 7,(Zf) = u,(f) pour tout =0 et tout FED(G). On a

¢ S f 0(8) dv,(z,8),
TxG

et cette intégrale est finie et bornée dans [0, 1] d’aprébs le lemme 12.
La seconde assertion du lemme est évidente, et la troisiéme résulte
de [8] th. 7.6.1.

Soit C un sous-semi-groupe ferme de G contenant le support
de {m,} et tel que 1 soit adhérent a C

LEMME 16. — Soit Yy une fonction borélienne localement som-
mable sur G, majorée en module par ¢ . Soit \> w. On sup-
pose que pour tout f€E a)(C) ona (Y,(T-N)+xf)=0 (reng
(U, f*(T—-Ax)>=0). Alors x* Y =0 (resp. ¥ xx = 0) dans C.

Démonstration. — Nous démontrerons le seconde assertion.
(La démonstration de la premiére est analogue).

Soit t =0 et soit f€ ®(G). Posons 6 = 7* ¢ * f1,. Il existe
c>0 tel que 0] <cyp et O est réguliere. Soit U la distribution
sur Tx G définie dans la démonstration du lemme 10, et soit V
un voisinage de 1 dans G telque V=V~! ettelque TxV soit
un voisinage du support de U. Soit o €E@(G) une fonction égale
a 1 dans un voisinage de V. Posons 0, =af et 0, =0-0aof.
Comme 0 € aXG), ona limu™! (01,;1“ X) = (01,T) =(0,T).

u—0
D’autre part, [€0,,n, — x| = €0,, 1,0 < ch v p(8) dlu,l (&)

Sc f v(g)dv,(z,8) (ou v, est défini comme dans
TxG-TxV : . .
la démonstration du lemme 15. Il résulte de (7) que l'on a

(0,,m, — x> = o(u). Nous avons donc démon'tré que
limo (0,p,—x)=1(0,T).
u—>0

Posons A(t) = (p, f * #,L) pour tout +=>0. Ona
h(t+u) —h() ={f*¥,py, —u) =<0, n, —x)
si u=0. Il en résulte que A est dérivable a droite, et qu’en notant
h' la dérivée a droite, on a h'(t) = (?* Y # i, T). En calculant
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formellement, on trouve A'(t) = (}’v* U, Txp,)= (f* Vi, xT),
ou encore :

R'(t) = (fxy T, u,. (®)

Nous Justlflerons cette formule plus bas. (A priori, il n’est méme
pas évident que f* Y * T soit u,-intégrable).

De I'égalité (Y,fxf" (T —Ax))> =0 pour tout f, f"E(D(Co)
(qui est vérifiée par hypothése), on déduit

FexpxT,fM=NFx¥xx,

de- sorte que les fonctions f* V] «T et )\7*01/ *x (qui sont des
fonctions réguliéres sur G) coincident dans C, et donc dans C.
Donc (fxy*«T,u)=A{xy,n). Donc h'(f)=N\h(t), ce
qui donne h(t) = e™ (p, fxx). Comme d’autre part on a
lh() <cc,, et comme N> w, en regardant le comportement
de h(t) au vmsmage deo Pinfini on obtient (Y, fxx)>= 0. Comme
f est arbitraire dans @(C), on en déduit que Y * X s’annule dans C

Il reste a prouver la formule (8). Appliquons Iégalité
h'(t) = f* ¢ = 1, aux translatées de f. On obtient que pour tout

g€ G, on a % ?,* Vo« f,(g) = f~* Voxfl, % T(g). D’autre part,

R'(t) = lim u= (Fx ¥, Moy — B> = lim u= (Fx @ x (i, — %), ).

u—-0 u—0
Le théoréme de convergence dominée montre que pour prouver (8), il

suffit de montrer que pour u € [0 1] la fonction u™? f* /) (pu -X)
est majorée en valeur absolue par une fonction fixe u,-intégrable.
D’aprés ce qui précede, pour tout g € G, ona

~ u~ v
Fevatiy-0@=[Trori,+T@ds.
Il nous suffit donc de montrer que pour s € [0,1] la fonction
f* Y =i+ T est majorée par une fonction fixe u,-intégrable.

Comme G est supposé limite projective de groupes de Lie,
il existe, par définition des fonctions réguliéres, un sous-groupe
compact invariant L tel que f soit invariante par L. Notons §
la mesure de Haar sur L. On identifie les distributions n sur G
vérifiant n *§ =n et les distributions sur le groupe G’'= G/L.
Posons T'= T §. Il existe des mesures »; & support compact
sur G’ et des distributions u; de support {1} sur G' telles que
'i"=2v,.*u,.. On identifie les distributions de support {1} dans
G' et l'algebre enveloppante U de la complexifiée de P'algébre de-
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Lie de G'. On choisit un entier m = 0 tel que tous les u; soient
de degré < m, et on choisit une base w; du sous-espace U, des
éléments de U de degré < m. Le groupe G (ou G') agit dans
U, par la représentation adjointe. On pose gu; = Z a;;(g)w; pour
tout g € G. Il existe un poids 4y sur G qui majore en valeur absolue .
toutes les fonctions «;;

Ona f*y *;:13*'1"(8) =S fxy *I:"s*vi*ui(i)

=X (gu,) *fxy *ﬂs* v,.(g) = Ea,‘,‘(g) w,'*f* v *ﬁs*Vi(g)-
Il résulte du lemme 12 que chacune des fonctions (w; * ?) * Yok Lok V;
est majorée sur G en valeur absolue par un multlple de ¢ indé-
pendant de s € [0,1]. La fonction IERE us «T est majorée en
valeur absolue par un multiple du poids vy, indépendant de
s € [0,1]. Le poids vy est u,-intégrable d’apres le lemme 15 ap-
pliqué au poids yyp.

Le lemme 16, appliqué a C = G, donne le résultat suivant.

ProPOSITION 17. — Soient Y une fonction borélienne locale-
ment sommable sur G majorée en module par un multiple de ¢,
et A\> w. On suppose que l'ona *T =Ny xx. Alors Y +x = 0.

11. Image d’un semi-groupe de mesure par une représentation.

Dans ce paragraphe, T est une distribution x-dissipative,
{u,} le semi-groupe de mesures qu’elle engendre, C un sous-semi-
groupe fermé de G contenant le support de {u,}, 7 une repré-
sentation fortement continue de C dans un espace de Banach ¥¢

telle que w(1) = 1. On suppose qu’il existe un voisinage compact
V de K tel que

[ lim@NdITi(e) < oo ©)
C-V

(Rappelons que dans G —V la distribution T ‘est une mesure
d’apré<le lemme 1).

PROPOSITION 18. — La fonction t+—> fllw(c)ll dlu,l(c) est

localement bornée sur [0,o°[. Pour tout t=0 w(u,) est un opé-

rateur borné dans 3¢, et {m(u,)} est un semi-groupe fortement
continu. '
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Démonstration. — Supposons pour commencer que T soit a
support compact. Soit, comme dans la proposition 5, U un x'-
laplacien généralisé a support compact sur T x G tel que T(f)= U(Zf)
pour tout f€ GXG,¥%). Soit {r,} le semi-groupe de mesures posi-
-tives sur T x G engendré par U, desorte quel'ona (u,, ) =(v,,Zf)
pour tout fE€ ®D(G).

Soit W un ouvert relativement compact de G contenant 1,

contenant le support de T et tel que W=W~!. Posons G'= U1 \\ACH
n=

C’est un sous-groupe ouvert, et donc fermé, de G qui, d’aprés la pro-
position 4, contient le support de {u,}. On peut donc, pour démon-
trer la proposition, supposer que G = G'. On définit pour tout
x € G le nombre 7(x) qui est le plus petit des entiers n = 1 tels
que x € W”. On note d un majorant de ||w(c)ll lorsque c¢ par-
court WNC. On pose ¢(x)=d"™) . Alors ¢ est un poids sur
G, et l'on a lIm(c)ll < ¢(c) pour tout ¢ € C. Soit V un voisi-
nage de K. L’ensemble T x V est un voisinage de K'. Il résulte
du lemme 13 que l'on a, en posant X =TxG -TxV,

[ e@ (2.9 =01). On adone [ o(e)dlul(@= o),
ce qui entraine en particulier la premiére assertion. Pour démontrer
la seconde, il suffit de démontrer que le semi-groupe est faiblement
continu. Soient u# un €élément du dual de 3€ et h € 8€. Posons
Y(c) =Cu,n(c)h) pour tout ¢ € C. Il faut montrer que lorsque
t— 0, (Y,u,) —(Y,x). Soit f une fonction continue a sup-
port compact sur C égale a 1 dans un voisinage de K. On a
(fY,m) —(fY,x), car le semi-groupe est vaguement continu.
On a ((1-f)y,u)>—0, daprés ce qui précéde. Comme
{(fy,x) = (Y, x), notre assertion en résulte.

Considérons maintenant le cas général. On peut écrire T=T, + v,
ou T, est une distribution x-dissipative a support compact telle
que Re(T,,)<0 pour tout fEG@M(X,G,x) telle que
fay = sg;c) |f(c)], et v une mesure de Radon bornée sur C telle

(4

que fllﬂ(c)lldlvl(c) < oo, En effet, soit a une fonction sur G,

_réguliére a support compact, invariante par K a droite et a gauche,
égale a 1 dans un voisinage de 1, et telle que 0 < a < 1. On peut
prendre T, =aT, et »=T-T,. On note {A,} le semi-groupe de
mesures engendré par T, . Pour tout n =2 0 on définit par récurrence
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. t '
une mesure A?. On pose A? =X,, et AI*! = j; Ay # VN, du.
Ona u, = 2 A? . En effet, pour le voir, il suffit de vérifier que les
n=0

opérateurs f— f * fi, et f— fx (25\?) dans C,(G) sont égaux.
Ceci résulte de la formule de perturbation des semi-groupes d’opé-
rateurs donnée dans [8] (13.2.4).

Posons P, = w(A\,) et B = w(v). D’aprés ce qui précéde, {P,}
est un semi-groupe fortement continu. Nous notons A son géné-
rateur infinitésimal. D’aprés [8] th. 13.2.1, A+ B est le générateur

d’un semi-groupe fortement continu {Q,}, et 'ona Q, = 2 Py,
n=0
ou les opérateurs P:' sont définis par récurrence par les formules
t
P =P et P} = [P, BP/du. Onadonc Q =m(n), ce

qui termine la démonstration de la proposition.

12. Image d’une distribution dissipative par une représentation.

Dans ce paragraphe, T est une distribution x-dissipative sur
G, {u,} le semi-group¢ de mesures engendgé, C un sous-semi-groupe
fermé de G tel que 1 soit adhérent a C et contenant le support
de {u,}, m une représentation fortement continue de C dans un
espace de Banach 3¢, telle que w(1) = 1. On suppose qu’il existe

un voisinage compact V de K tel que f lw(e)ll dIT! (¢) < oo.
! v A

Nous noterons A le générateur infinitésimal du semi-groupe
{m(u,)} (voir proposition 18). D’autre part, écrivons T=T, +»,

ol » est une mesure bornée sur C telle que f lr()ll divl(c) < oo

et ou T, est a support compact. On pose =,(T) ==, (T,) + 7w (»)
et m(T) =m,(T,)+ n(»), ou m(T,) et wm,(T,) sont définis
comme dans le paragraphe 6. )

THEOREME. — Ona 7w, (T) = A = m,(T).

Démonstration. — Soit G, un sous-groupe ouvert de G qui
soit limite projective de groupes de Lie. Posons G, = N k G, k1
keK

et G, = KG,. L’ensemble G, est un sous-groupe ouvert de G
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limite projective de groupes de Lie. Soit W un voisinage relativement
compact de K dans G, tel que W =W~'. On pose G' = U A A

C’est un sous-groupe ouvert de G limite prOJectlve de groupes de
Lie. On écrit T =T, +v, ou » est une mesure bornée a support
dans C, Et T, une distribution x-dissipative & support dans W
(voir la démonstration de la proposition 18). Comme dans la dé-
monstration de la proposition 18, on voit qu’il suffit de démontrer
le théoréme pour T,. Changeant les notations, nous pouvons sup-
poser que G est limite projective de groupes de Lie, et engendré
par un voisinage compact de K, et que T est a support compact.

Notons ¢ un poids sur G tel que |[m(cHl < ¢(¢) pour tout
¢ € C. On définit w comme dans le lemme 15. Posons 3¢, = w(x) J€.
Soit A > w. Dans J€,, l'opérateur A —\ est inversible, et son
inverse est partout défini et borné (cf. [8]). D’aprés le lemme 9 on
a m,(T)CA. Pour démontrer que w,(T) = A il suffit de montrer
que 7, (T—Ax) et A—Am(x) ont méme image. Pour cela il suffit
de prouver que w,(T —Ax) (8€%) est dense dans ¥, (cf. para-
graphe 7). Notons J€' lespace dual de 8€. Son u un élément
de ' nul sur 7, (T — Ax) (8€%). Soient f€(D(C) et h€ 5. On
a (u,m (T—-2Xx) 1r(f)h) =0, etdonc {u,m,((T—Ax)* f)h)=0.
Notons ¢ la fonction sur G nulle en dehors de C telle que
Y(c) = (u,1r(c)h>o pour tout ¢ €C. Ona (Y, (T-AY)+xf>=0
pour tout f€ @M(C). Il résulte du lemme 16 que 'ona ¥y =0.
En particulier, on a (u,m(x)h)=0. Ceci étant vrai pour tout
h €8, on voit que u s’annule sur J,. Le théoréme de Hahn-
Banach montre que m, (T — \y) (3€¢) est dense dans €, .

D’aprés le lemme 9, on a AC m,(T). Pour démontrer que
m,(T) = A, il suffit de montrer que m,(T)— N\ est injectif dans
¥,. Soit h € dom m,(T) Nge, tel que m,(T)h =M. Pour
tout u €€’ et tout f€ M(C), on a, avec les notations ci-dessus,
0=C(u,n(f) 1, (T—N)h) =Lu,n(f«* (T—Ax))h)

=Y, f*(T— Xx)>
Il résulte du lemme 16 que 'on a Y *x% = 0 et, comme h € 5€
que Yy =0, cequientraine A = 0.

Exemples. — Dans les exemples, on suppose que G est un groupe
de Lie et que K = {1}.
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1) Supposons G =R et C={0,%[. Dans ce cas {m(#)} est
un semi-groupe fortement continu d’opérateurs bornés dans ¢ et
{m(u,)} le semi-groupe obtenu par subordination. Lorsque {m(#)}
est un semi-groupe de contractions, ces résultats sont tres classiques :
cf. Phillips [14] et Faraut [5].

2) Supposons que J soit un des espaces LP(G) (1 <p < )
ou C,(G), muni de la représentation réguliére droite. Alors
m(u)h =hs+f, pour h€H, t=0. Le générateur infinité-
simal de {m(u,)} est égal a la cloture de 'opérateur f —> fx T
(défini dans @(G)). Il est aussi égal a lopérateur h — h % T
définit dans I’ensemble des 7 €8€ tels que h «T €50, (voir le
paragraphe 7). '

3) Supposons que J€ soit I’espace des fonctions uniformé-
ment continues 4 gauche et bornées sur G. Alors w(u,)h = h « f1,
pour he€ 38, t=0. Le générateur infinitésimal du semi-groupe
{m(u,)} est la cloture de l'opérateur h —> h T défini dans l'es-
pace engendré par les A'xf ol h'€Je, fEDG). 1l est aussi
égal a lopérateur h+—h + T défini dans I’espace des h € ¥¢
telsque h« T € 5.

Les exemples 2 et 3 précisent des résultats de Hunt [11].

4) Supposons que & soit un espace de Hilbert et que 7 soit
unitaire. L’adjoint de m,(T) est alors m,(T*) (lemme 8). En par-
ticulier, si T = T*, la restriction a ¢~ de =, (T) est essentiel-
lement self-adjointe.

Par exemple, soient X,,...,X, €6, YERX, +...+RX,,
Xe®. Soit T=Xf+...+X:‘:+iY+X (voir paragraphe 2).
Alors l’adjoint de @(T) (défini dans H€™)) est la cloture de
7(T —2X) (défini dans ¥€~). En particulier, si X =0, #(T)
est essentiellement self-adjoint. On retrouve ainsi des résultats de
Nelson et Stinespring [13] et Jorgensen [12] cor. 1.1. Notons que
ces auteurs utilisent des propriétés d’hypoellipticité de T, ce qui
n’est pas le cas dans notre démonstration.

5) Soient X,,...,X,,Y et X comme cidessus et
T=X}+...+X2+iY+ X. Alors la cloture de (T) (défini
- dans J€~) est le générateur -infinitésimal d’un semi-groupe d’opé-
rateurs bornés fortement continu. Ce semi-groupe est de la forme
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m(u,), ol m, est un semi-groupe de mesures bornées vérifiant, pour
tout voisinage V de 1 dans G les majorations de la proposition
14. Pour Y = 0, on retrouve encore. des résultats de [13] et de [12]
th. 3.1.
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