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DIFFERENTIABILITE FINE,
DIFFERENTIABILITE STOCHASTIQUE,
DIFFERENTIABILITE STOCHASTIQUE

DE FONCTIONS FINEMENT HARMONIQUES

par Michéle MASTRANGELO-DEHEN

Dans cet exposé nous définissons la notion de différentiabilité
fine et celle de différentiabilité stochastique d’une fonction
définie sur un ouvert fin. Nous montrons qu’en certains points
les différentielles fine et stochastique vérifient des propriétés
analogues a celles de la différentielle sur un ouvert usuel :

— le laplacien stochastique est la trace de la différentielle
seconde fine ou stochastique,

— la formule d’Ito peut étre démontrée pour les différen-
tielles fines,

— une fonction admettant une « suite d’approximation
forte » est, quasi-partout, stochastiquement indéfiniment diffé-
rentiable, et vérifie la formule d’Ito pour les différentielles
stochastiques, quasi-partout;

— une fonction finement harmonique limite d’une « suite
d’approximation harmonique forte » admet des dérivées par-
tielles stochastiques de tous ordres sur un sous-ouvert fin de
complémentaire polaire et celles-ci y sont finement harmo-
niques.

Je tiens a remercier M. le Professeur Choquet de ses conseils,
en particulier de celui d’aborder les derniéres parties en consi-
dérant, non les ensembles négligeables, mais les ensembles
polaires, et M. Ancona d’avoir bien voulu relire cet exposé
et des remarques qu’il m’a alors faites.

Définitions générales.

Dans l’espace R?, nous considérons la topologie fine
associée au mouvement brownien; pour tout z € R% on note
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P= la probabilité, sur I'espace des trajectoires, associée au
point z ; si A < R% on note T, le temps d’entrée dans A .

Soient A un ouvert fin de RY f une fonction définie sur
A, et z unpointde A. On dira que f admet un laplacien
stochastique au point z, noté Af(z), s’il existe une suite (T,)
de temps d’arréts presque slirement strictement positifs tels
que, pour toute suite (S,) de temps d’arréts vérifiant

0<S,<T,:

— 9 Lim EAL 2 X(5,) — f(2)}
Af(z) = 2 lnlil F=(S,) .

On voit que cette définition est finement locale.

Remarque 1. — On pourrait considérer une autre notion de
laplacien définie, de maniére semblable, par:

A'f(z) = 21im E”%f ° X(Sé)n— f(x) g

n>oo

pour toute suite (S,) vérifiant 0 < S, < V,.

Nous pouvons montrer que,si Af(z) et A’f(x) existent,
ils sont égaux. En effet, pour tout n, il existe un réel ¢,
vérifiant :

o V,) —
ety (LI ANY = )y,

P=({¢t, > T, A V,}) < 1/n.

Notant S,=1¢ AT, AV,, on voit alors que, si les
limites existent, elles vérifient

(o X(Sa) — f@)) _ i EZ{f 0 X(S,) — f(=)}
Iim E 3 S, = I,.EE E(S) .

n>oo

Différentiabilité fine.

Si meN U {o}, on dira qu'une fonction f, définie
sur un ouvert fin A, est finement m-fois différentiable en
un point x € A si

(y—f(z +y) — f(2)
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est finement tangente a un polynéme symétrique de degré Fk,
pour tout entier k < m, c’est-a-dire si: Vke N n [0,m],
il existe (k + 1) formes f(z), V{f(z) = Df(z), D*f(=), ...,

D¥f(z), k-linéaire symétrique, telles que

IR|=*[f(x + h) — f(z) — Df(x).h — ---
— (k))"D*f (). (h,...,k)] - 0

quand (z + h) tend vers z finement.
S1 f est finement différentiable en =z, on peut alors

of

définir ses dérivées partielles fines >0 () = Vf(z). e, ; on
i

définit de méme les opérateurs différentiels.

Différentiabilité stochastique.

De méme on peut définir une notion de différentiabilité
associée au processus du mouvement brownien pour une
fonction f définie sur un ouvert fin A. On dira que [ est
stochastiquement différentiable en 2xze A §’1l existe un
vecteur Vf(z) et une suite (T,) de tempsd’arrétsstrictement
positifs presque slirement tels que, pour toute suite (S,)
de temps d’arréts vérifiant S, < T, on ait:

E=(|f o X(S,) — f(2) — Vf(2)[X(5,) — =]|*) = o [E=(S,)].

Plus généralement, on dira que [ est stochastiquement
différentiable a 'ordre k& en z s’il existe (k + 1) formes:

f(z), Vf(z), ..., Drf(x) — p-linéaire symétrique — ,
... D¥f(z), et une suite (T,),cyx de temps d’arréts P —
presque partout strictement positifs tels que, pour toute suite
(S,) de temps d’arréts vérifiants S, < T,, pour tout n,
on ait:

E=(|f o X(S,) — f(X) — Vf(2)[X(S,) — 2] — ---
— (kD)7 D¥f(2)[X(S,) — =]4?) = o [(E=(S})].

On peut observer que les résultats suivants ne découlent pas
de la définition de maniére évidente :

— si [ est stochastiquement différentiable a 1'ordre £,
alors elle I’est aussi a 'ordre p, pour p < k.

— sielle existe, la famille des différentielles jusqu’a ’ordre %
est unique.
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— st f est h fois stochastiquement différentiable [i.e.
pour tout p < h, la forme p-linéaire symétrique V*f(x)
admet un gradient stochastique VP*+f(z), (p + 1)-linéaire
symétrique :

E={|V*f o X(S,) — V*f(a)
— VPf(2). [X(S,) — 2]I*} = o (E<(S,))

est-elle stochastiquement différentiable pour un ordre k < h?
L’objet du Lemme 2 est une démonstration par la technique
des 1ntégrales stochastiques, d’une majoration de

E=([X/(S) — 2)*%)
par un multiple de E=(S%).

La démonstration probabiliste, qui nous a été communiquée
par Yor, est obtenue en utilisant les inégalités de Burkhoder-
Davis-Gundy qui conduisent & E[|X(S)?] < C,E(S72).

Lemme 2. — Sotent S un temps d’arrét P*-essentiellement
borné et (v;) un d-upple, vérifiant oy + a5 + --- + oy = p,
o, € N, alors:

(1) E={(XY(S) — &%} < [o(2e; — 1)]% E=(S%).

(11) St S est un temps fize ou bien le temps d’entrée dans le
complémentaire d’un ouvert fin, borné :

(Be[X{(S) — #]pa} = (2, — 1)(2(0; — 1) — 1) ...
3.1E%(S%) = g () E=(S%).

(1) St S est P-essentiellement borné
E<(Sy < E=( I (Xi(8) — 2f) < dlp(2p — FE(S).
1<i<a

Démonstration. — (1) se déduit de (1), de I'inégalité de
Hélder, et du fait que, si (f;) est une famille de fonctions

positives, E(nf#) < E{(sup.f)’} < E( > f’i’)-

1<i<d

Démonstration de (i). — Appliquant le théoréme 1 § 4,
ch. 1 de [21]:

Ee| ﬁ ® (X{(u) — @i)p=t dXi(u)] = 0
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et
(1) Ex{[XY(S). — o']>%}
= o,(20, —1wa de 7" i
or
E“”U;S [[(2 — 1)(20, — 3) ﬁ‘ (Xi,(u) — af)2si=t du] di]
< Ewgﬁs (a; — 1)(2¢; — 3) ﬁs (Xi,(w) — @)= du di]
< (o — 1)(20 — 3)E=} s[ﬂf (X, (u) — @)@ dul]-
Comme u.[X(u) — 2']?%~% appartient & H?2, appliquant
le théoréme 1. § 4 ch. 1 de 21
Ezgf (w) — a')pa=3 dXY(u)} = 0.
Par suite
2«-2Ewgf dtf u) — a)2=3 dXi(u)]
= (20, — 2) Ewgfs (S — w)(X¥(w) — @)%-3dX¥(u) |} (*)
= (2« —2) Exgsﬁ (Xi(u) — a)2%=3 dX(u)}-
Utilisant la formule d’Ito
E={[X{(S) — o]}
< o2 — 1)[ (2 — 1)(20 — B)E=§S [ (Xi(u) — )X du
+ (20, — 2)E={S ﬁ *(Xi(w) — @)2m® dXi(w)]-

Employant, de nouveau, la formule d’Ito, puis I'inégalité

s . . .
(*) L’expression E* 3]; (S—u) (X (u)—at)2*i—3 dX'(u)% n’est pas une intégrale

stochastique; plus précisément, cette égalité se démontre par passage a la limite :

LS e
e 3 (62 () (2]
=;;n:w3k:o o () P ()] o

= Ewgs (X¥{u) — )28 dXF (u)i-
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de Holder, I'intégrale se majore par:

< o200, — 1)E={S[X{(S) — ai]2=-D}

o;—1

1

2(a; —1)a; a;
< o204 — 1)[E‘”(S“")]°“'[Ez<[xi(5) — af] o >]
z _1
< o2, — D)E=(S2) % [E=([X{(S) — o'p=] %,
~ En élevant cette expression a la puissance «;

Eo{[XY(S) — a' P} < [o(20 — 1) JE(S%)

(1) sera démontré par récurrence. Lorsque o, =1 cette
propriété est vraie et démontrée dans [8].

Comme :
E={(X{(S) — af)2%} = 2aiE””%f(;s (Xi(u) — af)2et dX"(u)g

+ (20, — 1)E= fo *(Xi(u) — @t dul
E{(X{(8) — a2} = oy(20; — 1)E=} ﬁf (X(u) — af)2=D duf.

10 Supposons S = t, appliquant I’hypothése de récur-

rence :
E={X{(S)—2!)2%} = a,(2et; — 1)ﬁ‘ Ee{(X{(u) — 2')20D} dy
= (20, — 1) ﬁ‘ o(e; — Dust du = o(a)u%.

20 Si S = Te ou B est un ouvert fin, nous considérons
la fonction définie sur B par

(2 E={(X(S) — &)"}) = f(a).
Son laplacien fin s’écrit :
Af(x) = 2lim 1 E2{f o X(t A S) — f(a)}
t>0 ﬁs [Xi(u) — Xi(t A S)]2(¢i—1) du

AS
— ¥ [Xi{w) — 2] du
= 2u,(2¢; — 1) lim E= Jo

t>0 ¢
_ [tAs Xi(u) — 212D dy
= 20,(20; — 1) lim ExS ﬁ, [X(u) ]
o | t
-+ Ewgt—l ﬁis [Xi(u) — Xi(t A S):lZ(d.i—l)

— [Xi(u) — Xt A S) 4+ Xt A S) — 2t =D du% )
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La premiére intégrale tend vers zéro avec ¢.
La seconde est équivalente a:

Eo§t1[— (o — 1)(20; — 3)(X(t A S) — a')?
ﬁ > [Xi(u) — Xi(t A S)]HD dul
qui converge vers

— (a; — 1)(2a; — 3)Ew3ﬁs (Xi(u) — )2 dug‘

Admettant la récurrence vérifiée pour o, — 1:

Af(x) = — 20(20; — 1)(2(x; — 1) — 1) ... 3.1E2(S%-1).

De méme le laplacien fin de g(x) = E*(5%) = E*(T&)
s’écrit

9 lim e BT (S%) — Ex(S%)

t>0 t

= — 2,E(S™1)

Les deux fonctions E?{(X{(S) — 2)**%} et o¢(a,)E*(S%)
admettent donc le méme laplacien fin sur B et s’annulent
toutes deux a la frontiére; d’aprés [8] elles sont donc égales.

Remarque 3. — Si f est une fonction stochastiquement
différentiable a l'ordre k, alors, pour tout p < k, [ est
stochastiquement différentiable & 'ordre p.

Comme :
E={|f.X(S,) — f(x)—"'—( 1D"f(ﬁﬂ( (S,) — @)%}
< E{|f.X(S,) — --- — (k)7*D*f(2) (X(S,) — 2)*|*}
+ E“T{l((P + 1) )_ID”“f( )(X(Sn) — )t
+ - 4 (k)7'D*f(2 )( (S.) — @)1}
+ 2Ez{|f° X(S,) — --- — (kN)D¥f(2)(X(5,) — )"
[(p+ 1) )"ID"“f( NX(S,) — @)Ptt -]}

Utilisant le lemme 2 :
E={((p + 1) )7t Draf(2)(X(S,) — a)r+t
+ o+ (R)TDHf(2)(X(S,) — @)} = o (E7(S])).
L’inégalité écrite ci-dessus implique alors que:

E={f. X(S,) — f(2) — -+ — (p)7*Drf (2)(X(S,) — 2)"[*}
= o (E*(S))).
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Remarque 4. — Si elle existe, la famille des différentielles
jusqu’a ordre k est unique.
Supposons que :

Er{lf o X(S,) — f(a) — -+ — (K )'D¥f(2)(X(S,) — 2)*|*}
et E2{|f.X(S,) —f(z) — -+ — (k1) Dif(2)(X(S,) — 2)"|*}
solent des o(E*(SF)); nous notons p le plus petit entier
pour lequel D*f(x) = Dif(x).
Utilisant le lemme 2
E{l((p 4 1) ) Drf (2)(X(S,) — @)+
+ o+ (RD)TDHf(2)(X(S,) — 2)?)

est un o (E*(S])), ainsi quela méme expression avecles Di .
Effectuant la différence :

E#{|(Drf(z) — Dif (x))(X (S) )”I }
= (pHEA{|f o X(8,) — --- — (p)7'D?f(2)(X(8,) — )’*}
+ (P HE=(|f - X(5,) — Di’f(x)(x(sn) — z)|*}
— ApVEf e X(5,) — - Dif(a) ...
|f o X(S,) — -+ Dif(z) -} = o (E*(S)).
Pour tout n, nous pouvons déterminer un réel ¢, > 0,
tel que P*({t, > S,}) < 1/n; notant:
U=t A Sy, glo) = (2 — )2 — 1) — 1) ... 3.1,
(Drf(z) — Dif(2))(VP) = B @y, 4, (V)™ .. (V)

B {|(Df (@) — Dif (2)(X(U,) — 2}
2 aa,‘.,adapln‘pdn (P(ai)n@(@i)t"z(“i+si>/2.

Bt +3d P
a+ﬁl pair

Cette expression ne peut étre un o(t}) que si

Y awaglle(x)Te(B;,) = 0.
lal=
18
+8

p
=p
pair

Mais ceci implique alors que, pour tout t > 0:
Ex{|(D*f (%) — Dif (2))(X(1) — @)"]*} =0
et que, par conséquent, pour tout vecteur v,

(Drf(x) — Dif (2))(VF) = 0.



DIFFERENTIABILITE FINE, DIFFERENTIABILITE STOCHASTIQUE 169

Nous dirons que f est h fois stochastiquement diffé-
rentiable si1, pour tout ¢ e {0,1,2...(h — 1)}, la différentielle
Vi=VoVo...0oV, obtenue par récurrence jusqu’a I’ordre
i, est stochastiquement différentiable :

E{[Vf o X(S,) — Vif(z) — VI (2)(X(S,) — 2)I*} = o(E(S,)),

la norme étant celle de I’espace des applications i-linéaires

de R? dans R (~ [(RY)*]).

Remarque 5. — S1 f est (k+ 1) fois stochastiquement
différentiable, s1 f et toutes les différentielles ainsi obtenues
par récurrence jusqu’a l'ordre (k — 1) vérifient la formule
d’Ito, s1 la différentielle obtenue a 'ordre k est finement
continue au point considéré, alors f est stochastiquement
différentiable a 'ordre k.

Nous en effectuons la démonstration pour k= 2. Comme
f et Vf vérifient la formule d’Ito:

foX(S) = fla) = [, Vfo X(u) dX(u)
1 S
—|—§‘[0I Tr Vo Vfo X(u)du
E’.foX(u)—%’:_(x)zf"vo o X ax(

ox;

+%f:TrvoVo:£ioX(t)dt
Par suite :
E=}|f o X(S) — f(z) — Vf(x)(X(S) o )
O
= B {| 17 (Vf o X(u) — Vf(a)) dX(u)
+ %fs Te Vo Vfo X(u) du— + ¥ o Tf()(X(S) — a)?

%

() = 2X(t) dX(t) + dt, et ceci s’écrit encore :

d(X
é f f ( v%(@) X (1) dX(u)

of |
xf (Tr V o Vfo X(u ) Tr V o Vf(x)) du
LES |

T
% o X(1) dt du
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Or:
Bed| [° (Te Vo Vf o X(u) — Tr Vo Vf(a))

174 of 2
+5<§f0 TrVoVb—xioX(t)dt>du

car TrV o Vf est finement continue en z ;

! = o(E=(S?)),

De méme:
F%gfosfo<v;_£x< :f( >dX()dX"(u)2%

= o(E*(5%)),
car, modifiant le cas échéant la suite (T,),
sup. ess.{sup.,s |V o Vf o X(t) — V o Vf(2)]?}

tend vers zéro lorsque n tend vers I'infini.
On voit alors que

g < 2 x () Pf(x>dx<t) dXi(u)

3 N f 1u<u<sg( o x —v L <x))dX<
— e} [ wa“" ;,<u<g,< o, X(1) — %(x)

< sup [V L o X() — °f<> E=($2[2) = oE2(S¥)).

!

dt du

u
%

La différentiabilité stochastique a 'ordre deux est démontrée.

1. Quelques propriétés des différentielles fines
et stochastiques.

Lemme 6. — Soit f une fonction finement continue sur un
ouvert fin A . Pour tout x de A, P°-presque siirement :

fo Xy, = (t—f0 X,(1))
n’admet pas de discontinuité sur [0,Tg,| .

Ce lemme est démontré au théoréme 39 de [19], ch. 15,
ainsi qu’en [2] et [14].
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Lemme 7. — St zeR? st 1e {1,2,...,d} et st o est un
temps d’arrét, vérifiant E®(c) < o alors la 1* composante
du mouyement brownien sur R® vérifie :

Ee{lai(e) — o7} _,
E*(o) '
Notre démonstration est similaire a celle de la proposition 17

de notre précédent travail [8].
Utilisant le lemme d’Ito, on peut définir un mouvement

brownien linéaire X tel que
X (1) = X, ().

Alors, supposant z = (0,0,...,0) pour simplifier les notations :

”n

E#(| Xi(s)|2) = E= (|f0 "X, (s)) = B2 ( [ ds) = E=(o).

TutortME 8. — Soit [ une fonction définie sur un ouvert
fin A, finement deux fois différentiable en xzeA. St =z
admet un voisinage fin V , sur lequel, pour une fonction <(z),
tendant vers zéro, avec z:

lf(y) — f(®) — V{(w)(y — )
— 5 D)y — =y — z)| < ly — 2l*<(ly — 2|)

alors Af(zx) existe et Af(x) = Tr.D*f(z).

Démonstration du théoréme. — Soit o un temps d’arrét,
Pz-presque partout strictement positif et inférieur a Tgy,

comme
— 9 Jim B o X(s) — f(2))
Af(@) = 2lim E(o) ‘
Le sens exact de la limite étant précisé lors de la définition
du laplacien, et

|[{E=(c)}§ E=[f o« X(s) — f(2)] — E|Vf(a).(X(s) — a]
—E{%DWWM®~%XM—WJU
< {E=(0)}E#[| X (o) — 2]2(| X () — )]

E=(| X(s) — ]?)

< (| X(6) — @] ymgesy) - E*(o) '
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Utilisant le lemme 7, lorsque E2*(s) < o0 :

Ee(|X(o) — af?) _
Belo) ¢

(dimension de ’espace).
Par suite ’expression tend vers zéro avec |X(c) — zf 1=ps) .
Si ¢ est un temps d’arrét, E*(Xi(c) — 2!) =0 ; et

{E*(c)}E*[Vf(2).(X(o) — 2)]=0.
De méme, si j # 1, E*[(X{(c) — &).(X/(s) — 2/)] = 0 donc

Ee [% Df(2)(X(s) — 2,X(s) — x)]

— L o Do) B (Xi0) — )

D’apres le lemme 7, on voit alors que

Af(z) = Tr D*f(x).

TakoriME 9. — Soit [ une fonction définie sur un ouyvert
fin A, telle qu’il existe une suite de temps d’arréts (T,) pour
laquelle toute suite (S,), majorée par (T,) vérifie:

E=dif» X(S,) — f(2) — Vf(@)(X(S,) — @)

— % Df(x)(X(S,) — z)? g = o(E*(5,)),

alors Af(z) existe et vaut Tr D2f(x).

Démonstration. — Pour toute suite (S,) < (T,)

[{E=(8,)} 2 {E# £« X(S,) — f(a) — Vf(@)(X(S,) — 2)

1‘ 2
— 5 Df(@)(X(S,) — 2)* ]|

tend vers zéro lorsque n tend vers l'infini; on est donc
ramené a la démonstration du théoréme 8.

Lemume 10. — Soit [ une fonction finement continue bornée
sur un ouvert fin A . Pourtout x de A, P?-presque stirement :

fo X, = (t‘_')f“ Xm(t»
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est intégrable sur tout borné [0,c] < [0, Tea[ et, la limite
étant considérée dans L2 :

o 1o Xu(t) dX‘()
S o (e () (5]
n>o k 1 n n n
Démonstration. — Pour tout entier n, on considére la

fonction en escalier

= 270X () tain

n

Comme fo X, est P®-presque stirement continue a droite,
Pz-presque stirement, fo X, est limite simple des fonctions
en escalier ¢, . Par ailleurs 'ensemble {¢,} est borné car f
est bornée sur A; 1l en résulte que fo X, estintégrable et

o7 o Xalt) dXi,11)

3G () - (5]

TuatorimE 11. Formule d’Ito relative aux propriétés fines. —
Soit f wune fonction, définie sur un ouvert fin A, finement
deux fois différentiable a différentielles bornées et finement
continues telles que, pour une constante C et un réel ¢« > 0:

V(iz,y) e A X A
|f(z) — f(y) — Df(2)(y — =)

— 5 D¥f(a)(y — oy — @) < Clly — 2l

Alors la différentielle stochastique de f s’écrit :
d(f o X,) = Df o X,, dX,, —i—%Tr D*f o X,, dt.

Démonstration. — D’aprés 'hypothése sur les différentielles
fines, si v et o sont deux fonctions sur Q, vérifiant

O<G<T<TCA,
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alors

If o Xo(7) — o Xy(c) — Df e iiw(T)[Xw(T) — Xo(o)]
— 5 D*f e Xo(7)[Xo(7) — Xo(o) 1
< Q) X, (7) — Xo(o) 2.

D’aprés le lemme 7, si 6 est un temps d’arrét inférieur ou
égal & Ty et P*-presque partout majoré par une constante
M, notant, pour tous ne N, ke {0,1,2,.../(n—1)}, o* le
temps d’arrét :

; Mk

Y CIXy(enh) — Xy(o )ll2 [ Xo(on™t) — Xo(an)l?

0<k<(n—1)

converge P*-presque stirement vers zéro, d’aprés la condition
de Holder de P. Lévy, démontrée au paragraphe 1.9. de [17]

o [ Xo) = fla)
=hm Y Dfo X,(ck") [X,(ck*1) — X, (c%)]

n>ow k=0

+= sz Xu(on ™) [Xa(on™?) — Xy (on) 2.

D’apres le lemme 10, la continuité de Dfe X et D*fo X,
implique que cette hmlte peut encore s’écrire :

foXufo) = fla) = [7Df e Xufs) dXo(s)

+ % Tr D2 o X,(s) ds -

Ce qui est équivalent a la conclusion du théoréme.

2. Etude de la différentiabilité stochastique
des fonctions finement harmoniques.

A. Debiard et B. Gaveau ont démontré dans [6] que, si f
est une fonction finement harmonique, on peut lui associer
un gradient Vygf(z), défini Lebesgue presque-partout comme
limite des gradlents Vf.(z) d’une suite (f,) de fonctions
harmoniques qui converge finement localement vers f.
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Cette définition ne peut évidemment pas s’appliquer a
d’autres fonctions. Nous allons montrer que, sous certaines
conditions, elle coincide presque partout avec la définition
de la différentiabilité stochastique que nous avons donnée
en toute généralité.

Nous rappelons le théoréme démontré par Debiard et
Gaveau dans [6]:

TuatoriME 12. — Soit f une fonction finement harmonique
sur un ouvert fin A . On sait alors, d’aprés B. Fuglede, [15],
qu’ilexiste une famille (K,) de compacts de A, dont la réunion
des intérieurs fins soit égale a A, tels que, sur chaque K, f
soit limite uniforme des restrictions & K, d’une suite (f,) de
fonctions harmoniques définies sur des voisinages de K, .

Debiard et Gaveau ont montré que (Vf,) converge au sens
L2-local fin sur K{ vers une limite Vpnf (définie presque
partout pour le volume riemannien) et, en tout x, € K{

fo Xt A Tex,) = f(xo) + ﬁ”\Tm Vnaf o Xy(s) dX,,(s).

Définition d’une suite d’approximation forte.
Soit f une fonction continue sur un compact K, finement

harmonique sur K/, limite uniforme des restrictions 3 K
d’une suite (f,) de fonctions harmoniques sur des voisinages
de K.

On dira qu’une suite de fonctions harmoniques (f,) est
une sutte d’approximation harmonique forte de f si, pour tout
entier k et pour presque tout z, de K/, la suite D,
converge dans L?(g,,,7) :

Jir 1DMFuly) — D)2 (20,y) 4y Gz O -

On note alors Dif = lim D*f,, la limite définie presque
partout. i

Cette définition se généralise a une classe plus large de
fonctions finement continues.

Soient K un compact et (f,) une suite de fonctions indé-
finiment différentiables sur des voisinages de K. On dira que
(f.) est une suite d’approximation forte d’une fonction f

définie sur un sous-ensemble H de K/, de complémentaire
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Lebesgue-négligeable dans K/, si, pour tout entier k > 0

et pour presque tout z, de K/, la suite D*f, converge dans

L2(ggr,@,) vers une limite, f= llm f. > Dif = lim D*f,, définie
presque partout. "

Remarque 13. — Si, pour presque tout z, de K/, une suite
(f.) converge vers zéro dans L2(ggr,,), 1l existe une suite
(A,) de sous-ouverts fins de K/, vérifiant A(K/\A,) < 1/p,
tels que (f,) converge vers zéro dans L2(A/A,), pour tout p.

Démonstration. — D’apreés le théoréeme 13 de [8], pour tout
p, existent un sous-ouvert fin A, = K/, vérifiant

AKN\A,) < 1/p

et un réel «, > 0 tels que, sur A, X A,, on ait

gkf(x>y) Z
D’ou on déduit la remarque.
LemMme 14. — Soit A un ouvert fin admettant une fonction
de Green. Si f [resp. F] est une classe de fonctions mesurables

bornées & valeurs réelles [resp. vectorielles], définies Lebesgue

presque partout sur A, pour tout temps d’arrét T < Te,,
Uexpression :

E* ([ f o Xu(s) ds) [resp. B ([ F o X,(s) dX,(s)) ]
ne dépend que de la classe d’équivalence f [resp. F].

Démonstration. — 11 suffit de montrer que, si h est une
fonction définie sur A et nulle presque partout sur A alors

E* ([ ho X,(s) ds) =0.
Or

B ([, 1o X(s) ds) < E*( [ [ho X(s)| ds = ga(.|H])-

D’ou il résulte que cette expression est nulle si [k = 0, p. p.

TutoriME 15. — Soient K wun compact et (f,) une suite

d’approximation forte d’une fonction f définie sur H < K/,

AK™~NH) =0.
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Il existe alors un sous-ensemble A < K/, vérifiant

AENA) =0 sur lequel
(1) —Vk > 0, 3Dif = lm DY,

n>x

(i) — vk >0, E(["" IDifo X,(a)|2ds) < o e D,

converge dans L2(ggtin,.)
(m) — Vae A, P*presque sirement sur {t < Tcein}, pour
tout opérateur différentiel a coefficients constants B :
Buf o X(t) = Buf(2) + [,' ViByf o X(s) dX(s)
t
+ %f Tr D2B,f o X(s) ds .
0

(iv) St S et T sont deux temps d’arréts oérifiant
S < T < Texs, alors, surUensemble {X(S)e A} N {X(T) e A}

Pe-presque stirement :
Byf o X(T) = Byf o X(s) + ﬁT V,Bif o X(s) dX(z)
T
+ %f Tr DB,f o X(s) ds .
S

Démonstration.

(i) Utilisant la définition de (f,), il existe A’ < K/,

AMK/NA') =0, tel que, sur A’ toutes les limites lim D'f,
existent. e

(11) Notant, pour tout k& > 0

A, = {x, € K/: D*f, converge dans L2(ggs , 7o)},
nous voyons que, sl &, e' IA,,, (11) est vérifié en z,. Par
)

conséquent, posant A = A" IAk , I'assertion (i1) est démon-
trée. 20

(m) Utilisant la formule d’Ito usuelle pour les fonctions
f., P®-presque stirement, sur {t < Tqgs}

Bf, o X,(t) = Bf,(@) + [, VBf, o X,(s) dX,,(s)
+ % fo Tr D2Bf, o X, (s) ds .
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Or,s1 z appartienta A :B,f(z) = lim Bf,(z); de plus, pour
P#-presque tout « de {t < Texs}, X;?; €A et
Bif o X, (t) = l::f Bf, o X,(t).

Enfin, comme =z em A, , VBf, converge dans L2(ggfin,x)
k20

et 1l existe une sous-suite (n,) pour laquelle, P*-presque
stirement,

Sy B o Xoy(s) dX(s) = lim f UBf,, o X,(s) dX,(s)
J, Tr DIByf o X,i(s) ds = I f TrDBf, o X,(s) ds.

n—>oo

D’ou 1l résulte que, st xe A, P?presque slirement, sur

{t < Tcﬁf}
Byf o Xo(t) = Bif(2) + [}/ ViByf o X ( ) dX.os)

t
+ 5 f Tr DB, f o X (s) ds .
0
(iv) Pour les fonctions f,, P®-presque sirement :
Bf, « X(T) = Bf, « X(S) + [." VBf, o X(s) dX(s)
T
T % f Tr DB, o X(s) ds
a Js
Or,si X(T) et X(S) appartiennenta A
Byf o X(T) = hm Bf, o X(T) et B;f X(5) = lim Bf, o« X(S),

et, de méme que pour (i)

f " U,B.f o X(s) dX(s) + % f " Te DIB,f o X(s) ds
S S '[‘
— lim [ VBf,, o X(s) dX(s) + —;— f Tr D*Bf,, . X(s) ds
S

np—)w S
La propriété (iv) est donc démontrée.

Prorosition 16. — Soient K wun compact et (f,
d’approximation forte d’une fonction f.

Il existe un ouvert fin =, de complémentaire polaire dans
K'in tel que, pour tout x de w et toute suite (T,) de temps
d’arréts, T, majoré par 1[n, P=presque sirement, pour

) une suite
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tout opérateur différentiel B :

e ([.™ 1V:Byf o Xo(s)[2 ds) 7 0
el = (f,™ ID3B.f o X,,(s)]2 ds) 52 0.

n>x

Démonstration. — Nous allons montrer que, pour quasi-

tout & de Kfin si (T,) est une suite de temps d’arréts
P#-presque stirement majorés par 1/n, alors

= ([ 1ViBuf o X (s)] ds) 752 0

e ([ IDIByf o X, (s)]2 ds) 52 0 .

n>oo

Comme les deux démonstrations sont similaires, nous
n’effectuerons que la premiére.

S1 E- (fT" 1V, Blf Xo(s)]? ds) —> 0 sur un sous-ensemble

non polaire de K, il existe un réel vy > 0 et un compact
H, non polaire, H < Kfin) tels que

vreH, Ew(ﬁ“cﬁf“’" IV,Byf o Xo(s)|2 ds) > v
et par suite :
vze H, Ew(ﬁfﬂ*’f IV,Byf o Xo(s)|2ds) = + oo .

Mais alors, comme toutes les composantes connexes fines
de K rencontrent A, il existerait un z, € A tel que:

P#({Tu < Texs}) > 0 (cf [20]).
Comme x, € A, E® (f | Z,Byf o X, (s)]2 ds) < ® ce qul
est en contradiction avec le fait que
B ([ 19,Byf o Xofs)]2 ds)
> E={lir, crgn EXW (ﬁTCH I...12 ds)
+ Lrgramy fo 12 ds) = + oo
car,si Ty < Toks , BT ( ﬁTC*’ |...12ds) = + .

I1 existe donc un ouvert fin II, de complémentaire polaire
dans Kf" surlequel, pour tout opérateur différentiel B,

E(f IV,Byf o X, (s)2 ds) 72 0.
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L’ouvert fin II sera appelé domaine de différentiabilité
de f. On peut remarquer que A est contenu dans II .

Tatorime 17. — Sotent K un compact et (f,) une suite
d’approximation forte d’une fonction f .

Pour tout opérateur différentiel B, B;f admet un prolonge-
ment finement continu sur Uouvert fin, II | de complémentaire

polaire dans Ko,

Démonstration. — Conservant la définition du domaine de
différentiabilité, II , de [, nous voyons que, si ze Il
P=-presque toutes les trajectoires rencontrent A avec un
temps d’entrée égal a zéro. Nous nous proposons de montrer
que B,f converge vers une limite suivant le filtre des restric-
tions & A des voisinages fins de x € II; sinon il existerait
deux boréliens A; et A, de A, tous deux finement adhé-
rents & = et deux réels a < B tels que

Bif/A, < « < B < Byf/A,.

Or A, [resp. A,] contient une suite croissante de compacts
(H,) [resp. (K,)] tels que Ty, N\ 0 [resp. Tx, \ 0], P=-presque
stirement.

On définit deux suites de temps d’arréts :

Tl - T](‘ /\ ch(f /\ 1 9 Sl = Tl /\ TH4 )
...¥ne N* 3p, > p,_; tel que, posant
'I‘,l = TKP,, /\ Sn—l /\ 1/n )

. 1
on ait P*({T, = TKP,.}) > 1 — 5
Comme Ty =0,3¢, > g,-, tel que, posant
Sn = Tn /\ THq
on ait P({S, — Ty }) > 1 — .
" In 2n

Par suite

Po({X(S,) e H, < Ay} n {X(T,) e K, < A,}) > 1 — %

on a donc construit deux suites de temps d’arréts, (S,) et
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(T,), vérnfiant 0 < S, < T, < 1/n telles que
P=({B,f o X(S,) < « < B < Byf o X(T)}) 7 1.

Alors

lim sup E= (| [ V,Byf o X, (s) dX,(s)
+ é- ﬁ T Tr DEB,f o X, (s)| ds>
< lim sup [ E# ( ﬁ "B o Xo(s)[2 ds ]
+ % Ee <f0T |D2B,f o X, (s)] ds>g — 0,

d’apres la proposition 16.

Or:
lim inf B* (| [0 V,B,f o X(s) dX(s)

T,
+ _;_ f; Tr DB, f - X(s) ds’)
> lim inf E“”(i,x(s")eA,X(T,,)eAzU;:" ViBif o X(s) dX(s)
g [T DB o X ds)
S'l

Ceci s’écrit encore, d’apres ’assertion (iv) du théoréeme 15 :

> lim inf Ez(lzX(s,.)eA,X(T")eA:|B1f° X(Tn) — Blf" X(Sn)l)

2B —a.

Ce qui est en contradiction avec le résultat obtenu a partir
de la proposition 16.

Notant B,f(z) la limite fine de B,f(z), ze A,z—x, on
déduit que B,f est finement continu sur II .

Lemme 18. — Conservant les définitions du théoréme 17,
pour tout x € Il | P=-presque siirement, sur {t < Tcgm =T} :

Byf o X(t) = Byf(2) + [ VaBif o X(s) dX(s)
+ —é— fo T.DEf o X(s) ds .

Démonstration. — Pour P?-presque tout o, de {t < Tc¢p},
X, (t) appartient & A, par suite

Blfo Xw(t) = lim Bfn o Xw(t).

n>x»
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Par ailleurs B,f est finement continu sur II; utilisant le
lemme 6, on déduit donc que, P*-presque stirement, pour toute
suite de temps d’arréts

T, < Ter A 1/n: Bif(z) = lim Byf o X,,(T,).

Comme T, =0, P?-pp, on peutconstruire une suite (T,)

de temps d’arréts T, < n~t tels que P*({X(T,) e A})—1

(n - oo0). Utilisant la propriété (iv) du théoréeme 15:
P*-presque partout sur {t + T, < Te} N {X(T,) e A}:

Blf" Xu)( + Tn - lf X ) + j;t:T" lelf ° Xw(s) dXe)(s)
+Th
+% ﬁ T T DEBf o X, (s) ds.

D’ou on déduit que, P*-presque stirement, sur {t < T}

Bif o Xo(t) = Byf(2) = lim [ T,B,f o X, (s) aX,y(s)

1 t+Ty
+ fT Tr DB,f o X, (s) ds .
Comme z appartienta II '

lim f V,B,f o Xo(s) dXo(s) + f Tr D2B,f o X,(s)ds = 0

n>x

d’ou I’énoncé du lemme
B,f o X,(t) = Bif () + [, ViBif o xb, dX,(s)
+5 f Tr D2B,f o X,,(s) ds
0

TutoriME 19. — Conservant les notations de la définition
relative au domaine de différentiabilité, [ est stochastiquement
indéfiniment différentiable sur II et Uopérateur différentiel
stochastique Bf est égal a Uopérateur obtenu par limite B,f .

Démonstration. — Soient z € Il et B un opérateur diffé-
rentiel, nous nous proposons de montrer que le gradient
stochastique VB, f(z) existe et vaut V,;B,f(x).

Comme V,B,f et D2B,f sont finement continus sur II
il existe un voisinage fin, V, de z, ou

sup {|DiB:f(y)l : ye V} =M < o,
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et une suite décroissante (V,) de voisinages fins de = véri-
fiant V; = V et

sup {|ViBif(y) — ViBif(2)l : y € V,} < 1/n.

Soit (T,) lasuite de temps d’arrét: T, = Tey, A Tenp A 1/n;
st S, < T,:

E“(|B,f o X(S,) — Buf(2) — VsByf (@)(X(S,) — a)|?)
= E=(| [ [%4Bif o X(s) — ViByf (2)] dX(s)

+é_ fo " Tr DEB,f o X(s) ds >
< E<(| ;" (7B« X(s) — ViByf (@)] dX(s)]")

+ % E<< fo ™ |Tr DIB,f o X(s) ds>2>

+ E=(| [ [ViBif o« X(s) — ViB,f(2)] dX(s)|
- [ [Tr DIByf o X(s) ds>.
Or:
Ee (| [ [V4Baf o X(s) — ViByf (2)] dX(s)*)

= Eo( [ IViBuf o X(s) — ViByf(a)]2 ds)
< (1/n)?E=(S,) = o[E*(S,)],
Ew((ﬁf" | Tr DIB,f o X(s)| ds)*)
< M2E2(S2) < M{E%Sn) = o[E*(S,)],

et

e (| [ [VaBaf o X(s) — ViByf(2)] dX(s) |
. ﬁ *|Tr DIB,f o X(s)| ds)
< [E(| 5" 9B o X(s) — TuByf(a)] aX(s)f) "
X [E“‘ ([ 1T DIBf o X(s) ds)*) )"

— [E=(S,) ]2 % [E2(S,) ]!/ = o[E~(S,)].

[

S

D’ou il résulte que VB, f(z) existe et égale V,B,f(x).
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Remarque 20. — La démonstration du théoréme 19 nous
montre que le gradient stochastique de B,; existe et vaut
V,Bif; par suite f est indéfiniment stochastiquement diffé-
rentiable. Il résulte alors du lemme 18 et de la remarque 5
que [ est stochastiquement différentiable a tout ordre.

Nous avons montré que, lorsque [ est limite d’une suite
d’approximation forte, f est stochastiquement indéfiniment
différentiable. Nous nous proposons, a présent, de prouver
que les dérivées partielles de tous ordres d’une fonction
finement harmonique admettant une suite d’approximation
harmonique forte sont finement harmoniques sur le domaine
de différentiabilité.

Tutorime 21. — Soit [ wune fonction continue sur un
compact K, admettant une suite d’approximation harmonique
forte (f.). Surle domaine de différentiabilité T tel que Kn\TII
soit polaire, pour tout opérateur différentiel stochastique B,
la fonction Bf est finement harmonique.

Démonstration. — Par récurrence, 1l suffit de montrer que
0 .
gf est finement harmonique sur II .
2!
Sotent zeIl et H un compact, ze H» < H < II.

Si (f,) est une suite d’approximation harmonique forte de f,

e . 0 .

les dérivées partielles o, sont harmoniques sur leur ouvert
, .. . e

de définition; par suite ~ !

of. (z) = Eﬁ[:_f" o X(t A Tc}"{“")]‘

oe, €

[ .
Comme —f— est finement continue sur II, nous pouvons

bel bf
supposer que, sur H, |[*-

e
| 1

Pour tout ye A N Ftin .

(|-

0e; 0eg

omwwmﬂJ%m—i@‘

h |be1 0¢;

tAT o fin
f AT it v <b_fg _ _b_i_l_> o Xw(S) de(S)
. oe,;

0e;

+B|

].
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Comme y e A:

o _3f

¥ >0 (n—> o),

de, Ve
et
(o) e

T efin
CK
< Eylf
0

1l en résulte que, pour tout y € A N Hin

0e, ¢, =

v <9ﬁ °f_> . xw(s)“2 ds] — 0.

o () = B [2_f o X(t A Tcﬁ““>]'

oey e

Or a—f est finement continu sur II N H = H" ains1 que
€

E'[z—f o X(t A Tcﬁﬁn)]; les deux fonctions coincident donc

2
of .
et - est finement harmonique sur II .
€
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