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DIFFÉRENTIABILITÉ FINE,
DIFFÉRENTIABILITÉ STOCHASTIQUE,
DIFFÉRENTIABILITÉ STOCHASTIQUE

DE FONCTIONS FINEMENT HARMONIQUES
par Michèle MASTRANGELO-DEHEN

Dans cet exposé nous définissons la notion de difîérentiabilité
fine et celle de difîérentiabilité stochastique d'une fonction
définie sur un ouvert fin. Nous montrons qu'en certains points
les différentielles fine et stochastique vérifient des propriétés
analogues à celles de la différentielle sur un ouvert usuel :

— le laplacien stochastique est la trace de la différentielle
seconde fine ou stochastique,

— la formule d'Ito peut être démontrée pour les différen-
tielles fines,

— une fonction admettant une « suite d'approximation
forte » est, quasi-partout, stochastiquement indéfiniment diffé-
rentiable, et vérifie la formule d'Ito pour les différentielles
stochastiques, quasi-partout;

— une fonction finement harmonique limite d'une (( suite
d'approximation harmonique forte » admet des dérivées par-
tielles stochastiques de tous ordres sur un sous-ouvert fin de
complémentaire polaire et celles-ci y sont finement harmo-
niques.

Je tiens à remercier M. le Professeur Choquet de ses conseils,
en particulier de celui d'aborder les dernières parties en consi-
dérant, non les ensembles négligeables, mais les ensembles
polaires, et M. Ancona d'avoir bien voulu relire cet exposé
et des remarques qu'il m'a alors faites.

Définitions générales.

Dans l'espace R^, nous considérons la topologie fine
associée au mouvement brownien ; pour tout x e B^, on note
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P® la probabilité, sur l'espace des trajectoires, associée au
point x ; si A <= R^, on note TA le temps d'entrée dans A .

Soient A un ouvert fin de R^, f une fonction définie sur
A , et x un point de A . On dira que f admet un laplacien
stochastique au point x , noté A/*(rc) , s'il existe une suite (TJ
de temps d'arrêts presque sûrement strictement positifs tels
que, pour toute suite (SJ de temps d'arrêts vérifiant
0 < S. « T. :

W=2^f'^-fW.
n^oo H. [^n)

On voit que cette définition est finement locale.

Remarque 1. — On pourrait considérer une autre notion de
laplacien définie, de manière semblable, par :

^'f{x) == 2 lim E^0^5,)-^
n>oo Ç î^ )

pour toute suite (SJ vérifiant 0 < S^ < V^ .
Nous pouvons montrer que, si A/^rp) et ^f{x) existent,

ils sont égaux. En effet, pour tout n , il existe un réel („
vérifiant :

E^l A ^°X(T.AVJ-^) j ^ ̂
^ ^^TnAV^ -———————rp ^ y————————ï < ^1^

P^K > T, AV,}) <l/n. n

Notant S^ = ^ A T^ A V^ , on voit alors que, si les
limites existent, elles vérifient

limE^0^-^ -lim^0^-^uni r. < > — iim F-"^ ^
n^oo Ç 0^ ) n>oo Fj \^rt/

Différentiabilité fine.

Si m e N U {oo}, on dira qu'une fonction /*, définie
sur un ouvert fin A , est finement m-fois difîérentiable en
un point x e A si

{y^f{x+y)-f{x))
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est finement tangente à un polynôme symétrique de degré k ,
pour tout entier k ^ m , c'est-à-dire si : V/c e N n [0,m],
il existe {k + 1) formes f{x\ ^f{x)=Df(x), D2/'^), . . .,
DY(^), /c-linéaire symétrique, telles que

W-^x +h)- f{x) - ̂ f{x).h - ...
-(À-!)-1^^).^,...^)]^

quand (rc + h) tend vers rc finement.
Si /* est finement différentiable en x , on peut alors

définir ses dérivées partielles fines —/- (^) = V/*(^)- ^ 5 on

-^i

définit de même les opérateurs différentiels.

Différentiabilité stochastique.
De même on peut définir une notion de différentiabilité

associée au processus du mouvement brownien pour une
fonction f définie sur un ouvert fin A . On dira que f est
stochastiquement différentiable en x e A s'il existe un
vecteur V/*(^) et une suite (TJ de temps d'arrêts strictement
positifs presque sûrement tels que, pour toute suite (SJ
de temps d'arrêts vérifiant S^ ^ T^ on ait :

E-d^o X(SJ - f{x) - Vf(^)[X(SJ - x]\^ = o [E^SJ].

Plus généralement, on dira que f est stochastiquement
différentiable à l'ordre k en x s'il existe (/c + i) formes :

f{x), V/*^), . . . , D^Çx) — p-linéaire symétrique — ,
. . . DY(.r), et une suite (TJ^^ de temps d'arrêts P-"—
presque partout strictement positifs tels que, pour toute suite
(SJ de temps d'arrêts vérifiants S^ ^ T\ , pour tout n ,
on ait :

E^o X(SJ - /•(X) - V^)[X(SJ - x] - ...
- (/c!)-1^/^^) - xW = o [(E^)].

On peut observer que les résultats suivants ne découlent pas
de la définition de manière évidente :

— si f est stochastiquement différentiable à l'ordre k ,
alors elle l'est aussi à l'ordre p , pour p < k .

— si elle existe, la famille des différentielles jusqu'à l'ordre k
est unique.
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— si f est /i fois stochastiquement différentiable [i.e.
pour tout p < h, la forme p-linéaire symétrique ^fÇx)
admet un gradient stochastique V^4-1/'^), (p + l)-linéaire
symétrique :

E^IIV^o^SJ-V^)
- VP+I/^). [X(SJ - ̂ ||2} == o (E-(SJ)

est-elle stochastiquement différentiable pour un ordre k ^ h?
L'objet du Lemme 2 est une démonstration par la technique

des intégrales stochastiques, d'une majoration de

E-^X^S) -n;1)2^)

par un multiple de E^S^).

La démonstration probabiliste, qui nous a été communiquée
par Yor, est obtenue en utilisant les inégalités de Burkhôder-
Davis-Gundy qui conduisent à EI^^S)^] ^ CpEÇS^2).

LEMME 2. — Soient S un temps d'arrêt ^-essentiellement
borné et (o^) un d-upple, vérifiant a^ 4" ̂  + • • • + ^-d = P ?
a^ e N , alors :

(i) E^X^S) - x1)2^} ^ [a^2a, - 1)]^ E^S^-).
(ii) Si S est un temps fixe ou bien le temps d'entrée dans le

complémentaire d'un ouvert fin, borné :

{E^X^S) - ̂ ]^} = (2a, - l)(2(a, - 1) - 1) . . .
S.IE^S^) - ̂ (a^E^S^).

(iii) Si S est ^-essentiellement borné

E^P ^ E" / n (^(S) - ̂ )2al^ ^ d[p{2p - l)pEa;(S^).
Vl^i^d /

Démonstration. — (iii) se déduit de (i), de l'inégalité de
Hôlder, et du fait que, si (^) est une famille de fonctions
positives, E{nffi) < E{(sup./^} ^ E/ S /'O.

Vl^i^d 7

Démonstration de (i). — Appliquant le théorème 1 § 4 ,
ch. 1 de [21] :

E-j^8 (X^u) - x1)2^-1 dX^u)} = 0
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et

(I) E^X^S).-^.}
=a.(2a.-l)E-^s[J; t<^XL(u)]2a•-2^j

or

^i/o8 [(ai - ̂ (^ - 3) Jo' (XL(U) - a;i)2a•-A du] ̂ i
< E- g f^ (oc. - l)(2a, - 3) ^s (X,(u) - a;1)^.-2) du dt \

< (a. - l)(2a. - 3)E^ S[^8 (X, (u) - ̂ )^.-2) r fuj] .

Comme u. [X^(u) — au]2a•-3 appartient à H2, appliquant
le théorème 1. § 4 ch. 1 de 21

E-̂ 8 u.(X'(u) - a;')2»--3 dX^u)^ = 0.
Par suite

(2a, - 2)Ea;j^s rft^' (X^u) - x1)^'-3 JX^j

= (2a, - 2)E^J^(S - M)(Xi(u) - ̂ i-^dX^u) j (*)

= (2a; - 2)Ea:g S ̂ s (X^u) - .r')2».-3 rfX^u) j.

Utilisant la formule d'Ito

E-^X^S) -a;']2».}
< a.(2a. - l)[(a; - l)(2oc, - 3)Ea;jS^S (X^u) - a;1)2 .̂-2) du\

+ (2a. - 2)Ea ;gS^S (X^u) - a;1)22.-3 dX(u)g.

Employant, de nouveau, la formule d'Ito, puis l'inégalité

( r8 i(*) L'expression E3- 1 ^S—u)^Xi^u)—xi)2ai-3dX.i^u)[ n'est pas une intégrale, t /̂ o )
stochastique ; plus précisément, cette égalité se démontre par passage à la limite :

^^r F (X'(M) —x')2^-3 dX'{u) dt ï

=limE.S F S (^(^-^[^(^-X'CL^d^
n>- (Jo / c - l \ \ ^ / / L \ ^ / \ ^ / J )

=iimE.Si r (x^A)_,A2a'-Tx^^)-x^^1.<i
n>3c C ^ o J A A s V V ^ / / L \ ^ / \ ^ / J )/i

= E^ ^ S f8 (X^'fu) —x1]2^-3 dX^u) l.C Jo )
9
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de Hôlder, l'intégrale se majore par:

^ a^ - JOE^S^S) - ̂ ]^-i)}
a,—l

-1-r / 2(a,—l)aA-l~a7'
^ ^.(2a, - 1)^(8^-)] ̂ LE^rX^S) - x1} ^ ) ]

^ a,(2a, - ̂ E^S^^E^X^S) - ̂ ]2a.]l-^.
En élevant cette expression à la puissance a,

E-^X^S) ~ x1]2^} ^ [^(2a, - l)]a.•Ea•(Sa')

(n) sera démontré par récurrence. Lorsque a, = 1 cette
propriété est vraie et démontrée dans [8].

Comme :

E-^X^S) - x1)^} = 2a,E^8 (X^u) - ̂ )^-i dX^u)^

+ a,(2^. - 1)E^8 (X^u) - ̂ )2(a.-i) ̂ j

E^X^S) - ̂ ^} = ̂ (2a, - 1)E^ f8 (X^u) - x^-^duî.
t i/ 0 )

1° Supposons S == ( , appliquant l'hypothèse de récur-
rence :

Eœ{Xi(S)-xi)2-i}= ^(2a, - 1)^ E^ÇX^u) - ̂ -i)} ̂

= ^(2a, — 1) ? 9(00, — l)u^-1 du == ^(a^u^.

2° Si S == TCB où B est un ouvert fin, nous considérons
la fonction définie sur B par

(^^— E^X^S) - x1)2^}) = f(x).
Son laplacien fin s'écrit :

^f(x) == 2 lim t^E^fo X(t A S) - f(x)}
(^0

J^[X\u)-X{t AS)]^-)^
f8 [X^U) - ^]2(^-1) rf^

= 2^(2^. - JOlimE"
t->0

== 2a,(2oc, - 1) lim E^
- f^ [X\U) -^]2^-1) rfu)

^ Sf->0

^i(

(

I2(a,—l)+E1 r l^^s^x l(w)-x i( (AS)]2
- [X\u) - X^t A S) + X^ A S) - .r-]^.-1)^} .
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La première intégrale tend vers zéro avec t .
La seconde est équivalente à :

E^r^- (^ - l)(2a, - 3)](X^ A S) - x1)2

^[X^-X1^ AS) ]Mr fu j
qui converge vers

- (a, - l)(2a, - 3)EÛ;j F8 (X^u) - ^)2(^-2) ̂ j.

Admettant la récurrence vérifiée pour o^ — 1 :

^fÇx) = - 2a.(2a, - l)(2(a. - 1) - 1) . . . S.lE^.-i) .

De même le laplacien fin de g(x) == E^S"-) = E^T^)
s'écrit

( 17X(tATcB)('(.;a,'l _ U.cfCa.A}
2 lim E" fc————^-)——c^-) == - 2^ (S».-1).

(^0 ( t ^

Les deux fonctions E-^X^S) — x1)2^} et 9(00^(8^)
admettent donc le même laplacien fin sur B et s'annulent
toutes deux à la frontière; d'après [8] elles sont donc égales.

Remarque 3. — Si f est une fonction stochastiquement
différentiable à l'ordre k , alors, pour tout p ^ k , f est
stochastiquement différentiable à l'ordre p .

Comme :

E-d^S,.) - f(x) - ... - (p !)-^/^)(X(S,) - xW
< E-d^S,,) - ... - (A.!)-iDY(a;)(X(SJ - x)^}
+ E-^OO + 1) !)-iD^/-(a;)(X(SJ - ̂ +1

+. . . +(A•!)- lDY(.r)(X(S„)-a;)T}
+ 2Ea;{|/•o X(SJ - ... - (/c!)-iDY(a;)(X(SJ - .r)"

|((p + 1) '.̂ /̂•(^(S,.) - .r)^ • . . [ } .

Utilisant le lemme 2 :

E^KOo + i) !)-WY(^)(X(S,.) - x)^
+ ... + (/c !)-iDY(a-)(X(SJ - ̂ l2} ==o (E-(SO).

L'inégalité écrite ci-dessus implique alors que :

E ĵ/^S,,) -f(x) - ... - (p!)-iD/'/-(a-)(X(SJ -a;)T}
== o (E-(SO).
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Remarque 4. — Si elle existe, la famille des différentielles
jusqu'à l'ordre k est unique.

Supposons que :

E-{|/-o X(SJ -f(x) - ... - (/c !)-iDY(;r)(X(SJ - .r)^}
et E^iy.XÇS,,) - /-(a-) - ... - (/c !)-iDÎ/-(a;)(X(SJ - x)^}

soient des o(Ea'(S^)); nous notons p le plus petit entier
pour lequel î)''f(x) = D[f(x).

Utilisant le lemme 2 :

E-{|((p + 1) !)-iD^/'(^)(X(SJ - x)^
+ • • • +(/c!)-W/^)(X(S,.)-:r)T}

est un o (E-^S^)), ainsi que la même expression avec les D[ .
Effectuant la différence :

E^KD^Qc) - D^(a;))(X(SJ - x)^}
== (p!)E-{|/-o X(SJ - ... - (p)-^D^)(X(SJ - .r)T}
+ (p!)E•^(|/•o X(S,.) - ... Dy(rc)(X(SJ - x)^}
-2(p!)Ea;{|/•oX(S,)- ... D^f(x) ...|

| / -oX(SJ- ... Dy(.r) . . . | }=o (E^).

Pour tout n , nous pouvons déterminer un réel („ > 0 ,
tel que Px({t, > S,}) < lin; notant:

U, = („ A S,. , ç(a.) = (2a. - l)(2(a. - 1) - 1) . . . 3 .1 ,

(D"/^) - DyCr))(V) = S _ ^...^(VT . . . W"

E^KD^^) - D^x^V^'x^
5 a,,,.^ap,,.^ny(a;)ny(p,)^-?.)/2.

a.+...+^=p
P,+..^.P^=p

Ct,+P, inir

Cette expression ne peut être un o(^) que si

^ a^ncp(a,)IIy(iî.) = 0.
|a|==p
1 ? 1 = P

ai+Pi pair

Mais ceci implique alors que, pour tout ( > 0 :

E^KD^r) - D^f(x))(X(t) - xW = 0

et que, par conséquent, pour tout vecteur V ,

W(x) - D[f{x)W = 0 .
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Nous dirons que f est h fois stochastiquement diffé-
rentiable si, pour tout i e {0,1,2. . . (A - 1)}, la différentielle
V1 == V o V o . . . o V , obtenue par récurrence jusqu'à l'ordre
i , est stochastiquement différentiable :
E^jV^o X(SJ - ̂ f(x) - V^(^)(X(SJ - o;)p} == o(E(SJ),
la norme étant celle de l'espace des applications i-linéaires
de R^^ dans R (^ [(R^)*]1).

Remarque 5. — Si f est (k + 1) fois stochastiquement
différentiable, si f et toutes les différentielles ainsi obtenues
par récurrence jusqu'à l'ordre (k — 1) vérifient la formule
d'Ito, si la différentielle obtenue à l'ordre k est finement
continue au point considéré, alors f est stochastiquement
différentiable à l'ordre k .

Nous en effectuons la démonstration pour k = 2 . Comme
f et V/* vérifient la formule d'Ito :

/•o X(S) - f(x) =f^ V^o X(u) dX(u)

+ 1 F 'TrV o V / *o X{u)du
zi Jo^•^"'-^M-r'7-^-^"^"

1 /^° !)f+ — ( Tr V o V o -/ o X(t) ̂
2 Jo ^i

Par suite :
E^jy-o X(S) - f(x} - V/-(.r)(X(S) - x}

- ^ - V o V^^XÇS)-^2}

=EÏ!lJos(v^x(M)-v^))^X(u)

+ -|- F Tr V o V/-o X(u) rfu - 1 V o Vf(a;)(X(S) - a;)2 ̂
-<u i/O -<y î

Or rf(X(())2 = 2X(() rfX(() + dt, et ceci s'écrit encore :

V8/" (v ̂  ° x(t) - v ̂  ̂ ) dx(t) rfxi(u)
i=l»/0 »/0 \ "^i O^i /

+ -J- F (Tr V o V/-o X(u) - Tr V o V/-(a;)) rfu
') /»S d /»B f.f

+ -o- ( S ( Tr V o V -/ o X(() dt du
^ Jo 1=1 Jo ùx,
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E» j|j^ (Tr V o V/-o X(u) - Tr V o \7f{x})

+4fs fT rV o V ^ oX(t)<^)r fu2 ; ^(E-^S2)),
A \i=l i/O °^'i / '

car Tr V o V/* est finement continue en ^ ;
De même :

E3
d r9 ^ / ôf ô/* \d /^S yu

S M»-=i i/o » y o
s 1 1 (^-L ° x^ - ̂  ̂ -W dX(t) dX^u)
1=1 i/o »y o \ ^^i 0^ /

= o(E-(S^)),

car, modifiant le cas échéant la suite (T»),

sup. ess.{sup.^sJ|V o V/' o X(() — V o V/'(a;)||2}

tend vers zéro lorsque n tend vers l'infini.
On voit alors que

/^S /^u
E. V ^ o X(t) - V ^ (^)W(() ̂ (u)!2ôrr»yo »yo ô^;=E-^ cîuirr^-i^/xf''-7^)'^

fE.J-l,,^.,(v^.X(,)-V^(,))
i/o ^/O \ ^^i ^^i /

^B 'S / Ë^ llx.t.^-^-XM-V^M)!-*^)
( i /O ^/O \ ^^i ^^i /| '

!î '"r-14' v ̂ . • x(<) - v ̂  M ' • E"(s'/2> = °(E'(S')) •
La difîérentiabilité stochastique à l'ordre deux est démontrée.

1. Quelques propriétés des différentielles fines
et stochastiques.

LE MME 6. — Soit f une fonction finement continue sur un
ouvert fin A . Pour tout x de A , ̂ -presque sûrement :

/•oX,=(t^/-oX,(t))

n'admet pas de discontinuité sur [O,TCA[ •

Ce lemme est démontré au théorème 39 de [19], ch. 15,
ainsi qu'en [2] et [14].
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LEMME 7. — 5i x e R^, 51 i e {1,2,. . .,d!} et 51 o- ^ un
temps d'arrêt^ vérifiant E^c) < oo alors la i^6 composante
du mouvement brownien sur R'̂  vérifie :

E^|^(a) - x1}2} _
E-(.)

Notre démonstration est similaire à celle de la proposition 17
de notre précédent travail [8].

Utilisant le lemme d'Ito, on peut définir un mouvement
brownien linéaire X tel que

X,(() = X,(t).

Alors, supposant x == (0,0,... ,0) pour simplifier les notations :

E-(|XW) = E- (\f^ dX^)\2) = E- (j^ ds) = E-(o).

THÉORÈME 8. — Soit f une fonction définie sur un ouvert
fin A , finement deux fois différentiable en x e A . Si x
admet un voisinage fin V , sur lequel^ pour une fonction s(z),
tendant vers zéro, avec z:

\f{y)-fW-^fW{y-^)
- -^ Wf{x){y - x, y - x) ^ \\y - x\\^{\\y - x\\)

alors ^f{x) existe et ^f{x) = Tr.D2/*^).

Démonstration du théorème. — Soit a un temps d'arrêt,
P^-presque partout strictement positif et inférieur à Tcv ?
comme

.^ ^ < . , . E^fo X(o) —f(x))^f(x) = 2 hm —v/————-/——I——LI .M / ^o E^a)(T->0

Le sens exact de la limite étant précisé lors de la définition
du laplacien, et

\{EX(a)}-^E•c[f. X{a) - f{x)] - EW{x).{X(a) - x]

- E- f^- D^)(X((T) - x , X{a) - x^

< {E^)}-^^^^) - x\\^(\\X(a) - x\\)]
. ,,,^, . „ , E^IIXÇff) —;r||2)^ s(|!X(<r) - x\\^^). ^ ^ ' — — 1 .
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Utilisant le lemme 7, lorsque E-^o) < oo :

E-0|X(o) - xp)
=dE^)

(dimension de l'espace).
Par suite l'expression tend vers zéro avec ||X((T) -- x\\^^ .
Si cr est un temps d'arrêt, EX(Xi(a) — x1} = 0 ; et

{E^-iE^V/^X^) - x)]=0 .

De même, si j ^ i , E^XÇa) - ̂ ).(X^) - ̂ )] = 0 donc

E-^D^x^X^-xW-x)'}

=^rîrWf(x).Ea:[(Xi(a)-x^]

D'après le lemme 7, on voit alors que

^f(x) = Tr D2/*^).

THÉORÈME 9. — Soit f une fonction définie sur un ouvert
fin A , telle quil existe une suite de temps d'arrêts (TJ pour
laquelle toute suite (SJ, majorée par (TJ vérifie:

^\\f° X(SJ - f(x) - V^)(X(SJ - x)

- ̂  D^)(X(SJ - xY j = o(E-(SJ),

afor^ ^f(x) existe et vaut Tr Wf{x).

Démonstration. — Pour toute suite (SJ ^ (TJ

|{E-(SJ}-iJE-[^o X(SJ - f(x) - V^)(X(SJ - r.)

-^D^)(X(SJ-^]j

tend vers zéro lorsque n tend vers l'infini; on est donc
ramené à la démonstration du théorème 8.

LEMME 10. — Soit f une fonction finement continue bornée
sur un ouvert fin A . Pour tout x de A , ^-presque sûrement :

foX^={t^f.X^(t))
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est intégrable sur tout borné [0, <?] c= [0, TCA[ ^5 ^ limite
étant considérée dans L2 :

f;f.X^(t)dXW

= li,n S ,-. X. (k'} fx» (h'} - X. ('CLT.DîM—ai \ n } i w \ n )\
Démonstration. — Pour tout entier n, on considère la

fonction en escalier

^n = 5 f ° X^ ( -^ ) 1 .(fc_i)g. ̂  •
fc=l \ Al' / J n T n J

Comme j f o X^ est P^-presque sûrement continue à droite,
P^-presque sûrement, f o X^ est limite simple des fonctions
en escalier <p^ . Par ailleurs l'ensemble {9^} est borné car f
est bornée sur A; il en résulte que f o X^ est intégrable et

f;f.X^(t}dX^t)

= lim if o x, (ka} fx, ̂ ) - XL (̂ Ah)l
"^ ).=i \ re / L \ n ) \ n )\

THÉORÈME 11. Formule d'Ito relative aux propriétés fines. —
Soit f une fonction, définie sur un ouvert fin A , finement
deux fois différentiable à différentielles bornées et finement
continues telles que, pour une constante C et un réel s > 0 :
V{x,y) e A X A

\fW - f{y) - D/(^)(y - ̂
- ̂  Wf{x){y - x,y - x)\ < C\\y - x\\2^.

Alors la différentielle stochastique de f s'écrit :

d(f o X,) == D/ o X, dX^ + ̂  Tr D2/- o X, dt.

Démonstration. — D'après l'hypothèse sur les différentielles
fines, si T et a sont deux fonctions sur i2 , vérifiant

0 < a <S T < TCA,
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alors

\fo X,(r) - f. X,(o) - Dfo X,(T)[X,(r) - X,((T)]

-^-D^oX,(T)[X,(T) - X,(<r)p|
^ C||X,(T)-X,(o)l|^.

D'après le lemme 7, si cr est un temps d'arrêt inférieur ou
égal à TCA et P^-presque partout majoré par une constante
M , notant, pour tous n e N , k e {0,1,2,. . . , (n—l)}, ^ le
temps d'arrêt :

. , M/c^ = a A —— ?
7Î

s cnx,(a;ri) - x,((T!;)i|2.iix,(o^^) - x,(o!or
O^fc^(n-l)

converge P-^-presque sûrement vers zéro, d'après la condition
de Hôlder de P. Lévy, démontrée au paragraphe 1.9. de [171

et /•oX,(o)-/^)

= lim ̂  D^o X^^-i) [X^ÇaÏ-i) - X,(oÏ)]
n>oo ^^Q

+^D^o X,(a^)[X,(a^) - X,(^)P.

D'après le lemme 10, la continuité de Dfo X et D^o X ,
implique que cette limite peut encore s'écrire :

/•o X,(o) - f{x) = ̂  Df. X,(.) dX^s)

+-|-TrD2 / to X^s)ds.

Ce qui est équivalent à la conclusion du théorème.

2. Étude de la différentiabilité stochastique
des fonctions finement harmoniques.

A. Debiard et B. Gaveau ont démontré dans [6] que, si f
est une fonction finement harmonique, on peut lui associer
un gradient V^/*^), défini Lebesgue presque-partout comme
limite des gradients V^(rr) d'une suite (/'J de fonctions
harmoniques qui converge finement localement vers /*.
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Cette définition ne peut évidemment pas s'appliquer à
d'autres fonctions. Nous allons montrer que, sous certaines
conditions, elle coïncide presque partout avec la définition
de la difîérentiabilité stochastique que nous avons donnée
en toute généralité.

Nous rappelons le théorème démontré par Debiard et
Gaveau dans [6] :

THÉORÈME 12. — Soit f une fonction finement harmonique
sur un ouvert fin A . On sait alors, (V après B. Fuglede, [15],
quil existe une famille (K^) de compacts de A , dont la réunion
des intérieurs fins soit égale à A , tels que, sur chaque K, , f
soit limite uniforme des restrictions à K( S une suite [f^) de
fonctions harmoniques définies sur des voisinages de K^ .

Debiard et Gaveau ont montré que (V/*J converge au sens
L2 -local fin sur K{ vers une limite VD^/* [définie presque
partout pour le volume riemannien) et, en tout XQ e K{

/•o X,(( A TCK.) == /•(^) + ̂ (ATCIi W° X,(s) dX^s).

Définition d'une suite d^ approximation forte.
Soit f une fonction continue sur un compact K , finement

harmonique sur K/, limite uniforme des restrictions à K
d'une suite (/'J de fonctions harmoniques sur des voisinages
de K .

On dira qu'une suite de fonctions harmoniques (/'J est
une suite d^ approximation harmonique forte de f si, pour tout
entier k et pour presque tout XQ de K^, la suite D^
converge dans L^g^,^) :

^ IIDW - DY^)II^(^) dy^^r o .
On note alors D^/* == lim DY^ , la limite définie presque

. . n-^- oopartout.
Cette définition se généralise à une classe plus large de

fonctions finement continues.
Soient K un compact et (/^) une suite de fonctions indé-

finiment difîérentiables sur des voisinages de K . On dira que
(/„) est une suite Sapproximation forte d'une fonction f
définie sur un sous-ensemble H de K7, de complémentaire
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Lebesgue-négligeable dans K7, si, pour tout entier k ^ 0
et pour presque tout XQ de K7, la suite D^ converge dans
L^g^/,^) vers une limite, /* = lim /^ , Dy == lim D^ , définie

« , ft -^ 00 II -^ 00presque partout.

Remarque 13. — Si, pour presque tout XQ de K/, une suite
(/*J converge vers zéro dans L^g^/,^), il existe une suite
(Ap) de sous-ouverts fins de K^ vérifiant ^(K^Ap) < 1/p ,
tels que (/'J converge vers zéro dans L^À/Ap), pour tout p .

Démonstration. — D'après le théorème 13 de [8], pour tout
p , existent un sous-ouvert fin Ap <= K7, vérifiant

x(K^\A,) < 1/p
et un réel ap > 0 tels que, sur Ap X Ap , on ait

8±f{^y) ^ a? •
D'où on déduit la remarque.

LEMME 14. — Soit A un ouvert fin admettant une fonction
de Green. Si f [resp. F] est une classe de fonctions mesurables
bornées à valeurs réelles [resp. sectorielles], définies Lebesgue
presque partout sur A , pour tout temps S arrêt T ^ TCA ?
Vexpression :

E* (^T f o X^) ds) [resp. E* (^T F o X,(.) dX.^))]

ne dépend que de la classe d9 équivalence f [resp. F].

Démonstration. — II suffit de montrer que, si h est une
fonction définie sur A et nulle presque partout sur A alors

E*(j7|/ioX^)|^) =0.
Or

E^IAoX^I^) < E-^lAoX^l^g^H).

D'où il résulte que cette expression est nulle si \h\ = 0 , p. p.

THÉORÈME 15. — Soient K un compact et (/^) une suite
d'approximation forte d'une fonction f définie sur H c= K^,
x(K^\H) = 0 .
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I I existe alors un sous-ensemble A c: K/, vérifiant
^(K^ A ) = 0 5ur lequel

(i) - V / c ^ O , SDÏ/^limDV,
n>x>

(ii) - V / c ^ O , E-^"" HDÏ/-O X,,(;r)P<fc) < oo et D^
converge dans L^g^" ? • )

(iii) — Vx e A , Px-presque sûrement sur {t < Tcfc^"}, pour
tout opérateur différentiel à coefficients constants B :

B,fo X(t) = B,f{x) + /o'VA/'o X(.) dX{s)

+^^TrD2A/•oX(^.

(iv) Si S et T sont deux temps d^arrêts vérifiant
S ^ T < TCK^ 5 ^0^5 sur l'ensemble {X(S) e A} n {X(T) e A}
P^-presque sûrement :

B^o X(T) = B^o X^) + ̂ T VA/*o X(.) dX{x)

+1- rTrDîB^oX^)^.

Démonstration.

(i) Utilisant la définition de (/'J, il existe A' c: K7,
X(K/\A') = 0 , tel que, sur A' toutes les limites lim D^f,,
existent. n>30

(ii) Notant, pour tout k ^ 0

A,, = {rro e VJ : DY^ converge dans L^gi/ , Xo)},

nous voyons que, si XQ G | 1 A^ , (ii) est vérifié en XQ . Par
fc^O

conséquent, posant A = A | | A^ , l'assertion (ii) est démon-
trée. ^°

(iii) Utilisant la formule d'Ito usuelle pour les fonctions
^ , P^-presque sûrement, sur { ( < Tcè^}

B^ o X,(() = B^x} + // VB/, o X,(.) dX^(s)

+ -̂ ^ Tr D^ o X,(.) ds .
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Or, si x appartient à A : B^fÇx) = lim Bf^x) ; de plus, pour

P-^presque tout M de {( < Tcfc/}, X^t) e A et

Bi / -oX,(()=l imB^oX,(() .
ra^-oo

Enfin, comme ^ e f l A ^ V B ^ converge dans L^gifin,^)
fc^O

et il existe une sons-suite {rip) pour laquelle, P^-presque
sûrement,

f^W. x,(.) <DC,(.) = n̂ n J; VB/^ o x,(.) dx^)
/;Tr DjE^o X,(5) ̂  = hm f/TrD^Bf o X,(5) ds.

»n->00

D'où il résulte que, si x e A , P^-presque sûrement, sur
{t < Tcfc/}
Bi/'° X,(() = B,f{x) + ̂ 'V.B^o X,(.) dX,(.)

+^-rTrDîBi/-o X^)^.

(iv) Pour les fonctions /'„ , P-^-presque sûrement :

B^ o X(T) = Bf, o X(S) + ̂ T VB/^ o X(s) dX(5)

+ 1 FÎT D^ o X(s) ̂  .
^ Js

Or, si X(T) et X(S) appartiennent à A

Bi/- o X(T) = lim B/, o X(T) et B^f o X(S) = lim B/, o X(S),

et, de même que pour (iii)

F VA/-O X(s) dX(s) + 1 F Tr DIB^o X(s) ̂
i/s L Js

= lim F VB/^ o X(s) JX(s) + 1 F Tr D /̂, .X(5) ds .
np->^ j s ^ i7s

La propriété (iv) est donc démontrée.

PROPOSITION 16. — Soient K un compact et (/'J une suite
^approximation forte S une fonction /*.

Il existe un ouvert fin TT , de complémentaire polaire dans
K^, tel que, pour tout x de n et toute suite (TJ de temps
d'arrêts, T,, majoré par i / n , P^-presque sûrement, pour
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tout opérateur différentiel B :

E-(J7" II ViB^oX,(.)||^)-^0

^ E^^-IIDIB^oX^r^-^O.

Démonstration. — Nous allons montrer que, pour quasi-
tout x de K"0, si (TJ est une suite de temps d'arrêts
P^-presque sûrement majorés par 1/n , alors

E^/y-iivA/'ox^n^^^o
£-(//" II DÎB^X,(.)||^)-^O.

Comme les deux démonstrations sont similaires, nous
n'effectuerons que la première.

Si E" (^T'1 HViBi/'o X^)||2 ̂ ) ̂  0 sur un sous-ensemble
non polaire de K^, il existe un réel y > 0 et un compact
H , non polaire, H c K^, tels que

V-r e H , E- (J^"" H^B,/- o X^W ds) > y
et par suite :

Vrr e H , E- (^TCK/ ||V,B^o X,(^ ̂ ) == + oo .

Mais alors, comme toutes les composantes connexes fines
de K^ rencontrent A , il existerait un XQ e A tel que :

PWH < Tci/}) > 0 (cf [20]).

Comme x^ e A , E-» (^Tc&/ \\^^f o X^(5)l|2 ̂ ) < oo ce qui
est en contradiction avec le fait que

E-o(J„c&/ | |VA/•oX,W<fc)

^ E-»il^<^E^H)(J;TCT/||...||^.)
+ l s T c K ^ T e s J ; T C ^ / l l • • • 1 1 2 ^ i = + ° 0

car, si TH < Tc&/ , E^n) (^Tcî/ || . . . ||2 ̂ ) = + oo .
Il existe donc un ouvert fin II , de complémentaire polaire

dans K"", sur lequel, pour tout opérateur différentiel B ,

E^^-IIVA/'oX^H^^^O.
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L'ouvert fin II sera appelé domaine de difîérentiabilité
de f . On peut remarquer que A est contenu dans II .

THÉORÈME 17. — Soient K un compact et (/'J une suite
d'approximation forte (Vune fonction f .

Pour tout opérateur différentiel B , B^/* admet un prolonge-
ment finement continu sur V ouvert fin, II , de complémentaire
polaire dans K611.

Démonstration. — Conservant la définition du domaine de
difîérentiabilité, II , de f, nous voyons que, si x e II ,
P^-presque toutes les trajectoires rencontrent A avec un
temps d'entrée égal à zéro. Nous nous proposons de montrer
que BI/* converge vers une limite suivant le filtre des restric-
tions à A des voisinages fins de x 6 II ; sinon il existerait
deux boréliens Ai et Ag de A , tous deux finement adhé-
rents à x et deux réels a < (3 tels que

Bi/7Ai ^ a < P ^ BI/YA^ .

Or Ai [resp. Ag] contient une suite croissante de compacts
(HJ [resp. (KJ] tels que TH^ \ 0 [resp. T^ \ O], P^-presque
sûrement.

On définit deux suites de temps d'arrêts :

Ti = TK, A Tcè/ A l , Si = Ti A TH,,

. . . VM e N*, 3p^ ^ p^_i tel que, posant

T, = TK, A S,_i A 1/n ,* / »

on ait P^T, = TK,J) > 1 - ̂ .

Comme T^, = 0 , 3 ^ > ^_i tel que, posant

S,. = T, A TH^

on ait Pœ({S„ = TH,J) > 1 - ̂ .
Par suite

P-({X(SJ 6 H^ = A,} n {X(TJ e K,,. <= A,}) > 1 - -1
n

on a donc construit deux suites de temps d'arrêts, (SJ et
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(TJ, vérifiant 0 < S^ ^ T^ ^ V\n telles que
P^B^o X(SJ ^ a < (3 ^ B^o X(TJ}) / 1 .

Alors

lim sup E- ( f^ VA/*o X^) dX^)

+ 1 pTrDîB^oX^)!^)z ̂  /
^ lim sup j [E- (^T" ||VA/'o X,(^)F ̂ ]l/2

+ 1 E- ( F11 HD^VC X,(.)|| ds\l -^ 0,
z Wo / /

d'après la proposition 16.
Or:

lim inf E" (|J^" \7^f o X(5) dX{s)

+4 fT ' lTrD2A/•oX(.)^^
^ Js |/

^ liminfE^l^^eA.xcr^eA^/^VA/'o X^) dX(5)

+4 pTrDîB^oX^^VL J^ /
Ceci s'écrit encore, d'après l'assertion (iv) du théorème 15 :

^ liminfE^l^eA^eA^i/'0 ^Tn) - B^o X(SJ|)
^ P — a .

Ce qui est en contradiction avec le résultat obtenu à partir
de la proposition 16.

Notant K-^f{x) la limite fine de Bi/'(z), z e A , z~^~ x , on
déduit que B^f est finement continu sur II .

LEMME 18. — Conservant les définitions du théorème 17,
pour tout x e II , ^'presque sûrement^ sur {t < Tcfcfin == Tcn} '-

B^o X(() = B,f(x) +^VA/>o X(.) dX{s)

+^^TJ)î/>oX(.)^.

Démonstration.—Pour P^-presque tout œ , de {t < Tcn}?
X^(^) appartient à A , par suite

B^oX^)=l imB/ ,oX,( t ) .
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Par ailleurs B^/* est finement continu sur II ; utilisant le
lemme 6, on déduit donc que, P^-presque sûrement, pour toute
suite de temps d'arrêts

T, < Tcn A tin : B,f(x) = lim B,f o X,(TJ.
n-> oo

Comme T^ = 0 , P3' - p p , on peut construire une suite (TJ
de temps d'arrêts T, ^ n-1 tels que P^X^J e A}) ^ 1
(n -> oo ). Utilisant la propriété (iv) du théorème 15 :

P^-presque partout sur {t + T\ < Tcn} ^ {X(TJ £ A} :

B^o X^t + TJ = B^o X,(TJ + ^+T" V,B,/* o X,(.) dX^s)
\ "^^T»

+- ( TrD^/*oX^)^.
2 ^^

D'où on déduit que, P^-presque sûrement, sur {t < Tcn}

B,/-o X,,,(() - B,f(x) == lim f^" ViB,/-o X,(.) dX,(5)
n>3o J ^n

\ ^+TH
+-^J TrDjB^oX^)^.

Comme rr appartient à II

lim F" V,B,/* o X,(^) rfX,(^) + 1 F" Tr D^f o X,(^) ̂  = 0
">30 Jo ^ o

d'où l'énoncé du lemme

Bi/1 o X,(^) = B,f{x) + ̂  V,B,f o X^s) dX^s)

+ 1 rTrD^/'oX^)^.
L Jo

THÉORÈME 19. — Conservant les notations de la définition
relative au domaine de différentiabilité, f est stochastiquement
indéfiniment différentiable sur II et l'opérateur différentiel
stochastique Bf est égal à l'opérateur obtenu par limite B^f .

Démonstration. — Soient x e II et B un opérateur diffé-
rentiel, nous nous proposons de montrer que le gradient
stochastique VBi/*(rr) existe et vaut V^Bi/*^).

Comme ViB^/* et D^Bi/* sont finement continus sur II
il existe un voisinage fin, V , de x , où

supdID^Aî/)!!: î / e V } - M < œ ,
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et une suite décroissante (V,) de voisinages fins de x véri-
fiant Vi <= V et

sup {||VA/-(y) - VAf(;c)|| : y e V^} ^ 1/n.

Soit (TJ la suite de temps d'arrêt : T, = Tcv, A Tcn A i-jn;
si S, < T, :

E^B^o X(SJ - Bif(.r) - VA/-(a;)(X(SJ - x)\2)
= E^ ^s" [VA/-O X(s) - ViBi/-(a-)] JX(s)

+ 1 r"TrDiB^oX(.)d/)
-" «^o /

< E-d^8" [VA/-O X(5) - VA/-(^)] rfX(5)2)

+ 4- ̂ iï f8" lTr D^^0 ^^ids)2}4 \Wo / /
+ E-d f8" [V^B^o X(s) - V,B^(,r)] rfX(.)

. p-ITrDtBi/'oX^I^Y
Jû /

Or:

E-d f;" [VAfo X(.) - V,B,/-(..)] rfX(.)|2)

= E^8" IIVA/'o X(5) - VA/W^)
^ (l/^E^SJ = o^SJ],

E^^-ITrDîB^oX^I^)2)
M2

^ M^E^) ^^-E^SJ-o^SJ],

et

E^l f8" [VA/'o X(5) - VAf(a;)] rfX(s)

.^"ITrDiB^oX^I^)

[E-dJ;" [VA/'o X(.) - V,B^)] ̂ X^l2)]^2

[E-^^-ITrDîB^oX^I^)2)]1\ 2 \ - 1 1 / 2
'1

M< - [E^S,.)]^. —— [E^SJ]1/2 = 0^(8,)].
n1/2

n

D'où il résulte que ^7B^f(x) existe et égale ViBif(^).
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Remarque 20. — La démonstration du théorème 19 nous
montre que le gradient stochastique de Bi existe et vaut
V^BI/*; par suite f est indéfiniment stochastiquement difîé-
rentiable. Il résulte alors du lemme 18 et de la remarque 5
que f est stochastiquement différentiable à tout ordre.

Nous avons montré que, lorsque f est limite d'une suite
d'approximation forte, f est stochastiquement indéfiniment
différentiable. Nous nous proposons, à présent, de prouver
que les dérivées partielles de tous ordres d'une fonction
finement harmonique admettant une suite d'approximation
harmonique forte sont finement harmoniques sur le domaine
de difîérentiabilité.

THÉORÈME 21. — Soit f une fonction continue sur un
compact K , admettant une suite d^ approximation harmonique
forte (fj. Sur le domaine de différentiabilité îl tel que K.iîn\Tl
soit polaire^ pour tout opérateur différentiel stochastique B ,
la fonction ïif est finement harmonique.

Démonstration. — Par récurrence, il suffit de montrer que

—'- est finement harmonique sur II .
ô^i '

Soient x e n et H un compact, x e H^ <= H c: n .
Si (fj est une suite d'approximation harmonique forte de /*,

les dérivées partielles -Ln sont harmoniques sur leur ouvert
de définition; par suite 1

^)-E4^oX(t AT^)1.
< î L î J

Comme -1— est finement continue sur n , nous pouvons
bel bf .supposer que, sur H , —/~ est uniformément majorée.

o Ci
Pour tout y e A n H^ :

- - ̂  o X(t A T^nn)) ̂  ^ {y) - ôf (y)
\ oe^ j 0^1 ôêiE.f ô/" _ ̂  „ x(( A Tc^)} ̂  ô/" (2/) - ̂\ &<'i ôei ' ' CH / / 0^ ̂ ' oei^r1'1'^-^™}
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Comme y e A :
&/»
&e,

^
ôei

(y) -»0 (n^ oo),

et

E^ / " A T ^ / ^ ô/-\
Jo W î/. .y

^\ o x,(.) ̂ x,(.) Ty^ci/ j/
VI ^_n

0^1 ôeiy
X..(^ ^5 0.

Il en résulte que, pour tout y e A n H^

^(y)^E.[^.X«AT,,,,,.)].

^
ôei

Or est finement continu sur II n H^11 == H^11 ainsi que

E | -/- o X(( A Tcyfin) ; les deux fonctions coïncident donc
L î J

et -/- est finement harmonique sur II .
ô<°i
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