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UNIONS ET INTERSECTIONS D^ESPACES I/
INVARIANTES PAR TRANSLATION

OU CONVOLUTION
par J.-P. BERTRANDIAS, C. DATRY et G. DUPUIS

Dans un article précédent [4], on a étudié les propriétés
générales des intersections fl^S) ou des unions U^S)
d'espaces L^s) ou î-^{s) relatifs à des mesures s variant
dans un ensemble S de mesures positives définies sur un
espace localement compact X . Nous nous intéressons ici
au cas où l'espace X est un groupe commutatif localement
compact G et où l'ensemble S est invariant par translation
ou stable par convolution. Les espaces fl^S) et U^S)
ont alors des propriétés intéressantes (en particulier de stabilité
par convolution) que nous étudions dans la première partie
de cet article (§ 3 et 4). En choisissant convenablement
l'ensemble S , on retrouve de nombreux espaces étudiés de
manière classique en analyse harmonique; en particulier,
on obtient ainsi les propriétés d'espace de Banach ou d'algèbre
de Banach des espaces étudiés par A. Beurling [6].

Nous examinons ensuite (§ 5) une généralisation des espaces
étudiés par B. Koremblium [12] en considérant le cas où S
est l'ensemble des translatées d'une seule mesure v . Si v
est une mesure « nulle à l'infini » ou une mesure absolument
continue, on peut donner des caractérisations directes des
élémentsdes espaces Ap ou U^*

Dans la fin de cet article (§ 6 et 7), nous étudions des espaces
notés Z^L^) qui sont formés des fonctions appartenant
localement à L^ et dont le comportement à l'infini s'appa-
rente à celui des éléments d'un espace ^. Pour G = R
ou R'1, ils correspondent à des espaces étudiés dans des cas
particuliers par N. Wiener [18], R. Goldberg [8], P. Szep-
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tycki [17] et dans un cas plus général par F. Rolland [11]. Ces
espaces interviennent dans certains problèmes d'analyse
harmonique : par exemple le plus grand espace « solide » de
fonctions sur lequel la transformation de Fourier peut se
définir au moyen d'un prolongement par continuité est l'espace
P(L1) (voir [5] et [17]).

1. Notations. Rappels.

a) Espaces Ç[^ ^p, {]q et V^.
Nous utiliserons les notations et les résultats de [4].
L'espace X sera un groupe commutatif localement com-

pact noté G dont une mesure de Haar sera notée m .
On notera L?oc l'espace des fonctions localement inté-

grables par rapport à m . On identifiera les fonctions 9 de
cet espace aux mesures cpm correspondantes et de telles
mesures seront dites absolument continues. Si A est un ensemble
de mesures de Radon, on notera A^ l'ensemble des compo-
santes absolument continues des mesures de A dans la
décomposition de Lebesgue relativement à m .

On notera L^p l'espace des fonctions de L°°(m) essen-
tiellement nulles dans le complémentaire d'un compact et
LQ° l'adhérence de L^p dans l'espace L°°. La norme dans
les espaces L^m) == L^G) sera notée [| ||p .

Dans toute la suite, S désignera un ensemble de mesures
de Radon positives borné pour la topologie vague. On notera
S" (resp. S^ l'enveloppe convexe, saturée et fermée pour la
topologie vague (resp. quasi-forte) de l'ensemble S .

On dira qu'une mesure positive [L est localement subor-
donnée à S si pour chaque compact K , il existe une cons-
tante XR telle que ^K(1 appartienne à l'ensemble ^pS^ la
fonction ^ étant la fonction caractéristique de l'ensemble K .

L'exposant p sera tel que 1 ̂  p < oo dans les para-
graphes 1 à 5 et q == p i p — 1 sera l'exposant conjugué.

L'espace fl^S) == fV est l'espace de Banach des classes
de fonctions complexes mesurables relativement à toutes les
mesures s de S et telles que

ll/lll^=ll/>llnp=sup||/•|l^) < oo.
ses
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L'espace A^S) = /\p est l'adhérence dans (}P de
l'espace Jf des fonctions continues à support compact.

L'espace U^S) ==11^ est l'espace vectoriel des mesures
de Radon complexes a qui sont le produit p5 d'une mesure s
de l'enveloppe convexe de S et d'une fonction p appartenant
à L^). La norme dans cet espace est

Mu == lHu<? = inf llplli^).
(T=P5

Soit ^m l'espace vectoriel des mesures de la forme km
avec k dans Jf . L'espace V^S) = \Jq est l'adhérence
dans (J^ de l'espace [^^j^m.

Au sujet de ces différents espaces, rappelons quelques
résultats de [4].

Les espaces de Banach O^S) et (^(S^ sont identiques
ainsi que les espaces A^S), A^S7) et A^S").

Les espaces IJ^S^ et U^S") sont des espaces de Banach.
On a ir(S,)= U^S)^ et V^S,) - V^S). Les appli-
cations canoniques U^SJ ^ U^S)-> U^S^ sont isomé-
triques.

Le dual topologique de A p s'identifie isométriquement
à l'espace U^S").

Si 1 < q < oo , le complété de l'espace U^S) est l'espace
U^S^ et le dual topologique de U^Sm) s'identifie isomé-
triquement à n^s,»)-

Si 1 < q < oo et si m est localement subordonnée à S .
on a V^S)= U^SJ.

En appelant S^ la boule unité positive de |Jq, les espaces
normes Ç\P, /\P, (J^ et V^ s'identifient isométriquement
aux espaces D1^), A^S,), U00^,) et V00^) respective-
ment. La boule unité positive 2^ de (J ^(S7) est l'ensemble
S7 lui-même.

Si S est formé de mesures de base m et si m est locale-
ment subordonnée à S , on note SA l'ensemble associé à S
c'est-à-dire l'ensemble des mesures ayant pour densité par
rapporta m les fonctions de la boule unité positive de n^S7).
Les espaces de Banach fV, A^ U^) et V^) s'iden-
tifient isométriquement aux espaces LT^)? v°°(s^), n1^)
et A^S^) respectivement.
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b) Translatées (Kune fonction ou (Kune mesure.

Soit x un élément du groupe G . La translatée d'ampli-
tude x d'une fonction f définie sur G est la fonction f^
définie par f^{t) = f(t — x). La translatée [L^ d'une mesure [L
se définit par dualité. On notera ^f ou ./(JL l'ensemble des
translatées d'une fonction / ou d'une mesure [L . Pour un
ensemble A formé de fonctions ou de mesures, on notera
./A l'ensemble de tous les translatés de tous les éléments
de A . Si ./A = A , on dira que l'ensemble A est invariant
par translation.

Si f est une fonction définie sur G , on notera f la fonction
définie par fÇt) == /*(— (); pour une mesure pi , la mesure ji.
se définit par dualité.

c) Espaces de fonctions et de mesures.

On notera C (resp. Co) l'espace des fonctions complexes
continues et bornées (resp. continues et nulles à l'infini)
définies sur G .

On notera ^ (resp. ^4.) l'espace des mesures de Radon
complexes (resp. positives) définies sur G et W^ l'espace de
Banach des mesures de Radon bornées. L'ensemble des mesures
positives de norme bornée par 1 sera noté B+ .

On dira qu'une partie A de 1111 est stable par conwlution
(resp. par conwlution avec les mesures bornées) si toute mesure a
de A est convolable avec toute mesure (JL de A (resp. de
ITC6), la convolution a * [L appartenant encore à A .

Les mesures v telles que l'ensemble ./v soit vaguement
borné seront appelées mesures à translatées bornées et l'espace
vectoriel de ces mesures sera noté W^. Cet espace a été étudié
par L. Argabright et J. Gil de Lamadrid [1] et C. Berg et
G. Forst [3]. Les mesures v telles que v|^. tendent vaguement
vers la mesure nulle lorsque x tend vers l'infini dans G
seront appelées mesures à translatées nulles à Vinfini et l'espace
vectoriel de ces fonctions sera noté TlV0. L'espace des fonc-
tions de L^c appartenant à W^ (resp. CWto) sera noté W^
(resp.W;;;).

Les espaces W, W0, W^ et "nî  sont stables par convo-
lution avec les mesures bornées. Si une mesure de Radon
positive v appartient à l'un de ces espaces, les convolutions
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de v avec les fonctions de L^p appartiennent respective-
ment à L°°, LQ°, C et Co .

On dira que l'ensemble S est uniformément vaguement
borné si l'ensemble ./S est vaguement borné c'est-à-dire si
à chaque compact K de G on peut associer une constante
MK telle que pour toute mesure s de S et tout élément x
de G , on ait s^{K) ^ MK . Ceci a lieu en particulier lorsque
l'ensemble S est supposé invariant par translation. On a
évidemment S c e/S ç ^n^.

2. Enveloppes des translatés d'un ensemble de mesures.

a) Ensemble des translatés d'une mesure.
Si v est une mesure positive, on notera v" (resp. v7)

l'enveloppe convexe saturée fermée pour la topologie vague
(resp. quasi-forte) de l'ensemble ,/v des translatés de v .

LE M ME I. — Si v appartient à TÏ1? (resp. W^), l'ensemble
^v (resp. ^v) contient V ensemble v * B+ des consolées de v
avec toutes les mesures de B+ .

Si v appartient à W0, l'ensemble v" est l'enveloppe
saturée de l'ensemble v ^ B+ .

Si v appartient à W^, les ensembles ^v et ^v sont les
mêmes et sont compacts pour la topologie faible (r(L^,L^ ).

Démonstration. — On considère l'application ^ -> W*
(resp. W6 -> W^) définie par la convolution [L ->• v ^ [L .
Elle admet une application transposée définie sur JT (resp.
L^mp) et à valeurs dans C (ou dans Co si v appartient à
c^lto). Elle est donc continue pour les topologies faibles corres-
pondantes. L'image réciproque de l'enveloppe convexe fermée
pour la topologie vague (resp. pour la topologie ^(îocîL^omp)
donc pour la topologie quasi-forte) de l'ensemble ./v contient
toutes les mesures de Dirac s^ . D'après le théorème de la
bipolaire, l'image réciproque de v" (resp. ^v) contient aussi
toutes les mesures de B+ .

Si v appartient à 'Ïl^0, le théorème de Banach-Alaoglu
montre que l'ensemble v * B+ est vaguement compact; par
suite Vy est son enveloppe saturée (v * B+ — c^ï+)^^cnï+ .
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Si de plus v est absolument continue, l'ensemble v * B+
est compact pour la topologie ^L^L^); il en résulte qu'il
contient l'enveloppe convexe quasi-fortement fermée de ./v .
L'enveloppe saturée (v * B+ — cnï+)ncnï+ est alors fermée
pour la topologie ^(L^L^p) donc pour la topologie quasi-
forte et par suite coïncide avec v7. Elle est compacte pour la
topologie ^(L^L:^) = <^L:J^L:J d'après les pro-
priétés générales de compacité faible dans les espaces ordonnés
(Fremlin [7], § 82E).

Conséquences du lemme I.
On suppose que S est uniformément vaguement borné.
a) Les convolées des éléments de S avec les éléments de B+

appartiennent à l'ensemble (./S)" qu'on notera ^S".
(3) Si l'ensemble ./S" est contenu dans B+ , il est stable

par convolution.
y) Si S contient une mesure absolument continue SQ ,

l'ensemble j^ == (^S)V contient les convolées de SQ avec
toutes les mesures de B+ .

8) La mesure de Haar m est localement subordonnée à
./S^. Si S n'est pas formé uniquement de mesures étrangères
à la mesure m , celle-ci est localement subordonnée à ./S
(cf. [3], lemme 1.9).

6) Caractérisation par convolution des ensembles liés à ./S .
LEMME II. — Si Vensemble S est uniformément vaguement

borné, on a

^SV= {a e W^: lk*a\\^^ sup ||/c * ̂ |L pour tout k dans Jf+} .
ses

Si de plus S est formé de mesures absolument continues, on a

^= {cpe^^: j^yL ^ sup||&^L
ses

pour tout b dans (L^p)+}

^^{/^(X^: sup||/^L ^ 1}
ses

(^Y = {neW^,: sup||^ 5|L < 1}.
ses

Démonstration, — La caractérisation de ./S" et de ./SV

est une conséquence immédiate du théorème de la bipolaire
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positive appliquée respectivement aux dualités positives
WJT) et (L^,L:J.

Pour la démonstration des deux autres propriétés, on
associe à chaque mesure s de S l'ensemble filtrant des
mesures s^y = inf (^/i^Nm) où K parcourt l'ensemble des
compacts de G et N l'ensemble des entiers positifs. Si
S s L^c, on peut remplacer S par l'ensemble (5K,NL,K,N;
comme m est localement subordonnée à ./S^ une fonction
positive de fl^S) appartient à (Wm)+ (cf. Th. I) et une
fonction f de cet espace appartient à yS^ si et seulement si

H f\\ ni == sup F f^ds^= sup H^SK^L ^ 1 .
a-,5,K,N J" 5,K,N

Par passage à la borne supérieure, on en déduit que f est
convolable avec chaque mesure s et que

11/11 n1 = su? I f * ^ I l o o ,
ses

ce qui donne bien la forme annoncée pour l'ensemble yS^.
Cet ensemble est évidemment convexe, saturé et invariant
par translation. Il est quasi-fortement fermé d'après les
propriétés générales.

D'après le théorème de la bipolaire positive, la fermeture
vague de YS^ est formée des mesures n telles que pour toute
fonction k de JT^ on ait

<n,/c> ^ sup </',/(•>.
/€S^A

On a alors :

</c,n * $K,N> = <.n,k * ^K,N> < sup </*,/c * SKN>
- . / v v^ sup (f* k * SK,N)(O) ^ sup \\f* k * SK,N|L •

/ /
Si [|À'||i ^ 1 , la fonction f * k appartient à J^S^ d'après le
lemme 1 et d'après la caractérisation précédente de ./S^, on
obtient

IJXxGk^ + y)dn^ d8^^ ^ i i^i i i •
Par passage à la borne supérieure, on en déduit que n est
convolable avec chaque mesure s et que sup ||n* s\\^ ^ 1 .

^eS
Inversement, une mesure n ayant ces propriétés appartient
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à (.yS^)0 car elle est adhérente à l'ensemble des mesures
n * k avec k dans Jf+ et ||/c||i ^ 1, ces mesures appar-
tenant à .VS^ d'après la caractérisation de cet ensemble.

3. Espaces f}P 9 A^S U^ et V^ invariants par translation.

On dira qu'un espace norme de fonctions ou de mesures est
invariant par translation si les translatés de tout élément de
l'espace appartiennent à l'espace et si la norme est invariante
par translation.

Il est évident que si S est invariant par translation, les
ensembles S7 et S" le sont aussi et que les espaces normes
n^ A^ U 9 et V^ correspondant aux ensembles S, Sv

ou S" sont invariants par translation. Inversement, d'après [4]
(prop. IV, cor. III), si l'espace IJ^) (resp. UW ou
D^S")) est invariant par translation, l'ensemble S^^ (resp. S")
est invariant par translation.

Si l'ensemble S est uniformément vaguement borné, les
espaces fV? A^? U ^ et V^ correspondant à J^S sont
invariants par translation. On vérifie facilement que les
éléments de IJ^S) sont ^es mesures à translatées bornées si
q = oo ou à translatées nulles à l'infini si 1 < q < oo .

Pour un élément a de fV (resp. U^ on notera T\
l'application translation à valeurs dans f^ (resp. \J9) définie
sur G par x \—^ a^ .

Les éléments de Ç\P{./S) sont les éléments f de fl^S)
tels que l'application T^ existe et soit bornée; on a

liyiln^s) = sup ||/'JnP(S).
xeG

a) Continuité de ^application translation.

THÉORÈME I. — On suppose que S est uniformément yague-
ment borné.

a) Si la fonction f appartient à A^S), elle appartient à
l'espace W^ et l'application T^ est bornée et uniformément
continue.

P) Si f est une fonction de W^ telle que l'application T^
existe, soit bornée et uniformément continue, la fonction f est
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limite dans Ç[ ̂ ./S) d'une suite de fonctions bornées et continues
ayant la même propriété.

On suppose de plus que S est invariant par translation.
a') Si la mesure a appartient à V^(S), l'application

translation T<j est bornée et uniformément continue.
P') Si a est une mesure telle que l'application Ty existe

et soit continue, la mesure a appartient à U^S/n) (== V^(S)
si 1 < q < oo).

Démonstration.
a) Soit K un compact de G . Comme m est localement

subordonnée à ./S^ la mesure m^ appartient à un ensemble
XK^S"); pour une fonction f de A^S") ou de fV^S"),
on a :

^\Udm^(f^dm)l!p(^dm)119

^ (^^ll/'JnP^/mÇK))^^
^ GII/WS-).

On en déduit que les fonctions de /\P{./SV) ou de n^S")
appartiennent à W^ . Si k est une fonction de Jf portée
par K , l'application T\ est évidemment bornée et elle est
uniformément continue car si V est un voisinage compact
de l'origine, on a, pour tout k dans V ,

11^+h - W ^ sup ||/c, - k\\^ sup s{x + K + V).
heV x, s

P) Soit f une fonction de 'ÎÏl^ telle que l'application Tj-
existe, soit bornée et uniformément continue. On sait déjà
qu'elle appartient à n^S). Considérons l'ensemble de ses
régularisées />H == f* ^H/^(H) où H parcourt l'ensemble des
voisinages compacts de l'origine. Ces fonctions sont continues
et bornées comme convolution d'une fonction de ^^ par
une fonction de L^mp • Elles appartiennent à ft^S) car

l /* |p
/ p ' ' x x 7 1\\m^ = sup F _ „ , f f{t - x - u) du p ds{t)

ses JG ^^ j j î î

< sup F -——- Ç \f(t -x- U)\P du ds{t)
ses JG m^l-l)JH^x"^"^"

< ^P ll^+ullîi ^ ll/'ll^^s) pour tout x dans G .
ueH
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De la même façon on vérifie que l'application T n ^st unifor-
mément continue :

ll/^h — /ïlln < ^P 11^+h+u — /^ulln
oeH

et que /IH tend vers f dans fV^S):

II/111 - /'HnP^s) = sup 1)^ - /•J,, ^ sup sup ll/'̂ - l̂ln .
XGG XGG ueH

cette dernière quantité pouvant être rendue arbitrairement
petite par un choix convenable de H car l'application Ty
est uniformément continue.

Remarque. — Si l'application T^ est continue et nulle à
l'infini, il en est de même des applications T H .

a') On a V^S) = V^SJ . Si S^ est réduit à la mesure
nulle, la propriété est triviale. Sinon, m est localement subor-
donnée à S et toute mesure km de c^m appartient à (J^S^.
Soit K le support de k et soit V un voisinage compact
de l'origine. Pour tout x dans G et h dans V , on a,
dans l'espace U^),

ll(/cm)Ju < IIA-L IIXK^IIu.
IK/cm),̂  - (/cm)Ju ^ [\h- /cL IIXK+v^llu .

ce qui montre que l'application T^ est bornée et uniformé-
ment continue. Par convergence uniforme, cette propriété
reste vraie pour les éléments de \/q{SV) et donc de V^S).

(3') Supposons que l'application Ty existe et soit continue.
Les mesures (T^ appartiennent donc à U^(S) et pour tout
compact K , il existe une constante c == (MK)^ telle que

K,(K) - a,(K)| ^ |̂  - oJ(K) ^ c||̂  - oj^ .

Pour tout compact K , la fonction numérique x \—^ ^(K)
est donc continue. On sait que cela est équivalent au fait que
la mesure G est absolument continue ([16], p. 230, [13], th. I).
La mesure a appartient donc à ^1^)01-^00= U^SJ qui
coïncide avec V^S) si 1 < q < oo .

b) Cowolution par les mesures bornées.
THÉORÈME II. — On suppose que l'ensemble S est invariant

par translation.
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a) Les espaces UW, U^S^), V^S") ^ V^S7) sont
stables par convolution avec les mesures bornées et on a

||cr * p.Uu ^ ||o||u IHÎ  •

P) L^ espaces (}P{S^) ^ A^S^) ^on^ stables par convolu'
tion avec les mesures bornées et on a [j/* * pt[| n ^ II/'II n II ^D w •

COROLLAIRE. — Soit V une base de filtre d^unités approchées
de W0 dont les ensembles sont formés de mesures œ positives
telles que [|<o|l^ ^ 1 et lim^ œ(W) = 1 pour tout voisinage
compact W de l^origine. Pour un élément a Sun des espaces
du théorème^ on a lim^ (o * a = a , la limite étant prise suivant
les cas

— dans un espace \/q (ou A^ muni de la topologie de la
norme^

— dans un espace [)q (ou f^) muni de la topologie
^(U^A^ {ou ^(n^v9)).

Démonstration.
a) Les espaces de Banach U^S") et U^S^) s'identifient

à des espaces |J 00 dont les boules unités positives sont respec-
tivement vaguement compacte et quasi-fortement fermée
([4], th. II et III, prop. VIII). D'après le lemme I, ces boules
unités positives sont stables par convolution avec les mesures
de B+. On en déduit que U^S") et U^S^) sont stables
par convolution avec les mesures bornées et que

\\a * (i[[u < |]CT|]u M^ .

En approchant chaque élément a de V^S1') ou V^S^
par des mesures de la forme km et la mesure bornée (JL par
des mesures à support compact, il en résulte que V^S0) et
V^S^ sont aussi stables par convolution avec les mesures
bornées.

(3) Les espaces de Banach fy(SJ == Fl^S^) et
A^S^) = A^S^) s'identifient à des espaces U0 0 et V00

correspondant à des ensembles de mesures absolument conti-
nues quasi-fortement fermés et invariants par translation
(§ l.a et lemme II). La conclusion résulte alors de la pro-
priété a).

Pour démontrer le corollaire, on prend d'abord a dans un
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espace Jfm^ (J q ou Jf et on voit par les méthodes classiques
que lim^ o * a =a dans les espaces normes U^S")? U^S^)
ou n^SJ, compte tenu du fait que m est localement
subordonnée aux ensembles S" ou S^ (s'ils ne sont pas
réduits à la mesure nulle). Le théorème permet alors d'étendre
par continuité cette propriété aux éléments h des espaces
normes V^S"), V^) ou A^SJ; si a est un élément de
U^SJ, IWJ ou U^S"), on en déduit la dernière pro-
priété du corollaire en vérifiant d'abord que

<co ^ a,h) == <a,co ^ h^.

c) Propriétés de dualité.
Les propriétés générales (§ La) et le lemme II donnent

immédiatement le résultat suivant :

THÉORÈME III. — On suppose que Vensemble S est unifor-
mément vaguement borné.

Si 1 ̂  p < oo , le dual topologique de A^S) est l'espace
de Banach U^S").

Si 1 < p < oo , le dual topologique de U^SJ = V^S)
est l9espace de Banach Ç}P{./S^).

Le dual topologique de V^^S7) est l'espace des mesures de
Radon n telles que h soit conwlable avec les mesures s de
S^ , la convolution appartenant à L°°(m) et

\\n\\ = sup I I I n\ ^s|L .
se^

4. Espaces U^ et V^ stables par convolution.

a) Algèbres de convolution.

THÉORÈME IV. — Si l'ensemble S est stable par convolution^
l'espace U^S) est une algèbre normée, le produit étant la
convolution.

COROLLAIRE. — Si l'ensemble S est stable par convolution,
les espaces U^(S^) et V^S^) sont des algèbres normées pour
la convolution et les espaces IJ^S7) et V^S7) sont des
algèbres de Banach pour la convolution.
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Démonstration. — Si l'ensemble S est stable par convo-
lution, on vérifie facilement que l'enveloppe convexe saturée
de S est aussi stable par convolution.

Soient o-i === pi^i et a^ = p^2 deux éléments de U^S)-
Si k est une fonction de c^ , on a, d'après l'inégalité de Hôlder
ou une majoration directe si p = 1 :

JXxG 1^ + ^1 l̂ l dsl^ l̂ l ̂ 2^
< (JXxG ̂ a; + ̂ p dsl^ ̂ (^PipiB^Jlp^)
< (/„ W d^ * ̂ ))l/p|| pill^Jlp^l]^).

On en déduit que les mesures a^ et 03 sont convolables et que

UG kd^ * ̂ l ^ II^HLP(.^^)II PlIllA.J P2lL^) •

II existe donc une fonction r appartenant à L^i * s^) telle
que

C (̂o"i * ^2) == jç Â-rJ(5i ^ 53)
et

11 ̂ l L î *.?«) ^ II Pi 11 L^(^)ll P2 II L^«) •

II en résulte que a^ * a^ appartient à U^(S) et que

11<^1 ^2llu ^ ll^lllu ll^llu •

Le corollaire provient immédiatement des propriétés géné-
rales (§ l.a) et du fait que si S est stable par convolution,
l'ensemble S7 est aussi stable par convolution.

b) Structure d'algèbre de Segal.
Rappelons qu'on appelle algèbre de Segal sur le groupe G

âne algèbre de Banach A qui est une sous-algèbre de convo-
lution de l'algèbre L^m) du groupe G et qui vérifie les
propriétés suivantes :

• l'espace norme A est invariant par translation;
• l'espace vectoriel A est dense dans L^m);
• l'application translation Tp G -> A est continue pour

tout élément f de A .
Ces algèbres ont été étudiées principalement par H. Reiter [14],
[15] (voir aussi Hewitt-Ross [10], § 31-32). Leur intérêt pro-
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vient de ce que la théorie spectrale de ces algèbres est très
proche de celle de L^m).

Les résultats précédents montrent que si S est invariant
par translation et est formé de mesures de B+ qui ne sont pas
toutes étrangères à m, les espaces (J q{<S^) si 1 < q < oo
et V°°(S^) sont des algèbres de Segal. Remarquons que dans
ce cas, V'ÇS^) est l'espace des éléments f de U°°(S^)
tels que l'application T^ à valeurs dans U^S^) soit continue
sur G .

c) Algèbres de Beurling.
Dans [6], A. Beurling étudie des algèbres de convolution

formées de fonctions intégrables. On peut aisément vérifier que
ce sont des espaces U^S) correspondant à des ensembles S
formés de mesures positives, bornées et absolument continues,
cet ensemble étant convexe et stable par convolution. Il a
de plus la propriété de fermeture suivante : pour toute suite
{s^} d'éléments de S et pour toute suite {\} de nombres
positifs tels que 27^ == 1 , la série SX^ converge vers un
élément de S .

Le théorème précédent et les propriétés générales des
espaces U^S) montrent que ce sont des algèbres de Banach
pour 1 < q < oo et que pour 1 < q < oo , leurs duals
topologiques sont les espaces Fl^S) correspondants.

5. Ensembles S
formes des translatées d'une seule mesure.

Dans ce paragraphe, nous étudions les espaces f^? Ap et
\Jq correspondant à l'ensemble ./v des translatées d'une
seule mesure. Pour que Yv soit vaguement borné, il faut
supposer que v est une mesure à translatées bornées. Avec
d'autres restrictions sur la mesure v , on peut caractériser
de manière simple les éléments des espaces /\p{^) et U^7)-
Les espaces de ce type ont été introduits et étudiés par
B. Koremblium [12] (voir E. Hewitt [9]).

a) Espaces fV-
On voit immédiatement qu'un élément f de ft^^)

est une fonction f telle que ses translatées fy, sont v-mesu-
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râblés et appartiennent à Ç}p(^) = ^(v) avec

11/11 n=^(;J^v)^

ou encore, si v est absolument continue, telle que \f\P soit
convolable avec ï avec (voir lemme II)

11/11 n = l l l / P ̂ 11̂  < ^ -
b) Espaces /\p.
Si f appartient à A^v) = A^) = A^'), on sait

(théorème I) que f appartient à W^ et que l'application
translation Tj": G -> L^v) est bornée et continue pour la
norme dans L^v). Pour des mesures v particulières, on peut
améliorer le théorème 1 et caractériser les éléments de /\P.

PROPOSITION I. — Pour qu'une fonction f de W,^ appar-
tienne à A^^)? il faut et il suffit que :

a) L'application Tj-: G —> L^v) existe et soit continue nulle
à l'infini [dans le cas où v appartient à Ht4).

P) La convolution \f\p*^ existe et soit continue nulle à
l'infini (dans le cas où v appartient à "W^).

y) La conwlution [f^ ^ ^ soit nulle à l'infini (dans le cas
où v appartient à L^p)-

Démonstration. — Si f appartient à l'espace JT , on vérifie
immédiatement que les conditions a , p et y sont réalisées.
Par convergence uniforme, elles sont aussi réalisées pour les
fonctions f de A^^)-

Inversement, si l'une des trois conditions est réalisée, la
fonction f appartient à n^*^) e^ 1! faut montrer qu'elle
est limite d'une suite de fonctions de Jf .

a) Si la condition a est réalisée, on voit que la convolution
l /p-^v est définie, continue, nulle à l'infini et on sait déjà
(théorème I) que f est limite dans Fl^^) d'une suite de
fonctions continues vérifiant aussi la condition a . Il faut
montrer qu'une telle fonction g est limite d'une suite de
fonctions de JT . Pour cela, on considère la famille des fonctions
Ç de j?f telles que 0 ^ Ç ^ 1 . Elle est filtrante croissante
pour l'ordre naturel et la famille {Ç|g|} converge ponctuelle-
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ment en croissant vers la fonction | Q\ . On a :

il g- Wn^v) = Illg - ̂ 1" * ̂ IL < lllgKl - y) * ^11
< ll|glp^-|Sg|P^IL•

La famille des fonctions continues [Çgl^^ converge ponc-
tuellement en croissant vers la fonction continue nulle à
l'infini Ig l^^ ; la convergence est uniforme d'après le théo-
rème de Dini. La fonction g peut donc bien s'approcher dans
n^*^) par une suite de fonctions de la forme Çg qui appar-
tiennent à ^T .

|3) Si v appartient à W^, les fonctions de L^p appar-
tiennent à A^^) car v7 est compact pour la topologie
<7(T(t,^) (lemme 1 et prop. IX de [4]). Si la condition [3 est
réalisée, on montre au moyen du théorème de Dini comme
ci-dessus que f est limite dans ^\p(^^) d'une suite de fonc-
tions de L^p de la forme /K/N où K est un compact de G
et fy{t) = f(t) si \f{t)\ ^ N et 0 ailleurs et que /'appartient
bien à A^v).

y) Si v appartient à L^mp , la fonction I / P ^ ^ est
toujours continue et la condition (3 se réduit à la condition y .

Remarque : Si v === ç/n avec <p dans l'espace L^m) si
1 ^ a < oo ou dans l'espace L^m), la condition (3 montre
que l'espace A^.^) contient l'espace L?(m) avec

(3 = ap/a — 1

fou L^(m) si a == 1) et on a pour toute fonction f de
LPfm)

iiniA^v)^ il piin/ii p -
c) Espaces \Jq.

Si v est une mesure absolument continue à translatée nulle
à l'infini, le lemme 1 montre que ^v = v" est l'enveloppe saturée
de l'ensemble v * B+. On peut dans ce cas donner une carac-
térisation intéressante des éléments de U^^) (B. Korem-
blium [12]).

PROPOSITION II. — Si v == (pm est une mesure absolument
continue à translatée nulle à l^infini, V espace U^7)^ U^")
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est V espace des mesures absolument continues a = ym dont la
densité s^écrit y == ï(<p ^ (i)1^ où T est une fonction de L^m)
et (A une mesure positive de norme bornée par 1. La norme de y
est donnée par

l|t/|| u. = inf ( f ——y^——dm^ = inf M, 51 1 < q < oc
P.eB-.\jG(? * ^J' / y=T(<p*pi)1^

llî/Hu-- int -̂ — = int ||T|L si q = oo.
(AGB^- 9 ^ ^ oo y==TM?^)

Démonstration : D'après le lemme I, un élément a = ym
de U^^) est d6 ̂  forme p(9 ^ p.)m avec p dans 1^(9 ^ (A).
On a donc y = p(ç * pi) localement m-presque partout. En
multipliant par la fonction (9 * l^)"1^ et en posant

on a
T = î/(9 ^ ̂ -l/p,

W = JG N'^ = JGIPI^ * ̂  dm = llpll^w)
ce qui montre que cr est bien de la forme indiquée et que sa
norme est donnée par les formules indiquées.

Inversement, si y = ï((p * (i)1^ = r(9 ^ t1)1"1^? on a? en

posant p = ï(ç * pQ"1^?

IIPllL^^-t/J^I^^^MI.

et par conséquent î/ appartient à U^^) avec l l î / l lu ^ IMIî
et donc, d'après la première partie de la démonstration,
Nu-IMI.-

Remarque I. — Si on se place dans les conditions de la
remarque sur la proposition I, on voit par dualité (ou direc-
tement si a = 1) que les éléments de (J9^) s'identifient
à des fonctions de L^m) avec y = aç/a + ç — i et que
pour tout élément y de (J ̂ ^ on a

112/Hy ^ II Piroil u .

Remarque II. — Si G = R , et si v est la fonction carac-
téristique d'un intervalle de longueur 1 , on vérifie facile-
ment qu'un élément f de LT^) appartient à V"^) si
et seulement si f est une fonction continue sur G; l'algèbre
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V^^) n'est autre, à une équivalence de norme près, que
l'algèbre étudiée par Wiener [18] et Goldberg [8]. Le théo-
rème III permet de retrouver la caractérisation du dual de
V^) [8].

6. Espaces ^(L^) comme espaces f^ °u ( J 9 •

a) Définition des espaces ^(L^).

Dans ce paragraphe, E désignera une partie universelle-
ment mesurable de G dont l'intérieur Ê est non vide et
dont l'adhérence E est compacte. On notera simplement ^
la fonction caractéristique ^g de l'ensemble E . A cet
ensemble, on associera un nombre fini J d'éléments T^ ,
ïg , . . . , Tj de G tels que la famille { ï j + È}j==i ...j forme
un recouvrement du compact E — E :

j j
E - E c Ë - Ë c U (^ + É) c U (^ + E).

j==i y=i
On appellera pavage de G par des translatés de E (ou

simplement pavage de G) toute famille disjointe {^ + E}^j^
de translatés de l'ensemble E . On notera ^ l'ensemble de
tous les pavages de G . Cet ensemble est évidemment inductif
pour l'ordre défini par l'inclusion et admet donc des éléments
maximaux qu'on appellera pavages maximaux de G . Remar-
quons que si {^ + E} est un pavage maximal de G , la
famille {^ + ^ 4~ E} forme un recouvrement de G et
chaque point x de G appartient à au plus J éléments
de la famille. Pour simplifier les notations, on notera E(
l'élément ^ + E d'un pavage et Ey l'ensemble ^-I-^+E .

Soient p et p ' deux exposants tels que 1 ^ p < oo et
1 ^ p ' ^ oo dont les exposants conjugués seront notés
respectivement q et q ' . Dans ce paragraphe, on notera r
l'exposant conjugué de qp'\

Si 1 ^ p < oo , on notera ^(L^) l'espace des (classes de)
fonctions mesurables f appartenant localement à L^m)
et telles que les familles {||/||£p'(E)}iei soient sommables pour
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tout pavage {EJ^gi de G avec

ŝ up (^ II/IÎ E,))̂  < ûo .

Cette borne supérieure sera notée \\flp,p' . On vérifie facile-
ment que cette expression définit une norme sur l'espace
vectoriel ^(L^).

Si p = p', l'espace norme ^(L/) est isomorphe à l'espace
L^m) car pour un pavage maximal {EJ de G , on a

s ci /p^m^ n^<^ sc i / i ^m
{ J « «^ i.j »/ *J

et donc
ll/'Up.p ^ ll/llp < J l̂l/llp.? •

On notera l^^) le sous-espace vectoriel norme de ^(L00)
formé par les fonctions continues de ^(L00). Il est fermé dans
IP(L°°) car H/IL ^ n/'iip,..

Si p = oo , l'espace Î^ÇL^"') sera l'espace vectoriel norme
des (classes de) fonctions mesurables f telles que

\\f\\^'=^P\\f[\^t-^ < °^-
tGG

L'espace ^(L^) sera le sous-espace fermé de ^(L^') formé
par les fonctions telles que lim Il/Il L^-E) = 0 •

(^•00

On voit immédiatement que les espaces normes ^(L/)
(resp. ^(L^') pour p ' < oo) s'identifient isométriquement à
l'espace n^^X^7) (resp. A^)).

Enfin, on notera ^(W) l'espace norme des mesures de
Radon (JL telles que

IHp,i = sup /S ll^XE.ll^y^ < oo si 1 < p < oo ,
^ \ < /

= sup II ̂ Xt-Ell^ < oo si p = oo .
(€G

L'espace ^(W) sera le sous-espace fermé de ^(TO) formé des
mesures telles que lim || ̂ t-î.\\^ = 0 . Les espaces ^(W),

t-> 00

^(W), ^(L1) et Co(L1) s'identifient respectivement aux
espaces m^, m^0, W^ et W^ . L'espace norme ^(m) est
isomorphe à l'espace norme W6.

Pour étudier ces espaces, on va d'abord vérifier que comme
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espaces vectoriels normes, ils sont isomorphes (en général
non isométriquement) à des unions ou intersections d'espaces
IjP relatives à des ensembles S bien choisis. En particulier,
il en résultera que ce sont des espaces de Banach ayant les
propriétés de dualité attendues et que si on change d'en-
semble E , on obtient des espaces isomorphes.

b) Espaces Ç}pl et (Jql construits à partir de y p .
Pour 1 ̂  p < oo , on note y p la boule unité positive de

l'espace ^(L^) (ou de n^X^) c'est-à-dire l'ensemble des
fonctions positives a appartenant localement à L/^rn) et
telles que

sup F ja^ dm ^ 1 .
t^a ^ t
t€G

C'est un ensemble convexe, saturé, invariant par translation,
quasi-fortement fermé si 1 < p < oo et vaguement compact
si 1 < p < oo ([4], §8).

Si p = = l , l'ensemble V^ est l'ensemble associé à l'ensemble
^v et d'après le lemme II, la fermeture vague <^i de ^i
est l'ensemble des mesures positives pi telles que

sup ess Ç_ d\L ^ 1 .
t€G

PROPOSITION III. — On suppose que 1 ̂  p , p ' < oo .
a) U espace norme Ç\p ' { y p ) est isomorphe à V espace ^(L^ ') ;
p) U espace norme [j^ { ^ p ) est isomorphe à l'espace ^'(L7');
y) U espace norme (j^ (<^i) est isomorphe à V espace ^'(W).

Démonstration.
a) Soit f une fonction de Ç}^ {y?)- Soit {EJ un pavage

de G . Pour tout a de V p , on a

s r \f\^dm < ii/rn.
( J ^i

Par un choix convenable de a sur chaque E^ , on obtient

2 ll/>p'llIAE.) < ll/Tn donc S ll/'ll^, ^ ll/Tn •
( < l

II en résulte que f appartient à ^'(L^) avec \\f\\p',qp' ^ Ij / ' j ln -
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Inversement, soit f une fonction de ^'(L^'). Soit {EJ
un pavage maximal de E . En considérant le recouvrement
associé {Ey}, on a pour toute fonction a de y :

JJ/Vadm ^ S J.J/Varfm ^ S ll̂ 'IlL l̂lall̂ ,,)

^ s u/'iî E,,) ^ J ̂ p s ih^E,)= Jii/t^p' •
On en déduit que f appartient à fV (^p) avec

iinin ^ ^'\\f\\^.
P) Soit y une fonction de ^'(17). Pour toute fonction k

de Jf et pour tout pavage maximal {EJ, on a

IJ^dm ^ S ^J/c| lyl rfm ^ S ll/c||L^(E.,)ll2/||L-(E,,)

^ (Sll^ll^,))^^^ si p ' ^1

^ Jll^llp^p-Hî/ll^r Si 1 ^ p' < 00

^ JIIA-llnllî/ll^r.

Si 1 < p < oo , l'espace U q l ( ^ p ) s'identifie au dual de Jf
muni de la semi-norme || || ç^p'^ ); il en résulte que y appar-
tient à (J q f ( yp) avec

l l 2 / H u < Jll2/ll, ' .r.
La même conclusion reste valable pour p == 1 car

0^(^1)0^00= u î).
Inversement, soit y un élément de U ^ (^p)- Étant donné

e > 0 , on peut écrire y = pa avec a dans «9^ tel que

llpHï^(am) ^ II 2/11 U + S .

Supposons que 1 < p' < oo . Pour un pavage {EJ de G ,
on a

S f^\9\^dm= S f^^'drn ^ (\\y[\^ +^.

Or d'après l'inégalité de Hôlder, on a

S^yYàm < (f^'^•dm)rl9'(f^''dm)rlpl>•.
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On a donc

S (f^'-dmY'"^ S Jji/l̂ -^m < (||i/||u+s)<

On en déduit que pour 1 < p' < oo , la fonction y appar-
tient à ^'(I/) avec jî/11^, < ly l ju .

La même conclusion reste valable pour p' == 1 car dans
ce cas, on a r == p et pour un translaté quelconque E'
de E:

Ç \y\P dm = \ -2/- o^ dm ^ ( supess jp^) Ç ^ dm
JE' JE' a | E' JE'

et donc (jjyl^m)^ ^ Uyllu + s .

y) On peut faire la même démonstration que pour P) avec
p = 1 et r == 1 en remplaçant y^ par <$^i .

c) Espaces f}p ' e t Uql construits à partir de @p •
Pour 1 < p < oo , on note @p la boule unité positive de

l'espace Ç)p (<^i). D'après la proposition précédente, les
ensembles @p et B+^L00)) sont subordonnés l'un à l'autre :

(g, c B+(^(L00)) c JI/P(^ .

D'après les résultats généraux ([4], § 8), on sait que l'ensemble
®p est convexe, saturé, quasi-fortement fermé si 1 < p < oo
et vaguement compact si 1 < p < oo . Il est aussi vague-
ment compact pour p == 1 car dans ce cas @i est l'ensemble
associé à ^i et coïncide donc avec î^^^0- Les ensembles
@p sont évidemment invariants par translation.

PROPOSITION IV. — On suppose que 1 ̂  p , p' < oo .

a) Uespace norme n^®?) est isomorphe à V espace ^'(L^);
P) L'espace norme U^Sp) ^ isomorphe à V espace ^(L^);
y) Uespace norme U^X7) e$t isomorphe à V espace P(L^).

Démonstration. — Soit /* une fonction de (^(©p) e^ soit
{EJ un pavage de G . On considère les fonctions a positives,
constantes et égales à a, sur chaque E; , nulles ailleurs et
telles qiie Sa^ ^ 1 . On vérifie facilement (par exemple a a
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moyen de la proposition IX) qu'elles appartiennent à un
multiple de B+^L00)) et donc à un multiple M@p de @p .
Par suite

S (, \f\^ dm = S a, f |/y dm ^ sup f \f\^ (3 dm
i ^Ei » ^hj* QeM@p Jlx

^ M||/Tn .

En prenant la borne supérieure pour les fonctions a de la
forme indiquée, on obtient

(S (f^'dm)9)11^ Mll^n.

On en déduit que la fonction f appartient à ^'(IY) avec
ll/ll^ < M^'||/1|n.

Inversement, on vérifie comme dans la proposition précé-
dente qu'une fonction f de ^(L^) appartient à ft^®?)
avec [min ^ J^'lin^ .

La démonstration de (i) est analogue à la démonstration
correspondante dans la proposition précédente et on obtient

112/llr^ ^ llyllu ^ J™^!/»^.

La propriété y) correspond au cas p == 1 , compte tenu
du fait que @i == /v.

PROPOSITION V. — 5i ^ est la fonction caractéristique /'
Sune partie E' de G universellement mesurable d9 intérieur
non vide et d'adhérence compacte ou si ^ est un élément positif
non nul de U^X^ ou de P(L°°), les ensembles ^v et ^v

sont subordonnés l'un à Vautre et les espaces normes \Jq{^v)
et (J ?(7V) sont isomorphes ainsi que les espaces normes Ç\ p{^^)
et fWx).

PROPOSITION VI. — Soit ^ un élément positif non nul de
^(L00). Une fonction mesurable f appartient à P(L00) si et
seulement si il existe une mesure de Radon [L = (JL^ bornée et
telle que \f\ ^ ^ ^ (A . La borne inférieure des normes \\^/\\^
des mesures qu'on peut ainsi associer à f définit sur P(L°°)
une norme équivalente à || ||̂  .
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PROPOSITION VII. — Soit ^ un élément positif non nul de
^(L00). Si 1 < p < oo , la norme sur ^(L^) est équivalente à
la norme définie par

1 1 / 1 0 = sup (rim^t^r.
^€B+ VJ /

Démonstration. — On sait (conséquence 8 du lemme I)
que m est localement subordonnée à ^v ou (50')^ Par suite
5Cm (resp. ^ m) ainsi que toutes ses translatées sont subordon-
nées a (^ (resp. ^v) et les deux ensembles /v et (^'^
sont bien subordonnés l'un à l'autre.

Si ^ est un élément positif non nul de (J "(^ ou de
l^L00) dont la norme dans U "(x^ est À , toutes les trans-
latées de ^ appartiennent à ^v et l'ensemble ^v est donc
subordonné à /v. Comme d'autre part la mesure j^m est
subordonnée à ^v, les ensembles ^ et ^v sont bien subor-
donnés l'un à l'autre.

On en déduit immédiatement que les espaces normes fV
et U ^ bâtis sur les ensembles ^v? ^v ou (^^ sont iso-
morphes.

La proposition VI résulte alors du lemme 1 et la proposi-
tion VII s'en déduit d'après la caractérisation de (^(©1)
donnée par la proposition IV.

7. Propriétés générales des espaces ^(L^).

a) Les espaces IP{LP') et ^(TO) définis à partir de deux
ensembles E et E' différents sont isomorphes.

Cela résulte immédiatement de la proposition V et de la
définition des ensembles y et @ .

V) Les espaces IP{LP') et IP^) sont des espaces de Banach.
Cela résulte du fait que ce sont des espaces (J^ ou fp'

relatifs à des ensembles S convexes, saturés et quasi-forte-
ment fermés convenablement choisis.

c) Si p < pQ , l'application canonique ^(1^) -> l^CL^)
existe et est continue.

Si p' < p'Q , l'application canonique ^(I/o) -> ^(L^) existe
et est continue.
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Cela résulte de la définition des espaces ^(L^) et des
propriétés classiques des espaces IP et L^. Les applications
canoniques ont pour norme 1 si m(E) == 1 .

d) Si E' est un ouvert relativement compacta l'application
canonique L^(E') -> Z^(L^) ou ^(E') -> Z^TO) ^ un iso-
morphisme sur un sous-espace fermé de IP^LP') ou de Z^tï)
[celui des fonctions ou mesures portées par E').

Cela résulte immédiatement de la propriété a).
e) Approximation par des fonctions ou des mesures à support

compact.
Soit f une fonction de ^(L/) ou une mesure de lp(c:W,). Si

1 ^ p < oo , à tout s > 0 , on peut faire correspondre un
compact K tel que \\f — /^:K.|[ < s . La fonction (ou la mesure)
f est portée par une réunion dénombrable de compacts.

En effet, si 1 < p , p' < oo l'espace IP{LP') ou Z^(m) est
toujours un espace IJ01 avec 1 ̂  a < oo et sa norme a donc
la propriété de Lebesgue, ce qui entraîne la propriété indiquée
([4], th. II, rem. II).

Si p' == oo , on considère l'isomorphisme de Z^L^) avec
fV^i). Comme la norme de cet espace a la propriété de
Fatou ([4], prop. VII, th. IV), il existe un compact H tel
que H/p — ^p < H/XnF ^ II/P- En considérant le compact
K = H + E — E , on a, d'après la définition de ^i ,

H/ZCKlP + II/XHIP = 11/XCK + ̂ HiP ^ II/T

et donc

H/XHiP ^ II/XCKF + II/XHIP ^ lini' < II/XHIP + ̂

ce qui entraîne bien que ||/XCK|| = \\f~~ /XK|| < £ •
f) Adhérence de Jf dans ^(L^).
a) Si l ^ p < o o et l ^ p ' < o o , l'espace Jf est dense

dans IP(U'}.
P) Si 1 < p < oo et p' = oo , l'adhérence de Jf rfans

Z^L00) ^ Z^(^).
y) 5i p == oo et 1 ^ p' < oo , l'adhérence de C^ dans

Z^LO e^ Co(L^').
La propriété y) résulte immédiatement du théorème I.
La propriété a) résulte des deux propriétés précédentes :
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tout élément f de IPÇLP') est limite d'une suite d'éléments
de la forme /^K d'après e) ; tout élément /%K est limite dans
l'espace L^K + È) d'une suite de fonctions continues à
support dans K + È d'après les propriétés classiques et
donc dans IP^LP') d'après d).

Enfin, si p ' == oo , on a évidemment \\f\\^ ^ ||/'||p,oo pour
tout élément de ^(L00). Il en résulte que toute limite dans
^(L00) d'une suite de fonctions continues est continue et donc
que l'adhérence de Jf est contenue dans ^(L00)^ = ̂ (^).
Inversement, si f est un élément de lp((^), et si on se donne
s > 0, il existe un compact K tel que [\f—/^sj < e
d'après <°). Si Ç est une fonction continue à support compact,
comprise entre 0 et 1 et valant 1 sur K , on a H/'—fSII < s
et la fonction /*Ç est un élément de JT . L'adhérence de c^
coïncide donc avec IP^).

g) Propriétés de dualité topologique. Réflexivité.

a) Le dual de ^(L^) est isomorphe à V espace norme lq(ÎJÏ')
si 1 ^ p , p' < oo .

P) Le dual de lp(^) est isomorphe à l'espace norme ^(W) si
1 ^ p < oo .

y) Le dual de ^(L^') est isomorphe à l'espace norme P(L^)
si 1 < p' < oo .

8) L'espace de Banach lpÇLP') est réflexif si 1 < p , p' < oo .
Cela résulte du théorème III et des résultats généraux de

dualité de [4].
Les dualités sont réalisées par les accouplements naturels

f^fgdm ou f^fd[L .
Remarquons que le dual topologique de P(^) est isomorphe

à l'espace ^ muni de la norme de ^(W).

h) Produits ponctuels.
On généralise facilement aux espaces ^(L^) les propriétés

classiques relatives au produit ponctuel des fonctions. Soient
t , (/, r et r' des exposants tels que

1 , 1 1 , 1 , 1 1 ,
— + — =— ^ 1 et —+—==— ^ 1 .
p t r p' t r
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Les définitions et les inégalités classiques montrent immédia-
tement qu'on a, avec les inégalités attendues sur les normes :

a) IP{LP') .VÇU) c ^(IT)
P) l^).VW c ̂ )

y) Co^.^Ln c c^L1")

Inversement, on montre au moyen du théorème du graphe
fermé que si 9 est une fonction telle que pour tout fonction f
de ^(LQ, le produit <?/* appartient à ^(L/*'), la fonction 9
appartient à ^(L^).

i) Consolations.
Les espaces ^(L^) ont les propriétés de convolution qui

généralisent de manière naturelle les propriétés classiques
([10], § 20). Soient ( , (/, r et r ' des exposants tels que

1 1 1- l-+-L==l+- l-^ 1 et
p t r

et soient respectivement u , u'
conjugués. On a

y+-1^^
s et s' leurs exposants

°oP)y)
8)
^)
^)

^(LP') * ̂ (L'') s
^DQ * Z^L*') s
Z^L"') * ̂ (LÎ') s
^(L^)*^(LÎ') £

^CÏTC) * Z'Cni) g
(̂111) * ^(ITC) c

^(L--)
Co(L--')w
CoW = ̂ o
^Cm:)
coCirc) = 'ni'0

si
si
si

i
i
i

< p < oo
< p ' < oo
< p < oo

Démonstration. — On prend pour ensemble E un voisinage
compact symétrique de l'origine. Soient f et g des éléments
de ^(L^) et V(l^') respectivement et k une fonction
continue dont le support est contenu dans le compact K .
Si {EJ est un pavage maximal de G et {E^} le recouvre-
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ment associé, on a

I//GXG k^+y')fWy} dx dy\

^ J.. ffw. l^+^l '^11^)1 ̂  ̂  •
D'après l'inégalité de Hôlder généralisée ([10], § 20-18 et
12-5), on a

JLxiJ^+î/)) 1^)1 1^)1 ̂ ^

< (ff\fW\gW dx dyY (ff\k{x+yWW dx dyf

(ff\k{x+yr\g{yVdxdy)^

< (ll/>llp'llgllt')^(ll^ll-'ll/•^p•)1L(||/c||-'||g||t•)^< nyii i|g|| IIÀ.II ,
les normes étant prises pour f, g et k respectivement dans
les espaces L^Ey), L''(EJ et L^Ey + EJ. Comme

Ëy + E^ = (. + ^ + (, + T^ + E + E
J j

£ U(. + T, + << + ̂  + T, + E =UE,^,

on a

I|À-||L"(E,,+E,,) < S IÎ HL"(E.,,,,.) .
n=l

De nouveau, d'après l'inégalité de Hôlder généralisée, on a,
la norme pour k étant prise maintenant dans l'espace
L'''(Ey(^),

^2^ Il/Il l lgf l 11/cll < (2||/•||^||gl|y(2||/cr||/•^)i(S||/c|1g||')»l.

Pour chaque terme du second membre, on obtient

snmgii^ j s nylps iigr^jmp-iigii^,
i » J l , m

ww < s ii/p i s 1 1 ^ 1 1 '
l, J » 1̂ CT=1 l

<^J/•BPJ|l^ll^<J31|/•||^,p.U/c|||„,,
sii^iiigr^^iigii^.ii/cn^,..
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Finalement :

\SS^^X+yWë{y}dxdy\ ^ y\\f\\^\\g\\^\\k\\^^ M
Comme ||/c[|̂  ^ l l^lloo I I /KL,^ ? on en déduit que les fonc-
tions f et g sont convolables et comme l'une au moins est
portée par une réunion dénombrable de compacts (d'après e)),
on a

f * gW = f^f{t - ^)g(^) àx .

L'inégalité ( * ), les résultats de densité et de dualité (para-
graphes f) et g)) et le fait que ^(L1) = ̂ (W^L^ donnent
immédiatement le résultat a) avec

\\f-8\\r,r' ^ J^LpJlgIlM' •

Dans les conditions de 8), on a f * g[t) == </*(,§> ; la continuité
de la translation (théorème I) et le fait que f et g sont
limites de fonctions portées par des compacts donnent alors
le résultat 8). Comme ^(L^) c ^(L9') on en déduit immé-
diatement y). Le résultat (3) provient du fait que f et g
sont limites de fonctions portées par des compacts. Enfin,
les résultats s) et ^) se vérifient de la même façon que pour
p' = t' = r ' = 1 .

/) Autre définition des espaces ^(L^).

PROPOSITION VIII. — Une fonction f appartient à ^(L^)
si et seulement si la fonction n^ définie sur G par

^W = 11/lll^O-E)

appartient à L^G). Il existe deux constantes C' et C" ^ 0
telles que C'V||̂  ^ |]nJ, ^ C'I/H^ .

Démonstration. — On suppose que 1 ̂  p , p " < oo . La
démonstration s'adapte facilement au cas p = oo ainsi qu'au
cas de l'espace Z^^).

Soient {EJ un pavage maximal et {Ey} le recouvrement
associé. On a

/, W^dt < S f^(f^\f\"'dufdt

< ^ ( E ) S ( S f^'duy,



82 J.-P. BEBTRANDIAS, C. DATRY ET C. DUPUIS

la dernière intégrale étant prise sur l'ensemble

F = t, + Ty + T^ + E .

Comme /' ^ J , il existe une constante M' telle que

P/IIÎ^-E)^ M ' ^ S ,
et on en déduit que si f appartient à ^(LF'), la fonction n^
appartient à L^G) avec ||njp ^ C'H/ 'Hp^ .

Pour la réciproque, supposons que E soit un voisinage
compact de l'origine et soit E' un voisinage de l'origine tel
que E' — E' c E . Soit {E'J un pavage quelconque par
des translatés de E'. Si ( appartient à E^ = ^ + E', on a
évidemment E( g t — E . Par suite

^ 11/ll^a-E) dt ^ S ̂  ̂  (f^ \f\P' duy

> m(E') ̂ (f^'duy.

On en déduit que si n^ appartient à LP(G), la fonction f
appartient à IP{LP') avec C^l/ll^ ^ ||njp .

Cette proposition permet d'établir un rapport entre les
espaces et les espaces à norme mixte étudiés par A. Benedek
et R. Panzone [2].

Soit B^ l'espace vectoriel norme des (classes de) fonc-
tions 0 mesurables sur G X G et telles que

P i
1|0||BP•/>>=(^(/JO(^)|P'^)P'^)'> < 00

avec les modifications habituelles si p == oo ou si p ' == oo .
A la fonction f de ^(L^), on associe la fonction F définie

sur G X G par F{x,y) = f{x)^{y - x).
A la fonction 0 de B^ on associe la fonction 9 définie

localement presque partout sur G par

1 F
^x) = 'r^\ ^î/) ̂  -m(Ji) J^+E

PROPOSITION IX. — Inapplication f\—^- F est un isomor-
phisme de Vespace norme ^(L^) sur le sous-espace Ap'p' de
BP.P' formé des éléments de la forme F(rc,î/) == f(x)-^{y — x).
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Inapplication 0 i—^ 9 est une application linéaire continue
de BP-P' sur IP{LP').

La composée de f\—^ F et de 0 i—^ cp est l'application
identique.

La composée de 0 i—>• 9 et de f\—>- F est une projection
continue de B?^' sur A^'.

Démonstration. — La première partie résulte immédiatement
de la proposition précédente, compte tenu du fait que

Kllp-UFllB^.
D'après les définitions, la composée de f\—>- F et de

0 i—>• 9 est l'application identique et la composée de 0 i—>- 9
et de f\—^¥ est une projection de B^' sur A^'. Pour
terminer la démonstration, il suffit de vérifier que cette
projection est continue. Si 1 ̂  p' ^ p < oo , on a

PKiijî-fWf àx — c (D(^)^ry
JG W^-E m[^) J^E | /

^ KJo^(J;-E^^El(I)(^)lp'^)^

^K/C^(X-.4-E^/ol$(^)lp'^)p4

^^^^^(/ol0^)!^^)^
< K'm(E - E) J^ ̂ \^x^'dxY= KW^^' .

Pour 1 < p < p ' < oo , on se ramène au cas précédent par
dualité et on étudie directement et de manière analogue les cas
limites.
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