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UNE NOUVELLE CLASSE D’ESPACES DE BANACH
VERIFIANT LE THEOREME DE GROTHENDIECK

par Gilles PISIER

Introduction.

Le “théoréme fondamental de la théorie métrique des produits
tensoriels” (cf. Grothendieck [3] théoréme 1 p. 59) assure que, si
X est un espace. L', tout opérateur de X dans un espace hilbertien
est l-absolument sommant (cf. définition 1). Ce résultat est repris
dans [7] sous I'hypothése que X est un espace £,. La question

est alors posée de savoir si une telle propriété caractérise les espaces
£2, (cf. [7] problem 2).

D’aprés un théoréme de Dvoretzky [1], une réponse affirma-
tive aurait permis de résoudre un probléme important posé par
Grothendieck et qui reste ouvert : soient X,Y deux espaces de
Banach, si tout opérateur compact de X dans Y est nucléaire, est-ce
que X ou Y est de dimension finie ?

Dans [3] (p. 73, n° 5), Grothendieck souléve une question voi-
sine de celle de Lindenstrauss-Pelczynski : soit j Iinjection > — Co
et soit X un espace de Banach ; supposons que pour tout opérateur
bomé u:c,—> X le composé uoj est nucléaire, est-ce que le
bidual X" de X est isomorphe a un sous espace complémenté d’un
espace L!?

On notera que d’aprés [9] cette question équivaut a : est-ce que
X estunespace £,?

La encore, la motivation se trouve étre le probléme des compacts
non-nucléaires cité plus haut ; mais, a I’époque ou il écrit, Grothendieck
ne dispose pas du théoréme de Dvoretzky, mais seulement du lemme
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de Dvoretzky — Rogers [2], et cela explique pourquoi l’injection
[? —> ¢, intervient dans sa question.

L’objet de cet article est de produire un exemple répondant
négativement 4 la question de Lindenstrauss —Pefczynski et aussi
(a fortiori) a celle de Grothendieck.

Dans des cas particuliers, des réponses positives ont été données
dans [7] et [10].

Nous verrons au théoréme 2 que, pour tout sous-espace réflexif
R d’un espace £, noté W, le quotient W/R vérifie le théoréme
de Grothendieck. Cela équivaut (cf. corollaire 1) & une propriété
de relévement des séries sommables dans W/R. Sauf dans le cas
trivial ou R est de dimension finie, W/R n’est pas un espace £, ;
on obtient donc I’exemple promis.

Dans les “compléments”, nous donnons des variantes et plusieurs
conséquences du théoréme 2.

La principale est peut-étre la suivante :

Soit Y = (W/R)' le dual de Iexemple décrit ci-dessus ; si Y
posséde une propriété d’approximation convenable, alors tout opé-
rateur de Y dans Y' est 2-sommant ; par conséquent (cf. [21] et
[20]) toute structure d’algébre de Banach sur Y est une algébre
d’opérateurs (voir corollaire 3). Les seuls exemples précédemment
connus ayant une telle propriété sont les espaces de Hilbert (triviale-
ment) et les espaces £2_ (d’aprés Varopoulos [21]).

Je tiens a remercier Bernard Maurey pour une suggestion qui
m’a permis de généraliser les énoncés d’une version préliminaire de
ce travail ou seul le cas de sous-espaces invariants par translation (voir
remarque 10) était traité.

Enfin, aprés avoir complété le présent manuscrit, j’ai appris
par A. PeJczynski que S.V. Kisliakov avait démontré indépendam-
ment les résultats principaux de cet article (théorémes 1 et 2) par
une méthode différente.

Rappels.

Nous commencons par des notations et quelques rappels. Soient
X,Y deux espaces de Banach. Nous notons B(X,Y) [Pespace des
opérateurs linéaires bornés de X dans Y et X' le dual de X.
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DEFINITION 1. — Soit p tel que 0 <p <oo. On dit qu'un opé-
-rateur u: X—> Y est p-absolument sommant, ou p-sommant, s’il
existe une constante \ telle que :

T flu(xpllP < N max {Z1E(x)IP ; E€ X, IEI< 1}

pour toute suite finie (x;) d’éléments de X. La plus petite de ces

constantes N est notée m,(u); l'espace des opérateurs p-sommants
de X dans Y est noté 1rp(X,Y).

Rappelons que, si 0 <p<g<e, ona: llull <m,(u)< m, (u).

Nous aurons besoin de la forme suivante de la factorisation de
Pietsch (cf. [16] et [7] prop. 2.1) :

Supposons que X est un sous espace fermé de I’espace — noté
C(K) — des fonctions continues sur un compact K. Si p =2 1, pour
tout opérateur p-sommant u:X — Y, il existe une mesure de
probabilité v sur K telle que :

Vx €X, llu(x)ll < m,(u) (flx(k)l” v(dk))'P .
Tout au long de cet article, nous dirons que X vérifie le théoréme
de Grothendieck si :
B(X, 1?) = n, (X, I?).

Cette propriété a de nombreuses formulations équivalentes,
nous en donnons plusieurs ci-dessous :

ProrosITION 1. — Soient X,Y deux espaces de Banach.
Les propriétés suivantes de X sont équivalentes :
i) X vérifie le théoreme de Grothendieck i.e. :
B(X,!?) = m,(X,1?).
ii) X" vérifie le théoréeme de Grothendieck.

iii) Quels que soient les opérateurs bornés u:cy—> X et
v:1*—>¢,, le composé uov estnucléaire.

Les propriétés suivantes de Y sont équivalentes :

iv) Tout opérateur de Y dans un espace L! est 2-sommant,
ce qui équivauta B(Y, ') = m, (Y, I').

v) BOY”, I') = my(Y", I').
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De plus, si X =Y' ou si X'=Y alors les 5 propriétés précédentes
sont équivalentes.

La démonstration (standard) est omise.

Remarque 1. — L’équivalence i) <= iii) ci-dessus montre claire-
ment que, dans la question de Grothendieck mentionnée dans I'intro-
duction, 'hypothése faite sur X est plus faible que B(X, *)=m,(X, I?).
Une réponse négative a la question de Lindenstrauss — Peczynski
répondra donc a fortiori a celle de Grothendieck.

Soit p avec 1 <p< o et n un entier. Nous notons l”: Ies-
pace R” muni de la norme

Z 1
x € R" -—>( » Ix,.lp) e (et sup |x;| si p = °°).
i=1 1<i<n

Rappelons que la “distance” notée d(X,Y) entre deux espaces
de Banach X,Y est la borne inférieure des nombres [T - lIT™ ||
quand T décrit les isomorphismes de X dans Y; si X et Y ne
sont pas isomorphes on pose d(X,Y) = oo,

Rappelons la définition des espaces 2, (cf. [9]) :

DEFINITION 2. — On dit qu’'un espace de Banach X est un espace
Lo 1 Sp<oo, 1 <A<, sipour tout sous-espace de dimension
finie E de X il existe un sous-espace de dimension finie F de X
contenant E et tel que d(F,I’)<\ (avec n = dimF). On dit
que X est un espace £,, s'il est un espace £,, pour un \= 1.

Rappelons aussi la caractérisation des espaces 2, obtenue par
Lindenstrauss et Rosenthal [9] : si X n’est pas un espace £,, alors
X est un espace £, si et seulement si son bidual X" est isomorphe
a un sous-espace complémenté (c’est-a-dire admettant un supplémen-
taire topologique) d’un espace L7.

Pour finir, rappelons la

DEeFINITION 3. — Notons (r,) la suite des fonctions de Rademacher
sur [0,1]. Un espace de Banach X est dit de cotype 2 s’il existe
une constante \ telle que

Zlxd? <X I 7 x,I? de

pour toute suite finie (x;) d’éléments de X.
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Par exemple, tout sous-espace d’un espace L! est de cotype 2 ;
nous renvoyons a [13] (chap. VI) et a [14] pour une étude de cette
classe d’espaces de Banach.

Préliminaires.

Nous démontrons le théoréme annoncé en suivant une approche
—due 4 Maurey — qui est basée sur I'idée d’extrapolation. Dans [12]
(théoréme 1.bis) cette technique permet de retrouver le théoréme
de Grothendieck sous une forme généralisée : tout opérateur d’un
espace £_ dans un espace de cotype 2 est 2-sommant.

Pour une application dans le cadre des treillis de Banach, voir
J.L. Krivine [5].

On peut schématiser I'idée de Maurey de la maniére suivante :
PROPOSITION 2. — Soient Y,Z deux espaces de Banach. On
suppose qu’il existe des nombres q,r,C,0 avec 2<q <r<oo,

0<C<o>o et 0<60<1 tels que tout opérateur de rang fini u
de Y dans Z vérifie :

m,(u) < C my @)’ llull'~°. (1)

Alors, si Z estde cotype 2, on peut trouver une constante K telle
que tout opérateur de rang fini u de Y dans Z vérifie :

m, () < K |lull

Démonstration. — Dans [13] (Prop. 74, p. 90) Maurey a dé-
montré que tout espace Z de cotype 2 a la propriété suivante :

Pour tout o, 2 < a < oo, tout opérateur a-sommant u d’un espace
quelconque a valeurs dans Z est en fait 2-sommant et 'on a :

m(u) < K, m (u) @)
ou K, estune constante ne dépendant que de Zetde a.

C’est I’hypothése (1) faite sur Y qui va permettre d’extrapoler I'iné-
galité (2) au cas o = oo,
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En effet, on peut écrire :
m,(u) <K, m,(u) <K,Cm, (u)° llull'~°

d’ou, puisque 7 (u) S m,(u): m,(u) <KC ,,2(“)0 lulll=° et
puisque m,(u) < oo, on trouve en divisant par m, (u)? -

1
™, (1) < (K,0)' =% llull ;

1

ce qui démontre la proposition avec K = (K,C)-9.

Remarque 2. — L’hypothése “Z de cotype 2” n’intervient
dans la démonstration précédente (comme dans tout le reste de cet
article) que par lintermédiaire de (2) ; ce qui est une hypothése a
priori plus faible sur Z. En fait on ignore si cette propriété est équi-
valente au cotype 2.

Remarque 3. — Supposons que le couple (Y,Z) ait la propriété
d’approximation comme suit :

Tout opérateur bomé u:Y — Z est ‘“approximable” au
sens suivant : il existe un filtre (u;);c; d’opérateurs de rang fini de
Y dans Z tel que:

sup llu;ll <eo et Vy €Y liminf llu, (01 = llu()ll.
1

I oo
i€l
Les hypothéses de la proposition 2 entrainent alors immédiatement
que B(Y,Z) = m, (Y, Z2).
Cela est toujours le cas si Y ou Z est isomorphe a un espace
possédant la propriété d’approximation métrique (i.e. métriquement
accessible au sens de [3]), en particulier si Z est un espace L!.

Le résultat principal.

Préambule. — Quand Y est un espace C(K) et Z quelconque,
il est facile de vérifier I'inégalité (1) de la proposition 2 pour tous
q,r tels que 1<g<r<o avec C=1 et —r1-=% On peut le

montrer ainsi : d’aprés la factorisation de Pietsch, il existe une
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probabilité v sur K telle que I'opérateur u: C(K) —> Z se factorise

en C(K)—J—> L"(v)—u> Z ou J est I'injection naturelle et |u]| < m, (u).
On est réduit 4 montrer que la norme de u considéré comme élément
de B(L'(v),Z) se comporte comme une fonction log-convexe de
1/r, ce qui résulte du théoréme d’interpolation de Riesz-Thorin.
En fait, si ’on considére le transposé de u, on voit que la formule
élémentaire suivante de Holder suffit pour nos besoins :

VOELPE) gl sy, <ol lloliTs,,

N 1 6 1-6
ou —=—=+ — l<s<p,—-+l=l.
s P 1 s r
Il est donc naturel de chercher dans quels cas cette inégalité de Holder
reste valable quand on remplace les normes L? par les normes de
quotients d’espaces L?. C’est le but du

LEMME 1. — Soit (82, u) un espace mesuré fini. On suppose que
1<s<p. On note simplement 1P pour LP(2,un). Soit R un
sous-espace de 1P sur lequel les normes 1P et L' sont équiva-
lentes, c’est-a-dire : il existe une constante B telle que

VrER Irll, <B lIrll ;.

Soit ¢ un élément de 1P et soit ¢ sa classe d’équivalence modulo
R, on alinégalité suivante :

1P o < ANBH, - 1BI}T7 3)
o A est une constante : A = (1+2pu(Q)VP')’, et 0 est défini
1 0  1-6
par — = — + —.
S 2 1

Remarque 4. — Si R = {0} alors on peut prendre 8 =0 donc
A =1 et on retrouve 'inégalité de Holder classique.

Démonstration. — Pour alléger I’écriture, on notera simplement

llell, et llgll, aulieude llpll , et |IsoIlL,,/R.

Par définition de la norme quotient, pour tout € > 0, il existe
r, et r, dans R tels que:

lo+rlly <Pl +e et lo+r,l, < Bl +e.
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D’aprés I'inégalité de Holder, on peut écrire :
lp+rlly < llp+rlly llo+rll;=". 4
Par I’inégalité triangulaire :
lp+rll, <lp+r,ll, + lr,—r,l,
donc S llo+rll, +Blry —rlly. (5)
Par ailleurs :
lry = rplly S llry + lly + Ny + oll, < llr, + oll, + 1B, + €
<2 llrp +¢ll, + € d’ou par Holder :
<2u@)Y r, + oll, + €.
En conséquence, on déduit de (5) :
lp+rll, < AY2 lIr, + gll, + Be
< AV (ligll, + €) + Be.
En subtituant ce dernier résultat dans (4) (et en faisant €=0) on

trouve :
Igl, < Al Pl ~° cafd.

Remarque 5. — La démonstration du lemme 1 repose sur ’obser-
vation que I'on peut trouver un représentant, en I'occurence ¢ +r,,
de ¢ tel que, non seulement ll¢+r,|l, approche |gll,, mais aussi
lg +r,ll, approche Ilallp a une constante prés. Comme me I’a fait
remarquer B. Maurey, on peut généraliser le lemme 1 dans le cadre
des espaces d’interpolation de Lions-Peetre [11] :

Avec les notations usuelles, soient A, C A, deux espaces de
Banach et soit R un sous-espace de A, sur lequel les normes de
A, et A, sont équivalentes ; alors,si 0<0 <1 et 1<p,,p, <o,
Iinterpolé des quotients [Ay/R, AI/R](,,I,O,‘D1 est isomorphe (avec
équivalence des normes) au quotient des interpolés [A,, A, ], R.
L’essentiel de notre travail est le

,PO,P1/

THEOREME 1. — Soit K un compact et soit Y un sous espace
fermé de C(K).
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On note R l'orthogonal de Y dans M(K) = C(K)'. On suppose
qu’il existe une mesure de probabilité m sur K et un réel p > 1 tels
que R CL'(m) et tels que les normes de L'(m) et LP(m) soient
équivalentes sur R, c’est-a-dire qu’il existe une constante f vérifiant :

Vr€R (f|r|r' dm)‘”’ <g [Irldm

Dans ces conditions, tout opérateur ‘“approximable” (au sens de la
remarque 3) de Y dans un espace de cotype 2 est 2-sommant.

La démonstration est basée sur le lemme suivant, dans lequel
nous faisons les mémes hypothéses qu’au théoréme 1 :

LEMME 2. — Pour toute mesure pn sur K telle que p=m,
si une fonction ¢ dans L'(u) vérifie :

VyeY [oydu=0,
alors ¢ € LP(n) etlona: (f lolP du)llp <B f lol du.

Démonstration. — Soit ¢ € L' (1) comme ci-dessus.
La mesure ¢.u est donc orthogonale dans M(K) a Y.
Par conséquent, il existe f € R telle que

po.u=fm

On a donc aussi en prenant le module des deux membres de
cette égalité

lol.u=1fl.m;

[igldu= [1fldm;

de plus, puisque u=>m, ona: |f|.m=|p|.m et donc |f]| = |y|
m-presque siirement.

intégrant, on en déduit

Par conséquent,

Sirpam= [1or-tifldm = [1oP~" l0l. du

ou:
(S1or an)® < ( f17P dm)i> < [ 171 dm

S 10l du.
¢

8 [1ol du
cqfd.
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Démonstration du théoréeme 1. — Soit q le conjugué de p,

1

— + — =1. Soit u un opérateur de rang fini de Y a valeurs dans
q p

un espace de Banach arbitraire Z.

D’aprés le théoréme de Pietsch rappelé plus haut, il existe une
mesure de probabilité v sur K telle que :

vy €Y Uil < 1, @) ( [1ytor dv(i),

doncsil’on pose 4 = v+m, on a aussi

Yy €Y luIl < mp) ([ 1917 du)". ©

Nous allons montrer plus bas que si g <r<<oo :
Yy €Y Nlull < Am,@® lult=? ([ pirdu)”, @)
avec A = (1+21*vagy g =12
r
ce résultat entraine immédiatement que
m,(u) < 2" Am w)® llul*-?,

donc que Y vérifie les hypothéses de la proposition 1. La démons-
tration du théoréme 1 est alors achevée en appliquant la proposition 1
et la remarque 3. Il ne reste donc plus qu’a prouver (7) : Notons Y, .
la fermeture de Y dans L"(u). Il s’agit d’estimer la norme de u
considéré comme opérateur de Yw dans Z, ou encore la norme
du transposé de u, noté ‘u, comme opérateur de Z' dans Y, ..

Soit s tel que ;1— + Sl= 1; soit R, le sous espace de L°(u)
formé des éléments Y de LS(u) qui —en tant qu’éléments de L'(u)'—
s’annulent sur Y, c’est-a-dire tels que :

Vyey [yydu=o.
11 est clair que ’on peut identifier Y; M a L*(w)/R,.
On notera parfois LZ pour L°(n) dans la suite.

D’aprés le lemme 2,0n a:
Vr € R, (f 7P du)”" < ﬁf Il du.

Soit £ € Z' telque |¢ll = 1, onpose @ = tu(¥).
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D’aprés le lemme 1, 0on a :

9,5, < A TG, 1P ®)

D’une part, d’aprés (6), on a :

1, <.

Lz/Rl

D’autre part, si on considére R; et L!'(u) comme des sous
espaces de l’espace M(K) des mesures sur K, on peut remarquer
que L“‘/ R, s’identifie isométriquement a un sous espace de M(K)/R,
qui n’est autre que le dual de Y ; par conséquent, on a

||"Z||L1/R = IIZEHB,,(K)/Rl < [full = llull.
wlRy
On tire donc de (8) :
ol s < AT () =" ;
[T2 §

on a donc démontré :
VEEZ, llEl=1, WEY,,:
1€, wp)l = [Cut, )1 < Am @) Nult=? ( f1yr du)™,

ce qui donne bien le résultat annoncé (7).

Remarque 6. — Soit K un compact et (R un sous-espace
réflexif de M(K); d’aprés des résultats connus (cf. par exemple [17]
lemma 1.3), il existe une probabilité A sur K telle que ® C L'(K,\).

Dans [18] (th. 8, 5), Rosenthal a montré qu’il existe p > 1,
une constante (8 et une probabilité de la forme fA (on peut aussi
supposer {f>0} =K) tels que:

VrER (f%v’ )" <p [l an.

Posons m = f.A et R = {r/fIreR}.

On voit que RCL!(m) et que R vérifie les hypothéses du
théoréme 1. Enfin, on peut remarquer que R, considéré comme
sous-espace de M(K), est en fait identique a R .

Les résultats de Rosenthal montrent donc que I’hypothése faite
sur R au théoréme 1 équivaut a la réflexivité de R.
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On peut méme généraliser comme suit :

THEOREME 2.

a) Soit Y un sous espace fermé d'un espace £, noté V. Sile
quotient V|Y est réflexif, alors tout opérateur approximable (au sens
de la remarque 3) de Y dans un espace Z de cotype 2 est 2-sommant.

b) Soit R un sous-espace réflexif d’un espace £, noté W,
l'espace X = W/R vérifie le théoréme de Grothendieck, c’est-d-dire

B(X, %) = m, (X, 1?).

¢) ([91) De plus, X ne peut étre un espace £2, que si R est
de dimension finie. '

Remarque 7. — Les assertions b) et c) ci-dessus nous permettent
de produire 'exemple annoncé dans l'introduction : il suffit en effet
d’exhiber un sous-espace réflexif de dimension infinie de L'([0,1]).
L’exemple le plus classique est sans doute celui du sous-espace en-
gendré par les fonctions de Rademacher ; c’est un espace hilbertien
d’apreés les inégalités de Khintchine.

Démonstration.

a) Puisqu’un opérateur de rang fini de Y dans Z s’étend a
un opérateur de Y'' ‘dans Z, il suffit de démontrer a) avec Y'' au
lieu de Y.

Par hypothése, V/Y est réflexif ; donc V" /Y" =~ (V/Y)" est
lui aussi réflexif. D’aprés la caractérisation des espaces £, rappelée
plus haut (cf. [9] corollary p. 335), on peut trouver un compact K
et une décomposition de la forme : V" @ a = C(K). Soit Y, le
sous-espace de C(K) correspondant 3 Y' @ a; C(K)/Y, ~ V"/Y"
est réflexif, donc I’orthogonal —noté R— de Y, dans M(K) est
lui aussi réflexif.

D’aprés la remarque 6, on obtient donc a) avec Y, au lieu de
Y. Puisque Y"' est un sous-espace complémenté de Y,, on conclut
bien que Y"' vérifie a).

b) Soit Y [lorthogonal de R dans W'; puisque R = W'/Y,
I’espace W'/Y est réflexif. D’aprés [9] (theorem IILa); W' est
un espace f£., donc la partie a) précédente implique que
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B(Y, ') = m,(Y,!'). D’aprés la proposition 1, on en déduit que
Y' alias (W/R)" et donc W/R lui-méme vérifient le théoréme de
Grothendieck.

c) La proposition 5.2.a de [9] assure que si W et W/R sont
tous deux des espaces £,, alors R est lui aussi un espace £, ;
d’aprés [7] (prop. 7.3), cela n’est possible que si R est de dimension
finie.

Dire qu’un espace vérifie le théoréme de Grothendieck a de
multiples reformulations ; nous en avons sélectionné une :

COROLLAIRE 1. — Soit R un sous-espace réflexif d’un espace
£, noté W. Toute série inconditionnellement convergente dans
W/R peut étre relevée en une série inconditionnellement convergente
dans W.

Démonstration. — Notons (e,) la suite des vecteurs de base
de c¢,. A toute série inconditionnellement convergente (on dit aussi
sommable) (z,) dans W/R est associé un opérateur compact
v: ¢, — W/R défini par v(e,) = z,,.

Posons Y = (W/R)Y CW’'; le transpos¢ “v:Y—I' est 2-
sommant d’aprés le théoréme 2, il s'étend donc a I’espace W' tout
entier. Par conséquent, le bitransposé de v se factorise sous la
forme I~ —% W'—% W”/R (notant ¢ la surjection canonique
W'— W"/R) ; mais z, = ow(e,) € W/R, donc w(e,) EW+RCW.
la suite z, = w(e,) est donc inconditionnellement convergente dans
W etreléve (z,,). cqfd.

Compléments.

ProOPOSITION 3. — Il existe une famille continue (X)) <<,
d’espaces de Banach séparables mutuellement non isomorphes véri-
fiant le théoréme de Grothendieck sans étre des espaces £, .

Pour le montrer, nous utiliserons la

Remarque 8. — Soit {K,},cn une suite d’espaces compacts.
On se donne, pour chaque entier n, un sous-espace Y, de C(K,).
Soit R, l'orthogonalde Y, dans M(K).
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i) On suppose que R, vérifie les hypothéses du théoréme 1
pour une probabilité m, avec des constantes et p>1 indépen-
dantes de n. On considere I'espace c,({Y,}) des suites {y,} telles
que :

vneEN y, €Y, et ly,l—0,

muni de la norme usuelle {y,} —> max |ly,Il.

Le lecteur vérifiera aisément que la démonstration du théoréme 1
s’applique encore dans cette situation : on établit ainsi que ’espace
¢, ({Y,}) vérifie la conclusion du théoréme 1.

Il en résulte que son dual, ’espace ! ({Y;}), vérifie le théoréme
de Grothendieck.

ii) En fait, on peut appliquer les résultats de Rosenthal [18]
comme dans la remarque 7 : notons Ip(R,,) la norme g-sommante
1 1
(— +—=1) de Iapplication quotient C(K,)— C(K,)/Y, ; sup-
q p
posons qu’il existe p>1 tel que sup [,(R,) <oo.

Alors les conditions de i) sont vérifiées.

Rappelons que, d’aprés [18] (remark p. 355), la quantité I,(R)
définie pour 1<p <2, pour un sous-espace R d’un espace L! ne
dépend en fait que de la structure isomorphique de R.

iii)) De tels énoncés ont évidemment des analogues continus
déduits aisément du cas discret. Par exemple, soit (£2,u) un espace
mesuré ;si Y et X sont comme au théoréme 2 alors L™ (2,u;Y)
vérifie la conclusion de a) et L!'(2,u ;X) vérifie le théoréme de
Grothendieck. Plus généralement, si V, et W, sont respectivement
des espaces £, et £, alors: d’une part, le produit tensoriel injectif
(cf. 3D V, ®Y wvérifie le point a) du théoréme 2 ; d’autre part,
le produit tensoriel projectif (cf. [3]) Wl@ X vérifie le théoréme
de Grothendieck.

Ce dernier point suggére le

Probléme 1. — Soit X, , X, deux espaces vérifiant le théoréme
de Grothendieck, est-ce que X, ® X, le vérifie aussi ?

Démonstration de la proposition 3. — Comme il est bien connu,
si 1<¢<2, lespace I' est isométrique a un sous-espace R’ de
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L'([0,1]) tel que,si 1<p<t, L (R?) < oo (voir par exemple [18]
Remark. p. 361). Par un argument standard, on en déduit que, pour
tout entier n, il y a un sous-espace R, de /' tel que

d(R;,I') <2 etdeplus Vp €]1,¢[ sup I,(R') < oo,

Par conséquent, on obtient (cf. Remarque 8. ii) que I’espace

X 11(311 ﬁ) P eifie le théortme de Grothendieck

= — )= 0 ie le oréme de Grothendiec

! R; 'R

si 1<r<2.

Montrons que X, n’est pas un espace £, : si X, estun £,

alors ([9] prop. 5.2.a) lespace [ ({Rf,}) doit I’étre également ; par

un argument de compacité, on en déduit que [? est lui-aussi un
espace £,, ce qui est absurde.

Enfin, on va montrer que, si 1<s<¢<2, X; et X, ne sont
pas isomorphes : Supposons au contraire qu’ils sont isomorphes ;
alors, d’aprés [8] (corollaire du théoréme 2) les espaces /' ({R}})
et I'({R}}) sont eux aussi isomorphes.

Il existe donc des factorisations :

t “n 1078 Un t
vnEN I} > 11 (1%) [N
ou v, o u, estlidentité de I} etsup llu,ll.llv, |l <oo.
D’aprés la proposition 44 de [13], on peut factoriser u, sous
- T
la forme If —2> [S(I5) —2> (%) avec lliz,|l. IT, Il < C(s, £) llu, |
pour une constante C(s, ) indépendante de »n. On conclut donc

que l'identité de /! se factorise (uniformément en n) par I°(I°) =~ I,
ce qui, d’aprés un résultat classique, est impossible. cqfd.

Remarque 9. — 11 est probable qu’il suffit de prendre
X, =1L'[0,1]/R" dans la proposition 3 ; pour cela il suffirait de
savoir répondre a la question suivante : soient R,, R, deux sous-
espaces réflexifs de L'[0,1], si les quotients L'[0,1]/R et
L'[0,1]/R, sont isomorphes, est-ce que R, et R, sontisomorphes ?

Ce probléeme semble ouvert ; une question plus générale est
posée dans [8] (p. 234, remark 2).

COROLLAIRE 2. — Soit Y comme dans le théoreme 2.
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i) Y' est de cotype 2.

ii) Tout opérateur “approximable” de Y dans Y' est 2-sommant.

Démonstration.
i) D’aprés le théoréme 2, ona B(Y',7%) = m, (Y',1?).
A fortiori, ona: m,(Y',1?) = m, (Y, I?);

il est facile de voir (cf. par exemple [13] remarque 89) que cette der-
niére propriété implique que Y' a la propriété d’Orlicz ; c’est-a-dire
quil existe une constante X\ telle que, pour toute suite finie (y;)
d’élémentsde Y',ona:

(Z lly;IHY? <A sup I1Z 7, (6) y;ll €))

(ou (r;) est la suite des fonctions de Rademacher sur [0,1]).

Or, d’aprés la remarque 8.iii, on peut remplacer dans (9) I’espace
Y' par lespace L'([0,1], dt; Y'), il est alors facile de voir que
Y’ est de cotype 2.

ii) résulte trivialement de i) (ou aussi bien de la remarque 2)
et du théoreme 2.a).

Une méthode de Varopoulos [21] permet, d’aprés le théoréme 1
de [20], de déduire du corollaire 2 .ii le

COROLLAIRE 3. — Soit Y comme dans le théoréme 2 ; on sup-
pose que le couple (Y,Y') a la propriété d’approximation de la re-
marque 3 ; alors toute algébre de Banach isomorphe —en tant qu’espace
de Banach— a Y est isomorphe —en tant qu’'algébre de Banach—

a une sous-algébre de l'algebre des opérateurs bornés sur un espace
de Hilbert.

Rappelons la

DEFINITION 4. — Soit p tel que O0<p< . Un opérateur
u: X—>Y est dit p-intégral (resp. strictement p-intégral) s’il existe
un espace de probabilité (82, u) et des opérateurs v: X —> L™ (w)
et w:IP(u)—Y" (resp. Y) tels que iu = wjv (resp. u = wjv)
ou l'on a noté i et j respectivement les injections Y — Y'" et
L*(u) — LP(u); on note ip(u) la borne inférieure de ||wll . ||lvl|
pour toutes les factorisations de ce type ; on note I,(X,Y) lidéal
des opérateurs p-intégraux de X dans Y.
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Donnons une autre conséquence du lemme 2 :

THEOREME 3. — Dans la situation du théoréme 1, on suppose
1 1
que p>2. Soit a tel que q<a<p avec —+ — = 1. Alors tout

p 4
opérateur o-sommant défini sur Y (a valeurs quelconques) est en
fait strictement o-intégral.

Remarque. — L’énoncé précédent est I’analogue des résultats
de Mitjagin et Pe]czynski sur 1’algébre A(D) des fonctions analytiques
sur le dique unité D de C. (Cf. le second chapitre des ‘“Lectures
notes” a paraitre : “Banach spaces of analytic functions and absolutely
summing operators”, par A. Pelczyfiski.) Par contre, nous ignorons
si tout opérateur de A(D) dans un espace de cotype 2 (ou seulement
un espace de Hilbert) est 2-sommant.

Démonstration. — Soit u un opérateur a-sommant de Y a
valeurs dans un espace de Banach G.

Comme dans la démonstration du théoréme 1, on peut trouver
une mesure u sur K telleque u=2m, u(K) =2, et:

VY EY lu)Il < mow) (fyiedu ). (10)

Soit R P’orthogonal (au sens défini par u) de Y dans LP(u), c’est-
a-dire
R=(rel’WIVy€Y [ r7du=0).

D’aprés le lemme 2, ona: Vr € R (f PP du )" < g [ iridu;

C’est-a-dire que si a<p, les normes de L*(u) (notées || ||, ,) sont
équivalentes sur R. Par conséquent (I’argument est classique, cf.
[4] corollaire 1) si P est la projection orthogonale L2?(u) — R,
onadanslecas 2<a<p:

2%’%_% 1_1 .
Vo & L (W) o lIPel,,, < IIPell, , < ligll,, <27 % ligl,

P est donc bornée de L*(u) a valeurs dans R. On vérifie aisément
que (en notant I lidentité de L*(u)) l'opérateur I—P est une
projection (orthogonale) bornée de L*(u) sur Ya,“. L’opérateur
u admet donc la factorisation suivante :
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iy - i2 o I-P u
Y— L) — L*(W)—Y,, —G

ou 'on a noté j, , j, les injections naturelles et u I'opérateur défini
par I’inégalité (10).

On conclut bien que u est strictement o-intégral. Le cas
g <a<?2 se déduit de ce qui précéde : en effet, nous venons de voir

que la projection orthogonale est bornée de L*(u) sur Yo, si

1 1
= + o = 1; il suffit de transposer pour voir qu’elle I’est aussi de

L*(p) dans Y, ,.

Remarque 10. — L’analyse harmonique fournit des exemples
concrets ou les théorémes 2 et 3 s’appliquent :

Soient G un groupe abélien compact et I' le groupe dual.
Soit ECTI'; on note Cg (resp. L‘;:) le sous-espace de C(G) (resp.
L?(G)) formé des fonctions dont la transformée de Fourier s’annule
hors de E. Sile complémentaire de E (noté I' = E) est un ensemble
A(p) au sens de [19] pour un p > 1, alors 'espace Y = C; vérifie
les hypothéses du théoréme 1 avec pour mesure m la mesure de Haar
normalisée (cf. [19] th. 5.1). On notera que de tels espaces ont la
propriété d’approximation métrique.

De plus, soit E un ensemble A(2) et soit o> 2, si I'injection
C,— L% (qui est trivialement a-sommante) est o-intégrale, alors
E est un ensemble A(«a) ; cela résulte d’'un procédé de moyenne clas-
sique (cf. [15]).

On en déduit la conséquence suivante du théoréme 3 : si
2<a<fB<oo, si I'ZE est un ensemble A(x) mais n’est pas A(f)
et si ' = F est un ensemble A(B), alors Cg et C, ne sont pas
isomorphes ; on voit méme que C; n’est pas isomorphe & un sous-
espace complémenté de Cp.

Dans le cas ou G est le tore T, Rudin a construit dans [19]
pour chaque entier K>1 un ensemble R, CZ quiest A(2k) mais
qui n’est pas A(p) si p>2k. D’aprés les remarques qui précédent,
les espaces Cz.g, forment une suite de sous-espaces mutuellement
non isomorphes de C(T) qui ont la propriété a) du théoréme 2 et
ne sont pas des espaces £, .

Similairement, si G = {—1,+ 1}V, soit E, lensemble des
caractéres sur G qui sont produit d’exactement k coordonnées
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distinctes ; en explicitant les constantes intervenant dans la démons-
tration du théoréme 3, on peut montrer que les espaces Cp “Ex sont
mutuellement non isomorphes.

COROLLAIRE 4. — Soient Y et p comme au théoréme 1 avec
p = 2. Soit Z un espace de Banach tel que

B(",Z) = n,(%,2). an

Dans ces conditions, tout opérateur ‘“approximable” de Y dans Z
est p-sommant et méme strictement p-intégral (d’aprés le théoréme 3).

Remarque 11. — L’hypothése ci-dessus concernant Z est vérifiée
par L* si et seulement si a<p; pour une étude plus générale,
voir [13] chapitre VIII.

Démonstration. — D’aprés un résultat de Maurey (cf. [13] ou,
pour une autre démonstration, [14] th. 1.2.c), on déduit de (11)
qu’il existe a avéc 2<a<p telque B(I",Z) = =n,(I", Z).

On a donc a fortiori
L,Y,2)=1,(Y,Z); 12)
or, d’apres le théoréme 3 on a
L(Y,Z2)=m,(Y,Z) et 1,(Y,Z) =7, (Y,2),
on tire donc de (12) que :
m, X,Z2)=7,Y,Z).

Par conséquent (théoréme du graphe fermé), il existe une cons-
tante C telle que pour tout opérateur u: X —> Y de rang fini on
a: m,(u) < C1rp(u).

On conclut alors par extrapolation : d’aprés la démonstration
du théoréme 1, on a des constantes A>0 et 6,0<6 <1, telles que
m,(u) < A m, (u)? llull'~®, par conséquent : m, ) < (AC)1=0 |yl ;
le corollaire en découle immédiatement.

Remarque 12. — Soient V un espace de Banach et Y un sous-
espace de V. 1l est facile de voir que si chacun des espaces Y et
V/Y ne contient pas de [/, uniformément, alors V ne contient
pas de I uniformément. On en déduit que, dans la situation du
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théoréme 2, 'espace Y contient des /, uniformément & moins que
V ne soit de dimension finie (car V/Y ne contient pas de /, uni-
formément puisque, d’aprés [18], son dual se plonge dans L? pour
un p > 1).

On en déduit par dualité que I'espace X du théoréme 2.b
contient nécessairement des /. uniformément et uniformément

complémentés, ce qui signifie : il existe des opérateurs
u,: L —X v, X—1
tels que sup llu, |l . llv, |l <oo et v, ou, estlidentité de /).

Cela nous suggere le

Probléme 2. — Si X vérifie le théoréme de Grothendieck et
si dim X = oo, est-ce que X contient des l,ll uniformément et uni-
formément complémentés ?

Une conjecture générale de Lindenstrauss ([6] p. 371) implique
une réponse affirmative a la question précédente. Par ailleurs, une
solution positive du probléme 2 permettrait de résoudre le probléme
des compacts non nucléaires cité dans I’introduction.
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