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THEORIE DES DISTRIBUTIONS
A VALEURS VECTORIELLES (*)

par Laurent SCHWARTZ.

INTRODUCTION

Le présent ouvrage étend aux distributions a valeurs vecto-
rielles les principales propriétés des distributions ordinaires ou
distributions & valeurs scalaires (Théorie des distributions,
Paris, Hermann, 1950-51, et deuxiéme édition du tome I, 1957).
Tant qu’il ne s’agit que de définir les distributions vectorielles,
la dérivation, la transformation de Fourier ou Laplace, ou le
produit scalaire, multiplicatif ou convolutif d’une distribution
vectorielle et d’une distribution scalaire, ou méme les propriétés
topologiques des espaces de distributions, il n’y a pas de diffi-
cultés essentielles; les théorémes sont ceux auxquels on s’at-
tend, les démonstrations se déroulent de fagon naturelle; toutes
ces considérations font I'objet du chapitre 1. Au contraire,
le produit scalaire, multiplicatif ou convolutif de deux distri-
butions vectorielles sont des opérations beaucoup plus diffi-
ciles; elle ne sont possibles que moyennant des hypothéses
supplémentaires, souvent inattendues. Les développements
correspondants font I’objet du chapitre 11, ou le lecteur vérifiera
que les démonstrations sont généralement longues et pénibles.
Cependant les résultats qu’on pouvait espérer sont bien vrais,
si 'on consent a faire des hypothéses restrictives assez fortes,
mais inévitables. Et alors les théorémes obtenus sont des outils

assez forts, et permettent de résoudre simplement beaucoup
de problémes.

(*) On trouvera ici la premiére partie d’'un mémoire dont la fin paraitra dans le
tome VIII des Annales de U Institut Fourier.
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Ce travail, bien que paraissant dans un périodique, a le
caractére d’un livre. Il n’est absolument pas destiné a étre lu
de fagon continue, mais plutdt a étre consulté; il contient
I’énoncé des conditions dans lesquelles on a le droit de faire,
avec les distributions vectorielles, les diverses opérations qu’on
souhaite naturellement faire.

Nous utiliserons systématiquement les propriétés des distri-
butions scalaires, et des espaces vectoriels topologiques. En ce
qui concerne les distributions scalaires, nous ne donnerons pas,
en général, de référence; 1l est bien évident que, quand nous
étudierons la dérivée d’une distribution vectorielle, le lecteur
devra connaitre déja la dérivée d’une distribution scalaire et
ses propriétés essentielles. Par contre, pour tout ce qui concerne
les espaces vectoriels topologiques, nous donnerons partout
des références trés précises. A la fin de ce livre, se trouve un
index de toutes les notations et expressions spéciales utilisées
avec référence bibliographique pour leur définition. Signalons
cependant dés maintenant que, conformément a ce qui a été
dit dans Scawartz [1], p. 139, nous utiliserons un accent
circonflexe pour les variables muettes; f(Z) veut dire: la
fonction f:z— f(x).

Avant chacun des deux chapitres, se trouve un résumé,
suivant d’assez prés le texte, et permettant de s’y retrouver
plus facilement.

En principe, tous les espaces vectoriels topologiques consi-
dérés seront supposés localement convexes séparés quasi-
complets, comme il est indiqué page 8, page 50 et page 52.
Ces hypothéses ne seront pas répétées dans les énoncés. Par
exemple 1’énoncé complet de la proposition 3 du chapitre 1
devrait étre : « Siles L; sont des espaces vectoriels topologiques
localement convexes séparés quasi-complets, L; est quasi-
complet, et il est complet si les L; sont complets ». Parfois il
sera bon de ne pas faire cette hypotheése, car elle s’avére inutile;
il sera alors spécifié dans 1’énoncé que les espaces considérés
(toujours localement convexes séparés) ne sont pas nécessaire-
ment quasi-complets; c’est ce qui est fait, par exemple, a la
proposition 4 du chapitre 1: les L; jeJ, ne sont pas néces-
sairement quasi-complets, mais les L,, ke K, sur lesquels il
n’est rien dit, sont automatiquement supposés quasi-complets.

La plupart des espaces rencontrés en analyse sont quasi-
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complets, c’est pourquoi notre restriction n’est pas importante.
Nous ne saurions trop conseiller au lecteur de toujours supposer
les espaces quasi-complets, méme quand ce ne sera pas nécessaire;
cela simplifie toujours les démonstrations. La raison pour
laquelle, parfois, nous n’avons pas fait cette hypothése, est que,
st F et G sont des espaces localement convexes séparés quasi-
complets, ’espace £,(F; G) des applications linéaires continues
de F dans G, muni de la topologie de la convergence uniforme
sur les parties bornées, ou le dual fort F, de F, ne sont pas
nécessairement quasi-complets (ils le sont s1 F est tonnelé).
C’est ce qui se présente, par exemple, dans la thése de
F. Bruhat ('). On trouvera les propriétés essentielles des
espaces quasi-complets dans Schwartz [1], pages 90-92.

La théorie des distributions a valeurs vectorielles a été déja
exposée dans un séminaire (), mais les démonstrations y ont
été trés écourtées, et sont, dans la plupart des cas, insuffisantes.
Les produits tensoriels topologiques de Grothendieck (*) y
jouent un rdle essentiel. Parmi les principales applications déja
publiées, nous signalerons, outre la thése de Bruhat déja men-
tionnée, celle de Lions (*) ainsi que les travaux ultérieurs du
méme auteur. La physique théorique utilise constamment des
distributions a valeurs dans des espaces d’opérateurs (sous le
nom de champs).

() F. Bruhat, {1].

(2) L. Schwartz, [2], exposés 20 a 24.

(%) Grothendieck, [4] et [5].
(*) Lions, [1].



RESUME DES PRELIMINAIRES

On donne d’abord la définition des propriétés d’approximation et d’appro-
ximation stricte (p. 5); puis la définition des espaces de distributions, des
espaces de distributions normaux et strictement normaux, de la propriété
d’approximation par troncature et régularisation (p. 7); il en sera fait
constamment usage. Il faut alors montrer que les espaces de distributions
usuels ont ces propriétés : proposition 1 (p. 6), corollaire de la proposition 3
(p. 10), corollaire 2 de la proposition 4 (p. 12); d’autre part la proposition 3
(p. 9) relie entre elles ces diverses propriétés, tandis que la proposition 4

(p. 10) et son corollaire 1 (p. 12). relient les propriétés d’approximation d’un
espace et de son dual.



PRELIMINAIRES

LES PROPRIETES D’APPROXIMATION

DeriniTioN. — On dit qu’un espace vectoriel topologique
localement convezxe séparé E a la propriété d’approximation ()
(resp. d’approximation stricte), si Uopérateur identique 1 de E
dans E est adhérent (resp. strictement adhérent) au sous-espace
E' ® E (espace des applications linéaires continues de rang fini
de E dans E) dans Uespace 4. (E; E) (espace des applications
linéaires continues de E dans E, munt de la topologie de la
conyergence uniforme sur les parties convexes équilibrées compactes

de E).

Remarque. — Si F est un espace localement convexe séparé,
et s1 E a la propriété d’approximation (resp. d’approximation
stricte), E' ® F (espace des applications linéaires continues de
rang fini de E dans F) est dense (resp. strictement dense)
dans 4(E; F). En effet, soit ue (E; F); Dlapplication
v —>uocy de 4, (E; E) dans 4 (E; F) est continue; comme
alors Ie4 (E; E) est supposé adhérent (resp. strictement
adhérent) a I'ensemble E' ® E, u=wu-I est adhérent (resp.
strictement adhérent) 4 I’ensemble des u-¢, ve E' ® E, qu
est contenu dans E' ® F.

Dans les mémes conditions, F' ® E est dense (resp. stricte-
ment dense) dans 4. (F; E).

Soit en effet u e £ (F; E); 'application ¢ — ¢vou de 4,(E; E)

() Cette propriété est étudiée systématiquement dans GRoTHENDIECK (4], cha-
pitre 1, § 5. C’est parce que nous avons besoin, dans le présent article, de la propriété
d’approzimation stricte, que nous avons écrit ces préliminaires.
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dans £, (F: E) est continue, d’ou la conclusion par le méme
raisonnement que ci-dessus.

De I’ensemble de ces deux résultats on déduit que E' ® F est
dense (resp. strictement dense) dans 4, (E; F), toutes les fois
que E ou F a la propriété d’approximation (resp. d’approxi-
mation stricte).

ProrositioNn 1. — L’espace 9 des fonctions indéfiniment
dérivables a support compact sur R* a la propriété d’approzi-
mation stricte ().

Soit (ay)y_,,. .. une suite de fonctions de 9D telle que les a;
forment une partition de I'unité sur R*(*).

Soit Q, un cube de cdtés paralléles aux axes de coordonnées
et contenant le support de «,. Pour toute fonction ¥ € 9,, on
peut construire une fonction ¥, € & et une seule, périodique,
de cube des périodes Q,, et égale a ¥ dans Q,.

Alors ¥, admet un développement en série de Fourier
¥y = 3 ¢, y(¥) exp (— 2inlz),
leZn

(I=(, 1, ... 1), systétme de n entiers de signe quelconque;
le =1z, 4 Lz, + R lnxn)'
Les formes linéaires ¥ —c, ,(¥) sont continues sur 9,
Pour toute fonction ¢ € D, posons alors :

(1) Lo = 2, (ozy Z)c, y(ay¢) exp (— 2ixlz)).

ll|<1

Bien évidemment L;: ¢ — L, est une application linéaire
continue de rang fini de 9 dans lui-méme. Montrons que, pour j
tendant vers l'infini et pour ¢ fixée, L;p converge vers ¢
dans 9. Comme le support de 9 est compact, il existe un entier

() Nous avons précisément indiqué, dans un mémoire antérieur (Scawarrz [1],
page 121, note (29)), qu’il existe une suite d’applications linéaires continues de rang
fini de 9 dans 9 convergeant vers I dans €.(D; 9). Le résultat de la proposition 16,
page 120 de ce mémoire (#6™ a la propriété d’approximation stricte), est indiqué et
démontré ici page 12.

(2) Soit (B,)y=1,2... une partition de I'unité sur R"; il suffit de prendre
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Jo=>0 tel que a,g=0 pour v>j,; alors Lig se réduit, quel
que soit j >7,, a4 la somme ), .
Y <Jo
Hi<Jj
Mais, pour v fixé <j,, la somme

S ¢, v(%,¢) exp (— 2inld)
[H<j
converge, pour j—-0, vers (), dans &; alors Ljg converge

dans 9 vers Y a,(x9)y = Y a¢ =¢. Si maintenant g
v <o v <Jo
parcourt une partie bornée B de 9, on peut prendre le méme j,

pour toutes les ¢ € B, et on sait que Y ¢, ,(«,9) exp (— 2inlz)
<

converge pour j— o vers («,9), uniformément pour ¢ e B,
donc Lz converge vers ¢ uniformément pour 3 €eB et L;
converge vers I'identité I dans £(D; D), c.q.f.d.

Prorosition 2. — Soit E un espace vectoriel localement
convexe séparé, F un sous-espace de E, muni d’une topologie
localement convexe plus fine que la topologie induite par E. Si,
dans $,(E; E), I estadhérent (resp. strictement adhérent) a 4(E; F),
et si F a la propriété d’approximation (resp. d’approximation
stricte), il en est de méme de E.

En effet E' ® F est dense (resp. strictement dense) dans
4.(E; F), donc a fortiori dans 4(E; F) muni de la topologie
induite par £(E; E); et I est adhérente (resp. strictement
adhérente) a £(E; F) dans 4,(E; E) d’ou le résultat.

Définition. — On appelle espace de distributions sur R" un
sous-espace de Uespace D' des distributions sur R", munt d’une
topologie localement convere plus fine que la topologie induite
par 9'.

On dit qu’'un espace de distributions ¥ est normal (resp.
strictement normal) s’il contient D, st D a une topologie plus fine
que la topologie induite par 76, et si en outre D est dense (resp.
strictement dense) dans 6.

On dit qu’un espace de distributions ¥ a la propriété d’ approxi-
mation par troncature, si, pour toute a € D, la multiplication [a]:
T — aT, est une opération continue de ¥ dans ¥, et si, lorsque a
converge vers 1 dans & en restant bornée dans ®, U'opération [«]
converge vers Uidentité 1 dans 4,(36; #6).



8 LAURENT SCHWARTZ

On dit qu’un espace de distributions ¥ a la propriété d’appro-
aimation par régularisation, si, pour toute p € 9, la régularisation
fe} : T— T =p, est une opération continue de ¥ dans ¥, et si,
lorsque le support de p > 0 converge vers lorigine en méme

temps que fk,,p(x) dz tend vers 1, {p} tend vers I dans 4,(%; ).

Remarques. — St %6 est normal et tonnelé, il suffit, pour
qu’il ait la propriété d’approximation par troncature, que [a]
soit une opération continue de ¥ dans ¥ pour ae®D, et que,
pour toute T e #6, «T parcoure une partie bornée de ¥ lorsque
a parcourt une partie bornée B de #. En effet cela signifie que
les opérateurs [a], aeB, forment une partie bornée de
4,(%6; ), donc équicontinue puisque # est tonnelé; comme
alors, lorsque « converge vers 1 dans & en restant dans
B, [«] converge vers I simplement sur le sous-espace dense
D de #, [a] converge vers I dans 4. (56; #6) (').

De méme, s1 # est normal et tonnelé, pour que # ait la
propriété d’approximation par régularisation, il suffit que {p
soit une opération continue de 6 dans 36 pour peD, et
que, pour toute T ed6, pxT parcoure une partie bornée de

¥ lorsque o >0, ﬁnp(x) dz <1, et que pe D garde son support
dans un compact fize de R* Il suffit méme, st #6 est en
outre quasi-complet, que toute translation T — 1, T soit conti-
nue de ¥ dans %, et que, pour toute T e ¥, les translatées =, T
parcourent une partie bornée de 36 lorsque h reste borné dans R".
Car alors I’ensemble des opérateurs 7, est borné dans £,(%6; 76)
lorsque h reste borné dans R", donc équicontinu puisque ¥
est tonnelé; de plus, la fonction 7: h—>1,, est une fonction
continue sur R* lorsqu’on munit 4(#; ) de la topologie de
la convergence simple sur le sous-espace dense D de ¥,
donc une fonction continue a valeur dans 4,(#; #6) puisque sur
une partie équicontinue la topologie de la convergence compacte
est identique a la topologie de la convergence simple sur un

sous-espace dense de #. On a donc Te 8°(4.(%6; 36)). Comme en
outre 4(¥6; #) est quasi-complet puisque 6 est quasi-complet

et tonnelé (*), 'intégrale [,.p(h)t,dh a un sens pour pe P’ et

(') Boursaxr [2], théoréme 2, page 27, et proposition 5 page 23.
(2) Boursaxki [2], corollaire 2 du théoréme 4, page 31.
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représente un élément p(fc) de 4,(%6; #6) ('); cet élément n’est
autre que la régularisation {p}, car, pour toute T « %, on a

o(7). T=( frnp(h)ndh).T = [ino(k) 5T dh(*)

dans #, donc dans 9’; or dans 9’ le troisitme membre vaut
o*T. Alors {p} est une application linéaire continue de ¥
dans ¥, pour peD°; si en outre p >0, [,.p(h)dh=1, et que
le support de p tende vers 'origine, p tend vers & dans &,
donc p(7) tend vers 8(7) =1, = I dans 4(%; %) (), et % a

bien la propriété d’approximation par régularisation.

ayant la propriété d’approximation par troncature et régulari-
sation, il est strictement normal et a la propriété &’ appro:mmatwn
stricte.

En effet, de I'approximation par régularisation, on déduit
que & n 6 est strictement dense dans #6; par troncature on
en déduit ensuite que 9D est strictement dense dans &n F6
(mum de la topologie induite par #); donc # est bien stricte-
ment normal.

Soit ensuite (px)x—;.... une suite de fonctions de 9,
0k =0, [ .px(z)dz =1, telle que le support de p, converge
vers l'origine pour k— co. Soit d’autre part (a;);—,, .. une
suite de fonctions de 9 tendant, pour j— o, vers 1 dans &
en restant bornée dans %. Alors, dans £, (%6; ), I est stricte-
ment adhérente & I'ensemble des régularisations {p,{; mais
{pi{ est strictement adhérente dans £,(3; 3) & I'ensemble
des opérations {p,}-[a]; donc I est strictement adhérente
dans 4,(#; %) a ’ensemble des §p,}-[e] e 4(D'; D) cL(%6; D)
(puisque #6 a une topologie plus fine que la topologie induite
par 9'); d’ou la conclusion en application de la proposition 2
(#=E, D=F; F est bien sous-espace de E muni d’une topo-

() Cet élément peut s’écrire p(:), au sens de ScEwARTz [1], théoréme 2, page 122 :
>
¢ eDc 8,1 e 8L (H; 5)).
(?) Scuwartz [1], proposition 17, page 123, appliquée a l'opérateur ¢: u > u.T
de 4.(¥6; #6) dans 6.
(3) Scawarrtz [1], corollaire 2 de la proposition 19, page 130.
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logie plus fine que la topologie induite, puisque # est supposé
rormal; et 9 a la propriété d’approximation stricte (propo-
sition 1)).

CoroLLAIRE. — Les espaces D™ et 6™ (m fint ou infini);
D8 LR, Dy et Dy (1 <p < + ), B, B.(); 9, 9, Oy, O,
9" (') (*), sont strictement normaux, ont la propriété d’approxi-
mation par troncature et par régularisation, et la propriété
d’approximation stricte.

ProrosiTion 4. — St un espace de distribution ¥ est normal,
son dual #', muni de la topologie 36, de la convergence uniforme
sur les parties convexes équilibrées compactes de 36, est un espace
de distributions normal. St en outre ¥ a la propriété d’approxi-
mation (resp. d’approximation stricte, resp. d’approximation
par troncature, resp. d’ approximation par régularisation) et s’il a
la topologie v de (#6.)., alors %, a la propriété d’approxima-
tion (resp. d’approximation stricte, resp. d’approximation par
troncature, resp. d’ approximation par régularisation).

Les injections 9 — # — 9’ ont en effet des transposées
(D), — 76, — D, ou encore D— F,—~D'; comme D est dense
dans 6, et #6 dense dans 9’ puisque D est dense dans P,
ces transposées sont des injections, et #, est un espace de
distributions; comme # — 9’ est une injection, 9 est dense
dans #’' pour la topologie o(#', #); D est donc aussi dense dans
#' pour toute topologie compatible avec la dualité entre
#6' et 76, en particulier pour #,, qui est trivialement plus fine
que ¢ (¥, #) et moins fine que = (#', 76)(°).

S1 %6 a la topologie v, la transposition u — ‘u est un isomor-
phisme (algébrique et topologique) de £.(%6; %) sur 4.(76,; %6,).

Soit en effet ue £(¥; #6); alors ‘u e L(36,; 36,).

Réciproquement si ¢ e £(36,; #6,), sa transposée u = ‘v est
une application linéaire de (#6,) dans (#6;) c’est-a-dire de
dans 76, continue pour la topologie ¥, donc pour la topologie
initiale de # si celle-ci coincide avec y (*); on a alors ¢ = ‘u,
avec u € {(%6; 76).

(*) B est défini dans Scawartz [1], page 99, 5°. C’est I'espace $ des fonctions
indéfiniment dérivables, bornées ainsi que chacune de leurs dérivées, muni de la
topologie de la convergence uniforme sur les parties compactes de D¢,.

(%) 9'(T") est défini dans ScawarTz [3], page 200.

(3) Boursak1 [2], proposition 4, page 67, et corollaire du théoréme 2, page 69.

{*) Cette topologie y sera étudiée au chapitre 1, § 1, page 17.
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Ceci prouve que u — ‘u est un isomorphisme algébrique de
4(36; 76) sur £(36,; 76.).

Montrons que cet isomorphisme est aussi topologique.

Dire que u converge vers 0 dans £(#; %), c’est dire que
(u(z), y') converge vers 0 uniformément lorsque z parcourt
une partie convexe équilibrée compacte de # et y' une partie
équicontinue de #'; comme l’enveloppe convexe équilibrée
faiblement fermée d’une partie équicontinue est encore équi-
continue ('), on peut supposer que y parcourt une partie
équicontinue convexe équilibrée faiblement fermée; une telle
partie est compacte dans #, d’aprés le théoréme d’Ascoli (%),
et réciproquement toute partie convexe équilibrée compacte
de 76, est équicontinue sur (#6;), c’est-a-dire sur # par hypo-
thése; ainsi dire que u converge vers 0 dans £, (¥6; #6), c’est
dire que (u(z), y') converge vers 0 uniformément lorsque z
parcourt une partie convexe équilibrée compacte de #6 et y’
une partie convexe équilibrée compacte de J6,; mais
(u(z), y'y = (z, 'u(y’)), et cela revient alors a dire que ‘u
converge vers 0 dans Y,(#;; #6,). Ainsi u—'u est bien un iso-
morphisme topologique de 4,(¥; #6) sur £,(%6.; ;).

Par ailleurs cet isomorphisme applique I sur I, #' ®
sur ¥ ® #', la multiplication [a] sur la multiplication [«], et
la régularisation {p{ sur la régularisation {{{(%(z)=p(—x)),
d’ou la conclusion.

Remarques. — 1° Si #6 est un espace de distributions normal,
76, (dual fort de 76) est aussi un espace de distributions; mais
il n’est pas nécessairement normal, et de propriétés d’approxi-
mation de # on ne peut pas déduire les mémes propriétés
pour #6,. Exemple: % = L', 36, = L~.

20 S1 E et F sont des espaces localement convexes séparés,
u—'u est un isomorphisme (algébrique et topologique) de
4(E; F) sur un sous-espace de % (F.; E;) [espace des appli-
cations linéaires continues de F; dans E,, muni de la topologie
de la convergence uniforme sur les parties équicontinues de F'],

(*) Si H' c 6’ est équicontinue, son enveloppe convexe équilibrée H{ I'est aussi
trivialement, donc aussi ’adhérence faible H] de H| (Boursak: [2], proposition 4,
page 23).

() Car cette partie est faiblement compacte (BourBak:r [2], proposition 2,
page 65), et sur cette partie les topologies ¢ (¥6', #6) et 6, sont identiques (Bour-
BAKI [2], proposition 5, page 23).
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et sur £(F;; E;) tout entier si E a la topologie y; si en outre
F a la topologie vy, 4(F:; E;) = 4(F.; E.).

30 Si % est strictement normal, il ne semble pas qu’on puisse
en déduire que 6, ait la méme propriété. Mais si #6 est normal
et a la propriété d’approximation par troncature et régulari-
sation, alors 6, est strictement normal. En effet I'identité est
strictement adhérente, dans £ (#6; %), au sous-espace des
opérateurs {p)}e[a,]; comme u—‘u est continue de ¥, (¥6; 36)
dans £, (%6, ; 36;) donc dans ¥, (%6, ; 6.), I est strictement adhérente
dans £,(%6;; 6. au sous-espace des fa,{o[p\]; alors tout
élément T de 6, est strictement adhérent au sous-espace des
([ay]e §6x})- T €D, et 76, est strictement normal.

CoroLLAIRE 1. — Si %6 est un espace de distributions normal
ayant la topologie y de (36.)., et la propriété d approximation
par troncature et par régularisation, alors ¥ et ¥, sont stricte-
ment normauz, et ont la propriété d’approximation par tronca-
ture et par régularisation, et la propriété d’approximation stricte.

Il suffit d’appliquer les propositions 3 et 4.

CoRrOLLAIRE 2. — D", &™ sont strictement normauz, ont la
propriété d’approximation par troncature et par régularisation,
et la propriété d’approximation stricte.

Considérons les espaces #™ définis dans un mémoire anté-
rieur (‘).

D’aprés H, (page 97), 6™ est un espace de distributions
normal; d’aprés H, (page 98), #™ a la propriété d’approxima-
tion par troncature. L’application de la proposition 2 & E = 7™,
F = 9", montre que %™ a la propriété d’approximation
stricte (*) puisque D™ a cette propriété; enfin F6™ est stricte-
ment normal (car 9™ est strictement dense dans #6™ et 9 stricte-
ment dense dans 9™ pour sa topologie usuelle donc a fortior:
pour la topologie induite par #™).

Le dual #.™ est normal, et, si #™ a la topologie vy, #." a la
propriété d’approximation par troncature et la propriété
d’approximation stricte; et il est alors strictement normal (car
&'™ est strictement dense dans #6.", et 9 est strictement dense
dans ™ donc a fortiori dans &™ muni de la topologie induite
par #6.", donc D est strictement dense dans #6.™).

(*) ScawarTz [1], page 97.
(3) Voir note (!), page 6.



RESUME DU CHAPITRE I

§ 1. Le produit « d’espaces vectoriels topologiques.

Si L et M sont deux espaces vectoriels topologiques, on définit un espace
LeM qui leur est canoniquement attaché; plus généralement, si (L;)er est un
ensemble fini d’espaces vectoriels topologiques, on peut définir L, = ¢ L,

€1

(définition, p. 18). Le produit tensoriel g L; est un sous-espace de L,
4

(p- 19), et sur ce produit tensoriel, la topologie induite par L; est la topo-

logie € de Grothendieck. La définition de L, & partir des L; est covariante avec

les applications linéaires continues (proposition 1, p. 20). La proposition 2,

p- 22, caractérise les parties compactes de L,.

L’espace L, est quasi-complet (proposition 3, p. 29).

On peut obtenir divers espaces isomorphes & L,, grice a une partition de
I’ensemble d’indices I (isomorphismes canoniques, proposition 4, p. 30); le
corollaire 2 de la proposition 4, en particulier, est trés important, et sera d’un
usage constant. Le produit ¢ est associatif : si (J, K) est une partition de I’en-
semble d’indices I, L; est isomorphe a Ly Ly (proposition 7, p. 38). Les
propriétés particuliéres aux espaces complets (p. 41) sont destinées aux
spécialistes, et ne seront pas utilisées dans la suite. Le cas des espaces de
Banach est étudié p. 44. Nous avons vu plus haut que LeM induit sur
L ® M la topologie ¢ de Grothendieck; il est donc naturel de comparer LeM,
qui est quasi-complet, avec le quasi-complété de L ®, M; c’est I'objet de la
proposition 11 (p. 46), et de ses corollaires 1 et 2, qui seront utilisés constam-
ment,

Dans tout ce § 1, il n’est pas question de distributions; mais le produit LeM
va étre la clef de voiite de toute 1’étude des espaces de distributions vecto-
rielles, qui va suivre.

§ 2. Définition des distributions a valeurs vectorielles.

Une distribution sur R* a valeurs dans E est par définition une application
continue de 9 dans E (p. 49); I'espace de ces distributions est 4(9; E) 2= 9'<E
et sera noté 9'(E).

Pour tout espace de distributions #, on peut définir un espace de distri-

butions vectorielles #6(E) = #6¢E (p. 52). Pour toute distribution Te ¥(E),
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- . . 3 . . > €
et tout élément ¢’ € E', on peut définir une distribution scalaire <T, e )e%;

réciproquement, si 7I>'eg)’(E) est telle que, pour tout ie E’, (—'f, :’) soit
dans 6, T est-elle dans ¥(E)? Il en est ainsi si # & la propriété ¢, p. 53;
beaucoup d’espaces usuels ont la propriété ¢ (proposition 16, p. 59). L’es-
pace 8'(E) n’est pas I'espace des distributions 4 valeurs dans E, a support

compact, que nous notons &'(E) (p. 61); ils coincident cependant si E est un
espace de Banach.

§ 3. Exemples de distributions a valeurs vectorielles
et propriétés algébriques et topologiques.

Une fonction scalairement localement intégrable 4 valeurs dans E définit
une distribution, si certaines conditions supplémentaires sont vérifiées (pro-
position 19, p. 66, proposition 20, p. 66, proposition 21, p. 67, et ses
corollaires). La dérivation des distributions est triviale (p. 68); on peut
effectuer le produit multiplicatif (proposition 21 bis, p. 70) ou convolutif
(p- 72) d’une distribution & valeurs vectorielles et d’'une distribution scalaire,
dans les conditions auxquelles on peut s’attendre a ’avance; comme nous
P’avons dit dans la préface, il n’y a la aucune difficulté, alors que les produits
correspondants, pour deuz distributions vectorielles (étudiés au chapitre 11),
introduisent des difficultés trés sérieuses.

La transformation de Fourier (p. 73) et de Laplace (proposition 22,
p- 76) n’offrent aucune difficulté, elles non plus. Tous ces développements
sont essentiels et constituent, pour I'usage courant, la partie la plus impor-
tante du chapitre.

La transformation de Laplace plus générale, développée a partir de la
p- 76, est au contraire uniquement destinée aux spécialistes, et son intérét
n’est pas prouvé.

Une distribution scalaire est, localement, d’ordre fini et dérivée d’une
fonction continue. Cette propriété n’est plus vraie pour les distributions vec-
torielles; les conditions dans lesquelles elle reste vraie sont énoncées a la pro-
position 23 (p. 84), et ses corollaires 1 et 2, a la proposition 24 (p. 86), et ses
corollaires 1 et 2.

§ 4. Produits tensoriels topologiques d’espaces de distributions.

Un noyau est une distribution Tz , sur un produit X'X Y™ Il définit une
opération linéaire continue u —> u+T de 9, dans 9;, et une opération linéaire
continue ¢ > T «¢ de D, dans D; (p. 91). La réciproque constitue le théoréme
des noyaux (proposition 25, p. 93), lié au caractére nucléaire de 'espace 9
ou 8. Si %6, et X, sont des espaces de distributions sur X' et Y™, on peut alors
étudier I'espace H,eX, (p. 96). La proposition 28, p. 98, donne des exemples
remarquables.
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Dans ces conditions, la transformation de Fourier pour un produit X'x Y™
apparait comme un produit tensoriel de transformations de Fourier (propo-
sition 29, p. 98). Les propriétés liées a la régularité locale (p. 99) ou a la
compacité des supports (p. 100) jouent un roéle important. Ensuite sont
étudiés les noyaux définissant I'identité (p. 102), les opérations de convo-
lution (p. 103), ou les opérateurs différentiels (p. 106), enfin les noyaux qui
sont des fonctions (p. 111). Deux noyaux, Sz , sur X'X Y™ T, . sur Y™ X Z*,
peuvent étre composés au sens de Volterra, s’ils ont des propriétés conve-
nables (proposition 34, p. 114). Les lois de composition des noyaux semi-
réguliers ou semi-compacts sont les plus importantes (proposition 35, p. 120).
Les distributions semi-tempérées sont celles sur lesquelles on peut effectuer
une transformation de Fourier partielle (p. 123). Le paragraphe se termine
par une bréve étude des noyaux vectoriels (p. 124), d’intérét secondaire.

§ 5. Distributions sommables.

Une distribution a valeurs dans E est sommable si elle appartient & 94(E)
(p. 128). On peut alors définir son intégrale, qui est dans E (p. 129); la
proposition 36 en donne les propriétés essentielles. La proposition 37 (p. 129)
relie le produit scalaire & I'intégrale du produit multiplicatif. On étudie ensuite
les distributions de 9, ,(E) qui sont partiellement sommables en z (p. 130);
I'intégrale partielle permet d’exprimer, avec une notation fonctionnelle
commode, les opérations définies par des noyaux. La proposition 38 (p. 135)
et son corollaire (p. 136) donnent une régle de Fubini pour le calcul d’une
intégrale double vectorielle par deux intégrations simples successives.



CHAPITRE PREMIER

DISTRIBUTIONS A VALEURS VECTORIELLES

§ 1. Le produit ¢ d’espaces vectoriels topologiques.

Le dual L; d'un espace localement convexe séparé L.

Soit L un espace vectoriel topologique localement convexe
séparé, L' son dual. On appelle L; le dual muni de la topologie
de la convergence uniforme sur les parties convexes équilibrées
compactes de L. Si L est quasi-complet, cette topologie est celle
de la convergence uniforme sur les parties compactes, puis-
qu’alors!’enveloppe de toute partie compacte est precompacte( )
et compléte donc compacte. Comme les parties convexes équi-
librées compactes de L sont a fortiort convexes équilibrées
faiblement compactes, 1l résulte du théoreme de Mackey (%)
que le dual (L;)’ de L. est L. La topologie de L est celle de la
convergence uniforme sur les parties équicontinues de L';
c’est aussi la topologie de la convergence uniforme sur les
parties équicontinues convexes équilibrées faiblement fermées
de L’, car I'enveloppe convexe équilibrée faiblement fermée
d’une partie équicontinue est encore équicontinue (°). La topo-
logie de (L), est celle de la convergence uniforme sur les parties
convexes équilibrées compactes de L;; comme toute partie
équicontinue de L' est relativement compacte dans L. (%),

() Boursak1 [1], page 80, proposition 2.

(%) Boursaxki [2], pages 68-69, théoréme 2 et corollaire.

(*) Boursaki [2], proposition 4, page 23, avec E =L, F = C.

(*) On trouvera une variante de ce théoréme dans Boursaxki [3], page 43, théo-
réme 1 (appliqué & E = L, F = corps C des scalaires); le fait que E soit localement
compact n’est utilisé que pour démontrer que la condition est nécessaire, non pour
démontrer qu’elle est suffisante. On pourra aussi remarquer que si H' c L' est équi-
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(L¢): est plus fine que L. Les topologies (L;). et L seront iden-
tiques toutes les fois que les parties convexes équilibrées
compactes de L. seront équicontinues; c’est-a-dire s1 L a la
topologie de la convergence uniforme sur les parties convexes
équilibrées compactes de L.

On appellera en général v cette topologie (L;);, et on dira
que L a la topologie y si (L¢). = L. Comme les parties convexes
équilibrées compactes de L. sont a fortiort convexes équilibrées
faiblement compactes, y est moins fine que (L, L'), donc inter-
médiaire entre la topologie initiale et (L, L'). En particulier,
toutes les fois que L a la topologie © de Mackey, il a la topo-
logie y. Mais L peut avoirla topologie v sans avoirla topologie =.
Par exemple, quel que soit I’espace localement convexe M,
L = M; a la topologie y (et n’a pas la topologie = s’il y a dans
M des parties convexes équilibrées faiblement compactes,
mais non compactes). En effet les parties convexes équilibrées
compactes de L, = (M.). sont a fortiori convexes équilibrées
compactes dans la topologie moins fine M, donc sont des parties
équicontinues de L'.

On a donc ((L:);). = L, quel que soit L. Pour que L ait la
topologie v, il faut et il suffit quil existe M tel que L = M;;
nous venons de voir que ¢’est suffisant, et ¢’est nécessaire, car,
si L a la topologie v, on a (L;); = L donc L = M; avec M = L..
Parler d’un espace L ayant la topologie ¥ ou parler de deux
espaces L, M, tels que L = M;, M = L;, c’est la méme chose.

Les espaces de distributions usuels ont la topologie v: D™ et
&™ (m fini ou infini), 9', &, $, 9’ Oy, Og, LP, Do(1 < p < ), %',
De(1<p<<+ ), parce qu’ils sont tonnelés; D", &, B,
puisqu’ils sont de la forme M, ().

continue, son adhérence faible H' 'est aussi, H' est compacte pour la topologie
faible (Boursak1 [2], proposition 2, page 65), et sur H' la topologie faible coincide
avec la topologie induite par L., (BoursakiI [2], proposition 5, page 23).

(1) D™ est un £F, €™ et & sont des espaces de Fréchet, L? est un Banach, D, r et
®° sont des espaces de Fréchet (Boursaxki [2], corollaire de la proposition 1, page 2,
et corollaire 2 de la proposition 2, page 2); 9', &, 9', D, r (1 < p << ®), sont des duals
d’espaces semi-réflexifs (BourBaki [2], proposition 4, page 88); Dj1 est le dual d’un
espace de Fréchet distingué #° (GrRoTrENDIECK (2], théoréme 7, page 73); donc tous
ces espages sont bien tonnelés. Oy et O sont tonnelés d’aprés GROTHENDIECK [5],
théoréme 16, page 131. Enfin un espace tonnelé a la topologie T de Mackey d’aprés
Boursak1 (2], proposition 5, page 70. Pour l'étude des 9 pr, Dir, B°, B, voir
Scawarrtz [1], pages 99-102, [5], chapitre vi, § 8, et le présent mémoire, début du
chapitre 1, § 5.

































































































































