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CALCUL FONCTIONNEL
DEPENDANT DE LA CROISSANCE
DES COEFFICIENTS SPECTRAUX

par NGUYEN the Hoc

Introduction.

1. Nous étendons le calcul fonctionnel holomorphe a des
fonctions vérifiant une condition plus faible que la condition
d’holomorphie, elle signifie que df est petit prés du spectre.
Les résultats de cet article constituent la thése de I’auteur [13].
Les algébres considérées ici sont des b-algébres étudiées par
L. Waelbroeck [19]. Nous ne considérons que le cas des
algébres commutatives uniféres sur le corps C des nombres
complexes.

En gros, un calcul fonctionnel dans une algébre A est un
moyen de définir la « valeur » d’une fonction d’une variable
en un élément a de A ou d’une fonction de r variables
en un n-tuple (e, ..., @, € A", et construire un calcul
fonctionnel dans A réside dans la détermination d’une algébre
de fonctions et dans la construction d’un homomorphisme
de cette algébre dans A.

C’est I. M. Gelfand [9] qui a défini le calcul fonctionnel pour
les fonctions holomorphes au voisinage du spectre d’un élé-
ment a d’une algébre de Banach au moyen de la formule de

Cauchy
fla) = 5ez [ f5)s — @) ds

ou ' est un contour convenable entourant le spectre. Depuis,

le calcul fonctionnel holomorphe de Gelfand a été étendu dans

plusieurs directions par divers auteurs: 1) extension pluridi-
11
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mensionnelle par G. E. Shilov [16], L. Waelbroeck [18],
R. Arens et A. P. Calderon [3], 2) extension dans des algébres
plus générales par L. Waelbroeck [19] et 3) extension de
Palgebre de fonctions de départ par L. Waelbroeck [21] et
C. Wrobel [25] et [26]. Les résultats de Wrobel constituent
les extensions dans le sens de 1) et 3).

Cet article présente une extension du calcul fonctionnel de
Gelfand dans le sens de 1), 2) et 3). Nous construisons, sous
certaines conditions, un calcul fonctionnel en un n-tuple
d’éléments a = (a, ..., a,) d’une b-algébre A. Ce travail
est une extension pluridimensionnelle de [21] et fournit des
résultats identiques & ceux de Wrobel lorsque A se réduit
a une algebre de Banach. Notons que ce travail a été effectué
indépendamment de celui de Wrobel. Comme nous, Wrobel
s’inspire du calcul fonctionnel holomorphe de Waelbroeck [19].
Sa construction est néanmoins différente de la notre, f[a]
est par exemple la limite d’une suite d’intégrales.

2. Rappelons qu’un b-espace (ou espace a bornologie com-
plétante, ou espace bornologique convexe complet) est une

réunion d’espaces de Banach Ezl. JEi ot I est un
i€l

ordonné filtrant, ou E, ¢ E; si ¢ <j, [linclusion étant

continue. Une partie B de E est dite bornée (ou est un

borné de E) s1 B est contenu dans un certain E; et y est

borné. Une b-algébre A est un b-espace A = U E; tel que

i€l
pour tout i, jel 1l existe kel avec E,.E;c E, (la
multiplication E;.E; > E, est alors bornée, appliquant un
borné de E; et un borné de E; sur un borné de E,). Une

b-algébre A = U E; est dite idempotente s’1l est possible de
i€l
trouver les E, = A; de telle maniére que chaque A; soit
une algébre de Banach. Dans une b-algébre générale A, un
élément a est dit régulier si a€ A; ¢ A, ou A, est une
algébre de Banach avec inclusion bornée, appliquant la boule
unité de A; sur une partie bornée de A. On voit que a est
régulier s’il existe M > 0 tel que a"/M" soit une suite bornée
dans A, ou encore s’il existe M > 0 tel que a —s soit
inversible, l’ensemble {(a — s)7*||s] > M} étant borné.
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Dans une b-algébre A, on démontre que (cf. [22], p. 84-86) :
(1) ensemble A, des éléments réguliers de A est une
sous-algebre de A,
(1)) A, est la réunion des multiples scalaires d’ensembles
bornés idempotents (B.B ¢ B) de A,

(m) A, est une b-sous-algébre idempotente de A dans le

sens que A, est une b-algébre idempotente A, —UA_,

oules A; sont des algebres de Banach avec 'inclusion AJ - A
bornée pour tout je€J, une partie étant bornée dans A,
s1 elle est incluse dans un multiple scalaire d’un borné idem-
potent de A.

Le lecteur peut consulter [4], [10] ou [22] pour plus de
détails sur les b-structures.

3. Les coefficents spectrauxr d’un n-tuple d’éléments

a=(ay, ...,a,) d’unealgébre A sont des fonctions u,, ..., u,
définies sur une partie de C" a valeurs dans A telles que

2 (a; — sj)uys) =1 surleur domaine

ou s = (s, ..., s, € G Pour alléger I’écriture nous poserons

=

Y (a; — s;)uy(s) = {a — s, u(s)>

1

I

J
ou u = (uy, ..., u,). Les coeflicients spectraux sont ’exten-
sion pluridimensionnelle naturelle de la résolvante

Ry(s) = (a — s)7

Le spectre simultané de a, noté spa, est le complémentaire
de I'ensemble des s e C" tels qu’il existe b e A" avec

{a — s, by = 1.

La seule considération du spectre simultané limite les
calculs fonctionnels de Shilov, Waelbroeck, Arens et Calderon
a des fonctions holomorphes au voisinage de spa. Dans cet
article, nous posons une définition de spectre de a, faisant
intervenir la croissance des coefficients spectraux. Les pro-
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priétés de ce spectre nous permettront de construire un calcul
fonctionnel qui, dans le cas banachique, s’étend a certaines
fonctions supposées seulement holomorphes a l'intérieur de
spa.

Le spectre.

4. Une fonction 3§: G"—> R, est dite spectrale pour a
1l existe des coefficients spectraux u,, ..., u, définis sur
Py = {s e C"| 3(s) > 0} tels que la croissance des wu; soit
controlée par 8 dans le sens que I’ensemble

El = {g(s)uj(s)l s € Pg, ]: 17 ey n}

soit borné dans A. L’ensemble des fonctions spectrales
pour a, noté A(a), s’appelle spectre de a. Le spectre A(a)
posséde des sous-ensembles importants, ce sont le spectre
lipschitzien Ay(a) des fonctions de A(a) qui sont lipschit-
ziennes et le spectre régulier A (a). Une fonction 3 spectrale
pour a est dite réguliére (est dans A (a)) si 'ensemble E,
est borné dans A,.

5. Les spectres précédents possédent des propriétés duales
au spectre de Waelbroeck (cf. [19] et [7]). Les propriétés
principales de ces spectres sont énumérées dans la proposition
suivante :

Prorosition 1. — (i) A(a) est un filtre croissant de fonctions
non négatives sur GC".

(11) St 3 € A(a) alors il existe M > 0 tel que
1
3(s) < M(1 +|s|2)2.

(i1) Une fonction 8: C* — R, n’est pas spectrale pour a
stl existe M >0 et keN tels que 3(s) > M(1 +|s|?)~".
Cette propriété généralise le théoréme qui affirme que le spectre
est non vide.

(iv) Toute fonction spectrale réguliére pour a est majorée
par une fonction lipschitzienne specirale réguliére pour a.
On dit que A,(a) posséde une base lipschitzienne. Cette propriété
est une conséquence de la proposition 2.
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La proposition suivante donne une description assez com-

plete du spectre régulier. Soit A, = UA,- la b-sous-algébre

iel
idempotente de A (cf. sect. 2), les algébres de Banach A,
étant munies de normes multiplicatives | .|;. Posons

A(a) = {3 € A(a) | E, borné dans A;}.

Pour tout ¢ € I, posons

) Y3 =supd] 3 1m0 e Ar ca s by =1

= (0 dans le cas contraire.

Prorosition 2. — (1) Pour tout 1€ 1, 3, , est lipschitzienne
de constante 1.

(ii) 8i,a € Ai(a)' )
(i) Aa) = {8:C" >R, |5 < M8, ,, M > 0 dépend de 5}.

(iv) Aa) = (L ala).

i€l

Lissage des coefficients spectraux.

6. Fixons d’abord quelques notations. Soient 3 une fonction
continue non négative sur C", wu,, ..., u, des fonctions sur
P; = {s]| 8(s) > 0} a valeurs dans un espace de Banach.
Pour NeN et peN, supposons que u, ..., u, solent
de classe CP, posons u = (uy, ..., u,) et désignons par
Ex,, (8; u) Pensemble

{8™7(s)D,uy(s) | se Py, |ql < p,j=1, ...,n}

ou D, est P'opérateur de dérivation partielle d’ordre g¢,
avec ¢ = (qu, -, q2a) EN*" Jg| = s + -+ + Gan-

Nous nous intéressons particulierement au spectre lipschit-
zien Ay(a). Cet intérét est justifié par le théoréme de lissage
suivant :

TrEorEME 3. — Soit 3 € Ay(a), 3 bornée, alors pour tout
p €N, il existe des coefficients spectraux u,, ..., u, de a
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de classe C? sur Py = {s| 3(s) > 0} tels que la croissance des
u; etdes Dyu; soit contrélée par 8 dans le sens que l'ensemble
By ,(8; u) soit borné dans A.

La situation est plus favorable lorsque 3 € A (a).

TrEorEME 4. — St 8 € Aa), alors il existe des coefficients
spectraux uy, ..., u, de a de classe C* sur Py tels que
E,,(8; u) soit borné dans A,, pour tout p e N.

Notons dans le cas régulier que 8 n’a pas besoin d’étre
bornée, ni lipschitzienne. D’autre part ’ensemble Zy (3; u)
est borné dans A, pour N =1 (donc pour N > 1 si 3
est bornée). Dans le cas général du théoreme 3, Ey,(5; u)
est borné dans A pour N =2 (donc pour N > 2, § étant
bornée).

On verra que la condition de Lipschitz est fondamentale
dans le théoréme 3. Dans le théoréme 4 elle n’est pas essentielle
du fait que A (a) admet une base lipschitzienne.

7. Avant de démontrer les théorémes 3 et 4, nous exposons
d’abord un résultat technique sur les fonctions lipschitziennes.
Il s’agit de la construction d’une partition de 'unité « tempé-

rée » par rapport a une fonction lipschitzienne dans un certain
sens.

Lemme 5. — Soit 8: G > R, une fonction lipschitzienne
(de constante 1). Alors il existe un recouvrement R, de Pj
formé de cubes ouverts et satisfaisant aux conditions sutvantes :

(1) L’intersection de 22" + 1 cubes duistincts est vide (on dit
que la dimension de X, est 22" — 1).

(1) Pour 0 < p < 1/2 et 1 < p < 3/2, on peut trouver
Ry de dimension 22" — 1 tel que

< 2——-—@7' < 29
(1 -—-2—p>s<c<V>> < 2V) < oY) Ve

st r(V) désigne le cété de V et c¢(V) le centre de V.

Ce lemme généralise un théoréeme de H. Whitney [24] que
’on peut trouver dans E. M. Stein [17, p. 16]. Une autre
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formulation de ce lemme se trouve dans la thése de B. André
[2, p. 10] ou la dimension est 440%*" — 1. L. Waelboeck [20]
a aussi construit un recouvrement de ce type tel que la dimen-
sion du recouvrement soit exactement 2n. Dans les applica-
tions, nous n’utiliserons que le fait que la dimension de 2,
est finie.

Le lemme précédent nous permettra de construire une
partition de 'unité convenable pour le lissage des coefficients
spectraux dans le cas banachique. Dans le cas d’une b-algébre,
nous utiliserons une technique analogue a celle du lemme
fondamental de Waelbroeck [19] nécessitant une suite de
recouvrements de P; de finesse décroissant vers zéro (la
finesse d’un recouvrement est le suprémum des diameétres de
ses éléments).

Lemme 6. — Soit §: G" — R, une fonction lipschitzienne
(de constante 1). Alors il existe un M > 0 et une suite de
recouyrements R, de Pz k=1,2,3, ..., formés de cubes
ouverts V tels que :

(1) dim 2, = 2** — 1 pour tout k,

(11) finesse de #, < M2~* pour tout k,

(m) r(V) < M3(¢(V)) pour tout V € R, et pour tout k.

(Rappelons que r(V) estle coté du cube V et que ¢(V) est
son centre.)

Comme conséquence des lemmes 5 et 6, nous avons la
proposition suivante :

Proposition 7. — Soient 3 et &, la fonction et les recou-
vrements des lemmes 5 et 6, ke N, alors pour chaque k, il
existe une partition de Uunité de classe C* subordonnée & %, :

2 By(s)=1 seP;

veR,
telle que 0 < By < 1 et que
Y |D,Bv(s)] < M max (8~17I(s), 2¥19))

veR,

pour toute dérivée partielle D, q= (¢, ..., ¢s,) € N?",
lgl =q + -+ + ¢on, pour un M > 0 indépendant de k.
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8. Preuve du théoréme 3. — Soient u,, ..., u, des coefficients
spectraux de a sur P; tels que ’ensemble

{8(S>uj(8) I s € PB’ ] = 1’ 3
soit borné dans A. Pour k=1,2,3, ..., soit Y By la

. . . . . . veg{k
partition de I'unité construite dans la proposition 7. Posons

d’abord, pour j =1, ...

y

wils) = Z Bv(s)uy(e(V))-

Rappelons que c(V) désigne le centre de V. De
(@ — oV, ule(V))> = 1
nous tirons <a — s, ¢'(s)> + /(s) = 1 pour seP; avec
S = 3 Bls)Gs — olV), wle(V))-
Posons ensuite "
o8) = )L+ () + - ' (s)]
“ () = 77(),

alors <{a — s, ,v(s)> + w(s) = 1. Posons enfin

o) = 3 Leao8)(8) — 2()esaw(s)] + 194(5)

alors <(a — s,¢(s)>) = 1,s€P;.
Il suffit de montrer que I’ensemble 82*1(s)D¢;(s) pour
sePslgl < p,j=1,...,n estborné dans A. Par définition

de la partition de I’ umte Y, Bv et des fonctions ) et o,
les ensembles veR,

{3(s)wi(s)| sePs, j=1,...,n, k=1,2,3, ...}
{3(s)(8(s) v 25)'(s) | se Py, k=1,2,3, ...}
(3(s)(39(s) A 2-9)Dyyoi(s) | 5 € Py,
i=1,. n,k-—123 .
{3(s)(3171=2(s) A 2740D)Dy ' (s) | s € Py h=1,2,3, ...}

sont bornés dans A, pour ]q] > 1, avec f A g=min (f, g)
et f\V g=max(f, g). On utilise la formule de Leibniz pour



CALCUL FONCTIONNEL DES COEFFICIENTS SPECTRAUX 177
la derniére estimation. En utilisant la formule, pour m entier

positif
|
qul "'fm= Z mg—;——;—idefl cee Dmme

‘p+...+mp:q1p! PP

ou ;p, ..., ,pEN2" et ou ¢q!=¢q! ... ¢,!, nous voyons
que les ensembles

{3m(s)(8—m+ul(s) \y 2D w'm(s) | se Ps, k=1,2,3, ...}
pour m > |q| et

{3m(s)(3—mHel(s) A 2"=1ID)D ' "(s) | s € Py, k=1,2,3, ...}
pour m < |g|, sont bornés dans A, de sorte que I’ensemble

{3%(s)(37(s) A 27HED)Dyi(s) | s € P,

=1 ..,n k=123, ...}
pour |g| > 1, soit borné dans A. En utilisant la formule de
Leibniz et les estimations précédentes, nous voyons enfin que
I’ensemble

{23219/ (s) Dy [u9(8)iaw(s)] | s € Py,
7=1..,n k=1223,...}
est borné dans A, donc E, ,(3; ¢) est borné dans A. [J

9. Pour établir le théoréme 4, nous aurons besoin du lemme
sulvant :

Lemme 8. — Soit §;, la fonction lipschitzienne définie par
(1) (cf. sect. 5), alors pour tout se Py . et pour tout «,
0 <e<1/2, il emiste p, 0 < u < 1/2 tel que sur la boule
de centre s de rayon w3, ,(s), il existe des coefficients spectraux
Uy - .., U, de a declasse C*, a valeurs dans A, tels que

@) 3 Il < [(1— )] < [(L = 208,(6)]"
et

(3) IDuy(s)]: < q![(1 — €)8, ,(s)]lei
< g1 — 26)3, (¢')] 192
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Preuve. — Soit 0 < ¢’ < 1, pour tout se Py , il existe
be A} telque (a —s,b) =1 et

n -1
(1 — ) < | 1o < 8o
Soit 0 < ¢" <1 —¢', si teC" esttel que
n 1/2
I = [jz o [ < 4 = )ermite,
=1

alors 1 — Zt;b; est inversible. Posons &' =s -+t et
u(s') = b (1 — Zt;b) 2,
alors <(a — ¢, u(s')) = 1. D’apreés le choix de b et de ¢,
nous avons
@ 3l > (5 1) > (Z100) —1d
> (1 — &)1 — "), (s).

La fonction 3,, étant lipschitzienne de constante 1, d’apres
le choix de ¢, nous avons

(5) [1— (1 —€)e"18;4(s) < 8,,(s) < [1+ (1 —¢")e"13;.(s).

De (4) et () nous tirons (2), avec e = (1 — ¢')e" + ¢,
p=(1—¢)e".
Soit maintenant ¢ = (qy, ..., ¢s,) € N?", nous avons

D)l < Ik [[ 1B § i ()
< g (F)" < gt — pr

< q![(1 = 2€)3,,(s)] 7" O

Preuve du théoréme 4. — Soit 8 € A (a), d’apres la propo-
sition 2, il existe un M > 0 et un §;, tels que & < M3,
Il suffit de montrer qu’il existe des coefficients spectraux
U, ..., 4, de a de classe C* sur P = {3; (s) > 0}
tels que ’ensemble

B o305 u) = {35 (s)Dyus) | s € Py, gl < p,1 <7 < n}

soit borné dans ’algébre de Banach A; (cf. sect. b)
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Posons us) = Z Bv(s)uy  (s) o ZPBy est la partition

de 'unité constrmte dans la proposition 7, out uy ; sont des
fonctions de classe C* vérifiant les conditions du lemme 8
surle cube V (les points s € P;, , dulemme 8 étant remplacés
par les centres des cubes V) et ceci est possible s1 nous prenons
le méme p dans les lemmes 5 et 8. Alors les u; sont des
coeflicients spectraux de a de classe C* sur P; , a valeurs
dans A, D’aprés la formule de Leibniz et la construction
des By, I'ensemble E, ,(3;,; u) est borné dans A, pour tout
peN. O

Une formule intégrale.

Soit A une b-algebre. Dans le reste de cet article, sauf
mention explicite du contraire, nous ne considérons que des
systémes a = (ay, ..., a,) € A* tels que A(a) contienne des
fonctions qui ne décroissent pas trop vite vers zéro a l'infini
dans le sens qu’il existe C > 0 et ke N tels que

3(s) = Cls|=*

au voisinage de I'infini ( * ) et nous ne considérerons que des
3 € A(a) qui vérifient la condition ( = ).

10. Soient 8 une fonction lipschitzienne spectrale pour a,
N un entier positif, £ un voisinage compact de

31(0) = {s| 3(s) = 0}.

Nous désignons par X(8; N; Z) D'ensemble des fonctions f
continues sur G" 4 support dans X, telles que df soit
continue, soit nulle sur §-%(0) et que ‘

?f
(s)
0s;
Alors X(8; N; X) est une algébre de Banach (non unifére)
4 une équivalence de norme pres.
Pour simplifier 'écriture, nous omettrons le signe A du
produit extérieur, nous poserons

dsds=ds, ... ds, ds; ... ds,
=ds; A -+ ANds, Nds; A -+ A ds,.

|fllex = sup [f(s)] + sup 2

secr s€Py j=1

3Ns) < + .
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Nous orientons I’espace C" de telle maniére que pour tout
domaine D de G" nous ayons (Zni)‘"ﬁ)d§ ds > 0. Si

Uy, ..., u, sont des fonctions de classe C!' sur un ouvert de
C" a valeurs dans un espace de Banach, nous écrivons

bul oo Sﬁj... 5u,,=5u1 PR 5uj_15uj+l PR bu"
et nous poserons
n
ou) =Y (— 1) udu, ... ... du
Jj=1

n*

Nous désignerons par ,E!(a; 8) l’ensemble des n-tuples
u=(uy, ..., u,) de coefficients spectraux de a de classe C
sur Ps;= {s| 3(s) > 0} tels que I'ensemble =, ,(8; u) (cf.
sect. 6) soit borné dans A.

Pour N assez grand, fe X(3; N; Z) et ue,El(a; 3)
(non vide d’aprés le théoréme 3 lorsqu’on modifie § au
voisinage de 'infin1 pour qu’elle y soit bornée), nous poserons

©)  flas ul = (= 1= Ol [ 3(s)alu(s) d.

(2mi)" s,
Alors l'intégrale (6) est non seulement convergente mais
indépendante de u € ,E(a; 3). De fagon plus précise, nous
avons la

Prorosition 9. — St N > 5(n — 1) et st u, v € ,E(a; 3),
les intégrales fla; u] et fla; ¢] existent et sont égales.

11. Etudions d’abord quelques propriétés de (u) avant
d’établir cette proposition.
Lemume 10. — St u, v € ;EX(a; 8), alors
(i) o(u) est d-fermée: dw(u) = 0.
(i) (a; — s))w(u) est d-ezacte, pour | =1, ..., n:
(aj - Sj)Z)‘(“) - (_ 1)'/_1 5u1 DR Saj .. Su,,.
(i) o(¢) — w(u) est d-exacte, il existe o(v; u) tel que
o(9) — w(u) = da(v; u)
les dérivations extérieures dw(u) et do(v; u) étant prises au
sens des distributions.
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Preuge. — (i) 1l est facile & voir que «(u) est n-linéaire
alternée et que n!dw(u) =du; ... du, = d(u). De
{a — s, uy = 17
nous tirons
n1 dw(u)
n
- j§1 uj bul ) buj_l 6[(0{1 - Sj)uj] buj+1 o .. bun
n
= 2 uj bul .o bu]_l 0 [1 - 2 (ak - Sk)uk] buj+1 “ . 5u,,
= K#
- — 2 uj 2 (ak - sk) Sul .« e 5u1_1 Suk Suj_'_l PR Sun -
=1k
(1) Nous avons
(@) — spo(u) = o(uy, -y (@ — S)uy ..y )
= m(ul, ey L — 3 (e — sp)uy,y ..., un)
- g -
= (—" 1)j_1 bul .« o bﬁj “ e Oun
—Z(ak-‘sk)m( ,...,uk,...,uk,...,un)

kE] _ .
= (— 1)y ou, ...0ou; ... du,.
(111) Considérons le cas particulier suivant

Uy = uy + (as — 83), U, = up — (@ — 8;)a
U; = u,, ]j=3,...,n

ou a:Py—> E estdeclasse C!, E étant un espace de Banach,
E ¢ A avec l'inclusion bornée. Nous avons (a — s, Uy =1
sur P; et '

o(U) — o(u) _
= o(uy + (a; — s5), Uy — (a3 — s1)or, Us, ..., Uy) — o(u)
= o(a, (a, — s1)ug + (a2 — S3)Us, Uy - - -y Up)
=ola, 1 — X (a— s)uy, us, ..., u, ) =03(U; u)

j=3
avec o(Uj; u) = — adug ... du,. Ce qui démontre (ii1) dans

ce cas particulier. Soient maintenant u, ¢ € ,E'(a; 3), on a
(7)

n .
g, — u; = <a — s, upy; — {a — s, ¥Ou; = kZ (@ — sp)ay
=1
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O = WPy — Uy (,dor}c' iy =y %y = 0) (ces
égalités correspondent a I'unicité de la résolvante dans le cas
unidimensionnel). Le cas général se déduit donc du cas parti-

culier précédent. [
Le lemme suivant contréle la croissance de la forme o(¢; u).

Fixons d’abord une notation. Une forme différentielle p
de type (0, q) est de la forme
= oy e d5,, ... ds, = dsy .
" M.qu Jove dg 055 Jq % ws, dsy,

Lemme 11. — Si u, v € ,EYa; 8), st N=5(n — 1) et s
% est un voisinage compact de 871(0), les ensembles

{87 (s)os,_(9(s); u(s)) | s € EN371(0)}
et
{8%(s) (30)s,,(¢(s); u(s)) | s € E\372(0)}

sont bornés dans A.

Preuge. — Comme u, ¢ € ,E (a; §), 82(s)uys), 8%(s)o)(s) et
les coefficients des formes 383(s) duy(s), 8%(s) dv,(s) sont bornés
sur Z\31(0), j =1, ..., n. D’autre part o(¢; u) est la

somme de n(n — 1)/2 formes différentielles o ,(U):

ou(U) = + a,0U, ...030, ... 30, ... 30,

ou U,(s), pour m=1, ..., n, alaforme
Um(s) = um(s) + 2 (ai - Si)a’im(s)
i€l,
ou I, est un sous-ensemble de {1, ..., n} et ou les

%y, %5, sont les coefficients des égalités spectrales (7).
De sorte que 3%s)U,(s), 3%s)a;a(s) et les coefficients
des formes 8%s) dU,(s), 8%s) day,(s), pour ie I, et
m =1, ..., n, solent bornés sur Z\371(0). D’ou le lemme,

avec N=5+45(n—2)=5rn—1).0

12. Preuve de la proposition 9. — L’intégrale f[a; u]
converge car 3 Ydf est bornée et A support dans = et
83"1y(u) est bornée dans Z\3-1(0). Il en est de méme de
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fla; ¢]. Soit € > 0 assez petit pour que

5-1(0), = {s| dist (s, 52(0)) < ¢} = =

et soit

9.€ C*(C"), 0 < ¢, < 1
9. = 1 au voisinage de §-1(0)
(8) { supp 9. = 872(0), et

I 193¢ [, = sup X |o¢(s)/d5;] < Ce? pour un C > 0

sect j=1
Pour simplifier I’écriture, nous posons
K, =(—1)"Y(n—1)!2r)™
Nous avons
fla; u] = K, [ 3(fo)a(u) ds + K, [3(f(1 — oo)a(u) ds.
D’aprés le lemme 10 (i), o(u) est d-fermée, donc
S(f(L — vd)a(u) ds = d[f(1 — vJa(u) ds).

La derniére forme est continue et & support compact, d’apres
la formule de Stokes, son intégrale est nulle et

fla; u] = K, [ 3(fo.)u(u) ds,

par suite
fla; o] — flas u] = K, [3(fe.) 3o(v; u) ds
= antpe df ds(v; u) ds + anf5<p55c(v; u) ds

ou o(v; u) est donnée dans le lemme 10 (ii1). La forme fo¢, 3o
est continue et & support compact, la forme dfds est bornée
d’apres le lemme 11 et le choix de N. Comme

mes (supp ¢ \371(0))

converge vers zéro avec ¢, 1l en est de méme de f(psgf 3o ds.
D’autre part, par Stokes,

f f3p, 3o ds = (— 1) f d[f3¢c ds] + (— 1)1 f 3f39.0 ds
= (— 1) [3f3g.0 ds.

Comme 3 est lipschitzienne et que | |d¢ ||, < Ce, nous
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voyons que f5f5qoeo- ds tend vers zéro avec ¢, car df 3¢
est bornée indépendamment de ¢ et que supp d¢, ¢ supp o..

Par suite fla; u] = fla; ¢]. O

Produit direct.

13. Le théoréme suivant formule des conditions pour
lesquelles I’application f+— f[a; u] se comporte bien pour
les produits directs.

TutortME 12 (du produit direct). — Sotent
a=(a, ...,a,) € A" b= (b, ..., b,) € A",
c=(a, b), 3 €A(a) et 3 € Ay(b). Soient d’autre part
u € ,El(a; 3), g e, ,E(b; ¥),
N unentier > 3n — 1, N’ unentier > 3n’ — 1, A la fonction

définie par A(s, s') = 8%(s)(3%(s) + 8'%(s')) et w(u, (1 — A)p)
avec ne > N4+ 1,0 > 2,08 > N' 4+ 1,8 > 2. Sotent enfin

9 M  unentter > N4 (N + 1)

) M’ unentier > N 4 (N 4 1)fe1
= un voisinage compact de 871(0), ' un votsinage compact de
310), fe X(8; M; Z), ge X(8"; M'; Z') et

h(s, ') = @ gls, ') = f(s)g(s"),

alors

(10) f® gle; w]

— (— fymrt ("—?%j@l f Sh(w) ds ds’

existe et est égale a
(11)  fla; ulgd; ‘Z] i — 1)
pane (=D — 1) o — - — ,
= (— 1)~ i) fbfoo(u) ds fbgm(v) ds
le domaine d’intégration de (10) étant = X Z'\3-1(0) x §-1(0)

et les domaines d’intégration de (11) étant respectivement Z\3-1(0)

et T'\8'-1(0).

14. Les sections 15, 16 et 17 sont consacrées a la démons-
tration de ce théoréme. Expliquons d’abord quelques nota-
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tions. Nous pouvons supposer 3 et 8’ de classe C” sur Pj
et P; respectivement, 87+ et &7 de classe C? sur C"
et C" respectivement, pour pe N. Ces restrictions ne
nuisent pas a la généralité car si 8: G* - R, est lipschit-
zienne, alorsil existe y ~ 8 (c’est-a-dire tel que €8 < y <M3)
de classe C” sur Pj; tel que y?*! soit de classe C? sur C*
(cf [19, p. 47], [7, p. 14] ou [8, p. 6] qui exprime ce résultat
pour & bornée, mais le cas général est facile & démontrer).
La fonction A est alors de classe C' sur

G x C™\32(0) X 510), 0 <A <1, Afs,s)=0

s1 et seulement s1 s € 371(0) et A(s, ') = 1 si et seulement si
s" € 871(0). D’autre part w est un (n -+ n')-tuple de fonc-
tions :

Nous avons (¢ — z,w(z)) =1 sur G" X
avec z = (s, ).

"™\3-1(0) X 81(0)

15. Calcul de «(w). — Nous avons
o(w) = o(ru, (1 — A)yp)
= w(duw) 3((1 — 2)9) + (— 1)"d3(Au)e((1 — A)¢)
ou d(u) =20y ...ou, et ou Au= Ay, ..., Au,), d’autre
part
o(ru)

= 3 (— D u(nSuy + wy B2) ... () .. (ATu, + u, 3A)

J—1
(— 1)f—1u,[z (= )*tu, Buy ... Bi ... B8 ... Bu,

k=1
n
£ S (=), B ... 50 ... 5, ...Su,,]

m=j+1

= 3 [(= D+ (= 1" Jyu, du,

...5&1...Sﬁk...bun]=0
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et
d3(au) = 2,d(u) + A1 de(u) = A" dNw(u),

car d(u) = 0 d’aprés le lemme 10 (i). Par suite

o) = Mo — L — Nal) .
_—t (—li)")\"“l Na(u)(1 — A" u(e)
= (— 1)1 — A" noe(u)a(p).

16. Existence de [ ® g[c; w]. — Dans le reste de cet
article, la notation < se lit «est majoré par un multiple
scalaire de ». Nous avons

[oA(s, s')[05)| < 8“‘1(3) SB(s")(3%(s) + BN j =1, ...
|o2(s, )05, 5 8%(s) §82(s")(8%(s) + ()2 k=1, ..., ',
Posons dh(s, s )a(w(s, s')) = w(s, s’) ds ds’, alors
6o, 9) = O([ (3 Iof)fos) 3(5) + (3 losle)osil) ¥(s)]
8a(n—1)+a—1—N(S) 3rﬁ(n’-1)+(3—1—x'(sz)
(8%(s) + 3B(s"))m+ )

ou N et N’ vérifient les conditions d’existence de f[a; u]
et g[b; v] respectivement, a savoir N > 3n—1 et
N’ > 3n” — 1. Nous avons utilisé la notation suivante: si
pw: X—=> A, v: X > R, nous posons p = 0(v) sl existe un
borné B de A et p: X — B tels que p(z) = v(z)p(x) pour
z € X. De l'inégalité

(12) Zfy" s (z+y)*", 220, y>0, £€>0, n >0

et du fait que 3Mdf et 3™ dg sont bornés, nous tirons

BanN(s) §BN-A(s) 5 (35(s) + B7F(s"))"

et
BN (s) NN (s') 5 (8%(s) 4 'H(s"))",

ce qui montre que u(s, s’) est borné et h[c; w] existe.

17. Démonstration de I’égalité

f ® gle; w] = fla; ulglb; ¢].
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Nous avons, par Fubini
hle; w] — flas ulglb; o] = K [ (5h 5P — 3f 3g)a(u)a(v) ds ds'
ou K= (—1)"KK,, ot K,=(—1)"m—1)! 2nri)-"

pour m entier positif et ot P est un polynéme en A,
P = a"Q(n), Q(») étant un polynéme en A:

_ (n4n -0
P==nimw=n1"
n'—1 ' !
— 1) (w — 1) : xf],
PR e e
P est une primitive de
P =(n+n —N(n -1 —1)H7a2 (1 — 3=t o

Soient ¢.(s) définie par (8) et ¢ (s’) définie sur C~
de la méme maniére, c’est-a-dire ¢, est une fonction plateau
de classe C* qui décroit vers la fonction caractéristique de
3’-1(0), pour ¢ - 0. Posons

(I)E(.g, S') = <Ps(s) + 415(3') - ‘Pe(s)q’e(sl)
95(3’ 3,) = (1 - (95(8))(1 — “I’e(s,»’

et

alors

o, +0,=1 et supp @, < 31(0), x &-1(0)..
Nous avons
(3h 3P — ¥f 3g)w(u)w(v) (g d3f — P dh)w(u)w(v)
{(®. + 0.)(g df — P 3h)a(u)u(s)}
car o(u) et o(v) sont d-fermées. Comme

d[0.(g 3f — P dh)w(u)u(v) ds ds')

est continue et & support compact, son intégrale est nulle,
d’aprés Stokes. Ainsi

hle; w] — fla; ulglb; ¢] o
= K [3(@.(g3f — P 3h)) o(u)u(v) ds ds’
=K [ (3 3f — 3P 3h) w(u)a(s) ds ds’
+ K [30,(g 3 — P k) a(u)a(s) ds ds

=2
=2

_<
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Comme ®@,(3gdf — 3P dh) w(u)w(v) ds ds’ est bornée et que
la mesure de son support tend vers zéro avec ¢, la premiére
intégrale du dernier membre tend vers zéro avec e. Nous
avons a évaluer

[ 30,8 3f — P3 (fg))u(u)u(e) ds ds’
= f(i — 9)(1 — P)g 3¢, 3f w(u)w(v) ds ds’
— [ (1 — )Pf 35, g a(u)a(s) ds ds'

Les intégrales du dernier membre tendent vers zéro avec =
si les intégrandes sont bornées indépendamment de ¢, car
les mesures de leurs supports tendent vers zéro avec .

17.1. — Estimation de P 3¢, 3g w(u)w(v).

3 étant lipschitzienne, nous avons |[d¢.(s)] S (3(s)) et
en posant

39; (s)P(s, s') dg (s")a(u(s))a(v(s") = s, s') ds d5’

nous avons

pels, ') =0 (( 2 |og ()/o54l ) 33(s)

(85(s) + 8'¥(") ™" 83(s) 3 Y(s"))-
Comme & ~Y(s') dg(s’) est bornée, pour que p(s, s’) soit
borné il suffit que 3*"—¥1(s) ¥'M-¥(s") 5 (8%(s) + ¥ F(s'))" et
d’apres 'inégalité (12) il suffit que

(an — N — 1)t + (M’ — N')B > n.

C’est précisément une des inégalités (9).

17.2. — Estimation de (1 — P) 3¢, 3f w(uw)o(s).

Le polynéme 1 — P est de la forme (1 — A)"R(A) ou R
est un polynéme en A. Plus précisément, par un raisonnement
de récurrence, on peut montrer que

n—1

1—P=(1— x)"'[z (W 4+ — 1) (0 — 1)!j!)—lw]-

=0

En posant
(1 — P) 3¢, df o(u)a(v) = v.(s, &) ds ds’
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nous avons ‘
vls, ) =0 (S 1of (s)fo5 |) 3F(s')
(8%(s) + 8'K(s"))™ 8(s) 8"~V (s") )-

Un raisonnement analogue a celui de 17.1 montre que v(s, s’)
est borné (indépendamment de ¢). [J

Invariance par rapport aux applications linéaires.

Dans cette partie, nous étudions I'invariance de f[a] par
rapport a certaines applications linéaires.

18. Ingariance par rapport aux automorphismes.

Soient T un automorphisme de C", T-' son inverse, T*
la transposée de T-1, 8 € Ay(a), T un voisinage compact de
3-1(0), N un entier positif et fe X (§; N; Z). Posons

§ = (81, -y )y Ts =158 = (s, ..., 8,),

Ta=a =(aj, ..., a,)

n
avec

/——
Sj_

L

n
Tjksk, a} = 2 TjkaIw ] = 1’ cey
1 =1

(Tjk) étant la matrice associée & T. Posons ensuite 8" = 3T,
= [T et X' =TI, alors &(s')=3(s), f'(s') =f(s) et
feX(8;N;Z) et

Prorosition 13. — Si N 2 5(n — 1), alors fla] = f'[a'].

Preuge. — Soit ue,F'a; 8), posons u;= T*uT?,

j=1,...,n, alors uj: Py — A,

a' — s, u'(s')) = (T(a — s), T*u(s)) = <{a — s, u(s))
et
8 (s")uy(s") = 3(s) X Thau(s)
k=1
ce qui montre que u’ €,E(a’; §’). D’aprés la proposition 9,
il suffit de montrer que fla;u] =f" [a"; u']. Pourle démontrer,
il suffit d’utiliser les intégrales qui rapprochent fla; u] et
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f'la'; '] comme dans la preuve de la proposition 9 et de faire
un changement de variables. (]

19. Invariance par rapport auz injections.

Désignons par s = (s, ..., s,) lapplication identique de
Cr, par § = (s, t) celle de G"*' et par Js = (s, 0) l'injec-
tion J: C" — C*1. Posons ensuite o' = Ja = (a, 0) € A,

Prorosition 14. — (1) S¢ 8 est définte sur GC"* par
3'(s") = 8(s) + |t|, avec 8 € Ar(a), alors 3" e Ay(a’).

(11) Inversement st 8" € Ay(a’) etst 8§ = §8"J, alors 8 € Ay(a).

(111) Soient ¥ wun voisinage compact de 871(0), V un voisi-
nage compact de 0 dans C, ' =3 X V et N un entier
>bn. St ffeX(®; N;Z) et f=/fJ alors fe X(3; N; X)
et fla] =f[a'].

Preuve. — (1) Soient wuy, ..., u, les coefficients spectraux
de a sur P; tels que ’ensemble

{3(s)uy(s)| se Py, j =1, ..., n}
soit borné dans A. Posons
A(s") = 3%(s) (3%(s) +|¢]*)2, « entier > 1
(13) {ws) =M uls), j=1,..,n
Fra(s') = — (1 — A(s")e>

alors <@’ — s, w) =xMa—s,u) + (1 —Nt.t71 =1 sur Py
et on vérifie aisément que ’ensemble

{3'(s")wi(s')| s €Ps, J=1,...,n 4+ 1}

est borné dans A, donc & € A(a’) et il est clair que & est
lipschitzienne.

(11) est évident.

(111) Soient u € ,El(a; §), » et w définies par (13) avec
« > 3. On peut, comme dans la section 14 supposer que &
soit de classe C* sur Pj, 871 de classe C? sur G*, alors A
est de classe ' sur Pg. On vérifie aisément que ’ensemble
{3'2+14l(s"\D v, (s')} est borné sur tout sous-ensemble borné
de Py, k=1, ...,n+1, ge N2 0 < |g] < 1. D’apres
la proposition 9, il suffit de montrer que f[a; u] =f"[a'; w].
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Soit g(¢) une fonction de classe C* sur G, 0 < g < 1,
g =1 sur un voisinage de 0 de C et supp g ¢ V.Posons
H(s, t) =f'(s, t) — f(s)g(t), alors fg et He X(3'; N; Z’).

Nous avons, d’aprés le théoréeme du produit direct

fla;w] =K, fS(H + fg)o(w) ds dt
= Ky [ 3Ho(w) ds dt + fla; ulg[0].

Comme g[0] =1, il suffit de montrer que
[ 3HG(w) ds dt = 0.

Nous avons d’une part o(w)= (— 1) Noe(u)t? et
d’autre part ¢! d9H = d(H.t1) — Ha(¢1), donc

(— 4y [3Ho(w) ds dt = [S(He1)a"2 3na(u) ds de
— [ HA13(t71) $r(u) ds dt.

Remarquons que (¢71)/dt est égale & un multiple scalaire de
la mesure de Dirac (cf. [15] formule (11, 3; 28), p. 49) et que
pour s ¢ 81(0) fixe, HA"? 57\c—o(u) est continue par rapport
a t, nulle pour ¢t =0, c’est-a-dire sur le support de la
mesure de Dirac, par suite be ()21 doe(u) ds dt = 0.
Nous avons donc a calculer

[3(HE?) Bo(ru) ds dt = [ d[s(He)w(hu) ds di]

au signe prés car dw(Au) = A" dhw(u). Soient ¢, la fonction
plateau définie par (8) et ¢.(t) définie de la méme maniere
avec 871(0) remplacé par {0} = C. Nous avons, comme
dans la section 17, a évaluer

f 3 + Yo — @ube)rt! 3Ha(w) ds dt
= [(1 — g2t To, 5Ho(u) ds dt
+ [ (1 — e ret 54, SHu(u) ds dt.
D’aprés 'inégalité (12) et le fait que 3 est lipschitzienne,
3¢, OHA"w(u) est bornée indépendamment de ¢. Comme ¢

est localement intégrable dans C et que mes (supp d¢.) = 0
avec ¢, la premieére intégrale du dernier membre tend vers
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zéro avec . D’autre part j; [t 2¢,.(¢)[o¢t] |dt dt] est bornée
indépendamment de ¢ et (1 — ¢,)A"dHw(u) tend vers
zéro, pour ¢ fixe, unformément sur X, lorsque ¢ — 0,
la deuxiéme intégrale du dernier membre tend donc vers

zéro avec €. []

CororLrLAIRE 15. — Sotent 8 € Ay(a), J: C" — C™" ['injec-
tion Js = (s, 0), £ un voisinage compact de 371(0), V un
voisinage compact de 0 € GV et X' =X X V. Soient d’autre
part 8 : C+" — R, définte par &(s, t) = 3(s) +|t|] et N
unentier > b(n+n" —1). St f'e X(3';N;Z') etse f=f'J
alors fla]l =f'[a'], ou a' = (a, 0) € A™*".

Il suffit en effet de considérer la composition de n’ injec-
tions de la proposition 14.

Le calcul fonctionnel.

20. Les diverses propriétés de I’application fr— f[a]
étudiées précédemment nous permettent maintenant de cons-
truire un calcul fonctionnel.

TatorEME 16. — St 3 € A(a) et st N est suffisamment
grand (N > 5(2n — 1)), alors Uapplication fr— fla] est
un homomorphisme de Palgébre X(8; N; X) dans A, qui
applique toute fonction de X(3; N; X) égale & 1 au voisinage
de 371(0) sur Uunité de A et toute fonction de X(8; N; X)
égale a la fonction coordonnée s; au voisinage de 871(0) sur
apj=1,...,n

Preuve. — fr— fla] est déja linéaire et bornée. Montrons
qu’elle est multiplicative, c’est-a-dire fg[a] = fla]g[a] pour
tout f, ge X(3; N; Z). Posons

H(s) = f(s)g(s),  h(s, ) =f(s)g(®)

et considérons 'application linéaire L: G* — C2" définie par
L(s) = (s, s). Elle est la composition de Iinjection
J: G > C2" définie par J(s) = (s, 0) et de 'automorphisme
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T de C2* défini par T(s, t) = (s, s + t). Nous avons

HeX(35;N;Z), heX(®;N;T x5
et

AT € X(3"; N; E X V) ou (s, t) = (s) + | 3(s) — 8(f)],
3"(s, )~3()+|8(8+t)—~3()l$ 3(s) + |¢]

car & est lipschitzienne, et ot V est un voisinage compact
de 0 de C". Le choixde N implique Pexistence et ’égalité
de Hla], hT[Ja] et h[ : fgla] = h[(a, a)]. Mais le
méme choix permet d’ ecrlre h[(a a)] = flalg [a] d’apres le
théoréme du produit direct.

Il reste & montrer la derniére partie du théoréme. Soit
o € X(8; N; Z) de classe C*, ¢ =1 au voisinage de 371(0),
nous avons

ola] = (— 1) (n — 1) ! (2i)~" [ Bow(u) ds,
u € ,El(a; 3).

Supposons pour le moment que ¢[a] =1. Nous devons
montrer que (s;¢)[a] = a;. Nous avons

a9[al — (s;)[a]
= (—1)"n —1)! (2m)

d’aprés le lemme 10 (ii). Comme 3¢ du; ... dd; ... du, ds=d=
est continue et & support compact, le dernier membre est nul.

Montrons maintenant que ¢[a] = 1. Nous pouvons sup-
poserque ¢ =1 — (1 — ¢)" ou ¢ est de classe C* sur G~
a support compact, 0 < ¢ <1, et ¢ =1 au voisinage de

3-1(0). Nous avons dgpw(u) = — nd((1 — ¢)u) (cf. sect. 15
pour la notation ), et en posant
g; = (1 — d)u,, j=1,...,n,

nous avons
ola] = (— 1)yn! (2mi)= [ 3(s) ds

On peut prolonger vj() sur CG" en posant ¢js) =0 si
¢(s) =1. On se rameéne ainsi au calcul fonctionnel holo-
morphe de Waelbroeck (cf. [19] ou [8, p. 33-36]) qui exprime
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le fait que ¢[a] = 1, et ceci est possible en vertu de la condi-
tion ( * ) posée dés la partie qui précéde la section 10, car cette
condition signifie que (1 4 |s]2)~"v)(s) et les coeflicients de
(1 4 1s|2)=*+ dp)(s), pour ke N convenable, sont bornés
sur C*. [

21. Lorsque 3 est spectrale réguliére pour a, le théoréme 4
nous permet de réduire 'entier N du théoréme 16.

TrtorimME 17. — Si 8 e€A(a) e¢ N > 3(2n — 1) alors
les conclusions du théoréme 16 sont encore valables.

Notons que ce théoréme, réduit au cas banachique, exprime
un résultat analogue & celui de C. Wrobel [25] et [26] avec le
méme entier N.

22. Dés la partie qui précéde la section 10, nous avons
supposé que A(a) contienne des fonctions 8§ vérifiant la
condition ( x) c’est-a-dire ne décroissant pas trop vite vers
zéro a l'infini et nous n’avons considéré que ces fonctions.
Nous n’utilisons cette condition qu’a la fin de la preuve du
théoréeme 16 pour montrer que f+——fla] «applique I'unité
sur 'unité ». Nous pouvons en fait démontrer un théoréme
un peu plus général.

Tutorime 18. — Soient 3 e Ay(a) (resp. AJa)) ne
périfiant pas nécessairement la condition (*), S une partie
compacte ouverte et fermée de 371(0), = un voisinage compact
de S disjoint de 31 (0)\S et N wun entter > 5(2n — 1)
(resp. > 3(2n — 1)). Sotent d’autre part X(3; N; S; X)
Palgébre X(8; Nj Z) lorsqu’on remplace 371(0) par S et

flas 8] = (— 1)y=1(n — 1) ! (2=i)= [ 3 a(w) ds,

u e, El(a; 8) (resp. ,El(a; 3)). Alors fr+—fla; S] est un
homomorphisme de X(3; N; S; £) dans A, qui applique toute
fonction de X(3; N; S; Z) égale & 1 au voisinage de S sur
un élément idempotent es de A et toute fonction de X(3; N;
S; X) égale a la fonction coordonnée s; au voisinage de S sur
esa; et esa; est un élément régulierde A,j =1, ..., n.
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Applications.

Nous nous proposons de donner ici deux applications de
notre calcul fonctionnel. La régularité de certains éléments du
corollaire 19 est une conséquence immédiate du théoréme 16.
La régularité d’une puissance du poids 3 provient du théo-
reme principal de la thése d’I. Cnop [5] ou [6] et d’une notion
semblable a la H-convexité uniforme.

23. Cororraire 19. — St A(a) contient une fonction
vérifiant la condition ( «) alors les éléments ay, ., a, sont
réguliers.

(C’est une conséquence immédiate du théoréme 16 et de la
remarque suivante: Si A est une b-algébre, B une b-algébre
idempotente et u est un morphisme de b-algébres de B dans A
(c’est-a-dire un homomorphisme qui applique tout borné de B
sur un borné de A), alors uB ¢ A, et u: B — A, est un
morphisme de b-algébres idempotentes (cf. la remarque a la
fin de la section 12.3 de [23] p. 247). Comme X(§; N; Z) est
une algébre de Banach et que les éléments a; appartiennent
4 'image de X(8; N; X) par l'application [+ fla], le
résultat est établ.

24. Soit maintenant a = (ay, ..., a,) € A" (tel que A(a)
contient une fonction vérifiant la condition ( x)). Dans ce
qui suit nous nous proposons de trouver des fonctions 3
telles qu’il existe un entier positif M avec 3™ e A (a) dés que
3 € A(a). Nous dirons qu’une fonction 3: C" - R, vérifie
la condition (W) 5’1l existe un entier m tel que pour tout
e > 0 assez petit on puisse trouver un ouvert pseudoconvexe
U, vérifiant les inclusions

3([0, e™[) ¢ U, ¢ 8]0, ¢])

ou 3Y[0, z]) = {s| 3(s) < &} pour z > 0. Cette condition
a été utilisée par C. Wrobel [25] et [26] qui dit qu'un compact
K de C" est quasi-uniformément H-convexe sila distance 8
a K: 8k(s) = dist (s, K) vérifie la condition (W). Nous
renvoyons le lecteur & [26] pour des exemples de compacts K
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uniformément H-convexes, c’est-a-dire des compacts tels que
dx vérifie la condition (W) avec des inclusions plus fortes

3x*([0, 0<[) = U, ¢ 3%([0, ) pour 0<96<1.

Soit U un ouvert de G", désignons par d la distance au

bord de U: d(s) =dist (s, [ U). J. P. Ferrier [8] et P. Pflug

[14] ont remarqué que la thése d’l. Cnop [5] ou [6] permet
d’améliorer le résultat du type « théoréme de la couronne » de
L. Hérmander [12]:

S1 U est un ouvert pseudoconvexe de G~ alors il existe
un entier positif &' et une constante C > 0 (dépendant
seulement de n etnonde U, et k' = (2n+ 1)/2 [14]lorsque
U est borne) tels que pour tout s ¢ U, il existe des fonctions

Uy, ..., 'u, holomorphes sur U telles que
{z — s, ‘u(z)) =1, ze U
(14) et que
dk'(zﬂsuj(z)l < Ca z € U9 ] = 19

En utilisant la condition (W) et le résultat (14) nous avons
le

CororLLAIRE 20. — Soit 8 € Ay(a), 8 bornée telle que 3(s)
sott minorée a l'infint par un multiple scalaire de |s|=* pour un
keN. Supposons de plus que 8 vérifie la condition (W).
Il existe alors un entter M > 0 ne dépendant que de n, tel que
3™ e Aa).

Preuve. — Nous pouvons supposer que la constante lipschit-
zienne de 3 soit égale & 1. Pour se P; assez proche de
31(0): 3(s) = ¢, désignons par d. la distance au bord de
Iouvert U, de la condition (W). D’apres (14), il existe des
fonctions ‘u,, ..., ‘u, holomorphes sur U, telles que (14)
soit vraie pour d. et U, Posons

‘0; = U X5\ ([o, empp) * Pema) j=1..,n

ou yxg est la fonction caractéristique de I’ensemble E, o,
est la fonction définie par ¢,(z) = n72"¢(z9™!) pour % > 0
et o ¢ est une fonction non négative de classe C* sur C*,

supp ¢ < {|z] < 1},f<p = 1. Les °‘¢; sont holomorphes sur
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371([0, e™/4[) et supp ‘v, = 3'1<[O, E[) Nous avons d’une

4
part d; 2 ™ sur 8“1<[0, %[); donc d’aprés (14)

[*uy(z)] < e sur 31 <[O, ?’Z—m[)

et d’autre part

v,z 0 |
_‘L—( ) = Fuy(z) | = (X5~ (o, emepy * Pempa)(3)| S e~mA+O,
0z, 0z,

Sur supp d'; < 8—1<[%, —3—;;[), 3 ~ ¢, donc

Ioflan = 1)l + 1 [3%9)] [... 87 emmH1+8

et 3Y(s)[°¢;ls» est borné sur EN31(0) ot M=N-+1+F
et o X est un voisinage compact convenable de §-1(0).
De ce qui précéde, nous tirons le résultat suivant: Si 3
vérifie la condition (W) sur un voisinage compact X de
871(0) =S, alors il existe des fonctions ‘v;e X(§; N; Z),
pour se X\S, telles que

<Z — S, sV(Z)) = 1
sur un voisinage de S et que ’ensemble
{3M(s)|v;lsn] s €ZN\S, 1 =1, ..., n}

soit borné dans X(3; N; Z). On étend facilement ce résultat
a tout compact X’ contenant X.

D’aprés notre calcul fonctionnel, f+—— f[a] applique tout
borné de X(3; N; %) surunbornéde A,. Posons ‘¢;[a] = ¢s)
alors <a — s, ¢(s)> =1 sur Z\S et ’ensemble

{3%(s)oy(s) | s € ZN\S, j =1, ..., n}

est borné dans A,. D’aprés le corollaire 19, les éléments
@y, ..., @, sont réguliers, nous pouvons donc trouver des ¢,
telles que <a —s, ¢¥> =1 sur un voisinage V,_ de l'infim
et que {¢s)| se V,} soit borné dans A,. Pour achever la
preuve, 1l suffit de prendre T tel que V_, UZ = C" [
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