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CALCUL FONCTIONNEL
DÉPENDANT DE LA CROISSANCE
DES COEFFICIENTS SPECTRAUX

par NGUYEN thé Hoc

Introduction.

1. Nous étendons le calcul fonctionnel holomorphe à des
fonctions vérifiant une condition plus faible que la condition
d'holomorphie, elle signifie que ïf est petit près du spectre.
Les résultats de cet article constituent la thèse de l'auteur [13].
Les algèbres considérées ici sont des fc-algèbres étudiées par
L. Waelbroeck [19]. Nous ne considérons que le cas des
algèbres commutatives unifères sur le corps C des nombres
complexes.

En gros, un calcul fonctionnel dans une algèbre A est un
moyen de définir la « valeur » d'une fonction d'une variable
en un élément a de A ou d'une fonction de n variables
en un n-tuple (ai, . . . , aj e A", et construire un calcul
fonctionnel dans A réside dans la détermination d'une algèbre
de fonctions et dans la construction d'un homomorphisme
de cette algèbre dans A.

C'est I. M. Gelfand [9] qui a défini le calcul fonctionnel pour
les fonctions holomorphes au voisinage du spectre d'un élé-
ment a d'une algèbre de Banach au moyen de la formule de
Cauchy

f^=^i^f^s-d)~lds

où F est un contour convenable entourant le spectre. Depuis,
le calcul fonctionnel holomorphe de Gelfand a été étendu dans
plusieurs directions par divers auteurs : 1) extension pluridi-

ll
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mensionnelle par G. E. Shilov [16], L. Waelbroeck [18],
R. Arens et A. P. Calderon [3], 2) extension dans des algèbres
plus générales par L. Waelbroeck [19] et 3) extension de
l'algèbre de fonctions de départ par L. Waelbroeck [21] et
C. Wrobel [25] et [26]. Les résultats de Wrobel constituent
les extensions dans le sens de 1) et 3).

Cet article présente une extension du calcul fonctionnel de
Gelfand dans le sens de 1), 2) et 3). Nous construisons, sous
certaines conditions, un calcul fonctionnel en un n-tuple
d'éléments a = (ai, . . ., aj d'une 6-algèbre A. Ce travail
est une extension pluridimensionnelle de [21] et fournit des
résultats identiques à ceux de Wrobel lorsque A se réduit
à une algèbre de Banach. Notons que ce travail a été effectué
indépendamment de celui de Wrobel. Comme nous, Wrobel
s'inspire du calcul fonctionnel holomorphe de Waelbroeck [19].
Sa construction est néanmoins différente de la nôtre, f[a]
est par exemple la limite d'une suite d'intégrales.

2. Rappelons qu'un b-espace (ou espace à bornologie com-
plétante, ou espace bornologique convexe complet) est une

réunion d'espaces de Banach E = L J E^ où 1 est un
iei

ordonné filtrant, où E, £ E^ si i ^ /, l'inclusion étant
continue. Une partie B de E est dite bornée (ou est un
borné de E) si B est contenu dans un certain E, et y est

borné. Une b-algèbre A est un fc-espace A = t_J E^ tel que
ici

pour tout i, j' e I il existe k e I avec E^. E^ c E^ (la
multiplication E ^ E j — ^ E j , est alors bornée, appliquant un
borné de E^ et un borné de Ey sur un borné de E^). Une

fc-algèbre A -===- L J E, est dite iàempotente s'il est possible de
iei

trouver les E, == A^ de telle manière que chaque A^ soit
une algèbre de Banach. Dans une fc-algèbre générale A, un
élément a est dit régulier si a e Ai g A, où Ai est une
algèbre de Banach avec inclusion bornée, appliquant la boule
unité de A^ sur une partie bornée de A. On voit que a est
régulier s'il existe M > 0 tel que û^/M" soit une suite bornée
dans A, ou encore s'il existe M > 0 tel que a — s soit
inversible, l'ensemble {(a — s)~1 \ \s\ > M} étant borné.
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Dans une fc-algèbre A, on démontre que (cf. [22], p. 84-86) :
(i) l'ensemble A^ des éléments réguliers de A est une

sous-algèbre de A,
(iï) Ay. est la réunion des multiples scalaires d'ensembles

bornés idempotents (B.B c B) de A,
(iii) Ap est une fe-sous-algèbre idempotente de A dans le

sens que A^. est une 6-algèbre idempotente A^ = L J A^
j e

où les A.j sont des algèbres de Banach avec l'inclusion A.j -> A
bornée pour tout / e J, une partie étant bornée dans Ay.
si elle est incluse dans un multiple scalaire d'un borné idem-
potent de A.

Le lecteur peut consulter [4], [10] ou [22] pour plus de
détails sur les fc-structures.

3. Les coefficients spectraux d'un yz-tuple d'éléments
a = (ai, . . ., aj d'une algèbre A sont des fonctions Ui, . . ., u^
définies sur une partie de C" à valeurs dans A telles que

n
^ (oj — s^)Uj(s) == 1 sur leur domaine
j'=i

où s = (^i, . . ., s^) e G". Pour alléger l'écriture nous poserons
n

^ (o, — Sj)Uj{s) == <a — s, u{s)Y
j=i

où u = (ui, . . ., uj. Les coefficients spectraux sont l'exten-
sion pluridimensionnelle naturelle de la résolvante

R^) = (a - ̂ )-i.

Le spectre simultané de a, noté spa, est le complémentaire
de l'ensemble des s e C" tels qu'il existe b e A" avec

<a — 5, &> = 1.

La seule considération du spectre simultané limite les
calculs fonctionnels de Shilov, Waelbroeck, Arens et Calderon
à des fonctions holomorphes au voisinage de spa. Dans cet
article, nous posons une définition de spectre de a, faisant
intervenir la croissance des coefficients spectraux. Les pro-
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priétés de ce spectre nous permettront de construire un calcul
fonctionnel qui, dans le cas banachique, s'étend à certaines
fonctions supposées seulement holomorphes à l'intérieur de
spa.

Le spectre.

4. Une fonction 8 : C" —> R^. est dite spectrale pour a
s'il existe des coefficients spectraux u^, . . . , u^ définis sur
P§ == {s e G" | S(s) > 0} tels que la croissance des Uj soit
contrôlée par 8 dans le sens que l'ensemble

Si - Wu,{s) 1 s e Pg, / = 1, .. ., n}

soit borné dans A. L'ensemble des fonctions spectrales
pour a, noté A(a), s'appelle spectre de a. Le spectre A(a)
possède des sous-ensembles importants, ce sont le spectre
lipschitzien Ai^a) des fonctions de A(a) qui sont lipschit-
ziennes et le spectre régulier A^(a). Une fonction 8 spectrale
pour a est dite régulière (est dans A^(a)) si l'ensemble S^
est borné dans A^.

5. Les spectres précédents possèdent des propriétés duales
au spectre de Waelbroeck (cf. [19] et [7]). Les propriétés
principales de ces spectres sont énumérées dans la proposition
suivante :

PROPOSITION 1. — (i) A(a) est un filtre croissant de fonctions
non négatives sur G".

(ii) Si 8 e A (a) alors il existe M > 0 tel que

Us) ^ M ^ + H 2 ) ^ .

(iii) Une fonction 8 : C" -> R+ n'est pas spectrale pour a
s'il existe M > 0 et k e N tels que S(s) ^ M(l + H2)-".
Cette propriété généralise le théorème qui affirme que le spectre
est non vide.

(iv) Toute fonction spectrale régulière pour a est majorée
par une fonction lipschitzienne spectrale régulière pour a.
On dit que A^(a) possède une base lipschitzienne. Cette propriété
est une conséquence de la proposition 2.
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La proposition suivante donne une description assez com-

plète du spectre régulier. Soit A^ == L J A, la fc-sous-algèbre
l € l

idempotente de A (cf. sect. 2), les algèbres de Banach A,
étant munies de normes multiplicatives || .||^. Posons

A^(a) == {8 e A(a) | Si borné dans AJ.

Pour tout i e I, posons

, 8^)=supSrs 11^11.1 ' l a & ^ A ? , <a-s,by=il\ ± ) (U=i J ^ )
== 0 dans le cas contraire.

PROPOSITION 2. — (i) Pour tout i e I, 8^ est lipschitzienne
de constante 1.

(ii) 8,,eA,(a).
(iii) A,(a) == {8 : G" -> R+ ] 8 < M8^, M > 0 dépend de 8}.

(iv) A,(a)=Lk(a).(a) = ̂ J zx^aj
iei

Lissage des coefficients spectraux.

6. Fixons d'abord quelques notations. Soient 8 une fonction
continue non négative sur C", Ui, . . ., u^ des fonctions sur
Pg == [s | 8(s) > 0} à valeurs dans un espace de Banach.
Pour N e N et p e N, supposons que Mi, . . ., u^ soient
de classe C^ posons u = (ui, . . . , u^) et désignons par
E N p ( 8 ; u ) l'ensemble

{8N^I(.)D,u,(.) | ̂  e P,, |î| ^ p, / = 1, . . ., n}

où D^ est l'opérateur de dérivation partielle d'ordre gr,
avec q = (q^ ^ . ., ̂ J eN^Jgr] = ^ + ... + ^n.

Nous nous intéressons particulièrement au spectre lipschit-
zien A^a). Cet intérêt est justifié par le théorème de lissage
suivant :

THÉORÈME 3. — Soit 8 e Ai^a), 8 bornée, alors pour tout
p e N, il existe des coefficients spectraux Ui, . . . , u^ de a
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de classe Cp sur P§ = {s | S (s) > 0} ^fo que la croissance des
Uj et des î)qUj soit contrôlée par 8 dans le sens que V ensemble
^2,p(^5 u) solt borné dans A.

La situation est plus favorable lorsque 8 e A^(a).

THÉORÈME 4. — Si S e A^(a), alors il existe des coefficients
spectraux u^y . . . , u^ de a de classe C°° sur P§ tels que
^i,p(^5 u) solt borné dans Ay., pour tout p e N.

Notons dans le cas régulier que 8 n'a pas besoin d'être
bornée, ni lipschitzienne. D'autre part l'ensemble Sp^,(8; u)
est borné dans A^ pour N = 1 (donc pour N ^ 1 si S
est bornée). Dans le cas général du théorème 3, 3^p(8;u)
est borné dans A pour N = 2 (donc pour N ^ 2, S étant
bornée).

On verra que la condition de Lipschitz est fondamentale
dans le théorème 3. Dans le théorème 4 elle n'est pas essentielle
du fait que A^.(a) admet une base lipschitzienne.

7. Avant de démontrer les théorèmes 3 et 4, nous exposons
d'abord un résultat technique sur les fonctions lipschitziennes.
Il s'agit de la construction d'une partition de l'unité « tempé-
rée )) par rapport à une fonction lipschitzienne dans un certain
sens.

LEMME 5. — Soit 8 : C" -> R+ une fonction lipschitzienne
{de constante 1). Alors il existe un recouvrement ^o ^e PS
formé de cubes ouverts et satisfaisant aux conditions suivantes :

(i) L'intersection de 22" + 1 cubes distincts est vide [on dit
que la dimension de ^o est 22'1 — 1).

(ii) Pour 0 < (JL < 1/2 et 1 < p < 3/2, on peut trouver
^o de dimension 22" — 1 tel que

(i _ -^8(c(V)) ^ ï-^n r(V) ^ 28(c(V)) V e ̂
\ ^P/ ^L

si r(V) désigne le côté de V et c(V) le centre de V.

Ce lemme généralise un théorème de H. Whitney [24] que
l'on peut trouver dans E. M. Stein [17, p. 16]. Une autre



CALCUL FONCTIONNEL DES COEFFICIENTS SPECTRAUX 175

formulation de ce lemme se trouve dans la thèse de B. André
[2, p. 10] où la dimension est 4402" — 1. L. Waelboeck [20]
a aussi construit un recouvrement de ce type tel que la dimen-
sion du recouvrement soit exactement 2/z. Dans les applica-
tions, nous n'utiliserons que le fait que la dimension de ^o
est finie.

Le lemme précédent nous permettra de construire une
partition de l'unité convenable pour le lissage des coefficients
spectraux dans le cas banachique. Dans le cas d'une fc-algèbre,
nous utiliserons une technique analogue à celle du lemme
fondamental de Waelbroeck [19] nécessitant une suite de
recouvrements de P§ de finesse décroissant vers zéro (la
finesse d'un recouvrement est le suprémum des diamètres de
ses éléments).

LEMME 6. — Soit 8 : C'1 -> R+ une fonction lipschitzienne
(de constante 1). Alors il existe un M > 0 et une suite de
recouvrements ^ de P§, k = 1, 2, 3, . . ., formés de cubes
ouverts V tels que :

(i) dim ̂  = 2271 — 1 pour tout /c,
(ii) finesse de ^ ^ IVO"^ pour tout k,
(iii) r(V) ^ M8(c(V)) pour tout V e ̂  et pour tout /c.

(Rappelons que r(V) est le côté du cube V et que cÇV) est
son centre.)

Comme conséquence des lemmes 5 et 6, nous avons la
proposition suivante :

PROPOSITION 7. — Soient 8 et ^ la fonction et les recou-
vrements des lemmes 5 et 6, k e N, alors pour chaque k, il
existe une partition de Vunùé de classe C00 subordonnée à ^ :

S Pv(^)=l ^ e P g
ve^,

telle que 0 ^ Pv ^ 1 et que

S |D^v(5)| ^ M max (8-M(5), 2^1)
ve^

pour toute dérivée partielle Dç, q = {q^ . . ., q^) e N2",
lî l == ?i + "• + ?2n? pour un M > 0 indépendant de k.
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8. Preuve du théorème 3. — Soient u^, . . ., u^ des coefficients
spectraux de a sur P§ tels que l'ensemble

{8(5)u/5)| s e Ps, /= 1, . . . , n}

soit borné dans A. Pour /c = 1, 2, 3, . . ., soit ^ (3v la
V6^

partition de l'unité construite dans la proposition 7. Posons
d'abord, pour /' = 1, . . ., M,

^)- 2 M^(V)).
V€^4

Rappelons que c(V) désigne le centre de V. De

<a - c(V), u(c(V))> = 1

nous tirons <a — 5, ^'(5)> + ^'(^ = 1 pour 5 e P§, avec

^'(^) = S M^ - ^(V). ^(V))>.
ve^

Posons ensuite

^) = ̂ )[1 + ^'(^) + • • • + ^'p-1^)]
et

^{s) = ̂ P{s),

alors <a — s, ^{^Y + /cw(5) == l- Posons enfin
00

^) == S [/c+l^(^)/cW(5) — ^j(s)k+l^W + i^.(5)
/c=l

alors <a — 5, ^(^)> = 1, 5 e P§.
Il suffit de montrer que l'ensemble 82+^^s)D^j(s') pour

5 e P§, |ç| ^ p, j' == 1, . . ., n est borné dans A. Par définition
de la partition de l'unité ^ Pv et des fonctions ^'j et ^w',
les ensembles ve^

{8(^)^) | s e Pg, / = 1, . . ., n, k = 1, 2, 3, . . .}
{8(^)(8-^) y 2/>-)^'(5) | 5 e Pg, /c = 1, 2, 3, . ..}
{8(^)(8l^^) A 2-^1)0^) [ ^ e Pg,

/ = = 1 , . . . , n , /c= 1,2,3, . . .}
{8^)(8l^l-i^) A 2-^l-l))D^) | ̂  G Pg, k = 1, 2, 3, . . .}

sont bornés dans A, pour \q\ ^ 1, avec f A g = min (/', g)
e^ f ^ S = max (/*, g). On utilise la formule de Leibniz pour
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la dernière estimation. En utilisant la formule, pour m entier
positif

^•••^J^TT^1^---1^
où ,p, ..., pe-N^ et où q\ == q,l ... ^J, nous voyons
que les ensembles

{^(s)(S-^(s) y 2^1))^"^) | , e Ps, /c = 1, 2, 3, ... }
pour w S? |y| et

{^(S-^s) A 2t-('»-m))D^"»(,) | , e pg^ = 1,3, 3, . . . }

pour m < |ç|, sont bornés dans A, de sorte que l'ensemble

{^(s)(^(s) A 2-"d^))D^) 1 , e Ps,
/'== 1, . . . , n, k= 1, 2, 3, . . .}

pour \q\ > 1, soit borné dans A. En utilisant la formule de
Leibniz et les estimations précédentes, nous voyons enfin aue
1 ensemble *

{2l-8^•(,)D^p,(^^)] | , e PS.
/'= 1, ..., n, k= 1, 2,3, ...}

est borné dans A, donc 3^p(S; (.) est borné dans A. D

9. Pour établir le théorème 4, nous aurons besoin du lemme
suivant :

LEMME 8. — Soit 8.̂  la fonction lipschitzienne définie par
(1) (et. sect. 5), alors pour tout s e Pg, ^ et pour tout e
U < s < 1/2, û existe y., 0 < y. < 1/2 tel que sur la boule
de centre s de rayon y.S^(s), il existe des coefficients spectraux
MI, . . ., u, de a de classe C", à valeurs dans A., tels que

n

(2) ^ 11" '̂)||. < [(1 - s)8,^)]-1 < [(1 - 2e)8,^')]-i
et

(3) ||D,u/5')||. < (?![(1 - e)S,^)]-lîl-i
<?![(! - 2e)8,,(s')]-lîl-i
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Preuve. — Soit 0 < e' < 1, pour tout s e Pg. , il existe
b e A? tel que <a — 5, fc> == 1 et

(l-e')S^) ^ fi ||&^T1 ^ 8,^).
Lj=i J

Soit 0 < e" ^ 1 — s', si te G" est tel que

M-rii^T2 ^ (i-^8^),
Lj=i J

alors 1 — ^tjbj est inversible. Posons s' == s 4- t et

u '̂) = &,(! - S^)-i,

alors <a — s\ u(5')> == 1. D'après le choix de b et de ^,
nous avons

(4) 8,̂ ') ^ fs iiu '̂)ii,y1 > f| n îi.y1 - i(i
^ (i - ̂ ')(i - ̂ )U^

La fonction 8^ ^ étant lipschitzienne de constante 1, d'après
le choix de (, nous avons

(5) [1 - (1 - ̂ ]U^) ^ 8,^') ^ [1 + (1 - ̂ )^]8,^).

De (4) et (5) nous tirons (2), avec e = (1 — s')s" + e',
^=(1-^.

Soit maintenant q = (^i, . . ., Çan) e N2'1, nous avons

" °° m î
IID^ )̂!!̂  ||M.nil^ll^1^ 5 . , i^-^)^'

J=l m=|î| ̂  — |?1 ; •

(v|| /. il \19l+i
^?'. î'™) ^^.[(l-^,,^)]-1"-1

< î![(l-2£)8,^')]-l?l-l• 0

Preuve du théorème 4. — Soit 8 e A^.(a), d'après la propo-
sition 2, il existe un M > 0 et un 8^ ^ tels que 8 ^ M8^.'
Il suffit de montrer qu'il existe des coefficients spectraux
Ui, . . . , u^ de a de classe C°° sur Pg. ^ === {8^(^) > 0}
tels que l'ensemble

Si,p(8,.; u) = {8^'(.)D,u/,) | s e Ps,^, Ici < p, 1 < /• < n}

soit borné dans l'algèbre de Banach A^ (cf. sect. 5)
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Posons Uj{s) = ^ ^{s)uyj{s) où S(By est la partition
^ ve^lo

de l'unité construite dans la proposition 7, où Uy , sont des
fonctions de classe C00 vérifiant les conditions du lemme 8
sur le cube V (les points s e P^ ^ du lemme 8 étant remplacés
par les centres des cubes V) et ceci est possible si nous prenons
le même [L dans les lemmes 5 et 8. Alors les u, sont des
coefficients spectraux de a de classe C00 sur P§. à valeurs
dans A^. D'après la formule de Leibniz et la construction
des pv? l'ensemble S^ p(8, ^ ; u) est borné dans A, pour tout
p e N . D

Une formule intégrale.

Soit A une fc-algèbre. Dans le reste de cet article, sauf
mention explicite du contraire, nous ne considérons que des
systèmes a = (ai, . . ., aj G A" tels que A(a) contienne des
fonctions qui ne décroissent pas trop vite vers zéro à l'infini
dans le sens qu'il existe C > 0 et k e N tels que

8(s) ^ CH-^

au voisinage de l'infini ( ^ ) et nous ne considérerons que des
8 e A (a) qui vérifient la condition ( ^ ).

10. Soient 8 une fonction lipschitzienne spectrale pour a,
N un entier positif, S un voisinage compact de

S-i(O) = {s\ S(s) =0}.

Nous désignons par X(8; N; S) l'ensemble des fonctions f
continues sur C71, à support dans S, telles que ô/* soit
continue, soit nulle sur S'^O) et que

]|/1|^ = sup |/^)| + sup 2 ô/> (s) 8-^s) < + oo.
5€C" sep$ j=i ôsj

Alors X(8; N; S) est une algèbre de Banach (non unifère)
à une équivalence de norme près.

Pour simplifier l'écriture, nous omettrons le signe A du
produit extérieur, nous poserons

ds ds == ds^ . . . ds^ ds^ . . . ds^
== dSi A • • • A ds^ A ds^ A • • • A ds^.
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Nous orientons l'espace C71 de telle manière que pour tout
domaine D de C" nous ayons (27u)~71 \ ds ds > 0. Si
MI, . . ., u^ sont des fonctions de classe C1 sur un ouvert de
G" à valeurs dans un espace de Banach, nous écrivons

ÔUi . . . ~Sûj . . . ôl̂  = ÔUi . . . ÔU^_i ôl̂ +i . . . ÔU^

et nous poserons
n

co(u) = S (— l)7'"1^ oui . . . ïûj . . . ô^.
7=1

Nous désignerons par 2^(0 ; 8) l'ensemble des yi-tuples
u = (ui, . . ., u^) de coefficients spectraux de a de classe C1

sur Pg == {s | 8(5) > 0} tels que l'ensemble 331(8; u) (cf.
sect. 6) soit borné dans A.

Pour N assez grand, fe X(8; N; S) et uegE^a; 8)
(non vide d'après le théorème 3 lorsqu'on modifie 8 au
voisinage de l'infini pour qu'elle y soit bornée), nous poserons

(6) /Ta; u] - (- 1)-^ {rt——^ f ^M^)) d^
(27U) Jp^

Alors l'intégrale (6) est non seulement convergente mais
indépendante de u e gE^a; 8). De façon plus précise, nous
avons la

PROPOSITION 9. — Si N ^ 5(n — 1) et si u, ^ e gE^a; 8),
les intégrales /*[a; u] et f[a^ ^] existent et sont égales.

11. Étudions d'abord quelques propriétés de co(u) avant
d'établir cette proposition.

LEMME 10. — Si u, ^ e gE^a; 8), alors
(i) œ(u) est ^-fermée : ôœ(u) == 0.
(ii) {aj — Sj)cù{u) est ï-exacte^ pour j ' = 1, . .., n :

{âj — Sj)u{u) = (— l)-7'"1 Ôl̂  . . . èûj . . . ÔU^.

(iii) (X)(P) — (ù[u) est ^-exacte, il existe cr(^; u) tel que

<o(^) — co(u) == ôcr(^; u)

fo^ dérivations extérieures ôco(u) ^ ô(y(^; u) ^a/^ prises au
sens des distributions.
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Preuve. — (i) II est_ facile à voir que œ(u) est n-linéaire
alternée et que n~1 ôœ(u) = oui . . . ou, == ô(u). De

<a — 5, u> == 1,
nous tirons

n~1 ôco(u)
n

= S ^ ô^! . . . ÔU,_i ô[(o, — 5^] ô .̂+i . . . OU,

n

= S ^ ô^ . . . ô^_i ô ri - S (a, - 5,)uJ ôu^ . . . ou,
J-l L k^j J

7l

= — S ^ 5 (^ — ^) oui... ô^_i 0^ ôuy+i ... ôî  == o.
(ii) Nous avons

(o^ — ^)œ(u) = (0(^1, . . ., (a, — 5^) .̂, . . ., uj
= œ/Ui, . . ., 1 - S (^ - ̂ )u,, . . ., u,\

V _ ^ _ /
= (— l)7-1 ÔMi . . . OU, . . . OU,

— 2^ (^/c — <s?/cM^i, ..., ^/c, ..., ̂ , ..., uj
=(- 1)^0^ . . . Ô^ . . . Ô^.

(iii) Considérons le cas particulier suivant

Ui = Ui + (02 — 52)00, U? == Ug — (ai —- ^)a
H/ = ^5 / == 3, . . . , M

où a : P§ -> E est de classe C1, E étant un espace de Banach
E c A avec l'inclusion bornée. Nous avons <a —- 5, U> === 1
sur P§ et

œ(U) -_œ(u)
== O)(MI + (02 — 52)00, U2 — (ai — 5i)a, U3, . . ., uj -- co(u)
=== œ(a, (ai — 5i)ui + (02 — s^)u^ u^ . . ., uj< '1 \ -
= a, 1 — ^ (^ - ̂ )^-, ^3, . . ., ^n) — Ôâ(U; U)

•/ — 3 /

avec (T(U; u) == — ocôi^ . . . ou,. Ce qui démontre (iii) dans
ce cas particulier. Soient maintenant u, v e 2El(a; 8), on a

(7)
n

p, — u, = <a — s, u>p, — <a — 5, p>u^ = S (^ — Sft)a»
fc=i
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où a^ = u^j — ^h^j (donc a^. == — a^., a^. == 0) (ces
égalités correspondent à l'unicité de la résolvante dans le cas
unidimensionnel). Le cas général se déduit donc du cas parti-
culier précédent. D

Le lemme suivant contrôle la croissance de la forme o(^; u).
Fixons d'abord une notation. Une forme différentielle (JL
de type (0, q) est de la forme

^ == S . ^ - j, ds^ . . . ds^ = S ̂  dsj^.
J i < • • • <Jq 3q

LEMME 11. — 5i u, v e 2El(a; 8), si N = 5(n — 1) et si
2 est un voisinage compact de S'^O), les ensembles

{s^^^j^);^.))!^^^-!^)}
et

{^(s} (Ô(T)^(^) ; u{s)) | s e S\8-i(0)}

5on^ bornés dans A.

Preuve. — Comme u, ^ G gE^a; 8), S2^)^), S2^)^) et
les coefficients des formes S3^) ôu^), 83(5) ô^.(5) sont bornés
sur SVS-^O), / == 1, . . . , n. D'autre part cr(^; u) est la
somme de n(n — 1)/2 formes différentielles CT^(U) :

^,(U) = ± a^ ôUi . . . ÔÛ^ . . . OÙ, . . . ôU,

où U^(s), pour m = 1, . . . , n, a la forme

U,(^-u,(5)+ S (^-^^(^)
iei.«

où î,n est un sous-ensemble de {1, . . . , n} et où les
^5 alm sont les coefficients des égalités spectrales (7).
De sorte que S^^U^), S^{s)(x.^{s) et les coefficients
des formes S5^) ôU^), 85(5) ôa^(5), pour i e 1 ,̂ et
m = 1, . . ., n, soient bornés sur SN^S-^O). D'où le lemme,
avec N == 5 + 5(n - 2) = 5(n - 1). D

12. Preuve de la proposition 9. — L'intégrale /*[a; u]
converge car S^ ô/* est bornée et à support dans S et
S3"-1^^) est bornée dans SVS-^O). Il en est de même de
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f[a\ ^]. Soit e > 0 assez petit pour que

8-i(0), == {5 | dist {s, 8-i(0)) < e} c: s
et soit

9, € C^C"), 0 ^ 9 , ^ 1
. <pg == 1 au voisinage de 8-1(0)

(8) « supp 9, c= 8-1(0), et
n

II M II. = sup S |ô<P^)/ô«,| < Ce-1 pour un C > 0
\ sec" /=i

Pour simplifier l'écriture, nous posons

K, = (- ly-^n - 1) ! (27ti)-".
Nous avons

f[a; u] = K^fUf^Çu) ds + K,J'&(/'(1 - y,))û)(u) .̂

D'après le lemme 10 (i), w{u) est ô-fermée, donc

^(l - ys))"(u) ds = d[f{l - 9,)û)(u) ds].

La dernière forme est continue et à support compact, d'après
la formule de Stokes, son intégrale est nulle et

f[a; u] = K,Jô(/-y,)(o(u)^,
par suite

/"[a; p] — f[a; u] = K,J'ô(/'(p,) ô(r(p; u) ds

= K^y, ô/-ô<i(p; u) ̂  + K,ff^^a(v; u) ds

où <r(P; u) est donnée dans le lemme 10 (iii). La forme /•ôy, Ô<T
est continue et à support compact, la forme bfùa est bornée
d'après le lemme 11 et le choix de N. Comme

mes (supp y^S-^O))

converge vers zéro avec s, il en est de même de f<f>ftfEa ds
D'autre part, par Stokes, J

J/-ÔCP, ÔCT ds = (- l)^fd[f^a ds] + (- l)'^fl5f^a ds
= (- l)"-1 Cïf^,a ds.

t/

Comme S est lipschitzienne et que )| |&<pJ ||̂  < Ce-1, nous
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voyons que J^ô^a ds tend vers zéro avec s, car ô/'ôy^
est bornée indépendamment de e et que supp ô<pg c supp <pg.
Par suite /*[a; u] == /"[a; p]. D

Produit direct.

13. Le théorème suivant formule des conditions pour
lesquelles l'application f\—^f[a',u] se comporte bien pour
les produits directs.

THÉORÈME 12 (du produit direct). — Soient
a = (ai, . . ., aj e A-, b = (b^ . . ., 6J G A71',

c = (a, &), S e AL(O) ^ S' e A^fc). Soient d'autre part

ue^E^a; 8), ^e^E1^; 8'),

N un entier ^ 3n — 1, N' un entier ^ 3n' — 1, X la fonction
définie par \{s, s ' ) = ̂ {s){8^s) + S'P(5'))-i ^ w(u, (1 ̂  x)^)
a^c Ma ^ N + 1, a ^ 2, n'p ^ N' + 1, P ^ 2. 5o^ ^/IM

/Q^ (M un entier ^ N + (N7 + l)^-!
^ J (M' im e^ier ^ N' + (N 4- l)Fa-i

2 un voisinage compact de S-^O), S' un voisinage compact de
S'-^O),^^;]^;^)^^^';]^';^') ^

^^^-/•^g^^^^^)^'),
alors

(10) / -®g[c ;w]
— f_ i\n+n'-i {n-}- n' — 1}\ r ̂  - ,
— \ -̂  ———/2^^n+,.——— J &A(ù(w) ̂  rfs'

existe et est égale à

(11) f[a; u]g[b; p]
- f 1 ^+"' (» - 1) '(^ - 1) ! /l,-.-/ . , r- -, , , ,
— (— ' ——— { ÎT t iY^ '—— j ̂ ^ ds } ô^(ù(p) ds

le domaine d'intégration de (10) étant 2 X .S'̂ -^O) X S'-^O)
e( ^es domaines d'intégration de (11) étonf respectivement SV^-^O)
^ S'NS'-^O).

14. Les sections 15, 16 et 17 sont consacrées à la démons-
tration de ce théorème. Expliquons d'abord quelques nota-
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tions. Nous pouvons supposer 8 et 8' de classe C°° sur P§
et PS. respectivement, 8P+1 et 8'p+l de classe C? sur G"
et G"' respectivement, pour p e N. Ces restrictions ne
nuisent pas à la généralité car si 8 : C^ -> R+ est lipschit-
zienne, alors il existe y ^ S (c'est-à-dire tel que e8 ^ y ^ M8)
de classe C°° sur P§ tel que ^p+l soit de classe ^ sur C71

(cf [19, p. 47], [7, p. 14] ou [8, p. 6] qui exprime ce résultat
pour 8 bornée, mais le cas général est facile à démontrer).
La fonction X est alors de classe C1 sur

C71 x C^-^O) X 8/-1(0), 0 ^ X ^ 1, X(5, 5') =0

si et seulement si s e 8~1(0) et À(5, s ' ) = 1 si et seulement si
s ' e 8'-1(0). D'autre part w est un (n 4- n')-tuple de fonc-
tions :

w/z) == \{z)Uj(s), j = = 1 , . . ., n
w^{z) = (1 - HZ)W), k = 1, . . ., n\

Nous avons <c — z, w(^)> = 1 sur C" X C^-^O) X 8'-1(0)
avec z == (^, 5').

15. Calcul de œ(w). — Nous avons

co(w) = œ(X^, (1 — X)^)
== œ(XM) &((! — X)^) + (— 1)" ô(Xu)<o((l — X)^)

où ô(u) == oui . . . ô^ et où Xu === (Xui, . .., XuJ, d'autre
part

œ(Xu)
n ^̂ .̂ ^

== ^ (— l)^1^?^/^ oui + Mi ôX) . . . ô(Xi^) . . . (Âôu^ + u^ ôX)
•̂̂ l. __ _

= X^u) + \n-l ÔXa(u) = X^u)

car
n r j - i _ _ _ _ _

^(^) ̂  S (— l)^"1^ S (— l)^^ oui . . . ou, . . . ô^ . . . ô^
7=1 L/c=l

+ ^ (— 1)"^ ou, ... ôu^ ... ou, ... ôuj

- s [(- Ï^^ (- ly-'^1]^^ ̂
./</€

l^j^n-1
2^/c^n

. . . ÔUy . . . OU, . . . ÔU,J == 0
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et
b(Xu) = \ô(u) + X"-1 ÔXû>(u) = X"-1 ÔXœ(u),

car ô(u) = 0 d'après le lemme 10 (i). Par suite

co(w) = ̂ (^(l — X)^-1 ô(l - X)œ(p)
^+ (-^l)^-1 ôXo)(u)(l - X)^)

= (- l)^- !̂ — X)71'-1 ÔXœ(u)œ(P).

16. Existence de f ® g[c\ w]. — Dans le reste de cet
article, la notation ^ se lit « est majoré par un multiple
scalaire de ». Nous avons

|ôX(^ ^)/ô^| ^ 8^{s) S'P^S^) + S'P(^))-2 / = 1, . . . ,^
|ôX(5, ^)/ô^| ^ 8^) 8'P-l(^)(8a(5) + 8'1^'))-2 /c = 1, . . ., n\

Posons ôA(5, 5')œ(w(5, 5')) == ^(5, 5') ̂  d s ' , alors

(i(^ 5') - 0([( S 1^)/^1) 8^) + ( S 1^')W) S'^)1
ga^.D+a l̂.N^^ g^-D+P-l-N^^

x (8^5) + 8 / P ( 5 ' ) ) ^ + n ' )

où N et N' vérifient les conditions d'existence de f[a', u]
et g[&; ç>] respectivement, à savoir N ^ 3n — 1 et
N7 ^ STZ' — 1. Nous avons utilisé la notation suivante : si
(A : X -> A, v : X —»• R+ nous posons (JL == 0(v) s'il existe un
borné B de A et p : X -> B tels que ^{x) = ̂ {x)ç>{x) pour
x e X. De l'inégalité

(12) x^ ^ {x + y)^^, a; ^ 0, î / ^ 0 , Ç ^ 0, TÎ ^ 0

et du fait que 8-^ ô/* et 8'-^ ôg sont bornés, nous tirons

San-N+M^ ^/pn-N'-l^) ^ ^s01^) + 8'P(5/))rl+n'

et
San-N-1^) §,pn-N'+M^) ^ (ga^) _)_ S'P(^))n+n^

ce qui montre que (1(5, s') est borné et A[c; w] existe.

17. Démonstration de l'égalité

/>® g[c; w] ^^a; u]g[ô; ^].



CALCUL FONCTIONNEL DES COEFFICIENTS SPECTRAUX 187

Nous avons, par Fubini

h[c; w] - f[a; u}g[b; p] = Kf{ùh ôP - ùfùg)^u)^) ds ds'

où K == (- l^KA,, où K^ = (- l)'»-i(m - 1) ! (2^,)-"
pour m entier positif et où P est un polynôme en X,
P = À"Q(X), Q(X) étant un polynôme en X :

p _ ( n + ^ - D !
(n - 1) ! (n' - 1) ! À

rv (- IV -^_(^-1)' ^-j
L À 1 / ( " ' - 7 -1 ) ! / ' ( ^^4 - / • ) À J '

P est une primitive de

&P = (n + n' - 1) ! ((n - 1) ! („' _ 1) !)-ix"-i(l - ̂ '-i ÔÀ.

Soient <p,(s) définie par (8) et ^(s') définie sur C"'
de la même manière, c'est-à-dire ^ est une fonction plateau
de classe C" qui décroît vers la fonction caractéristique de
S'-^O), pour e -> 0. Posons

0^, s') = y,^) + ̂ ,(s') — <f>,(s)^,(s')
et

©^, s ' ) = (1 - y^))(l - ̂ ')),
alors

^s + ©e = 1 et supp 0, <= S-^O)^ X S'-^O^.
Nous avons

(&A ôP - &/• &g)<.)(u)cù(p) = ô(g ùf - P ôA)o>(u)ù>(p)

= ô{(o< + ©E)(g &/'- P ôÀ)<ù(M)^)}
car <d(u) et (ù(p) sont o-fermées. Comme

^^(g ô/' - P ôA)<,)(u)û)(p) ds ds']
est continue et à support compact, son intégrale est nulle,
d'après Stokes. Ainsi
h[c; w] —f[a; u}g[b; p]

= Kj'ô(0,(g ô/- - P &/»)) (,)(u)(o(^) ds ds'
= Kj'0,(ôg ô/' - ôP •SK) û)(u)tù(p) ̂  ds'

+ Kj'od^gô/'- P ôA) û)(w)(ù(p) rfs '̂
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Comme O^ôg ô/* — ôP ïh) co(u)œ(^) ds ds' est bornée et que
la mesure de son support tend vers zéro avec s, la première
intégrale du dernier membre tend vers zéro avec s. Nous
avons à évaluer

f ô0,(g ïf - Pô (/g))œ(u)(o(^) ds ds'

= f (1 - ç,)(l - P)g ô^ ô/^u)^) ̂  ds'
- f (1 - ^)P/*Ô9, ôg (o(u)œ(P) ̂  ̂ '.

Les intégrales du dernier membre tendent vers zéro avec e
si les intégrandes sont bornées indépendamment de s, car
les mesures de leurs supports tendent vers zéro avec s.

17.1. — Estimation de P ôcpg ïg <o(u)co(p).
8 étant lipschitzienne, nous avons |ô9g(5)| ^ (8(s))~1 et

en posant

09, {s}P(s, s ' ) ïg (5>(u(5))œ(^')) = ^{s, s ' ) ds ds1

nous avons

^^')=o((Ç|ôg(.')/ô^| )§-(.)
(S^) + S'P^'))-" S-^-1^) S'-^'^'))-

Comme S'-^^^') ôg(5') est bornée, pour que [L^S, s ' ) soit
borné il suffit que S0171-^-1^) 8^-^(5') ^ (S01^) + S'^^'))" et
d'après l'inégalité (12) il suffit que

(an — N — l)a-1 + (M' — N')[3-1 > n.

C'est précisément une des inégalités (9).

17.2. — Estimation de (1 — P) ô^g bfu(u)^).
Le polynôme 1 — P est de la forme (1 — X^'RM où R

est un polynôme en X. Plus précisément, par un raisonnement
de récurrence, on peut montrer que

1 - P = (1 - ̂ nl PS (n' + / - 1) ! ((^' - 1) ! / î)-1^]-
U==o J

En posant

(1 — P) ô^ ô/'œ(u)ù)(^) = v,(5, 5') ds ds'
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nous avons

v,(^, s') = 0 (/ S W«)/^| ) 8'P"'(s')

(8^) + 8'P(5'))-"' S-^s) S'-^'-^s'))-

Un raisonnement analogue à celui de 17.1 montre que v,(s, s ' )
est borné (indépendamment de s), n

Invariance par rapport aux applications linéaires.

Dans cette partie, nous étudions l'invariance de f[a] par
rapport à certaines applications linéaires.

18. Invariance par rapport aux automorphismes.
Soient T un automorphisme de C", T-1 son inverse T*

la transposée de T-1, 8 e Ai/a), S un voisinage compact de
8 1(0), N un entier positif et fe X (S; N; 2). Posons

s={s,, ...,,„), T.=.'=(^, ...,^),
Ta=a'=(a,, ...,<)

avec
n n

^ - S T ,̂, a;. = S T^a,, / = 1, . . ̂ n
^=1 /c=i

(T^) étant la matrice associée à T. Posons ensuite 8' = 8T-1

? rx :̂ r^'j "•alor' 8'(•') = 8(t)- f(•') = w rt

PROPOSITION 13. - Si N > 5(n - 1), alors f[a] =f'[a'}.

Preuve. — Soit uëgE^a; 8), posons M;. = T*u.T-1,
/ == 1, . . ., n, alors u'j : Pg, ̂  A,

<a' - 5', u'(s')> = <T(a - <), T-u(^)> = <a - ̂  u(s)>
et

8'̂ )u;.(.') = Us) S T .̂u,(5)
A=l

ce qui montre que u' e ̂ (a'; 8'). D'après la proposition 9,
il suffit de montrer que f[a ; u] = f [a' ; u' ]. Pour le démontrer,
il suffit d'utiliser les intégrales qui rapprochent f[a; u] et
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f'[a' ; u'] connue dans la preuve de la proposition 9 et de faire
un changement de variables. Q

19. Invariance par rapport aux injections.
Désignons par s = (^, . . ., s^) l'application identique de

C^ par 5' == (5, t) celle de C^1 et par J s = (s, 0) l'injec-
tion J : G71 -^ C^1. Posons ensuite a' = Ja = (a, 0) e A^.

PROPOSITION 14. — (i) Si 8' e^ définie sur Cl"+1 par
S'(^') = S (s) + |(|, a^c 8 e A^a), afor^ 8' e A^a').

(ii) Inversement si 8// e A^a') et^i 8 == 8"J, alors 8 e Ai^a).
(iii) Soient S im voisinage compact de 8"-1(0), V un voisi-

nage compact de 0 dans C, S' == S X V e( N im entier
^ 5n. Si f e X ( 8 ' ; N; S') ^ / '=fJ afor^ /'G X(8; N; S)
^ ^M-f^'].

Preuve. — (i) Soient Ui, . . . , u^ les coefficients spectraux
de a sur P§ tels que l'ensemble

{8(5)u,(5)| s e P ^ j ' = 1, . . . , n}

soit borné dans A. Posons

X(V) == 8^5) (8a(5) +M01)-1, a entier ^ 1
(13) ^') = À(^)u,(^), /=! , . . . , n

^(.') = - (1 - X(.'))ri

alors <a' — 5', w> == X<a — 5, u> + (1 — '^)t.t~1 = 1 sur P§,
et on vérifie aisément que l'ensemble

{8'(5>,(^) | s- e Pg,, /=!, . . . , ^ + 1 }

est borné dans A, donc 8' e A(a') et il est clair que 8' est
lipschitzienne.

(ii) est évident.
(iii) Soient u e gE^a; 8), X et w définies par (13) avec

a ^ 3. On peut, comme dans la section 14 supposer que 8
soit de classe C°° sur P§, 8^+1 de classe Cp sur 0% alors X
est de classe C1 sur P§,. On vérifie aisément que l'ensemble
{S'2+l?i(^')D^q^(5')^ çgt borné sur tout sous-ensemble borné
de P^, A- = 1, . . ., n + 1, y e N2^1), 0 < \q\ ^ 1. D'après
la proposition 9, il suffit de montrer que f[a'y u] ==/''[^'; w].



CALCUL FONCTIONNEL DES COEFFICIENTS SPECTRAUX 191

Soit g{t) une fonction de classe C°° sur C, 0 ^ g ^ 1,
g = 1 sur un voisinage de 0 de C et supp g c V. Posons
B(s, t) =f{s, t)—f(s)g(t), alors /g et H e X(8'; N; S').
Nous avons, d'après le théorème du produit direct

r [a' ; w} = K,^ /ô(H + /g)œH as ai
= K,+i J'ôHû)(w) ds dt + f[a9, u]g[0].

Comme g[0] = 1, il suffit de montrer que

rôHœ(w) ds dt •-== 0.

Nous avons d'une part œ(w) = (— l^-ix"-1 ÔÀco(u)^~1 et
d'autre part t-1 ôH == ô(H.r1) — Hô(r1), donc

(— iY-1 fôHœ(w) ds dt = f^Hr1)^71-1 ÔXœ(u) ds cfa
— rHx71-1 ô(r1) ôXœ(u) ̂  ̂ .

Remarquons que ô^-1)^ est égale à un multiple scalaire de
la mesure de Dirac (cf. [15] formule (II, 3; 28), p. 49) et que
pour s ^ S'^O) fixe, HX71-1 ôXco(u) est continue par rapport
à t, nulle pour t = 0, c'est-à-dire sur le support de la
mesure de Dirac, par suite f Hô((-1)}^-1 ôX(x>(u) ds dt = 0.
Nous avons donc à calculer

fô(Hr1) ôco(Àu) ds dt = r^Hr^c^Xu) ds dt]
au signe près car ôco(Àu) = À""1 ÔÂco(u). Soient <pg la fonction
plateau définie par (8) et ^£'(^ définie de la même manière
avec S'^O) remplacé par {0} <= C. Nous avons, comme
dans la section 17, à évaluer

rô((pç + ̂  — <p£^)^~1 ôHœ(^) ds dt
= f (1 — ^X^-1 ôye ôHû)(u) ds dt

+ f (1 — 9£)X"r1 ô^,, ôHœ(u) ds dt.

D'après l'inégalité (12) et le fait que 8 est lipschitzienne,
ô(pg ôHx^u) est bornée indépendamment de s. Comme t~1

est localement intégrable dans C et que mes (supp ô<pg) -> 0
avec s, la première intégrale du dernier membre tend vers
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zéro avec s. D'autre part jc\t~1 ^ ^a ' ( t ) l ^ t \ \dt dt\ est bornée
indépendamment de £' et (1 — Çe)^ ôH<o(u) tend vers
zéro, pour s fixe, uniformément sur S, lorsque t —^ 0,
la deuxième intégrale du dernier membre tend donc vers
zéro avec s'. D

COROLLAIRE 15. — Soient 8 e A^a), J : G" -> €!"+"' Uinjec'
tion J s = (s, 0), S un voisinage compact de S'^O), V un
voisinage compact de 0 e C^ e< S' == 2 X V. Soient d'autre
part 8' : C^ -> R+ définie par 8'(^, ^) = S{s) + \t\ et N
un entier > 5(n + n ' — 1). 5^ f e X(8'; N; S') etsif==f3
alors f[a] = f[a'], où a' = (a, 0) e A^'.

Il suffit en effet de considérer la composition de n' injec-
tions de la proposition 14.

Le calcul fonctionnel.

20. Les diverses propriétés de l'application f\—^ f[a]
étudiées précédemment nous permettent maintenant de cons-
truire un calcul fonctionnel.

THÉORÈME 16. — Si 8 e Ai^a) et si N est suffisamment
grand (N ^ 5(2n— 1)), alors Inapplication f\——^ f[a] est
un homomorphisme de l'algèbre X(8; N; 2) dans A, qui
applique toute fonction de X(8; N; 2) égale à 1 au voisinage
de 8~1(0) sur Vunité de A et toute fonction de X(8; N; S)
égale à la fonction coordonnée Sj au voisinage de 8-1(0) sur
a^ j = 1, . . ., n.

Preuve. — f\——^ f[a] est déjà linéaire et bornée. Montrons
qu'elle est multiplicative, c'est-à-dire fg[a] = /Ï^]gM pour
tout /*, g e X(8; N; S). Posons

H(.) = f{s)g{s\ h^t)=f{s)g{t)

et considérons l'application linéaire L : C" —> C2" définie par
L($) == (s, s). Elle est la composition de l'injection
J : C71 -> G2" définie par J{s) = (s, 0) et de l'automorphisme
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T de G2" défini par T(s, t) == (s, s + (). Nous avons

H e X ( 8 ; N ; S ) , À e X ( S ' ; N ; 2 x S)
et

h T e X { 8 " ; N;2 x V) où 8'(s, f) = 8(s) + |8(^ - 8(<)l
S"^, () = 8(^) + |8^ + () _ 8(^| ^ 5^) .̂ ̂

car 8 est lipschitzienne, et où V est un voisinage compact
de 0 de G». Le choix de N implique l'existence et l'égalité
de H[a], AT[Ja] et h[(a, a)] : fg[a\ == h[(a, a)]. Mais le
même choix permet d'écrire h[{a, a)] = f[a]g[a] d'après le
théorème du produit direct.

Il reste à montrer la dernière partie du théorème. Soit
y e X(â; N; S) de classe C", y = 1 au voisinage de S-^O),
nous avons

<p[a] == (- l)»-i(n - 1) ! (27ti)-»J'ô<p(,)(u) ds,
u SgE^o; 8).

Supposons pour le moment que y[o] = 1. Nous devons
montrer que (s/y) [a] = a^. Nous avons
a^[a] — (s_,y)[a]

= (- l)»-i(n - 1) ! (2^)-»J'ô((^ - ^)<p)(o(u) (̂
= (- l)"+/(n - 1) ! (27u)-"Jô<p ô^ . . . ou, . . . ÔM, ̂

d'après le lemme 10 (ii). Comme ô<p 01̂  . . . ô^ . . . ou, ds == à-v
est continue et à support compact, le dernier membre" est nul.

Montrons maintenant que y [a] == 1. Nous pouvons sup-
poser que y = 1 - (1 - ̂ )" où + est de classe C°° sur G",
à^support compact, 0_<_^ < 1, et_ ^ = 1 au voisinage de
8 ^O). Nous avons oy<d(u) == — n&((l - ^)u) (cf. sect. 15
pour la notation &), et en posant

nous avons
^=(l-4,)u, , , = i , . . . , ^

y [a] = (- l)»n ! (27tl•)-'•J<ô(p) rfs.

On peut prolonger p/s) sur G» en posant v^s} = 0 si
<HS) — 1. On se ramène ainsi au calcul fonctionnel holo-
morphe de Waelbroeck (cf. [19] ou [8, p. 33-36]) qui exprime



19^ NGUYEN THE HOC

le fait que 9 [a] == 1, et ceci est possible en vertu de la condi-
tion ( * ) posée dès la partie qui précède la section 10, car cette
condition signifie que (1 + \s\2)-k^(s) et les coefficients de
(1 + l^l2)-^1 ô^.(5), pour k G N convenable, sont bornés
sur C". n

21. Lorsque 8 est spectrale régulière pour a, le théorème 4
nous permet de réduire l'entier N du théorème 16.

THÉORÈME 17. — Si S e A,(a) et N ^ 3(2n — 1) alors
les conclusions du théorème 16 sont encore valables.

Notons que ce théorème, réduit au cas banachique, exprime
un résultat analogue à celui de C. Wrobel [25] et [26] avec le
même entier N.

22. Dès la partie qui précède la section 10, nous avons
supposé que A(a) contienne des fonctions 8 vérifiant la
condition ( ^ ) c'est-à-dire ne décroissant pas trop vite vers
zéro à l'infini et nous n'avons considéré que ces fonctions.
Nous n'utilisons cette condition qu'à la fin de la preuve du
théorème 16 pour montrer que f\—^f[a\ «applique l'unité
sur l'unité ». Nous pouvons en fait démontrer un théorème
un peu plus général.

THÉORÈME 18. — Soient 8 e Ai/a) (resp. A^(a)^ ne
vérifiant pas nécessairement la condition ( -x- ), S une partie
compacte ouverte et fermée de 8-1(0), 2 un voisinage compact
de S disjoint de 8-1(0)\S et N un entier ^ 5(2^ — 1)
{resp. ^ 3(2n — 1)). Soient d'autre part X(8; N; S; S)
V algèbre X(8; N; S) lorsqu'on remplace 8-1(0) par S et

f[a; S] = (- iy-^n - 1) ! (2^)- J^ô/œ(u) ds,

ue^a; 8) (resp. ^(a; 8)). Alors f\—^ f[a', S] est un
homomorphisme de X(8; N; S; S) dans A, qui applique toute
fonction de X(8; N$ S; S) égale à 1 au voisinage de S sur
un élément idempotent e^ de A et toute fonction de X(8; N;
S; 2) égale à la fonction coordonnée Sj au voisinage de S sur
e^Oj et e^âj est un élément régulier de A, / == 1, . . ., n.
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Applications.

Nous nous proposons de donner ici deux applications de
notre calcul fonctionnel. La régularité de certains éléments du
corollaire 19 est une conséquence immédiate du théorème 16.
La régularité d'une puissance du poids 8 provient du théo-
rème principal de la thèse d'L Cnop [5] ou [6] et d'une notion
semblable à la H-convexité uniforme.

23. COROLLAIRE 19. — Si A(a) contient une fonction
vérifiant la condition ( -x- ) alors les éléments a^ . . . 5 a^ sont
réguliers.

C'est une conséquence immédiate du théorème 16 et de la
remarque suivante : Si A est une fe-algèbre, B une fe-algèbre
idempotente et u est un morphisme de fe-algèbres de B dans A
(c'est-à-dire un homomorphisme qui applique tout borné de B
sur un borné de A), alors uB ç Ay. et u : B -> Ay. est un
morphisme de fc-algèbres idempotentes (cf. la remarque à la
fin de la section 12.3 de [23] p. 247). Comme X(8; N; 2) est
une algèbre de Banach et que les éléments aj appartiennent
à l'image de X(8$ N; S) par l'application f\—>- f[a], le
résultat est établi.

24. Soit maintenant a = [a^ . . ., aj e A^ (tel que A (a)
contient une fonction vérifiant la condition ( * )). Dans ce
qui suit nous nous proposons de trouver des fonctions 8
telles qu'il existe un entier positif M avec 8M e A^(a) dès que
8 e A (a). Nous dirons qu'une fonction 8 : C^ -> R+ vérifie
la condition (W) s'il existe un entier m tel que pour tout
s > 0 assez petit on puisse trouver un ouvert pseudoconvexe
Ug vérifiant les inclusions

8-^([0, .-[) c U, c 8-^([0, s[)

où 8-1([0, x[) === {s \ SÇs) < x} pour x > 0. Cette condition
a été utilisée par C. Wrobel [25] et [26] qui dit qu'un compact
K de C'1 est quasi-uniformément H-convexe si la distance 8^
à K : S^[s) --===- dist (^, K) vérifie la condition (W). Nous
renvoyons le lecteur à [26] pour des exemples de compacts K
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uniformément H-convexes, c'est-à-dire des compacts tels que
SK vérifie la condition (W) avec des inclusions plus fortes

Si^O, 6s[) c Ug <= 81̂  [0, e[) pour 0 < 6 < 1.

Soit U un ouvert de C'1, désignons par d la distance au
bord de U : d{s) = dist (s, [ U). J. P. Ferrier [8] et P. Pflug
[14] ont remarqué que la thèse d'L Cnop [5] ou [6] permet
d'améliorer le résultat du type « théorème de la couronne » de
L. Hôrmander [12] :

Si U est un ouvert pseudoconvexe de G'1, alors il existe
un entier positif k et une constante C > 0 (dépendant
seulement de n et non de U, et k' = (2n + 1)/2 [14] lorsque
U est borné) tels que pour tout s ^ U, il existe des fonctions
^i, . . ., 5^ holomorphes sur U telles que

<;s — s, ^(z)) ==1 , z e U
(14) et que

^(^u,(z)| ^ C, z e U , j= 1, . . . , n

En utilisant la condition (W) et le résultat (14) nous avons
le

COROLLAIRE 20. — Soit S e A^a), 8 bornée telle que 8{s)
soit minorée à l'infini par un multiple scalaire de {s^ pour un
k e N. Supposons de plus que 8 vérifie la condition (W).
Il existe alors un entier M > 0 ne dépendant que de n, tel que
8M e A,(a).

Preuve. — Nous pouvons supposer que la constante lipschit-
zienne de 8 soit égale à 1. Pour s e P§ assez proche de
8-1(0) : S (s) = s, désignons par rfg la distance au bord de
l'ouvert Ug de la condition (W). D'après (14), il existe des
fonctions ^Ui, . . . , ̂  holomorphes sur Ug telles que (14)
soit vraie pour dg et Ug. Posons

•̂  = 'U^-^Q^m^ -X. (pgm^) / == 1, . . . , U

où ^E est la fonction caractéristique de l'ensemble E, <p^
est la fonction définie par 9^) = •ïQ"2"^^'/]""1) pour T\ > 0
et où ç est une fonction non négative de classe C00 sur C",
supp 9 c {|z[ < 1}, \ <p = 1. Les ^j sont holomorphes sur
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^([O, S-/4C) et supp5^ c: 8^/T(), ^H- Nous avons d'une

part d, ï ^ sur 8-1 /To,3^^, donc d'après (14)

i^(z)i ^ s-^' sur s-i^ro^h
et d'autre part

ô^ =|̂ )| 4-(7r([o^/2[) ^ 9c-/4)(^ ^ s-^-^).
ô^ 1 ôz^

- /re"* ^e^rxSur suppôt c 8-1 ( — , — ) , 8 - S"1, donc

11^11^ == II ̂ 11 oo + II 1^1 H,. 8^ $ £-<N4-1^)

et 8 )̂11 .̂11^ est borné sur S^-^O) où M == N + 1 + /c'
et où S est un voisinage compact convenable de 8~1(0).
De ce qui précède, nous tirons le résultat suivant : Si 8
vérifie la condition (W) sur un voisinage compact S de
8-1(0) = S, alors il existe des fonctions ^.eX(8; N; S),
pour s e S\S, telles que

<z - s, ̂ s)> = 1

sur un voisinage de S et que l'ensemble

{8^)11^,11^1,02^ /=!, ...,n}

soit borné dans X(8; N; S). On étend facilement ce résultat
à tout compact S' contenant S.

D'après notre calcul fonctionnel, f\—^ f[a] applique tout
borné de X(8 ; N ; S) sur un borné de A^. Posons ^[o^] == ^j(s)
alors <a — s, ^{s)Y = 1 sur S\S et l'ensemble

{8^)^)1502^, /-l , . . . , n}

est borné dans A^. D'après le corollaire 19, les éléments
a^, . . ., a^ sont réguliers, nous pouvons donc trouver des ^
telles que <a — 5, p> == 1 sur un voisinage V^ de l'infini
et que {^/^) | s e V^} soit borné dans A^. Pour achever la
preuve, il suffit de prendre S tel que V^, U 2 === C\ D
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