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TOPOLOGIES FINES
ET COMPACTIFICATIONS ASSOCIEES
A CERTAINS ESPACES DE DIRICHLET

par D. FEYEL et A. de LA PRADELLE

Nous commencons par définir la notion d’espace Li(y)
ol vy est une capacité, ce qui permet d’introduire la notion
de mesure d’énergie finie par rapport & v, et de parler d’es-
paces de Dirichlet basés sur y. Comme application, on peut
associer un espace de Dirichlet en ce sens a tout espace de
Brelot symétrique, ce qui généralise un résultat de Maeda [12].

Soit d’autre part un espace de Dirichlet en ce sens avec
potentiels s.c.i.: on étudie les espaces de Dirichlet sur les
ouverts fins correspondants & 1’aide d’une compactification.
On retrouve plus facilement et on généralise les résultats

de [9].



CHAPITRE 1

ESPACES DE DIRICHLET DE BASE
UNE SEMI-NORME

1. Soit Q wun espace localement compact.

On considére une semi-norme N sur lespace X (Q)
(fonctions continues & support compact) qui est croissante sur
Ht, c’est-a-dire :

0 < ¢ < ¢=>N(p) < N(¥)
et vérifie N(¢) = N(|9|]). Pour fsci > 0, on posera

N(f) = sup {N(9)/0 < o < [, ¢ € #(Q)}

et pour g > 0 quelconque
N(g) = Inf {N(f)/fsci > g}

On sait que N vérifie I'inégalité de convexité dénombrable

c’est-a-dire si = E foo fn =2 0=-N(f) < Z N(f,)- On note

F1(N) I'ensemble des f e R2 pour lesquelles on a N(If]) < .
Soit & = 4(Q) n F1(N).

On note #'(N) l'adhérence de & dans £*(N), relati-
vement a la distance N(|f— g|). Cect a un sens car
N(|f]) < © entraine que [ est finie N-presque partout.
Alors le quotient L!(N) de £*(N) par les fonctions N-négl-
geables est un espace de Banach réticulé.

I

Hypothése d’adaptation : pour toute fe o, il existe g > 0
e >0,

N(g) < © et g dominant f al'infim, 1.e. pour tout
ona eg > f en dehors d’'un compact.
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2. ProrositioN. — L’hypothése d’adaptation est équivalente @
Uhypothése de densité suivante :

A (Q) est dense dans .

Démonstration. — Soit fe o, et soit ¢ e AH(Q),
0 <9 <1, ¢=1 au voisinage d’un compact K.
On a N(f — ¢f) < eN(g) st K est assez grand.
Donc Iim N(f — ¢f) =0, et A (Q) est dense dans «.
K

Inversement supposons que %' (Q) soit dense dans &,
et montrons que ¢f tend vers f quand K augmente indé-

finiment : soit ¢, € #(Q), ¢, tendant vers f.
On a:

N(f — ¢of) < N(f — ¢.) + N(fo — 9,9) + N(¢, — ¢9,)

les deux premiers termes sont inférieurs & ¢ donné, indépen-
demment de ¢, quand n est assez grand. Fixons alors n:
st K contient le support de ¢,, on a N(¢, — ¢9,) =0
d’ou N(f — of) < 2e.

Choisissons alors une suite de fonctions ¢, soient ¢,
telles que N(f— ¢,f) < 27": la fonction g = Z(f — o.f)
vérifie N(g) < o et domine [ a l'infini.

On en déduit que #(Q) est dense dans Z*(N).

3. TuktortMeE. — Toute forme linéaire A >
est continue. De plus, il existe une mesure p >
que ZLYN) = L u) et telle que pour fe &

ffdp. = AMf) (f = classe de { dans L}(N).

Démonstration. — On montre que A est continue par un
raisonnement classique.

Soit u la mesure définie par restriction de A a A (Q).
Soit fe £YN), il existe une série ¢, € #(Q), telle que
> N(g,) < © et f= Y ¢, N-presque partout. On a

n>0

n>=0
[led du < IMIN(e,),

donc la série converge w-presque partout. Le théoréme sera
donc démontré si 'on sait que tout ensemble N-négligeable
est u-négligeable: soit A un tel ensemble d’aprés la pro-

0 sur LYN)
0 unique telle
1Y(N), on ait:
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priété 4), il existe gsci > 0, valant + o sur A et telle
que N(g) < 0. On a alors

fgdu=SUng<Pdu/<P€f+, 9 < 8] <M sup {N(¢)/e < g}

soit fgdp < A].N(g) < + . Ainsi g est p-intégrable,
donc A est p-négligeable.

4. Remarque. — Inversement, si p > 0 est continue pour
la topologie induite par N sur o, alors p s’étend de
maniére unique en forme linéaire A > 0 sur L(N).

5. Remarque. — Le théoréme 3 caractérise la condition
d’adaptation.
6. TuktorimeE. — Soit T wune forme linéaire continue sur

LY(N): alors T est relativement bornée, donc différence de
formes linéaires positives.

Démonstration. — En effet, pour 0 < || < ¢, ¢ et
¢ e L}(N), ona
N(¢) = N(|¢]) < N(o)

IT($) < ITI.N(¢) < ITIN(p).

7. Remarque. — On montre facilement que toute fe £(N)
a la propriété de Lusin par rapport & N: pour tout ¢ > 0
il existe un fermé F, tel que N(Q\F) < ¢ et tel que flr
soit continue sur F. Une fonction ayant cette propriété est
évidemment p-mesurable pour toute mesure p continue par
rapport & N.

done

8. TutorimMeE. — Soit @ > 0 une mesure de Radon qui
néglige les ensembles N-négligeables, alors u est une somme de
mesures continues par rapport & N (*) (i.e. «u est absolument
continue » par rapport @ N).

Démonstration. — Soit ¢ € £*(N), posons
p(cp):qu’dpL < + .

(*) L’idée de la démonstration nous a été communiquée par Ancona.
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Si ¢ = ¢ N-presque partout, on a p(¢) = p(¢), donc p
définit une fonction sous-linéaire > 0, < 4+ oo sur LY(N).
p est sci sur LY(N) grace au lemme de Fatou. On montre
alors 4 'aide du théoréme de Hahn-Banach géométrique dans
LY(N) X R que p est I'enveloppe supérieure des formes
linéaires qu’elle majore. Soit ¢ une telle forme sous-linéaire :
on a pour ¢ < Oo-()<f0dy,:0, donc o est >0 et
est représentable par une mesure N-continue. De plus pour
¢ >0, ona o(p) sfcpdpt, donec ¢ < .
On en déduit le résultat par induction transfinie.

9. Exemples :

1) Soit (Q, s#) un espace harmonique de Brelot avec un
potentiel > 0, et soit ¢ wune mesure continue & support
compact (cf [8]). Pour f > 0: posons N(f) =f(Rf) de ou
Rf est la réduite usuelle de f(< + o). On vérfie toutes

les propriétés, et les ensembles N-négligeables sont les ensembles
polaires au sens de Brelot.

2) Soit t une mesure de Radon > 0, on pose

N(f) = ["fd.

On trouve £'(N) = #(x).

10. DeérinitioN. — On appelle espace de Dirichlet de base N,
la donnée suivante :

a) H est un sous-espace vectoriel de L(N).

b) H a une structure hilbertienne pour laquelle Uinjection
H o LY(N) est continue.

¢) La contraction module opére, ie :
ue H entraine |ul e H et |||ull] < |u| (norme dans H).
On dira que H est N-régulier s’il vérifie de plus :

d) tout fe L}(N) est majoré par un élément u € H.

e) H est dense dans L!(N).

Par exemple, soit H un espace de Dirichlet régulier au
sens de [4], posons vy(¢)= Inf {Ju|/ue H, u > ¢}, pour
toute ¢ € A +(Q), on vérifie sans difficulté que vy est une
1/2 norme adaptée et que H est y-régulier.
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11. Tutorime. — Soit H wun espace de Dirichlet N-régulier.

Alors toute forme linéaire positive sur H est représentable par
une mesure.

Démonstration. — D’aprés la condition d), elle admet un
prolongement linéaire A > 0 sur L}(N). Il existe alors une
mesure u > 0 telle que L(N)e £(u) et Af ffdp.

pour fe #£(N). L’unicité provient de la condltlon e).
Notons qu’en général un espace de Dirichlet de base N

n’est pas N-régulier. On va cependant donner une condition

suffisante pour qu’il soit y-régulier, ot y estla capacité de H.

12. TutortmMeE. — On suppose Q dénombrable a Uinfini.
Soit H wun espace de Dirichlet de base N. On suppose qu’il
vérifie :

) H N €(Q) est dense dans H et dans €(Q).

B) H est adapté, c’est-a-dire: pour tout we H, il existe
peH telle que ¢ domine |u| a Uinfini.

Alors la capacité v est adaptée, et H est isomorphe & un
espace H qui est y-régulier.

Démonstration. — Rappelons que pour ¢ € #(Q), on pose
v(¢) = Inf {Jul/ue H, u > |¢|N — pp}.

On a y(¢) < -+ o0 pour ¢ € #(Q) grace a la condition «.
Remarquons alors (Q dénombrable & I'infini) que pour
toute fe ¢(Q),f >0, ona:

Y(f) = Inf {Juljuc H, u > N — pp}.
Soit ¢ € #'(y): 1l existe une suite de Cauchy
9. € 6(Q) N FY(y)

qui converge vers ¢ y — pp partout. Or on a pour
b e®(Q) N #(y)

N(¢) < N(R¢) < k[R¢| = ky(d)

donc ¢, estde Cauchy dans #*(N). Il suffit donc de montrer
que tout ensemble y-négligeable est N-négligeable. Soit P
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un tel ensemble: il existe fsci > 0, valant 4 o sur P
et telle que y(f) < . On a alors

N(f) = sup {N(¢)/0 < ¢ < [, e € A*H(Q)}.

Donc N(f) < ky(f) < .

On en déduit L (y) < LYN), et N(f) < ky(f) pour
fe £(y). Tout élément uweH est égal N—pp a un
ue £y). Cest évident car H N ¢(Q) est dense dans H
et H N #(Q) est inclus dans Fl(y) N €(Q) N L(y).
(Q dénombrable & 'infini.)

Il est clair que 'on a H N Li(y) et que tout élément de
L'(y) est majoré par un élément de H.

Montrons que Ll(y) est adapté: si feLl(y) N 4(Q), 1l
existe pe H tel que f < p N — pp, et gqe H dominant p
4 l'infini. On a alors f < p y — pp partout (raisonnement
classique) et Ve > 0, il existe un compact K hors duquel on a
p < eqN — pp, donec p < ¢ vy — pp (méme raisonnement).
Autrement dit, f est dominée a I'infin1 par §, avec

Y(g) = lql < oo.

Il reste a voir que H est dense dans L!(y) soient p et v
deux formes linéaires > 0 sur L(y), coincidant sur H:

w et v sont représentables par des mesures qui coincident
sur H n %(Q).
Pour ¢ > 0,9 e X (Q) ona:

¢ = Inf {fe H n4(Q)/f > ¢}

d’aprés 'hypothése «) et car H N 4(Q) est réticulé. Les
fonctions fe H N ¢(Q) sont p et v-intégrables, d’ou:

w(e) = v(e) par le théoréme de Lebesgue.
Ainsi p = v.
13. ProrositioNn. — Soit (X, B, p) un espace mesuré,
w(X) =1, etsoit V un opérateur de L*(p) vérifiant:
I2Ve| < o +aVe|  pourtous ¢ eL*(n), r > 0.

Alors si NV est hermitien, il est aussi de type positif.
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Démonstration. — On sait que la solution de I’équation
différentielle
Vo - V
(E) dy — _ e
| i= =W

définit la résolvante sous-markovienne (ie [AVy| < 1) sur

tout 'intervalle [0, + oo[. On a alors V = ﬁwVﬁ dxr, d’ou
pour ¢ € L”(p):

fqavadp. =ﬁ"°dx[f<pv;<p du ]

Or les V; sont hermitiens comme V (solution de (E)), d’ou:

JoVeydu= [T ar[ [ (Vag)rdu] > 0.

Les résultats suivants généralisent un théoreme de [12]:

14. CororrLaIRE. — Soit Q localement compact, soit =
une mesure > 0 sur Q, de support Q, et soit G(z, y) une
fonction: Q x Q — [0, + ] vérifiant:

a) G(z, y) = Gly, 2) pour (z,y) € Q X Q

b) Pour toute mesure p > 0 telle que G* soit continu, et
pour toute mesure v > 0: ona

Gt < G¥ surle support de p = G* < G¥ partout.

¢) Pour toute v > 0, il existe une famille v, telle que les G
sotent continus et convergent en croissant vers G'.

d) Il existe un potentiel G* continu, G* > 0.

Alors on a pour toutes mesures u et v > 0:

2 [Grdv < [Grdu+ [ G v,

Démonstration. — Soit t© une mesure a support compact
telle que G* soit continu > 0, soit V l'opérateur de L*(7)
défini par:

Ge*

Vo = o

D’apreés b), on a [AV| < |e + AVe| pour tous ¢ € L*(r),
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A > 0 (grdce au principe complet du maximum). D’autre
part V est hermitien par rapport a la mesure ¢ = G*.7.
D’ou f(pG?" dr = f ¢Vo ds > 0 pour ¢ €L*(t)=L(o).
Soient alors p, v > 0 telles que G* et G' soient continus
a support compact: on pose T =1, + u -+ v ou 1, est une

mesure & support compact telle que G* > 0 sur Q. On a
alors

p— v =01 ou ¢ € L*(7).
Ainsi [G¥ds > 0, soit 2[(}9 dv < [ Grdu + [ G dv.

Grace a ¢) on en déduit le méme résultat pour p, v > 0
quelconques.

15. Remarque. — On en déduit D'inégalité de Cauchy-
Schwarz, en particulier G(z, y)? < G(z, y)G(y, y).

16. TutoriME. — Considérons les hypothéses suivantes
(cf. [8]).

a) Q est localement compact dénombrable a Uinfint.

b) G(z, y) est une fonction sci sur Q X Q a valeurs dans
[0, + o] symétrique, (G(z, y) = Gy, 2)).

¢) La condition de séparation linéaire pour tout k > 0,
G = kG implique k=1 et a=b.

d) Le principe de domination suivant :

G* < sup G" sauf peut-étre en un point au voisinage du
support de w, ouwles G vonten croissant, alors G’ < sup G*
partout. ‘

e) Le cone P. des potentiels G* finis continus est presque
adapté.

f) Pour p, qeP, il existe reP, r=R(p—q) est le
plus petit potentiel majorant p — gq.

g) p— R(p — q) € P, pour tous p, qeP..
Alors posons pour toute ¢ € A (Q):

N(¢) = Inf §y/ [ G* du/G* > |ol |-

L’espace L}(N) est adapté, le complété H des G* — G¥ ou
G* et G’ sont fints continus tels que fo* dp —l—fG“ dv < ©
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pour la norme |GF — GY|? zf(Gf‘ —G) dp—v) (=0
d’aprés le corollaire 14) est un espace de Dirichlet de base N
et N-régulier, et ses potentiels sontles GV tels que f Gtdp < .

Démonstration. — On a d’abord pour G* quelconque :
N(G#) = Sup {N(e)/e e #(Q), 0 < o <G}
<V [fordu =104,

D’autre part, chaque ¢ a une réduite G ou p, est
continue a support compact (cf. [8]), donc N(g) = [[G¥,
et G¥ 4 G*, d’ou

IGH = fG? dy = sgp fGE*v dy = sgp sgp fGM dp.g
= sup [ Gtr dp, = sup N(g) = N(G¥).
¢ ¢

D’autre part, pour 6 mesure positive ou non, telle que 6
soit continue et G'"' d’énergie finie, on a

N(G%)? = [R(G)]* = [G°]* = [G'ds < |GY].|G|

o G°eP, est la réduite de |G eP, — P, donc:
N(GY) < |GI.

D’ou une application linéaire de H dans LI(N).

C’est une injection, car soit u € H, d’image @ =0. On a

u = Lim G = Lim G#* — G
Soit
Jul® = Lim Lim [ (G# — G*) d(sn — vp)-

Or, chaque u, + v, est continue sur les potentiels de
P, n LY(N) pour la topologie de L*(N), car on a

‘ﬂ@uusmmumw
Ainsi G — G" est de Cauchy dans L(u, + v,), d’ou:

|MP=UmeMM—wQ=Q
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Si [Gtdu < o, Gt appartient & H < L(N). En effet,
c’est vrai si G est continu. Sinon, il existe une famille p,
telle que les G¥ convergent en croissant ponctuellement vers

G#, oules G e H nP,. Orona
IG* — G#* < [ Grdu — [ Grdy

donc les G convergent au sens de H et de L!(N). On
extrait une sous-suite qui converge partout vers un potentiel
G’ e H, et pour lequel on a |G* — G'| =0, donc G* = G.
Ainst Gt e H. Montrons que LY(N) est adapté: soit G#

tel que fo‘ dp < oo, ses réduites f{g’: sur les complé-

mentaires de compacts convergent fortement vers un élément
h e H. On a, pour ¢ continue & support compact

[ hio = Inf [RI%do = Inf [REEdp < JREF).jGH.

Or 15\1::,,‘ tend vers 0 ponctuellement, donc ||f{2‘§”2 < fﬁ(‘éf d,
tend vers 0 (fG@do- < oo)- On en déduit (h.G%) = 0

pour tout G° o continue a support compact, d’ou |A|2 =0
par densité, soit h = 0. Il existe alors une suite K, telle que

3 l]f{gﬁ"u < . Sil’on pose GV:Ef{gf", onafG“ dv < o
n
donc G*e H est G' domine G* & l'infini.

Si feLYN) n#(Q), 1l existe G* tel que [ < G* et
fG" dp < o, donc f est dominée par un G* & l'infini et

Gtdv < .

On vérifie facilement la densité de H N ¢(Q) dans H et
%(Q), la propriété d) du 6°) et la propriété e) en remarquant
que toute forme linéaire continue sur L!(N), nulle sur H
est identiquement nulle.

On vérifie facilement que toute forme linéaire > 0 sur H
se prolonge en forme linéaire positive sur L}(N): elle définit
alors une mesure u dont le potentiel G" est d’énergie finie
et coincide avec le potentiel donné.

Alors la contraction module opére sur H car le cone des
potentiels est stable par enveloppes inférieures finies (cf [4]).
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17. Tutorime. — Soit Q localement compact, dénombrable
a linfint, soit F wun préfaisceau de cénes convexes de fonction
sc1 > — o maximal pour le principe du minimum sur les
ouverts relativement compacts.

On suppose que F+(Q) sépare linéairement les points de Q
on suppose que pour toute € F(w), f bornée (cf [10]), on a

Ry = Inf {ge #(w)/g > f sur du}

’

est finie continue dans .
On suppose enfin que tous les potentiels sont de la forme G¥,
avec n mesure > 0 ot G est une fonction de Green symé-

trique sur Q X Q. Alors les potentiels vérifiant f Gtdp < ©

sont les potentiels d’un espace de Dirichlet régulier H, et %
est en fait le faisceau des fonctions hyperharmoniques associées
& un espace harmonique de Brelot. Enfin, pour ue H, ona

Hull = lul  (type local)

Démonstration. — L’existence de H résulte du théoréme 16 :
eneffet G est > 0 surladiagonalede Q d’apresla remarque
15.

Le principe de domination de Cartan est alors vérifié.
On sait alors que pour toute mesure u d’énergie finie, et
pour tout ensemble E p-négligeable, la balayée p* de p
sur E est portée par la frontiére finie de E (topologie fine
associée au cone des potentiels). On en déduit d’aprés un
raisonnement de [6] la forme locale de la norme de H

(Hul | = lul).

On sait alors (cf. [7]) associée & H wun unique préfaisceau
maximal ¢ dont les fonctions sont les fonctions hyper-
harmoniques d’une théorie de Brelot. Par unicité (cf. [7])
on voit facilement que ¥ = #.



CHAPITRE II

ESPACES DE DIRICHLET REGULIERS
A POTENTIELS CONTINUS

18. Prorosition. — Soit Q localement compact dénom-
brable a Uinfini. Soit N wune semi-norme adaptée sur A (Q)
telle que N(¢) = 0 entraine ¢ = 0. Soit d’autre part H un
espace de Dirichlet de base N. On suppose que H est adapté
et que les potentiels de H ont des représentants continus a
valeurs dans [0, + o] et séparant les points de Q. Dans
tout le chapitre, on suppose que la contraction unité opére sur H.
Alors H est un espace de Dirichlet régulier par rapport a sa
propre capacité y (cf. déf. 10).

Démonstration. — On voit d’abord que les éléments de H
n’ont qu’un seul représentant continu, car N est une norme
sur A (Q). Grace au théoréeme 12, il suffit de vérifier que
H N €(Q) est dense dans %(Q) et dans H: c’est évident

car la contraction unité opére et car les potentiels continus
séparent linéairement Q.

19. ProposiTion. — Soit o un ouvert,
cap o = v(x,)? = Inf {Ju[*/ue H, u > z, N — pp}

alors cap @ = cap w. De plus P est polaire (cap* P = 0)
st et seulement st P est polaire. Enfin tout élément y quasi-
continu est continu en quast tout point de Q.

Démonstration. — Soit p, le potentiel d’équilibre de o,
continu: on a p, > 1 partout sur ©, car les ensembles
N-négligeables sont sans point intérieur, donc cap* » < cap o,
d’ou I'égalité. S1 P est polaire, 1l existe «, ouvert tel que
Pcow, et capow, < 1/n, dot P < @, et

cap* P < cap w, < 1/n,
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donc P est polaire. Enfin, si u est y-quasi continu, soit F,
un fermé sur lequel w est continu et tel que cap (Q\F,) < 1/n.

Posons o, = F,: on a cap (Q\w,) < 1/n. Donc u est
continu sur :an et cap* (Q\w) < 1/n pour tout n,

et O\o est polaire.

20. DeérintTioN. — Soit @ ouvert dans Q, on pose

H(w) = {ueHlu=0¢qp horsde o (uquast continu)}.

21. ProrositioN. — H(w) est un espace de Dirichlet régulier
de base N sur o.

Démonstration. — D’abord H(w) N o () est dense dans
%(w) (évident). Soit h € H(w), b orthogonale a H(w) N o (w)
et soit w une mesure > 0 a support compact K dans o
et telle que son potentiel #* dans H soit fini continu sur Q.
Soit y.(:“ la balayée de p sur [:cc ou « est un ouvert
relativement compact K < a < « < €.

v — vl e Hw) N o (),

donc fhdp.:fh dp.C“. Quand « tend vers co,p,C“ converge
en énergie vers p.c"’, d’ou fh dp.th dp.C“’=O car
h € H(w).

Supposons maintenant yu a support compact dans «
et d’énergie fine: f%“ du < oo, donc (théoréme de Lusin),
=2, oules %" sont finis continus sur leur support

donc dans tout Q car la contraction unité opére (d’ou le
principe complet du maximum). On a alors

fhdy. =3 fhdu,lz().
Ainsi h vaut 0 quasi partout dans ,1.e. h =0 ¢p dans Q.
Il reste & voir que H(w) est adapté:soit p un potentiel de

H(w), et soit o ouvert relativement compact, « < o : RQ“
tend vers 0 quand « tend vers , car H(o) N A (0)
est dense dans H(w). c.q.fd.
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22. CororLLAIRE. — P est polaire st et seulement s
H(Q\P) = H(Q).

Démonstration. — C’est évident (considérer le potentiel
capacitaire de P).

23. Prorosition. — Si H est de type dénombrable, tout
ouvert o est un ouvert de type K, réuni a un polaire.

Démonstration. — Soit (w;);er la famille des ouverts de

type K, contenus dans o. On a H(e) = UH(w,) (évident
d’apres la proposition 20). Il existe une suite croissante 1
telle que

n

H(o) = U o).

On pose alors « = U ©;,, d’ou le résultat.

24. TutoriEME. — On suppose que les potentiels finis continus
forment un céne C adapté. Soit p potentiel fini continu :
le support fin 3(p) de p t.e.lafrontiére de Choquetde C — R+p
(cf. [14]) est dense dans le support de la mesure associée d p.

De plus les potentiels de H(w) sont continus et H(w) vérifie
ainst les mémes hypothéses que H.

Démonstration. — Soit p. la mesure associée & p: elle est
minimale pour le balayage défin1 par le céne C — R+p.
En effet, soit v balayéede p ona %' < %" = p (potentiels
engendrés) et f%f* dv zf%f* dp. dou [#* — 2| =0,
d’aprés Cauchy-Schwarz et v = u. Le support de u est
donc contenu dans @ Posons alors p = p' 4+ " avec
W= A4, ' =p — ' : u a une balayée portée par
—8—(;). Comme yu est minimale, on en déduit p” = 0. Ainsi

3(p) = Supp w. Soit a € w. Il existe un potentiel g sur Q

tel que 0 < f{gg(a) < g(a) < ©. Soit p un potentiel de
H(w), p est le potentiel d’'une mesure w > 0 dans o, ne
chargeant pas les polaires. Dot p = Zp, ou les u, sont
des mesures & support compact dans , et dont les potentiels
¢, dans Q sont finis continus partout (théoréeme 8 et théo-
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reme de Lusin). Ainsi p = 3, p, ou les p, sont de la forme

Ga — RS'Q, donc les p, sont tous nuls sauf une infinité dénom-

brable : leur somme ponctuelle est sci et est un représentant

quasi-continu de p. Posons alors p = Lim p(y) (on peut
Y>a

Y#a
supposer que p est borné). S1 ¢ =0, p est continu en a,

sinon, soit

A<

La fonction u=g¢q A (Ap + fig“’) est un potentiel de Q
qui vaut g hors de o.
En effet, on a, en notant Ru la réduite de w:

(v — Ru, u — Ru) = (u, u — Ru)

= (Rl*, u — Ru) + (v — R[®, u — Ru).
Soit
lu — Ru|? < (u — Rg"’, u — Ru)

= ((g — R{" A 2p), u — Ru).

Or, u— Rue H(w), u — Ru < 0 et (q—R‘q:'”) A Ap est un
potentiel dans ©: on en déduit |u — Ru| =0, ainsi u
est un potentiel dans Q.

Or, au voisinage de a, Ap vaut u — f{f,"’ et est donc fini
continu en a: d’ou p = Lim p(y).

Y>a

Y#a



CHAPITRE 111

ESPACES DE DIRICHLET REGULIERS
A POTENTIELS S.C.L
COMPACTIFICATION DE IL’ESPACE DE BASE

25. Hypothéses. — Soit Q localement compact dénom-
brable a I'infini. Soit N une norme (1.e. N(¢) = 0=~ ¢ = 0)
adaptée sur A (Q). Soit enfin H un espace de Dirichlet
régulier adapté de base N ou la contraction unité opére.

Posons pour tout p potentiel:

p=sup {pe#(Q))0 < ¢ <pN-—pp}

A

On suppose que les p (qui sont sci < + o) sont quasi-
continus (par rapport a la capacité de H), dépendant linéaire-
mentde p(p+g=p+9 et p=pN— pp.

On suppose que le cone P, des p sépare linéairement les
points de Q et, que pour toute ¢ € #'(Q), la réduite R,

. . an A
a un représentant continu (qui vaut donc Rg) et que le cone
P, des éléments localement bornés de P, est adapté.

26. TutortMe (cf [11]). — Il existe un espace localement
compact Q, unique d un isomorphisme prés, ayant les propriétés
suivantes :

a) Q est un sous-ensemble dense dans Q.

b) Q& induit sur Q la topologie fine associbe au céne P, :
elle est plus fine que la topologie initiale de Q, et tout potentiel
p € P, se prolonge par continuité sur Q.

¢) Le cone P des potentiels prolongés sépare linéairement les
points de P.

d) Il existe une application propre w=: Q — Q et une seule
telle que pour tout p € Py, p continu sur Q, on ait:

p=pom
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Démonstration. — Soit yx le spectre de l’algébre fermée
engendrée par les potentiels bornés de P,. Cette algébre
contient %,(Q) (car P, sépare linéairement les points de
Q), d’ou une application continue = de X sur Q U {w}.
On pose Q = n1(Q). On vérifie alors facilement les pro-

priétés annoncées ainsi que l'unicité. On remarque que Q
est dénombrable a 'infini.

27. Tutorime. — Soit ¢ € #'(Q), alors la restriction & Q,
soit ¢|g appartient & L(y), on peut alors poser :

¥(e) = v(ela)-

Alors § vaut |Ro| o Reo est le plus petit élément de P
majorant ¢. De plus L*(¥) est isomorphe a L(y) par Uappli-

cation
f—fla

Soit H Uimage réciproque de H par cet isomorphisme: H
est un espace de Dirichlet régulier de base ¥, ¥ régulier, vérifiant
les hypothéses du chapitre 11, et pour lequel P est le cone des
potentuels.

Démonstration. — Soit ¢ € #(Q), ¢ > 0 et soit

¢
beHN#(Q), 0<06<1, 06=1

au voisinage du support de ¢|g. Soit enfin p, — §, tendant
vers ¢ uniformément sur tout compact: pour n et m assez
grands, on a

exlﬁn_Qn_ﬁm_{_gml <€esurQ
donc

Y[elﬁn - Qn - pm + le] < EY(O)'

Ainsi 0|p, — 4, € H est une suite de Cauchy dans L!(y)
on peut en extraire une suite qui converge Yy — pp Vvers
¢lg: ainsi ¢|q e L(y).

La deuxiéme assertion est évidente.

Soit maintenant fe ¢(Q), f > 0, p(f) < ©. On a

~

$(f) = sup {3(ef)/0 < ¢ < 1, 0 e XH(Q)}.
D’aprés ce qui précede, F(of) = [R(ef)]. Quand ¢ 11,
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R(ef)lq tend vers un potentiel p dans H, d’ou:
fla<pla v—gqp sur Q.

Comme f|q et p|g sont finement continus sur Q, on a

fla < pla partout sur Q.

d’ot f < p partout sur €.

Soit alors ¢ un potentiel dominant p & l'infini dans Q:
§ domine f a linfini dans Q. Il s’ensuit que {¢f}; est un
filtre de Cauchy dans L!}(¥) et par suite f appartient &
L'(¥), et ¥ est adaptée.

Il est alors facile de voir que L!(¥) est isomorphe & Ll(y).
Remarquons qu’un ouvert de Q a la méme capacité § que
sa trace sur Q. Il reste donc seulement a voir que les ouverts
fins dans Q sont de capacité vy positive. Soit © un tel

ouvert fin # @: il existe pe P, tel que p # lf{f;“’, donc
o contient & un y-polaire prés un ensemble non N-négligeable,
par suite o n’est pas y-polaire.

28. CoroOLLAIRE. — QN\Q est intérieurement polaire.
Démonstration. — Soit K compact inclus dans Q\Q,
ona:

[(O\K) = i-1[H(Q\K)] = i-1[H(Q)] = H(&)

donc K est polaire d’apres le corollaire 22.

29. TatorEME. — Soit © ouvert fin dans Q, on note '
son adhérence fine dans Q, & le plus grand ouvert de Q tel que
w=>aNQ, et o sonadhérence dans Q. Alors on a:

~ pu—

cap* (o) = cap* (&) = cap (&) = cap* («).
Et pour tout ensemble A C Q:
cap* (A) = cap* (AY) = cap* (A)

ot A estladhérence de A dans Q.

Démonstration. — 11 suffit de considérer le potentiel capaci-
taire de o (1l en résulte d’ailleurs que p, vaut 1 partout
sur o).
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30. TutoriME. — Soit w une mesure d’énergie finie sur Q,
posons pour tout A < Q:
m(A) = p*(A)

cect définit une mesure extérieure m sur Q au sens de Cara-
thiodory, m est une mesure de Radon sur Q, c’est la mesure
n(w), les ensembles m-mesurables sont les traces des ensembles
w-mesurables. En particulier tous les ouverts fins sont m-mesu-

rables, et U'on a :
m <U ooi) = Sup m(w,)
1 3

pour tout ensemble filtrant croissant d’ouverts fins. De plus,
le support fin de m (qui existe donc) est partout dense dans le
support de . Le potentiel de m est la trace du potentiel de .

Démonstration. — QN\Q est intérieurement polaire, donc
intérieurement p-négligeable, d’ou D’assertion relative aux
ensembles m-mesurables. Pour tout potentiel p sur Q, on a

alors ff) du =fﬁ dm. On en déduit que m est la mesure
de Radon =(p) sur Q.

Soit m:U@n a:U&)i dans Q: ona
i i

w(a) = sup u(a)
d’ou

m(w) = Sl:lp m(w,)

puisque m(w) = m*(o) = p*(0) < u(a) < p(®) les inégalités
sont en fait des égalités car &\« est p-négligeable.

On en déduit Pexistence du support fin F de m. Son
complémentaire o est m-négligeable, et @ est u-négligeable.
Alors F contient le support de . F est exactement le

support de u puisque & est le plus grand ouvert p-négli-
geable.

31. Remarque. — Le théoréme précédent est vrai pour

g > 0 de Radon sur un ouvert # de Q qui ne charge pas
les polaires (théoréme 8).
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32. Remarque. — S1 H est & base dénombrable on a le
théoréeme de Getoor: s1 o —Uw o»; ouverts fins, alors

» = Um a un polaire pres: en effet, c’est vrai dans Q.

33. CoroLLAIRE. — Soit @ un ouvert fin dans Q, et soit A
une forme linéaire > 0 sur H(w). Il existe une famille p,
de mesure de Radon sur Q, concenirée sur o, d'énergies
finies dans Q, et telles que pour f > 0, fe H(w), on ait:

=§ffdm-

Démonstration. — Soit % la forme linéaire correspondante
sur H(&): Considérons la mesure v qu’elle définit sur & :
on applique le théoréme de Lusin 4 son potentiel dans & :
on en déduit les mesures v, de Radon & support compact
dans &, telles que v = XZv,. Ces v, sont des mesures de
Radon sur Q qui ne chargent pas les polaires et vérifient
donc les conditions de la remarque 31 et le théoréme 8, d’ou

= Y v, On pose alors

i

o = (), dott =3 [fdp.,
pour f > 0, fe H(w)

34. Remarque. — Si H est de type dénombrable, la famaille
de mesures p,; peut étre choisie dénombrable.

35. TukoriME. — Soit T wune forme linéaire sur H(w), o
ouvert fin, alors T posséde un support fin dans o, cest-da-dire
qu’il existe un plus grand ouvert fin o < o sur lequel T

indutt 0 (T vaut 0 sur H(a)).

Démonstration. — Soit T la forme linéaire correspondante
sur H(®): on sait que T posséde un support dans & (cf
[4]), d’ou le résultat. On montre comme pour les mesures
que le support fin de T est partout dense dans le support
de T.

36. TuEorkME (synthése spectrale fine). — Soit F un
fermé fin relatif & un ouvert fin o de Q. Notons #(o\F)
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Pensemble des éléments « harmoniques » dans o\F (i.e. u € H(w)
et u est le potentiel d’une forme linéaire continue & support fin
dans F). Alors on a:

H(w) = H(o\F) ® #(o\F).

De plus des différences de potentiels de mesures d’énergies finies
a supports fins dans F sont denses dans #(Q\F).

Démonstration. — Le résultat est classique sur Q (cf [4]):
on obtient alors le théoréme grace a 'isomorphisme de restric-
tion.

37. CoroLratRe. — F est polaire si, et seulement s’il ne
porte aucune forme linéaire continue sur H(w).

38. Cororratre. — St u € H(ow) s’annule quasi-partout
sur le support fin d’une forme linéaire continue T sur H(w),

ona T(u) =0.

Démonstration. — En effet: T(u) = (%%, u) =0 ou T
est le potentiel de T dans H(w).

39. Tutortme (Principe complet du maximum fin). —
Soit T une forme linéaire continue sur H(w), o ouvert fin,
et sott p une forme linéaire > 0 sur H(o):

Stlona 1+ #* > %" q.p sur le support fin de T on a
ausst 1+ «* > A" q.p sur o.

Démonstration. — On connait le théoréme sur & (cf [4]):
il suffit alors d’utiliser I'isomorphisme de restriction en remar-
quant que le support fin de T est dense dans le support de T.

Cas de la base dénombrable.

40. TutoreME. — St Q est & base dénombrable, on peut
fabriguer une mesure =, dite « mesure de base » ayant les
propriétés suivantes :

a) f dv = 1.
b) H < L3(x) (1.e. H est de base =).

¢) Le potentiel %~ de ~ est continu et borné.



TOPOLOGIES FINES ET COMPACTIFICATIONS ASSOCIEES 143

Démonstration. — Soit t, une suite de mesures i support
compact telles que leurs potentiels #™ soient finis continus
et bornés, et telles que les différences #™ — #*» soient denses

dans €(Q). Il existe une suite «, > 0,0 < «, < 1 telle que
v = Za,t, vérifie fd‘r =1 et #° continu < 1.

Pour ¢ € L*(t), posons V,= #?%: on déduit un noyau
vérifiant le principe complet du maximum et appliquant
L>(z) dans %,(Q) (fonctions continues et bornées). V est
hermitien et applique L(r) dans L'(z) et L?(t) dans L?(t). Soit
H’ T’espace de Dirichlet associé & V (V est de type positif).
On vérifie facilement a l'aide de la résolvante de V que
H = H en remarquant que toute différence de potentiels
nulle © — pp est nulle. Ainsi H < L2(x).

41. PropositioN. — L'espace H sur Q est de base %

ou % estla seule mesure d’énergie finie dont la projection est ~.

Démonstration. — Le potentiel %~ est la restriction d’un
potentiel %~ e H.

42. TutoriMe. — Soit V le noyau de H, la résolvante V.
On pose Vyo = V[e — AV,9] pour ¢ e€L*(x), donc Vo
est continue bornée. Alors (V,)i5o est une famille résolvante de
noyaux. On suppose que V(L*) est dense dans €(Q).

Posons pour ¢ eL*(3), V, = @ continu et

Vie = Ve — aVyo].
Alors (Vy)y.0 est une famille résolvante de noyauzx sur Q,
et c’est une résolvante de Ray, dont les points de branchement
(cf [13]) sont les points de Q\Q.

Démonstration. — On vérifie sans peine que les V) (resp. V3)
s’obtiennent par prolongement de Lebesgue de leurs restric-
tions & A (Q) (resp. #°(Q)). Dans les deux cas, les fonctions
surmédianes continues séparent les points de Q (resp. Q):
ce sont deux résolvantes de Ray.

Soit ae Q: de la définition méme de V, on voit que a
est un point de non branchement pour (V;),,, dans Q.
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On voit aussi que c’est un point de non branchement pour
(Vi)iso. Soit alors be O\Q, et soit a =n(b). Il existe p
potentiel sci de H(Q), tel que p(b) > p(a) = p(a), d’ou
sgp (AVyp)(b) = p(a) < p(b), et b est un point de branche-

ment.

43. Lemme. — Soit p un potentiel de H(Q). Alors
p = sup AV,p.
A

Démonstration. — On a

p =sup {Re/0 < ¢ < pp e ¥ (Q) N — pp}
= sup {Re/0 < ¢ < po e #(Q) vy — pp}.
Or R¢ est surmédiane continue, donc excessive pour (Vy)yso-

Ainsi p est excessive: c’est la régularisée excessive de p
car elle vaut p quasi-partout.

44. CoroLrLaIRE. — Toute fonction f(V,)-excessive est fine-
ment continue sur Q.

Démonstration. — Soit p un potentiel continu: f A p est
un potentiel égal quasi-partout i sa régularisée excessive

f//\\p, laquelle est finement continue. D’une part
fAp<fAp

car [ A p est surmédiane d’autre part f A p < m car

. _— .
f A\ p est finement sci et vaut f /A p quasi-partout. On en
déduit, en faisant croitre p que f est finement continue.

45, TukoritME. — Soit © un ouvert de Q. L’espace de

Dirichlet H(w) définit de la méme maniére une résolpante sous
markovienne sur o : la mesure de base est %|,, de potentiel

@c — Rg’;; On la note Wy. Alors W, est une résolvante de

Ray sur o et les points de branchement sont les points de
o \Q.
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Démonstration. — Remarquons d’abord que tout p potentiel

continu de H(Q) est une fonction (W,)-surmédiane dans o.
Soit ¢ € A (0),0 < ¢ < p, etsoit u la fonction:
" — Re dans o
0 dans Q\o

u est un élément de H(Q); cest le potentiel d'une forme
linéaire continue T qui induit une mesure u > 0 dans o,
et u est portée par I’ensemble des points ot Ro = ¢. Ainsi
ona p>u surle support de T (car p > 0 hors de o)
donc p > u partout dans Q, soit p > Re dans . Il
s'ensuit que p est (W,)-surmédiane continue et W, est
donc une résolvante de Ray.

Soit f une fonction (W;)-excessive: supposons f bornée,

alors la fonction u=q A (A + Rf"’) (notations de la propo-
sition 21) est (V;)-excessive sur : sa trace sur Q est donc
finement continue : ainsi f|,,, est finement continue dans .

Soit alors f (W;)-surmédiane continue, de régularisée
excessive f: fluna € flong sont finement continues dans
QNo et egales quasi-partout : elles coincident donc dans
o N Q, ce qui prouve que tout point de @ N Q est un point
de non branchement.

Montrons maintenant que les points de «»\Q sont des
points de branchement : soit d’abord b € o et soit a = w(b)
il existe p potentiel continu de F(Q) tel que sa régularisée

(Vy)-excessive p vale p(b) # p(b) = p(a).

La fonction p est (W))-surmédiane et donc majore sa
régularisée § (Wy)-excessive : ainsi B(b) < p(b) < p(b) et le
point b est un point de branchement. c.q.f.d.

46. CoroLLAIRE. — Soit (W), définie de la maniére
sutvante, pour o ouvert fin de Q:

Pour ¢ € L*(z), on pose Wyp = Trace sur o de W)§
ou & est un prolongement quelconque de o en fonction € L*(%)
sur &, et ou W, est la résolyante associée & 6.

Alors Wy ¢ est une fonction finement continue et bornée sur o.
De plus (Wy)nso est une famille résolvante de noyauz, dont les
fonctions excessives sont finement continues.
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En particulier, pour tout potentiel p e H(w), p finement
continue, alors p est une fonction (W;)-excessive.

Démonstration. — Evidente d’aprés le théoréme précédent.

47. Remarque. — On retrouve ainsi les résultats de [9].
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