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INTRODUCTION

Le problème de Dirichlet a été étudié par de nombreux
mathématiciens; de la Valée Poussin, Perron et Wiener etc...
Ce sont R. S. Martin et M. Brelot qui ont pu le résoudre dans
un cadre général, et ce faisant leur recherche a donné naissance
à la théorie axiomatique du potentiel dans laquelle se manifeste
la structure essentielle de la théorie du potentiel. Si on veut
résoudre le problème de Neumanh sous une forme aussi
générale que possible, il est naturel, comme dans le problème
de Dirichlet, que l'on ne veuille pas faire intervenir la frontière
de l'espace considéré; elle peut être très singulière. C'est
Z. Kuramochi qui a résolu le second problème dans le cas des
variétés riemanniennes.

Dans cet article nous résolvons le problème de Neumann
dans le cadre de l'axiomatique de Brelot. Notre but général
est de développer l'analyse sur les espaces harmoniques de
Brelot. Ainsi les résultats obtenus s'appliquent à la vaste classe
des opérateurs différentiels elliptiques du second ordre.

Nous allons d'abord développer la théorie générale des
espaces fonctionnels non séparés en vue de présenter une
méthode naturelle adaptée aux problèmes aux limites non-
coercives. A. Beurling et J. Deny ont introduit les espaces
fonctionnels (séparés) pour faire la théorie de la méthode de
projection orthogonale dans la théorie du potentiel, et envisagé
les divers principes qui jouent un rôle important dans la
théorie du potentiel. Pour atteindre notre but nous devons
traiter le cas où la forme de Dirichlet n'est pas séparée. En
effet la forme de Dirichlet classique J [ Vuj 2 dx n'est pas
séparée : elle annule les constantes. Ainsi nous sommes amenés
à considérer les espaces fonctionnels à nullité 1.

Dans les Chapitres 1 et II nous cherchons, comme J. Deriy
l'a fait dans [4], le lien entre les opérations de contraction
dans un espace fonctionnel à nullité 1 et le principe semi-
complet du maximum satisfait par l'opérateur potentiel
associé à cet espace fonctionnel : le théorème principal annonce
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que, dans un espace fonctionnel E à nullité 1 du type L2^,
l'opérateur potentiel satisfait au principe semi-complet du
maximum si et seulement si toutes les contractions opèrent
dans E.

Un des exemples importants de tels espaces fonctionnels
est l'espace H des fonctions harmoniques u dont l'intégrale
de Dirichlet D(u, û) est finie. Là tourne bilinéairé D(u, u)

1sera définie comme la demi-masse totale -^v ( l ) de la partieL
potentiel de la fonction sous-harmonique u2. Notons la
formule classique pour une fonction haTmôriîque;

|Va|2 =A(u2).

Nous montrons que l'espace fonctionnel à nullité 1
(H, t)( , )) a un noyau réprddùisarit by{x) normalisé en
ùïi point XQ :

^(y) — ^o) = D(^, u)
pour tout û e H, et en piarticulier,

b,{x) = D(&,, &,).
La théorie des espaces fonctionnels à nullité 1 qui sont

munis des noyaux reproduisants est donnée dails le Chapitre III,
aihsi que la condition de compacité de

'f——Uy=J'^(.)/-(y)m(4).

Les Chapitres IV et V àônt consacréâ au problème de
Neumaîin sur les espàcfes harmoniques symétriques de Brelot.
Soit (X, Jf) Ûti tel espace.

Soient A la fi*ohtièré dé Martin et k^x), Ç ê A, le nôyaû-
Ïonctiôn de Poisson-Martin. Oli définit la dérivée normale
de u G H ]pâr la formule (de Greén) :

D ( U , P ) = = f^^dl, V p e H ,
JA ôn

où v est la valeur au bord de p. Alors on peut résoudre le
problème de Neumann non-homogène: Étant donnée un'e
fonction ç sur A, pouï qu'il existe une fonction harmoniqu'e
u de H dpnt la dérivée normale sur A soit <p, il est néces-
saire et suffisant que l'intégrale de y sur A s'annule. La
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démonstration découle de l'inégalité

j îi — j u di\ dl ^ aD(u, u)

où a est une constante associée à l'espace harmonique
considéré.

Les deux résultats suivants sont ceux les plus importants
dans le Chapitre VI et V :

1) Pour tout compact K, on a l'estimation

sup | u(. ) — u[xo)\ ^ v/2 aMiJ)(u, u)112

pour tout u e H, où MK est la constante qui provient de
l'inégalité de Harnack.

2) (Principe du minimum). Si une fonction surharmonique s
dans un domaine œ, de frontière ôœ compact, vérifie les
conditions :

lim inf s ^ 0 sur ôœ,

— ^ 0 sur A,
on

alors s est positive.
Pour la démonstration nous aurons besoin de localiser

l'espace (H, D( , )) au domaine co : C'est la méthode que
nous avons adaptée dans notre article précédent [8].

Le noyau de Neumann est donné par

^f=Gf+Vf,
pour toute charge nulle /*, i.e. telle que F fdm == 0, où

Gf=fp,^)f(y)m{dy)

avec py{x) = p^{y) la fonction de Green sur (X, ^f).
N satisfait au principe semi-complet du maximum : Pour

tout réel a et toute charge nulle /*, si la relation

N/^ a

est vraie sur l'ensemble {f > 0}, elle l'est aussi sur X.
Nous construisons la résolvante (Np)p^ du problème de

Neumann qui vérifie la relation

N/1 = N,/* + pNN/ = N/ + pN,N/1



50 TOSIAKI KORI

pour toute charge nulle f. La mesure m est invariante par
rapport à (Np). La méthode de construction est intéressante :
Nous nous servons du théorème de l'indice. En effet

( I+pG) , p > 0 ,
restreinte aux charges nulles a le noyau 0 et l'image à codi-
mension 1 dans L^X.m), et l'opérateur U est compact,
ce qui assure l'existence de (I + pN)-1 sur un sous-
espace de codimension 1.

Nous montrons que (Np) est une résolvante des noyaux
markoviens et que l'on a la décomposition

N, = G, + (I - pG,)U,(I - pG,),
où (Gp)p>o est la résolvante associée à G, et Up est défini
par

D(Upg, u) + p((I - pGp)U,g, u)^ == (g, u)^x),

pour tout u e H. La dernière formule exprime la condition
limite du problème de Neumann, c'est-à-dire, une expression
déformée de

^N'»= °-
Je suis heureux d'exprimer ici ma profonde reconnaissance

à MM. Brelot et G. Choquet qui m'ont invité dans l'Équipe
d'Analyse et qui m'ont soutenu pendant ce travail. Je tiens
à exprimer ma gratitude à MM. G. Mokobodzki et A. Ancona
pour l'intérêt qu'ils ont porté à mon travail, et pour les discus-
sions que j'ai eues avec eux à ce sujet. Je remercie également
MM. D. Feyel et M. Yor qui m'ont aidé à corriger les erreurs
linguistiques et qui m'ont encouragé. Ma reconnaissance va
également à M. P. A. Meyer qui m'a signalé que le noyau de
Naïm donne un exemple d'opérateur carré du champ. Je
remercie aussi tous les autres auditeurs du Séminaire de
Théorie du Potentiel, dont je ne cite pas les noms, de qui j'ai
pu apprendre divers résultats ou aspects de la Théorie du
Potentiel. Enfin je remercie Mme Le Perchée qui a reproduit
ce travail soigneusement.



CHAPITRE PREMIER

PRINCIPE SEMI-COMPLET
DU MAXIMUM ET CONTRACTIONS

Nous envisageons, dans un espace fonctionnel à nullité 1,
la relation entre l'opération de contraction et le principe
semi-complet du maximum satisfait par l'opérateur potentiel.
Nous donnerons dans le chapitre II la correspondance précise
entre les espaces fonctionnels, les opérateurs satisfaisant au
principe du maximum et les résolvantes sous-markoviennes,
en nous restreignant au cas où les objets sont dans (L2).

1. Espaces fonctionnels à nullité 1.

Soient X un espace localement compact et m une mesure
de Radon positive sur X. On désigne par Lfoc(X) = Lfoc(X, m)
l'espace des classes de fonctions numériques sur X, dont la
puissance p-ème est localement m-intégrable.

Une forme bilinéaire b{ , ) définie sur un espace vectoriel
V est dite d nullité 1, si la dimension du sous-espace constitué
par les éléments ^, tels que &(^, u) = 0 pour tout u e V,
est égale à 1. Dans cet article nous supposerons toujours qu'un
tel sous-espace d'annulation est R1 ;

[y e V; &(^, u) = 0 pour tout u e V} = R1.

Soit H un sous-espace vectoriel de L^c(X, m), muni
d'une forme bilinéaire < , > symétrique, positive et à
nullité 1. Nous supposons que les axiomes suivants sont vérifiés ;

(i) H est complet par rapport à <( , ),
(ii) à tout compact K de X, avec m(K) ^ 0, on peut

associer une constante a(K) telle que l'on ait

(1.1) f^\u(x) - C^(u)\m {dx) ^ a(K)<u, u)^2,



52 TOSIAKI KORI

pour tout u e H, où on a désigné

Cs.(u) = w(K)~1. j^ u dm.

Deux fonctions localement presque partout égales (pour m)
représentent le même élément de L?oc(X, m), et aussi de H.

On dira que (H, < , » est un espace fonctionnel à nullité 1.
On appellera charges nulles les fonctions d'intégrale nulle.
On désignera par J^ l'ensemble de toutes les charges

nulles qui sont bornées et à support compact.
Désormais on fixe un compact Ko avec Ko ^ 0. Dans

le cas où X lui-même est compact on prendra Ko == X.
Voici l'opérateur potentiel associé à l'espace fonctionnel à

nullité 1.
On peut associer, à toute fonction fe^V^ un élément

unique V/* de H tel que l'on ait

(1.2) (Y/*, u> = \ fu dm, pour tout u e H,
(1.3) J^V/^m==0.

En effet soit K == Supp. /*. D'après l'axiome (ii) on a

[J* ufdm = \f^ f(u — CK(U)) dm
^ a(K) sup 1 / 1 . <u, u^2, Vu e H.

Il existe donc v e H tel que l'on ait

<(^ u) = j uf dm, Vu e H.
L'opérateur

/••—V/^.-CKM
satisfait donc (1.2) et (1.3). L'unicité est facile à montrer.

On appelle V V opérateur potentiel.
Nous allons introduire maintenant les principes fondamen-

taux.
Soient u et v deux fonctions numériques sur X. On dit

que v est une contraction de u si on a les relations :

K^) — ^{y)\ ^ K^) — ^(y)! (^ y e x)-
En particulier

|u| et Tiu = ((u V 0) A 1) = min (ma.x (u, 0), 1)
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sont des contractions de u que l'on appelle respectivement
la contraction module de u et la contraction unité de u.

DÉFINITIONS. — (i) On dit que la contraction module (resp.
unité) opère dans H si H est réticulé et si

(1.4) <H,H> ^ <u, u>
(1.5) (resp. <TiU, TiU> ^ <u, u»

pour tout u e H.
(li) On dit que toutes les contractions opèrent dans H si,

pour tout u e H et toute v contraction de u, on a p e H et

<^, ^> ^ <u, u>.

(iii) On dit que le principe semi-complet du maximum (par
rapport à ^\) est satisfait dans H si, pour tout réel c et

toute /*GJ^; la relation ((V/* ^ c)) est satisfaite
(1.6) presque partout (localement) sur X dès quelle Vest

presque partout sur {f > 0}.
On dit quun opérateur satisfait au principe semi-complet

du maximum (par rapport à J^) s'il vérifie la propriété (1.6).

Si un opérateur U vérifie le principe semi-complet du
maximum l'opérateur U + pi le vérifie aussi, quel que soit
p > 0. Donc la propriété (iii) de H ne dépend pas du choix
du compact Ko.

Nous notons aussi que la condition

équivaut à
<|u|, H> ^ <u, u>

<u+, u_> ^ 0.

THÉORÈME 1.1. — Si la contraction module opère sur H,
le principe semi-complet du maximum est satisfait.

En effet, soient c un réel et f e ̂  tels que c ^ V/*
presque partout sur {f > 0}. Puisque la contraction module
opère dans H on a

0 ^ <(c - V^)_, c - V^> = - <(c - ¥/•)_, V/>
= ~.f^ - ̂ f)-'fdm = f^ (c - ¥/•)-.(- f) dm ^ 0.
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De sorte que

et
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<(c - V/1)., c - vy> = o,
<(c - V/')., (c - V/*)_> = 0.

(c — V/')- est une constante, qui est, d'après l'hypothèse,
égale à 0 sur {f > 0}, donc partout. D'où c — V/* ^ 0.
Ce qui montre le principe semi-complet du maximum.

2. Espaces fonctionnels à nullité 1
localement de carré intégrable.

Dans ce paragraphe nous demandons que l'espace fonctionnel
à nullité 1 H vérifie la condition suivante, plus forte aue
(1.1) :

Pour tout compact K (tel que m(K) -^ 0) il existe une
constante 6(K) telle que l'on ait

(2.1) f^\u(x) - C^Wm {dx) ^ 6(K)<u, u>

pour tout u e H.
Cette condition implique que H est un sous-espace de

LUX, m)^.
On désigne par ^ l'ensemble des fonctions à support

compact, de carré intégrable et d'intégrale nulle.
A toute charge nulle f de J^, on peut associer un élément

unique V/* de H tel qui satisfasse aux (1.2) et (1.3).
En effet, soit K == Supp. /*. On a

\f ufdm 2 = f^ f{u - CK(U)) dm 2

^ f f2 dm f^ (u — C^u))2 dm
^ f{K).ff^dm^u, u>, Vue H,

ce qui montre l'existence d'un ^ e H tel que

<P, u> == F ufdm, Vu e H.

Il suffit de poser Vf= ^ — CK/^).
V est appelé opérateur potentiel.
On dira que le principe semi-complet du maximum {par
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rapport à ^) est satisfait dans H si la condition (1.6) est
vérifiée pour tout réel c et toute f E ^V.

Le même raisonnement que celui du théorème 1.1 montre le

THÉORÈME 2.1. — 5i la contraction module opère dans H
le principe semi-complet du maximum [par rapport à ^) est
satisfait.

THÉORÈME 2.2. — Soit H un espace fonctionnel localement
de carré intégrable à nullité 1. Si le principe semi-complet du
maximum est satisfait dans H toutes les contractions opèrent
dans H.

(1) Démonstration dans le cas où X est compact. — Dans
ce cas H est un sous-espace de L^X) dont l'injection est
continue d'après (2.1). De plus puisque le principe semi-
complet du maximum ne dépend pas au choix du compact Ko
on peut le supposer identique à X. Donc V est un opéra-
teur de ^ dans ^. La théorie générale de l'espace fonc-
tionnel dans L2, que nous donnerons dans ce chapitre suivant,
i.e. le théorème 5 du chapitre II, donne la conséquence.

(2) Démonstration dans le cas général. — On se ramène au cas
d'un espace compact de la façon suivante : soit K un compact
de X. On peut supposer que l'opérateur V est normalisé
par

J^V/^m=0, fe^.

Soit c/^K l'ensemble des charges nulles, de carré intégrable,
à support dans K. On désigne par / le sous-espace (fermé)
de H engendré par V/*, f e ^TK? et on pose

HK = RestK / © R,

où Restai est l'ensemble des restrictions à K des éléments
de / . HK est la somme directe des Rest^ et R, car tout
élément u de / est d'intégrale nulle sur K; ^ u d[L = 0.

On définit la forme bilinéaire <( , )>K sur HR par

<^lî ^2>K == <^1 + ^1, ^2 + ^2> = <^l5 ^2>?

où h, = Uf|K + Ci avec u, £ / et c, e R, i = 1,2.
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D'après la condition (2.1) on voit que (HK, < , >K) est
un espace fonctionnel à nullité 1 dans L^K, m|K). L'opé-
rateur potentiel associé à cet espace fonctionnel n'est autre que

; , VV^ RestK Vf

défini pour /*£^K- De sorte qu'il satisfait au principe semi-
complet du maximum (par rapport à ^p)? et 1̂  partie (1)
ci-dessus montre que toutes les contractions opèrent dans HK.

Nous notons le fait suivant : la restriction d'un élément
ùe H sur le compact K est un élément de HK. En effet
soit UK la projection de u G H sur le sous-espace / . Par
définition on a

(u-^V/^O

pour toute f e J^K. Cela implique
> ; J^ (u — u^)fdm = 0,

donc (u — u^) restreinte à K est orthogonale à ^TK (dans
L^K, m|K)), i.e. u — u^ est une constante, soit c, sur K.
Mais comme nous avons remarqué précédemment UK est
d'intégrale nulle sur K, donc c est égale à

CK (u) = 7n(K)~1 j^u dm.
Ona

RestK u = RestK u^ + C^(u) G HK.

Nous commençons la démonstration du théorème. Soit v
une contraction de u e H. Il est clair que, pour tout compact
K, la restriction de ^ à K est une contraction de u res-
treinte à K. D'après (1) on a

^\ K G HK, <^| K, ^| K>K < <u\ K, u\ K>K.

Il découle de la définition de HK, que P coïncide sur K
avec une fonction de H. Ceci étant pour tout compact, v est
un élément de H. On a donc

<p, p> == <^|K, P|K>K ^ <u|K, U|K>K = <u, u>.



CHAPITRE II ;

ESPACES FONCTIONNELS A NULLITÉ 1 DANS L27

• • • • • . . , •

1. Résultats. ^ v

Soient (X, m) un espace mesurable muni d'une mesure
positive et bornée, L2 = L^X, m) l'espace des fonctions
sur X de carré intégrable et ^ le sous-espace de L^X, -m).
constitué des fonctions d'intégrale nulle. On désigne par
(f,g) l'intégrale f f. g dm, et on pose \\f\\ = (/•,/>)1/2.

Un espace fonctionnel H dans L^X, m) est un sous-espace
vectoriel de L^X, m), muni d'une forme bilinéaire < , ^
symétrique et positive pour laquelle H est complet. On dit
que H est un espace fonctionnel à nullité 1 {dans L2) si la
forme bilinéaire < 5 > est à nullité 1, et si elle satisfait à
l'inégalité suivante pour une constante a > 0 :

(1.1) |lu||2 ^ a<u,u>,

pour tout u e H n J^.
On peut définir \ opérateur potentiel U qui associe à toute

fonction fe^V l'élément U/ 'eH n ^ tel que l'on ait :

<u/»=(AuL
pour tout u e H . On a alors ||U/'|| < |̂|/1|.

Quand nous considérons un opérateur dans L2 (ou ,^\,
il s'agira d'une application linéaire continue de L^X, m)
(resp. ^T) dans lui-même. On dit qu'un opérateur V dans L2

(resp. ^) est symétrique si (V/*, g) ==(/*, Vg) pour tout /*, g
dans L2 (resp. v^)-

On appelle (L2)-résolvante une famille d'opérateurs (^p)p>o
dans L2, telle que l'on ait pour tous p, q > 0,
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(1.2) a) Vp est un opérateur symétrique,
b) V, - V, + (p - ̂ )VpV, = 0,
c) Vp est sous-markovienne, i.e. 0 ^ P^pf < 1

presque partout si 0 ^ f ̂  1 presque partout.

Une résolvante (Vp) est marko^ienne s'il existe un p > 0
tel que pVpl == 1. Cela impliqoe pVpl = 1 pour tout p > 0.

Voici les résultats principaux de ce chapitre :

THÉORÈME 1. — Soit V un opérateur symétrique dans ^
qui satisfait au principe semi-complet du maximum', i.e. pour
tout réel c et toute fe^V, la relation

V/^ c

est satisfaite presque partout sur X dès qu'elle l'est presque
partout sur l'ensemble {f > 0}. Il existe alors une (L^-résol-
vante marko^ienne (Vp) telle que',

(1.3) \f = V,/- + p\,-Vf == V/ + pVV
pour toute f e ̂ . En particulier on a

(pV,g, 1) = (g, 1)

pour toute g e L^X, m).

Comme une conséquence de ce théorème on a le

THÉORÈME 2. — Tout opérateur symétrique dans ^ qui
vérifie le principe semi-complet du maximum est un opérateur
positif',

(vy,/1) ^ o, /•e^.
On a déjà montré dans le Chapitre 1 que l'opérateur potentiel

U associé à l'espace fonctionnel à nullité 1 (H, < , » satisfait
au principe semi-complet du maximum si la contraction module
opère dans H. Donc, dans ce cas, il existe une (L^-résolvante
markovienne (Vp) telle que

<Vp/',u>+(pVp/'-/',u)=0

pour tout f e J^ et u e H. En effet, d'après (1.3),

Vp^U^-pVp^eH,
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et
^^-(/'-PV.U),

où on a utilisé le fait que Vp applique ^ dans ^T, ce que
nous montrerons. On a, en outre, le théorème suivant :

THÉORÈME 3. — Soit (H, < , » un espace fonctionnel
à nullité 1 {dans L2) dans lequel la contraction unité-,

TI : u i—^ (u V 0) A 1 = min (max (u, 0), 1)

opère. Il existe alors une (L2)-résolvante markovienne (V ) ..
telle que :

(1.4) <u, u> = lim p(u — pVpU, u)
P><30

pour tout u e H.

THÉORÈME 4. — 5i un espace fonctionnel à nullité 1
(H, < , » et une (L2)-résolvante markovienne (Vp)p^Q sont
reliés par la relation (1.4), toutes les contractions opèrent dans H.

THÉORÈME 5. — Les 4 conditions suivantes sont équivalentes :
(i) la contraction module opère dans H,
(ii) la contraction unité opère dans H,
(iii) toutes les contractions opèrent dans H,
(iv) I''opérateur potentiel associé à H vérifie le principe semi-

complet du maximum.

2. Lemmes.

Dans ce paragraphe nous préparons des lemmes pour montrer
les théorèmes annoncés précédemment.

LEMME 2.1. — Si un opérateur dans ^ satisfait au principe
semi-complet du maximum l'opérateur (I + pV) dans ^ est
une injection.

LEMME 2.2 — Soit (Vp)p>Q une (L2)-résolvante. On a:
(i) llpVJ ^ 1 , Vp > 0,
(ii) 0 ^ (pV, f) ^ (/•, /•),
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(iii) Les fonctions

P^Pif-pV^f),
p^^-.pV/.pV),

et
P^——W.pV)

sont positives et croissantes dans l'intervalle (0, œ).

LEMME 2.3. — Soit A un opérateur symétrique et markovien
(i.e. Al = 1) dans L2. Alors A applique ^ dans ^ et,
pour toute g e L^X, m),

g — AgG^.
En effet on a

(A(g - c(g)), 1) = (g - c(g), Al) - (g - c(g), 1) = 0,

où c(g) = ̂ (1)-^, 1). D'où A(g - c(g)) e ^T, pour toute
geL^X,^) , en particulier, Ag e ̂  si ge^T. On a aussi

g — ̂  = {g — ^)) - A(g — c(g)) e ̂ .

LEMME 2.4. — [/^e (L2)-résolvante vérifie :
(i) ( |u| ,(I-pV,)|u|) ^ (u, (I - pV»,
(ii) (u_, (I - pV» ^ 0.

Car on a
(H + ̂ ).pV^H - u) ^ o.

3. (L2)-résolvante markovienne
et le principe semi-complet du maximum.

Démonstration du Théorème 1.

L'argument qui suit est plus ou moins de routine. Nous
procédons comme dans le Chapitre 10 de [11]. On note que,
pourtouL r > 0, il existe au plus un opérateur V^ qui vérifie
(1.3), car I 4- rV est injectif.

Supposons d'abord que, pour un r > 0, un opérateur V,.
dans L2, qui est symétrique et markovien et qui vérifie (1.3),
existe.
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(i) V, satisfait à (1.2)(c).
En effet, soit f une fonction à valeur 0 ^ f < 1 presque

partout.
(Désormais nous omettrons la phrase « presque partout »).

La fonction h = f — rV^/* appartient à ^ d'après le lemme
2.3. D'autre part on a r\h = f — h = r\^f. Donc

r\h ^ 1 sur {h > 0}, et rV(— h) ^ 0 sur { — h > 0}.

D'après le principe semi-complet du maximum on a

0 ^ rVA=rV,/ '< 1.

D'où il découle à l'aide du Lemme 2.2 que :
00

(ii) ||rVJ ^ 1, donc la série d'opérateurs ^ V^(— tV^
converge pour 0 ^ t < r. /c=o

Désignons la somme de cette série par W. On voit que W
est symétrique et qu'il laisse le sous-espace ^ invariant.
On a

tV,W = (WV, - V, - W,

dans L^X, m). De plus W restreint à ^ commute avec
l'opérateur V. D'où on déduit

V - W == (r + ^)VW dans ^T.

(iii) L'existence de V^ pour un r > 0 entraîne celle de
Vy.+( pour 0 ^ t < r.

En effet il suffit de poser V^ == W. V^ est vraiment
markovien. En effet on a

r -4- f °° / f V
(r+t)Wl=^— S (--) = 1 .

r ,=o\ r }

Passons alors à l'existence de la résolvante (Vp) : Soit

a= sup { I I V / ' l l î / ' e ^ et \\f\\ ^ 1} < oo.

Pour 0 ^ p < a, la série d'opérateur

i v(- pv)^
/c=o

converge vers un opérateur dans c^*, qui est symétrique.
Le même raisonnement que celui ci-dessus montre qu'il
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vérifie la relation (1.3). Désignons-le par Vp (sur ^T). Soit
geL^X, m), g=f+ c avec fe^r et

c == m(l)-1 J g dm.

On définit, pour 0 < p < a

Vpg=V+^.

Évidemment Vp est un opérateur dans L2, symétrique et
markovien qui laisse ^ invariant et satisfait à (1.3). Un second
prolongement de Vp dans l'intervalle (0, 2a) est possible
d'après (iii), un troisième prolongement au moyen delà série
permet d'atteindre l'intervalle (0, 4a), etc. Enfin l'opérateur
Vp peut être défini pour tout p > 0. Comme Vp satisfait
(1.3) on voit que

(I + pV)(V, - V,)/-= (I + pV)(î - p)V,V/
dans ^y. Encore d'après le Lemme 2.1 on a

V - V/ + (P - ?)V,V =0, V^e ̂ .
Or, la même égalité pour une constante étant banale on a
montré que (Vp) est une (L^-résolvante.

Propriétés des (L2)-résolvantes marko viennes.

COROLLAIRE 3.1. — Soit (Vp)p>o la (L2) -résolvante marko-
vienne que nous avons construite dans le Théorème 1. On a :

l impV==c(/-)=m(l)-^(/ , l ) ,
PtO

et
lim||Vpf|| = 0)
P^O

pour toute f e L^X, m).

En effet, d'après le Lemme 2.2, on a

(VA f) - (v/, f) > o,
pour toute f <= ̂ . Donc on a

0 < ïim{p\/,f) < lim p(\f, f) = 0,
P->0 P->0
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et
0 < Hm HpVII2 < lim (pV/, /•) == 0,

p->9 P->0

pour toute fe ̂ . Soit g e L^X, m). On a alors

pV,g = pV+ c(g)pV,l = pV+ c(g),

où
f = g - c ( g ) e ^ - .

Cela implique
lim||pV,g-c(g)|| =0.
P-^0

Démonstration du Théorème 2.

Soit V un opérateur symétrique dans ^V vérifiant le
principe semi-complet du maximum. D'après le théorème 1
une (L^-résolvante (Vp)p^o est associée à V. On a

(VA f) > (V^, f) ^ 0

pour toute fe^. Donc V est positif.

PROPOSITION 3.2. — Soient (Vp)p>o une (L2) -résolvante
markovienne et V un opérateur symétrique dans ^T. Si on a
la relation

V/-=V,(I+pV)/-

pour toute fe^y V opérateur V satisfait alors au principe
semi-complet du maximum.

D'abord nous montrons que l'opérateur 1 + pV satisfait
à ce principe : Soit f £ ^T, =^ 0. Supposons que la relation

a ^ (I+pVV

est satisfaite sur l'ensemble {/* > 0}. D'après le Lemme 2.4
on a, en posant u = a — (I + ?V)A

0 ^ (^(I+pV^u)--^. , /*).

Le terme dernier vaut

f^[-f).u,dm^0,
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car u_ = 0 sur [f > 0}. Donc u_ = 0 presque partout
sur X, i.e. a ^ (I + pV)/' presque partout.

Ensuite nous montrons que V vérifie le principe semi-
complet du maximum. Soit la relation

a > V/*

vraie sur {f > 0}. Posons f^ = f A n. On a

a ^ V/, sur {/, > 0},

on a donc, pour p > 0,

n+pa ^ ( I+pV)/ , sur {/, > 0}.

D'après ce que l'on a montré ci-dessus, cette relation est vraie
sur X. p étant quelconque, on a

a ^ VT^ et puis a > V/*.

Remarque. — Soient V un opérateur symétrique dans L2

et (Vp) une (L2)-résolvante telle que

V = V,(I + pV).

V satisfait alors au principe complet du maximum.

4. (L2)-résolvantes markoviennes
et espaces fonctionnels à nullité 1.

Considérons la forme quadratique suivante définie dans un
espace fonctionnel à nullité 1 (H, < , » :

(4.1) F/u)=<u,u>+pl|u-/T,

où f est un élément de L^X, m). Par une méthode classique
basée sur l'égalité :

1 T7 f.,\ -L 1 F fcA F (u + ̂ \-^ F^(u) + -^ F,(^ - I^-y-J

= —— <U — V, U — ^> + -!- \\U — ^||2,

on peut montrer l'existence de l'unique élément Uj- de H
qui rend minimum cette forme quadratique. Uj- est aussi
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l'unique élément qui vérifie la relation

(4.2) <^>+p(^/^)=o

. 1pour tout p e H. Soit Vp opérateur qui associe — Ur à
toute fç=L2(X, m) : P

V-^-^H.

D'après (4.2) on a

<V, v,g> + p(v/, v,g) - (/; v,g),
et

.iiVB^^^w.n^Aiivii-u^ii-
Donc Vp est un opérateur symétrique dans L^X, m) qui est

1 1borné par —; [VJ ^ —• D'après l'unicité de Uy dans (4.2),
on a P P

V,/ l-V/+(p~î)V,V/=0.
Enfin, on a

0 == Fi(l) < Fi(pV,l).
Donc, pVpl étant l'unique élément de H qui rend minimum
la forme Fi, on a pVpl ==1.

Démonstration du Théorème 3.

D'après l'hypothèse que la contraction unité T^ opère
dans H, on a

F/TiW)) ^ F/W),
pour toute /^L^X, m) telle que T^f ===/*, i.e. telle que
0 ^ f ̂  1. pVp/* étant l'unique élément qui rend minimum
la forme F .̂, on a pV/== Ti(pV/);

0 < pVp/1 ^ 1 si 0 < /> ^ 1.

Nous avons montré l'existence d'une (L^-résolvante marko-
vienne qui satisfait à

<Vp/»+(pV-/-,?)=()
pour tout v 6 H.
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Nous allons montrer la relation (1.4).
Soit u e H. On a

F^(u) = <u, u> ^ F^(pV,u)
= <pV,u, pV,u> + P\\pVpU - u\\2
= p{u - pV^u, pV,u) + pl|pV,u - u||2
== p{u — pVpU, u).

De cette inégalité on tire que
(4.3) |[u — pVpU|| -> 0 (p f oo)

et
lim p(u — pVpU, u) ^ <u, u>,
P^oo

qui montre que si une suite converge dans H elle converge
aussi pour la (pseudo-)norme

R(u, u) = lim ^ p(u — joVpU, u).
P>00

Soit maintenant Qf l'image Vp(^) de ^V par la résol-
vante. 2 ne dépend pas de p, et, d'après le Lemme 2.3,
Q) c j^^ donc 2 <=- H n ̂ . Pour tout élément u, soit
u = Vp/*, de ^, on a

<u, u> - <V, V/> = (^- pV/, V,f)
-lim(/'-pV,çV,V)

ff^aoq->w

lim
ç^ao

= lim ç((I - çV,)V, V,/-) = R(u, u).

On va montrer, d'autre part, que ^ est dense dans H n ^T.
En effet, soit u e H n ^ orthogonale à ^. On a, d'après
(4.2),

p{f, u - pV,u) = p(f - pV ,̂ u) = <pV, u> = 0,
pour toute fe^V. Il en résulte que u—pVpU est une
constante, qui se trouve être nulle car u — pVpU e J^. Encore
une fois d'après (4.2) on a

<u, u> == <pVpU, M> == p(u — pV^u, u) = 0,
de sorte que u = 0.

Enfin il découle de ce que l'on vient de montrer que
<u, u) == R(u, u)

pour tout u e H n ̂ *.
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D'autre part, évidemment

<1, 1> = 0 == R(l, 1).

On a donc, pour tout u e H

<u, u> === R(u, u). c.q.f.d.

COROLLAIRE 4.1. — Pour tout u e H,

lim pVpU == u
P>oo

à la fois dans H et dans L2.

En effet (4.3) montre que pVpU converge vers u dans
L^X, m). D'autre part, on a

<M — pVpU, u — pVpU> ^ <u, u> — p(u — pVpU, u).

La dernière décroît vers 0 avec p^- oo.

Démonstration du Théorème 4.

C'est une conséquence de l'expression suivante :

p{u - pV^u, u) = p- rf (u(i/) - u{x)Ynp [dx dy),
^ JJxxx

où rip {dx dy) est la mesure définie par la relation

// fWg{y)n, (dx dy) = (pV/, g).

En effet, soit v une contraction de w e H. D'après la rela-
tion ci-dessus, on a

p{v — pV^, ^) ^ p{w — pVpW, w) ^ <w, w>,
donc

<^ (;> = R(^ p) ^ <^ ^>.

Ici, il faudrait remarquer que u est dans H si R(u, u) < oo.
En effet, la relation

^p(u - p\,u, u) = ||u - pV^ll2

implique
j^ ||u — pVpU||2 rfp == R(u, u) < oo,
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lim II u — pVpU\\ = 0.
P>00

D'autre part on a, en posant Up = pVpU,

<^p, UpV = p((I - pV^)u, Up)
et

<^ - ̂ , Up - u,> = (p(I - pVp)u - ç(I - çV,)u, ̂  - u,)
^ 2(2R(u,u))^K-uJ| ,

ou on a utilisé 1 inégalité

p[|(I - pV»| ^ 2p(u - pVpU, ù)1'2 ^ 2R(u, u)1/2.

Il en résulte que {Up} est une suite de Cauchy dans H qui
converge vers un v e H. Mais, d'après (1.1) on a

où

et

(u? — c} — |̂| ^ a<Up — ^, Up — p>,

c = m(l)-i(u, 1),

Up = pVpU = pVp{u — c) + c

avec pVp{u — c) e jV n H. D'où, en faisant tendre p vers
l'infini on obtient u = v + c e H.

Démonstration du Théorème 5.

^Les implications; (i) =^ (iv), (ii) ==> (iïi), (ni) =^ (i) et
(iii) => (ii) ont été établies. Supposons que l'opérateur poten-
tiel V associé à (H, <, » satisfait au principe semi-complet
du maximum. D'après le Théorème 1 une (L^-résolvante
markovienne (Vp)p>o vérifiant (1.3) existe et, comme nous
avons expliqué dans la section 1, elle satisfait à

^pf^>={f-py/,u)
pour toute f e ̂  et u e H. Mais puisque on a

<V,1, u> = 1 i-, u \= 0 = (1 - pV,l, u),

la formule ci-dessus est satisfaite pour tout / 'eL^X,/^) ,
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et ce n'est autre que (4.2). Ensuite on a

F/u) = F/pV/) + <u - pV, u - pV/> + B u - pVP,

i.e. pVp/* rend minimum la forme F .̂ L'argument dans la
démonstration du Théorème 3 pour établir la formule

<u, u> = lim p(u — pVpU, u),px»
s'adapte sans aucun changement. Donc, d'après le Théorème 4,
on voit que toutes les contractions opèrent dans H, ce qui
montre l'implication (iv) => (iii).



CHAPITRE III

NOYAUX REPRODUISANTS DANS LES ESPACES
FONCTIONNELS A NULLITÉ 1

1. Noyaux reproduisants,

Dans ce paragraphe nous étudions des espaces fonctionnels
un peu spéciaux. Nous nous intéressons au cas où l'espace
fonctionnel considéré a, un noyau reproduisant.

Soit H un espace vectoriel des fonctions continues dans X,
muni d'une forme bilinéaire < , > symétrique, positive,
et à nullité 1. Nous supposons que les conditions suivantes
sont satisfaites :

(i) H est complet par rapport à < , >
(ii) A tout couple de points x, y e X on peut associer une

constante c(rc, y} telle que l'on ait
(1.1)
\u(y) — u{x)\ ^ c{x, î/)<u, U')112 pour tout u e H.

On dit que H est un espace fonctionnel à nullité 1 du type
noyau, car nous montrerons ci-dessous que l'espace H a un
noyau-fonction.

On pose
H,= {ue H, u{x) =0}.

THÉORÈME 1.1. — A tout couple de points rc, y on peut
associer un élément unique A^(î/, .) e HLp tel que Von ait

(1.2) <u,/c,(î/, .)> = u{y) - u{x)

pour tout u e H.
De plus on a
(1.3) /c,(y, z) = k^ y) = <^(y, .), /c,(z, .)>.

En effet on a, d'après le (1.1),
\u{y)\ ^ c(^î/)<u, u>^2
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pour tout u e H^.. H^ étant un sous-espace vectoriel de H,
le théorème de Hahn-Banach montre que, quel que soit
y e X, il existe un élément

y = ̂ y(.) e H tel que u(y) = <^, u> pour tout u e H^.

Soit
k^y, .) = v — y{x).

Evidemment on a A*a.(y, .) e Hg; et

u(y) = </^(î/, .), u>

pour tout u e H .̂. Puisque la forme < , > annule les cons-
tantes on a

^(y) — ̂  = ̂ (y? • ) ? ^>
pour tout u e H. En particulier on a

^(y? ^) ̂  <^(^ • )» ^(î/? •)>»
ce qui montre que

^{y, z) == ^(z, y).
Montrons l'unicité : soit h{y, z) un autre élément de H^.

avec la propriété (1.2). On a

</c,(y, .)-/i(î/, .),/c,(î/, .)-A(î/, .)>
= ^(y, y) — Hy, y) — ^{y, y} + h{y, y) = 0,

donc k^{y, .) — h(y, .) est une constante qui s'annule car
k^y, .)-h(y, .) e H,.

La fonction (y, z) i—^ k^{y, z) est appelée noyau reprodui-
sant associé à H, et normalisé en x.

COROLLAIRE 1.2. — Pour tout u e H, on a

(1.4) \u(y) - u{x)\2 ^ <u, u>./c,(î/, y).

COROLLAIRE 1.3. — Pour y ^=- x on a

^ Y)-112 == ̂ t «^ ^1/2; ^ e H, ^ u(y) = 1},

où le minimum est atteint pour

u == k^y, y)-1.^, .).
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En effet, pour u e H^ avec u{y) = 1, on à

1 - u(y)= </c,(y, . ) , u > ^ k^ y^.<u, u>1^

et l'égalité est valable si et seulement si
u= k^y, î/)-1./^, .).

Dans la suite nous fixons un point XQ et nous supposons que
le noyau-fonction k{y, z) est normalisé au point XQ, i.e.

k{y, z) = k^{y, z).

Ici nous notons que H est un espace fonctionnel à nullité 1
dans Lfoc(X, m) (resp. Lfo^X, m)) au sens du Chapitre 1
pour toute mesure m dans X telle que la fonction
y i—^ c(rco, y) soit localement intégrable (resp. de carré
intégrable), et que m(U) > 0 pour tout ouvert U.

En effet on a, pour tout compact K et tout u e H,

\u(x,) - CK^K ^ m(K)-P.f^c{x^ yYm (^/).<u, u>^2,
et

f^Hy) -c^u)\Pm{dy)

^ f^{y) - u{x,)\Pm (dy) + \u{x^) - c^{u)\^m(K)

^ (1 + m(K)1-^) f^ c(^o, yY dm. <u, u>^,

ou p == 1 ou 2, ce qui montre l'inégalité (1.1) (resp. (2.1))
du Chapitre I.

Ainsi, l'opérateur potentiel U7" associé à une telle mesure m
existe et,

Ffudm = <U7»/*, u>,

où f est une charge nulle par rapport à m. Mais dans le cas
présent l'hypothèse forte faite ci-dessus entraîne de meilleurs
résultats.

PROPOSITION 1.4. — Soit v une mesure dans X telle que la
fonction y\—>- c{xo, y) soit intégrable. Il existe un élément
unique L^ de H^ tel que

(1.5) fu^-Wu)i/'
pour tout u e H^.
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De plus on a la relation

(1.6) \]\y}=fk{y,z).{dz).

En effet, dans la démonstration du théorème 1.1, on a

(1.7) k{y, y)^ =<k{y, .), k{y, .)>^ ^ c(^ y).

D'autre part on a, pour tout u £ H^,

fu{y)^ (dy) ==J\/c(î/, .), u>v {dy),
et

\fud^ ^ f\<k(y, .), u>|v (dy)
^J'</c(î/, .),'%, .)>^v(^).<u,u>^
^ Jc(rro, î/)v {dy)^u, u^2.

Il existe alors, d'après le théorème de Hahn-Banach, un
élément w e H tel que

<w, u> === j u dv, Vu e H .̂

\]^ = w — w[xo) est l'élément que l'on désire. Cela montre
la première partie de la proposition.

D'après l'inégalité (1.7) on a
\k(y,z)\ ^ c{x^z).k{y,y^\

donc, quel que soit y fixé, /c(î/, .) est v-intégrable.
Enfin on a, d'après (1.2),

U"^) = <k{y, . ) ,U">,

ce qui vaut, d'après (1.5),

fk{y, z)v {dz), c.q.f.d.

Remarque. — Si v ci-dessus satisfait en outre à v(l) == 0,
la relation (1.5) est valable pour tout u e H.

2. Compacité des opérateurs potentiels.

Nous montrons que, pour une mesure bornée m dans X
telle que la fonction c[xo, .) soit m-intégrable, l'espace
fonctionnel à nullité 1 et du type noyau H est un espace
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fonctionnel dans L^X, m), et que l'opérateur potentiel associé
est compact.

Soit m une telle mesure. D'après (1.1), on a

f\u{y)\m {dy) ^ \u{x^\m{i} + (c{x^ y)m {dy) <u, u>1/2 < oo,

f\u{x^ — m(l)-lm(u)|2 dm ^ f \u{x^ — uÇy^m {dy)

^ fc{xo, y)m {dy) <u, u> < oo,
et

llu-m(l)-im(u)||^^

^ 2 f\u - u{x,)\2 dm +2 f \u{x,) - m(l)-i.m(u)|2 dm

^ ^ f C{XQ, y)m (dy) <u, u> < oo.

D'où H est un espace fonctionnel dans L2.
Soient ^ le sous-espace des charges nulles et V l'opérateur

potentiel associé :

<V/*, u) = j^ufdm pour tous f e N et u e H.

On a donc :

VAî/) - V/^o) = <V/*, k{y, . )> = J*^, z)y(z)m (dz), fe N.

Ou, plutôt, si on note que V/e ̂ , on a

(2.1) V^y) = f (k{y, z) - </c(z, .)])f(z)m {dz),

où
c[g] = m(i)-1 fgdm.

Soit / l'injection de H n ̂  dans ^T. Elle est en dualité
avec V, i.e.

<V/*, u> = (/•, /u).

THÉORÈME 2.1. — Les applications

j : H n j ^ - > ^ et V : ^ - ^ H n ^
5on^ compactes.

En effet, il suffit de montrer que l'injection / est compacte,
car d'après le théorème de Schauder, la transposée V == (/
sera compacte. Soit {uj une suite d'éléments de la boule
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unité de H n ^T. On peut en extraire une suite {^} qui
converge faiblement dans H vers v e H n ̂ . Les fonctions

^o) = - m(l)-i J (^ - ç ,̂)) dm

= - m(l)-i f </cQ/, .),^>dm(î/)

convergent donc vers ^o) en vertu du théorème de Lebesgue
et de l'estimation :

\<Hy. .), ^>1 ^ k{y, y^\^ ^>^ ^ k{y, y)^.

Donc, pour tout y e X,

^n(2/) = ̂ o) + (^(î/, .), Pj

converge vers p(î/). D'autre part on a

k(^o)l2 ^ m(l)-i f k{y, y)m Çdy)

et donc, d'après (1.4), on a

kW ^ 2|^(y) - ̂ (^)|2 + 2|^o)[2

^ 2%, y) + 2m(l)-1 f %, y)m {dy).

En appliquant encore une fois le théorème de Lebesgue on sait
que la suite {^} converge vers v dans L2(X, m). Cela
montre que l'injection / est compacte.

COROLLAIRE 2.2. — L'application

U: ^->H^,

définie par Vf(x) = f k(x, y)f(y)m (dy), est compacte,

En effet, on a

Vf = vy - v/^o), et <u/; vfy = <v/-, v/*>.
D'où le corollaire.

COROLLAIRE 2.3. — L'opérateur U considéré comme une
application de ^ dans L^X, m) est compact, ainsi que
l'application,

/••—W -cy))
dan5 L2(X, m).
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Nous montrons quelques résultats concernant la continuité
de l'opérateur U.

PROPOSITION 2.4. — Si une suite {f^} dans la boule unité de
L^X, m) converge en mesure m, alors {Vfn} converge dans
H^

^application

U : (L^X, m), ^L", L^)) ̂  H^,

est donc continue.

En effet on peut supposer que la suite {/'J converge vers 0
en mesure, i.e.

lim m(|/*J > s) = 0.
n>ao

Nous allons montrer que H = {/^.U^; n = 1, 2, ... } est un
ensemble uniformément intégrable. En effet

jj^| .|U^| dm ^ J,F(̂  y)|A(2/)l l/n^)l^ (rf2/)^ W
^ m{l)f^c(xo, y)m{dy)

pour tout A mesurable, ce qui montre l'assertion.
D'autre part, de l'inégalité suivante;

}vfn(x)} ^ J^i>si 1^ ^11^)1^ (^) + ̂ l^ y)\^ W
^ S\\fn\>^\ c^o? y}m ̂  + £ /^(^o, y)m (dy)

il vient que {/^.U/^} converge vers 0 en mesure.
De sorte que

limr| / , .U/, |dm=0.
7Ï>30 ^

Enfin on a

<U/,, U/,> == fUUx)Ux) dm{x) -^0 (n f oo).

PROPOSITION 2.5. — 5Ï une su^e {f^} est bornée et converge
en mesure^ la suite {Vf^} converge uniformément sur X.

En effet l'inégalité que nous avons utilisée ci-dessus entraîne
la proposition.



CHAPITRE IV

PROBLÈME DE NEUMANN
SUR LES ESPACES HARMONIQUES

1. Espace fonctionnel à nullité 1
sur la frontière de Martin.

D'abord nous rappelons quelques préliminaires de la théorie
axiomatique du potentiel et ensuite nous donnons les résultats
dans notre article précédent [8], mais à l'aide d'un point de vue
différent.

a) Soit (X, ^f) un espace harmonique de Brelot muni d'un
potentiel strictement positif dans X. Nous supposons que la
constante 1 est harmonique dans X, que les potentiels à
support ponctuel sont proportionnels, et que, pour tout y e X,
il existe un potentiel jpy( . ) à support {y} tel que

(^ y) ———^ p^)

est s.c.i., et continue hors de [x = y}.
Comme hypothèse supplémentaire, nous supposons la symé-

trie :
pyW = p^y}9

Nous désignons ^'^(^co? ^î) l'ensemble des fonctions
harmoniques (des fonctions surharmoniques, des potentiels)
dans l'ouvert G). Les potentiels dans X se représentent selon

fpy{.)m(dy)

par une mesure positive. Concernant la représentation des
fonctions harmoniques on connaît le résultat suivant :

II existe une compactification X == X U A de X, unique
à un homéomorphisme près, telle que, quel que soit x e X,

y —^ ky{x) = (py{xo))-1 .py(x)
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admette une extension continue et que les extensions

Ç i—>- kç{x), x e X,

séparent les points de X. La fonction x \—>- k^{x) est
harmonique dans X pour tout Ç e A, et toute fonction
harmonique positive (ou bornée) dans X se représente selon

J^(.M^)
à l'aide d'une mesure pi positive (ou bornée) sur A, concen-
trée sur l'ensemble Ai des points minimaux de A.

On appelle A frontière de Martin de l'espace harmonique X.
Soit dl la mesure sur A, à support Ai, associé à 1 :

i=fk,{.)W.
On a î(Ai) = 1 car k^Xo) = 1.
Un ensemble A de X est dit effilé au point Ç e A s'il

existe un voisinage œ de Ç tel que la fonction k^(x) ne soit
pas conservée par le balayage sur A n œ ;

/cçE^JR^0/^; la régularisé s.c.i. de .ff^^/cç,

où, pour toute fonction f sur un ensemble B,

R^f= inf { u ; u est surharmonique dans X et u ^ /*sur B}.

La pseudo limite d'une fonction f au point Ç e Ai est la
limite de f le long du filtre

^ç = {A c X; X — A est effilé en Ç},

elle s'écrit p s . lim f{x).
a?-^

On pose, pour toute fonction f finie ou non sur A, Hf=inî
{ u ; u e ^x, bornée intérieurement et

l iminfM(^) ^ /^), V^ G A}.
x->^

Si f est dZ-intégrable on a [6] ;

(Ll) Hf=f^h{^}l{d^
et

(1.2) p5.1im Hf{x) = /*(^), ^-presque partout sur Ai.
x->^
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6) Nous avons introduit [8] le noyau Q de Naïm sur X
qui joue un rôle important dans les problèmes au bord, en
théorie axiomatique du potentiel, aussi bien que dans l'étude
du comportement à la frontière des fonctions surharmoniques.

On a les propriétés suivantes :

(L3)(i) ^^^PA^F}' va;'y6x'
(H) 0(71, Ç) = ©0;, 7)), VÇ, ï) 6 X.

(iii) Pour chaque Ç e X, la fonction -^ \—>• ©(ï), Ç) est
s.c.i. sur X.

(iv) e^, Ç) = liminf ©(^ y), VÇ, T) e X.
xay-î>S

LEMME 1.1. — II existe une constante c > 0 telle que l'on ait

0(ï), Ç) ïï c, VÇ, ïl eA.

De plus (•»), Ç) i—>- ©('»!, S) est s.c.i. sur X X X.

Démonstration. — Rappelons d'abord la construction du
noyau ©. Soit R^k^, î, e X, la balayée de /cç sur le compact
K. È^ s'écrit

^=J^(.K(A/)
à l'aide d'une mesure v^ à support ôK. Pour tout T] e X,
on définit

Q^^)=f^k^{dz),

dont on peut vérifier qu'il est égal à :

lim-1—^^).
^ P.roW

0(7), Ç) est obtenu comme la limite croissante de ©^TQ, S)
lorsque K tend vers X en croissant.

Il suffira de montrer Q^, Ç) > c pour une constante
c > 0, donc que Q^^, S) est strictement positif en chaque
point ("y}, ^) 6 X X X car, comme nous le verrons, la fonction
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(^5 S) i—^ Q^^? S) est continue sur l'espace compact X X X.
Montrons que : (i) la famille des fonctions {Q^Çx, .) : x e X}

est équicontinue sur X, (ii) la famille {0^., Ç) : Ç e X}
l'est aussi et (iii) ©K est symétrique;

©^, ^ ) ^©K(^^ vS, T Î G X .

(ii) est une conséquence de la définition de ©K et du fait
que T] i—^ ^Y](^) est continue uniformément par rapport à
z e ôK. En effet, soient T] e X et e > 0. On a

sup |/^(z) — A^(z)| ^ s inf p,(^o)
^eôK zeôK

pour T]' assez voisin de T). Donc

IO^T), Ç) - Q^^', Ç)| < e^^(a-oK(^)
=s^/cç(.r,) ^ e

pour tous Ç e X et T)' assez voisin de T], Soit maintenant
(T^(dz) la mesure balayée de e,; sur &K;

R^Çx) == f^s{y)aï Çdy)

pour toute 5 e e^î. On a alors

©K^ Ç) - 1 ^(^) - -1 f /cç(y)^ (dy).
P.roW P4^) ^ÔK

Le même argument que celui de (ii) entraîne que

i©^ ^ _ @K(^ ^)i ^ £ ^ r p^)^(dz)
P-CO^^ ^aï-

^.JRK^^

P^(^)

pour tous x e X et T)' assez voisin de T], d'où (i). Enfin
d'après (i) (ii) et du fait que R^pyÇx) = R^p^y), ((X, Jf) est
symétrique!), ©K est symétrique.

De sorte que l'on a vérifié la continuité de

(^h——Q^.TO.

Montrons ensuite que Q^i;, Y)) > 0 en chaque point
(Ç, T]) e X X X. Soit a une constante (dépendant de ^)
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telle que
inf R^k^ ^ a sup p^.
ÔK ' ÔK.

Évidemment a > 0. La fonction s = È^k^ — ap^ est
harmonique sur l'ouvert X — K, et vérifie les conditions
suivantes :

lim inf s{y) ^ 0, V^ e ô(X — K), s + ap^ ^ 0.
y>a-

D'après le principe du minimum s est positive, donc

—-— È^k^x) ^ a pour tout x e X — K.
P.o(̂ )

II en résulte ©'^(•y], Ç) ^ a > 0 pour tout 7î e X — K.
D'autre part O^, Ç) > 0 pour tout T] e K de manière
évidente. D'où le lemme.

c) Introduisons l'espace fonctionnel à nullité 1 sur la fron-
tière de Martin.

On pose

B={fe L^(A, dl) : ff^Q(^ SO(^)
- fWW W < œ}.

On définit la forme bilinéaire < , ) sur B par

(1.4) </-,g>==^-jy Q(^Ç)(^)
-fWM^-g^ww

pour /", g e B.
Cette forme bilinéaire est symétrique et positive.
D'après le lemme 1.1 on a

(1.5) </•, f» ̂ ff (fW - fW W l(d-n),

i.e.
cf(fW-ffdl)2W ^ </-^>.

L'inégalité ci-dessus n'est autre que l'inégalité fondamentale
(1.1) des Chapitres 1 et II. Elle montre aussi que </*, /*> = 0
si et seulement si f est une constante.

7
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THÉORÈME 1.2. - (B, < , » est un espace fonctionnel à
nullité 1 dans L^A, dl), sur lequel toutes les contractions
opèrent.

En effet la définition de la forme bilinéaire, elle-même,
montre que toutes les contractions opèrent. Il ne reste alors
qu'à montrer que B est complet. Soit {fj une suite de
Cauchy dans (B, < , ». Il résulte de (1.5) que la suite des
fonctions

gn-fn-ffndî

est une suite de Cauchy dans L^A, dl). Soit g sa limite
dans L^A, dl). Evidemment g est d'intégrale nulle. On pose

W, -n) = g^) - g^) == f^) - f^)
et

. , G^ T!) = êW - gW.Un a alors

-1 ffW, -n) - G(^ ̂  W l(d^) =J"(g,(Ç) - g(Ç))^(^),

de sorte que la suite {G,} converge vers G dans L^A X A).
Ensuite d'après le Lemme de Fatou (on prend au besoin une
sous-suite de GJ on a

ff Q(T), Ç)G(ï), Ç)2 W l{d-n)

< l™mfJyQ(^. ^)Gn(Ç, ̂  l{d^) l{dfi)

= ̂ "^JT @^ ̂ fnW - /n(^l))2 W W

^ 8"? <fn, fn> < 00.
n

Donc g 6 B. Le calcul suivant termine la démonstration

""̂ SUP <fn — g, fn — g> = Hm SUp ff Q(ï), Ç)

EW) - gll]) - (f^) - g(^))]2 l^) l{d^)

= ̂ ^P JJ ©(^l. ^(^(S, ^) - G(^ ^)))2 ^Ç) ^7l)

< lim^uplim^nf̂ f ©(Y), Ç)(G,(Ç, 71) - G^Ç, 7)))2 Z(^) Z(rf^)
= lim </, - ̂ , /•„ - ̂ .> = 0.

, W>oo
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d) Appliquons l'espace fonctionnel B sur la frontière
de Martin dans l'espace des fonctions harmoniques sur X.

On pose

Ho = {u e Jfx : u = Hu == f k^.)u{^) W
avec

et

u^) = psAim u{x) e L^A, dl)},
a--^

H = [u G H° : u(^) = ps.lim u(x) e B}.
x^

Nous définissons une forme bilinéaire qui fait de H un
espace fonctionnel à nullité 1, isomorphe à (B, <( , )). (L'iso-
morphisme est au sens des espaces hilbertiens, mais, au lieu
de la condition de séparation, on demande la correspondance
bijective des espaces d'annulation.)

Soit u e H°. On a la décomposition de la fonction sous-
harmonique u2 ;

(1.6) ^=11^} -p,

ou
pe^î, H(u2)=fh(W)2W,

et
u(^) = p^.lim u{x} e L2(A, dl).

x->^

Nous avons montré [8] la formule de Doob-Osborn qui s'énonce

(1.7) |- {.(1) = <u, u>,

où [L est la mesure positive associée au potentiel p ;

P = f p y ^ W -

Soient u et p deux fonctions de H°. Le produit u o p
s'écrit comme différence de deux fonctions surharmoniques,
soit :

u o ^ = h - \ - p ^ — pg

avec h e ^fx et p, e ̂ î {i == 1, 2). On notera (JL, {i == 1, 2)
les mesures associées aux p^ (i = 1,2).
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Si ^i(l) est fini, on pose

D(^ ^ = ̂  (^(1) - ^i(l)).

D'après (1.7) on a D(u, u) = <a, ?;>, donc D(u, (.) est finie
pour tous u, (/ G H, donc c'est une forme bilinéaire symétrique
sur H X H. En tenant compte du fait que D(u, u) = 0
équivaut à u2 e Jfx, on peut vérifier que cette forme bili-
néaire est à nullité 1.

On a
H = {ue HO$ D(u, u) < oo}.

Il s'ensuit que (H, D( , )) et (B, < , » sont isométriques
et isomorphes, où l'isomorphisme est donné par :

H B
u uj
u —> f = p s . lim u,

Hf^f.

Pour voir que (H, D( , )) est un espace fonctionnel il faut
vérifier l'inégalité (1.1) du Chapitre I. En effet nous montrerons
en section 2 l'inégalité suivante plus forte que (1.1) du Cha-
pitre 1 : à chaque compact K de X on peut associer une
constante M(K) telle que

(1.8) sup \u{x) — u(^o)| ^ M(K) D(u, u),
a-GK

pour tout u e H.
En laissant la vérification de cette inégalité importante et

intéressante nous terminerons ce paragraphe par la remarque
suivante :

H est muni d'une structure réticulée définie par

u-T^ = J^(.) max (u(Ç), ̂ )) W.

H muni de cet ordre et B sont isomorphes comme espaces
vectoriels réticulés, donc la contraction module (par rapport
à cet ordre) opère dans H.

e) Dans ce paragraphe nous expliquons le concept de dérivée
normale d'une fonction harmonique en un point frontière.
Ce concept n'est pas nécessaire pour établir les divers résultats
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qui suivent, i.e. la forme bilinéaire ci-dessus suffit pour la
théorie générale. Mais si l'on écrit certaines formules à l'aide
de la dérivée normale, on trouve les mêmes formules que celles
de l'analyse classique et on comprend facilement ce qu'une
telle formule signifie.

On pose
2 = {u e H° :

il existe une constante a = a{u) > 0 telle que l'on ait

< u , g > ^ a(fg^dl)112

pour tout g e B}, où ïï(^) === ps.lim u(x) e L^A, dl).
x->\

Pour un u e Q, le théorème de Hahn-Banach montre
l'existence d'une 9 e L^A, dl) telle que

D(u, H^) == <u, ^> = f 9^ dl

pour tout ^ e B.

DÉFINITIONS. — La dérivée normale — de u e 2 est la
bn

classe des fonctions y e L^A, dl) vérifiant la condition

(1.9) D(u, H^) = ̂  9+ dl

pour tout ^ e B.
Une fonction 9 e L^A, dl) est dite négligeable si j. 9 g dl = 0

pour tout g e B.

Pour les données u e Q et ^ eB nous emploierons la
notation abusive

Ç ^ ^ d i
J ô n '

pour indiquer l'intégrale ( 9^ dl^ où c e —• En effet cette
»y ôyi

intégrale ne dépend pas du choix de cp e —.ô n
Nous emploierons aussi la convention

ou p ou /. , , ,. „— === f ou « — — / est négligeable »
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pour indiquer que y — f est négligeable pour un (donc pour
. v outout) cp e —.

on
Dans un cas un peu restreint on peut donner une expression

qui justifie la terminologie. Supposons un moment qu'une
fonction négligeable soit nulle presque partout sur A.

D'après (1.4) et (1.9) on a l'égalité :

f^^=<^>
JA0^ = i-jy0^ w^) - ̂ x^oo - ̂ » w w

= /(f®^ ̂ W) - ̂  w) W W^
pour tous u E Q! et ^ e B.

De sorte que notre hypothèse provisoire entraîne

(1.10) |^(Ç) = ^©(TI, Ç)(u(Ç) - uW) l(d^)

pour presque tout i; 6 A. Cette fonction — est aussi dans
L^A, dï). ôn

D'autre part nous avons montré [8] que, pour toute s e ^x;

^XUA^-)'^
on a

psA^^\= f©(^)v(^),
x^ PxW J

pour presque tout Ç e Ai.
C'est une extension d'un théorème de Naïm ]12].
Soit maintenant u e Q) et u ^ 0. D'après le théorème

ci-dessus (1.10) s'écrit :
ou ,̂  ,. u(x) — u(^)— ^ ) = — p^.lim—————7,
on' 1 ̂  p^x)

ce qui donne effectivement l'interprétation de la dérivée
normale au point frontière.

Désormais on n'aura pas besoin de cette interprétation.
Les fonctions négligeables nous la donneront exactement.

Voici le problème de Neumann non-homogène.
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THÉORÈME 1.3. — Soit <p e L2^, dl). Pour quil existe une

fonction harmonique u e Q telle que — = = = 9 il est nécessaire
/» ÔM

et suffisant que j 9 dl === 0.
En effet, pour tout u e ^, on a

J^=D(u,l)=0,

ce qui montre la nécessité.
Soit inversement 9 e L^A, dl) telle que j 9 rfZ === 0.

On a alors d'après (1.5)

\f^^dl\= ^ ? ( + - f^dl)dl

^c-l/2 (JA ̂  (")/2 <+^>1^
pour tout ^ G B. De sorte qu'il existe /*eB tel que
</'? ^) = | 9^ ̂  pour tout ^ e B. Il en résulte que Hfe Qf

et ( — Hf ) — 9 est négligeable.
\ôn /

PROPOSITION 1.4. — ^b= { f e î î ' y H f e Q} est dense dans B.

En effet soit g e B, orthogonal à ^5. Étant donnée une
9 e L^A, dl), d'intégrale nulle, d'après le théorème ci-dessus,

il existe un u e 3) tel que — =9. Soit u e ̂  avec
onu = Hu. On a

/<Pg^-<ïï ,g>=0.

9 étant une fonction arbitraire d'intégrale nulle, g est une
constante.

Soit fe ̂ . On dit qu'une fonction r(/*, /*)(Ç) sur A est

le carré du champ de f associé à — H, si on a l'expression

f^n^^-f^f'f^W-

D'après la discussion que l'on a faite, et d'après (1.10),
on a la propriété suivante.
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PROPOSITION 1.5. — Soit fe Qi^ La fonction

r(A f){.)==^fQ{., ^)(f( . ) - fW W
est le carré du champ.

Si, de plus, f2 e ̂  et si toute fonction négligeable est nulle
presque partout, on aTv^=^^Hf-f^Hf•

f) La dérivée normale du potentiel au point frontière est
plus facile à définir.

Soit p un potentiel qui se représente selon

P == f p y ^ Ç y ) .

On a montré [8] l'existence de la limite suivante :

— ps.lim p- {x) == — f /c^(î/)v {dy)
•̂  Px, J

en presque tout point Ç e A^, que l'on désignera par - " ( Ç ) ,

si v est une mesure (non nécessairement positive) à support
compact dans X, la limite

- lim ——— Fpy{x)^ {dy) = — f^(î /)v (dy)
x^^ Ps-o^) J ^

définit une fonction continue sur A; -/- e C(A).5 on v /

PROPOSITION 1.6. — Soient p la différence de deux potentiels,
[L la mesure associée à p :

P = f Py^ (^

et h une fonction harmonique dans X. Si —- est dans L^A, l)
et si _ bn

h(^) = psAimh(x) eL^A, l),
x->^

alors

Çhd^ + P-^-'hdl^O.
J J ^ri
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2. Noyau-fonction du problème de Neumann.

Considérons l'espace fonctionnel (B, < , » sur la frontière
de Martin A introduit en section 1. C'est un espace fonctionnel
dans L^A, dl) donc nous pouvons appliquer les résultats
des Chapitres 1 et 2.

Soit K l'opérateur potentiel associé à (B, < , » :

(2.1) W,fy==ff.^ pour tout /•eB,

où <p est dans J^A == { c p G L/^A, dl)-, F y dl == 0}.
Il en résulte

HK^= fK^)k^.)l(d^)e2,
et

^-HK^ = 9.
on * •

K satisfait au principe semi-complet du maximum.
De (2.1) et (1.5) on tire :

(2.2) H K ç l l ^ c-^HI pour tout 9 e ^A.

Nous cherchons le noyau-fonction qui donnera une repré-
sentation intégrale des solutions du problème de Neumann
non-homogène (théorème 1.3).

On pose
9^) - W - 1.

^ (—-^ ?a-(^) est une fonction continue sur A et d'inté-
grale nulle. Soit

b^) = (KçJ(Ç).

b^ est dans B n ^A. De la définition on a

<^, f> = / (A-î(^) - 1)/-(^) W = Hf(x) - Hf(x,),
pour tout f e B.

Si on désigne

^(y) = (J^,)(2/) = f^ k^yW) W,
on a alors

î/^6,(î/)eH,
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et

(2.3) h(x) - h{x,} = D(6,, h)

pour toute fonction harmonique h de H. En particulier on a

(2.4) D(&,, b,) = b,{x) == b^y}.

car 6^0) = ̂  ̂ (S) W = 0.

Cela signifie que by{x) est un noyau reproduisant associé à
(H, D( , )) et normalisé en XQ.

THÉORÈME 2.1. — (H, D( , )) est un espace fonctionnel à
nullité 1 du type noyau. De plus, pour tout compact K et tout
u e H on a :

(2.5) sup \u(y) - u{x^\ ^ c-^M^.D^ u)112,
K

où MK est la constante de Harnack, i.e. la constante MK > 1
telle que

sup h ^ MK^(^O)
K

pour toute h e ^fx-

En effet, d'après le paragraphe d) de la section 1, il ne nous
faut montrer que l'inégalité (2.5). D'abord on a :

sup/^(î/) ^ MK
ye=K '

et

sup ||9,|| - sup (f {h(y) - l)2^))^2

JCK yeK vl/ /

^ sup ( f hW l{d^) - l)^2 ^ w\
yeK vl/ ' /

Donc on a

\b,{y)\=\fWWW\
^ MK.J|^(^)| IW ^ MKIIK^.H ^ MK.c-1!^,!! ^ c^Ml

où on a utilisé l'estimation (2.2).
Il en résulte que

sup|u(y) — u{xo)\ ^ sup 6y(2/)l/2.D(u, u)112

yen yeK
/ 1 M/2

^ M^f—) D(U, U)1'2.
V e /
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PROPOSITION 2.2. — (x, y) i—>• by(x) est continue et, pour
tout compact K, on a :

sup \by{x)\ ^ M|.c-1.
x,yeK

En effet une autre forme du principe de Harnack affirme
que la famille

{he^h(y)=l}

est équi-continue en y. Donc, pour tout s > 0, on a

\h{y)-k,(z)\ < ^(y)

lorsque z est dans un voisinage (indépendant de Ç) de y.
Soit K un compact assez grand qui contienne les points
x et y . On a, grâce à la symétrique de b^(y),
\bn(z)-b^(y)\

^ f\h(y)-W\ \b^)\ W +f\k,(x) -k,{u)\ |^)| w
^ ^(fh(y)\ W\ W + fh{x)\b^)\ W)

2£MKSup r|&,(S)| W ^ 2sM|c-1,^ 2sMKSup 1 16J£)1 Udi) ^
2T€K2T€K J

où on a utilisé le calcul de la démonstration du théorème
ci-dessus. Donc (^, y) i—>- by{x) est continue uniformément
sur tout compact.

Enfin on a, pour tous x, y e K,

by(x) = D(&,, fc,) ^ (6,(î/).&^))1/2 ^ c^MI.

Nous allons envisager l'opérateur potentiel de l'espace
fonctionnel à nullité 1 du type noyau (H, D( , )).

Soit v une mesure dans X à support compact. D'après
la Proposition 2.2 ci-dessus et la Proposition 1.4 du Chapitre III
il existe un élément unique de H tel que

DÇU^ u) = f (u — u(^o)) ̂

pour tout u e H, et que U^^o) = 0-
Voici la représentation intrinsèque de IP.

THÉORÈME 2.3. — Soient v une mesure à support compact
dans X et

P == fpy^ W
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On a les formules :

(2.6) DfW^- Çy-dl\u}
\ \î>n J ^n ) )

= j {u{xo) — u) dv, Vu e H
et

(2.7) - HK(^ - f^ di)(.) = U.(.) = J\(,), (A,).

Démonstration. — D'après le /) de la section précédente

la dérivée normale . p est une fonction continue sur A et
0 ifr

Çwx,} - u) ci. = r^Yu- Çudi\cii
J J ï>n \ J )

-A^-/^-")•"'• V"6H•Soit ^^-f^1^-
On a alors, pour tout u 6 H,

D(ATKy, u) = <K<p, u> = J 9 .u ̂ .

Donc on a montré (2.6). De la formule (1.6) du Chapitre III
on déduit (2.7).

COROLLAIRE 2.4 (appelé condition limitée du problème de
Neumann). — Si v est une mesure à support compact dans X
et si v(l) = 0 on a

(2.8) T)(HK^ u\+ Çud.=0
\ on ) J

pour tout u e H.

En effet, d'après la Proposition 1.5,

Ç^Pdl=^^i)=Q.
J ^n

Donc (2.8) suit (2.6).
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Nous allons poursuivre l'étude du noyau du problème de
Neumann.

On pose
n^) = PyW + W.

Uy{x) est une fonction symétrique de (rc, y) telle que
(i) Çx, y) i—^ Uy{x) est s.c.i. et continue hors x = y,
(ii) pour tout y, Uy{. ) est surharmonique dans X et

harmonique dans X — {y},

(iii) ( — Uy ) + 1 es^ une fonction négligeable sur A.

Comme application on peut étudier le problème classique
concernant l'existence d'une fonction f dont on impose A/*

. ô <
et la constante — y.on

PROPOSITION 2.5. — 5oi( v une mesure à support compact
dans X. La fonction surharmonique

fn,{.).(dy)

a sa dérivée normale égale à — v(l).
En effet,

^ (Ç) == ̂  (Y;V (^)) (S) = - fhWdy)

est une fonction continue sur A, et la fonction

J\(Qv (d</) = - W|̂  + v( l ) )

est dans ^, d'après le théorème 2.3. De sorte que l'on a :

^(J'^(.)v(^)Uv(l)=0,

i.e. une fonction négligeable.
Définissons l'opérateur potentiel du problème de Neumann.

Pour toute mesure v à support compact telle que v(l) = 0,
on pose

N" = f ^(.)v [dy).
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Du Corollaire 2.4 on a

(2.9) W =G^ - HK-0- G\^n
où on a posé :

G^= f p ^ ( d y )

pour toute mesure pi, s'il est bien défini.
On dit que N : v i—^ N^ est ^opérateur de Neumann et G

est appelé opérateur de Green.
On a l'estimation suivante :

supjN^ ^ sup (QM) 4- Mic-^vKl),

où K == supp v.



CHAPITRE V

PRINCIPE DU MINIMUM DU TYPE NEUMANN

Nous montrons le principe du minimum du type suivant :
si une fonction surharmonique hors d'un compact a sa valeur
positive sur la frontière et si sa dérivée normale est positive
sur la frontière de Martin, elle est positive.

1. Espace de Dirichlet localisé des fonctions harmoniques.

Nous allons expliquer l'espace de Dirichlet des fonctions
harmoniques dans un domaine o, complémentaire d'un
compact de X. Tel espace a été introduit dans [8] pour
résoudre le problème de Dirichlet extérieur dans co, dont la
condition à l'infini est celle de Neumann. Ici nous l'adaptons
pour montrer le principe du minimum ci-dessus. La propriété
que la contraction module (d'ordre spécifique) opère dans un
tel espace est la clef de voûte.

On pose, pour toute fonction f finie ou non sur ôco,

H^^ == inf {s :

s est surharmonique dans co et

lim inf s ^ 9 sur ôco,
lim inf s ^ 0 au point à l'infini}.

On dit qu'une fonction harmonique f dans un domaine G),
complémentaire d'un compact, est régulière si l'on a

f == H^[f \ ô K] dans X -- K,

pour un compact K extérieurement régulier tel que
X- K <= œ.

Si f est une fonction harmonique régulière dans co, pour
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tout ouvert œ', o/ <= œ, on peut trouver une mesure v sur
ôœ' telle que

^ = Gv s= j pyV (d?/) dans co'.

On sait [7, 13] que toute fonction harmonique f dans un
ouvert co complémentaire d'un compact s'écrit uniquement

f = h + g dans œ

où À e e^fx et g e <^f^, régulière. Si /* est continue dans co,
on a

(1.1) /• - ÏÏ^f =h- H^h, g = H^f - A).

On l'appelle décomposition de Cousin,
Soient f £ ^ ̂  C\ C(co) et h e ^fx telles que

f-Hwf=h-H^

H^h se représente, hors d'un compact K, selon

ÏÏ^h=G^

où v est une mesure sur ôK. On sait que, pour toute u e ^x
l'intégrale

1 == I(u, ^A) = f udv

ne dépend pas du compact K, ni de la mesure v. Si h et ^
sont, en particulier, données par

h = Hh = f^ /cç(. )%(Ç) ^rfÇ), u = Hu,

on peut représenter 1 par le noyau ©^^(Ç, 73);

©x-^ -ri) = f ^(y)^ (dy),

où v^"^ est la mesure telle que

R^-^=fp^(dy}.
En effet on a

H-h = È^h = ̂  È^k^W l{d^)
^ Ç py m{dy) dans (ù,
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où m est donnée par

O-/^-^.)^)^).
De sorte que l'on a

(1.2) 1 == f u dm == f (^ k^y} m(dy) ) u(^) W

= JÏAXA Qx-t^ ̂ iN )̂ TO ̂ ^l).

L'espace de Dirichlet localisé à co sera donné comme un
sous-espace des fonctions harmoniques dans œ qui sont
continues dans <x) et s'annulent sur ôco. D'après (1.1) telle
fonction harmonique s'écrit

f={ï-H^h, A e ^ f x .
On pose

_ ( f ^ ^ .
C O — — V e «^(0;

continue dans co et /* == (I — H^)h pour A e H}.
Soient

/ i , eH et f,={ï-H^h,eîî^ (^=1,2).

On pose

(1.3) D,(/i, /2) = D(A,, h,) + I(Ai, ̂ ^).

Comme on l'a fait pour D(. , .), on cherche des propriétés
de la forme D^(., .) par une forme équivalente définie dans
l'espace B sur la frontière A.

On pose, pour tous 9, ^ e B,

(1.4) <9, +>,=<<p, +>

+JL<A(M)X~^ ̂ w^ w w,
(voir 6), c) de IV-1).

D'après (1.2) - (1.4), on a

(1.5) D,(A, /2) = <%i, h^
où

f, = (I - J^ et h,=fk^.}h^) W e H,

(donc 7i, e B), i = 1,2.



98 TOSIAKI KORI

LEMME 1.1. — La forme quadratique <(u, u>^, u e B, définit
une norme dans B équivalente à <u, u> + II^UI^A)-

Démonstration. — ©^""^(Ç, T]) étant une fonction continue
et strictement positive sur A X A, on a

et

m = max ©^^(Ç, T]) < oo
$,^i

î = min ©^(Ç, T}) > 0.
t^

Pour tout u e B, on a

<^, u>, = <u, u> + //^ ©^(s, ^)^s)u(^) m w
^ ffx ex""(^7Î) [i"(u(^ '"u(73))a + u(ç)u(73)] ̂ ) ̂ 73)

= 1 rr ©x-^ ̂ {u^ + ̂ ^)2) ^ç) w,
zl i/»/AxA

car Q(Ç, 73) ^ ©x~a)(Ç, 7]). La dernière intégrale est plus
grande que

ff ©^(S, ^)U(^)U(73) ̂ ) Z(dTî) ,
t/i/AxA

et que
ÎMIw

De sorte que l'on ait

2<u, u>^ ^ <u, u>
et

3<U, U>^ ^ <U, M> + ;||U|||̂ .

D'autre part il est facile à voir que

<U, M>^ ^ <M, M> + m||u|||̂ ).

THÉORÈME 1.2. — (H^, D^(., .)) et (B, < . , .>^) sont des
espaces hilbertiens qui sont isométriques et isomorphes.

Démonstration. — D'après (1.5) il nous suffit de montrer que
(B, < , >^) est complet. Soit {f^} une suite de Cauchy dans
(B, < , )^). D'après le lemme ci-dessus les fonctions f^
convergent vers une limite g dans L^A, dl) et convergent
aussi vers une limite u dans (B, < , ». L'inégalité (1.5)
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du Chapitre IV montre que la suite des fonctions /^ — ff^ dl
converge vers u — ( u dl dans L2(A, dl). Donc on a

g = u + f {g — u) dl.

Il en résulte que g est la limite de /, à la fois dans L^A, dl)
et dans (B, < , ». D'après le lemme ci-dessus la suite {/'J
converge vers g dans (B, < , >J.

Voici l'inégalité fondamentale associée à l'espace fonctionnel
(séparé) (H,, D,( , )).

LEMME 1.3. — Soit K un compact de œ. On a

sup \u\ ^ . const. D^(u, u)1/2, Vu e H^.

En effet, d'après le théorème 2.1 du chapitre IV, on a

sup |u| = sup \h — H^h\ ^ 2 sup \h\
K K KUÔCU

< 2 sup|A-A(^)| +|2/^o)l
Kuôco

^ const. <A,%>1 /2 + 2^f|%| ̂
^ const. «A, A>J1/2 == const. D^(u, u)1/2.

La structure réticulée dans H^ est définie comme suit :
u > 0 si et seulement si u = (I — H^)Hf avec un /'e B,
positif sur A.

Soient u e H^; u = (I — ^)7î/; /'e B.
On a, d'après (1.5),

D.(H, H) = <|y|, |y|>, ^ </•, /•>, = D,(u, u),
donc la contraction module opère dans H^.

Nous appelons (H^, D^( , )) espace de Dirichlet sur co.

2. Principe du minimum.

Soit f une fonction harmonique dans un domaine û)
complémentaire d'un compact. La décomposition de Cousin
de f est donnée par

f=h+g
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où h e ^fx et g e ^f^, régulière dans <o. g s'écrit hors d'un
compact K selon

g=G-

par une mesure v sur OK. Pour toute u e ^fx on considère
l'intégrale

I(U, g) ==J*Mrfv.

I(u, g) ne dépend pas du choix des K et v [7, 13].
En particulier la fonction sur A

^^^)=-fk,{y)d.{y)

est déterminée par g. La mesure v étant à support compact 9
est continue. Dans f} de la section IV-1 on l'appelle dérivée
normale de

G ^ = f p ^ ( d y ) .

Puisque <p ne dépend que de g nous appelons 9 dérivée
normale de g;

|^(.)=-J^.(yHJy)eC(A).

Rappelons d'autre part que, dans le cas où h e ^, la dérivée
normale de h est bien définie;

(2.1) \ —-u dl == D(/i, u) pour toute u e H.
JA ôn

Dans ce cas nous définissons la dérivée normale de f par

^^^czL^A^).
on on on v ? /

( Notons que — est définie comme une classe dans L^A, dl)
\ . ôA î>n
ainsi -/- )•on/

On pose

^o) == {/> e «^co; f== h + g avec A e ^ et g G ^f^, régulière}.
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On dit que J-, f e 3)^ est non-négative sur A si

(2.2) r ^ f ^ d i ^ o
JA on

pour toute 9 e B, ^ 0.

THÉORÈME 2.1 (Principe du minimum). — Soient co un
ouvert complémentaire d'un compact et f e 2^ Si

lim inf f{x) ^ 0 pour tout y G ô<o,

. ô/*ê( 5^ — es^ non-négative sur A, afor^ /* e5( non-négative
dans co.

La démonstration s'effectuera à l'aide de l'espace de Dirichlet
H^ sur û).

LEMME 2.2. — 5o^ f E 2 ^ r \ H^. On a

J^.^=D^(I-J^)

pour touîe y 6 B.

En effet feS>^ n H^ s'écrit

f^il-ÎÏ^h, he3>.
D'après (1.3) et (2.1) on a

D,(y, (I - J^cp) = D(h, Hy) + Ï(H<?, H^K)

^f^-^dl+fH^idy)

où v est une mesure représentant H^h selon

Tï^/i = Gv' hors d'un compact.

La proposition 1.6 du chagitre IV et la définition de -ô- îî^h
entraînent que ^n

J^y(î/)v (dy) =- f ̂  H'^)^} W.
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Donc on a

D,(/; (I - H^H^) = J^. y dl.

Démonstration du théorème 2.1.

D'abord nous le montrons lorsque fe 3^ est continue
sur û). On pose u == f — H^f. Comme f e ̂ , f s'écrit
f = h + H^Çf — h) avec h e ^. Donc u=h— ÏÏ^h e H^.
Puisque /* ^ 0 sur ôœ par hypothèse, on obtient une mesure
positive v qui représente H^f selon G^ Donc

-ô- J /̂̂  - r/c.(y)v (dy) ^ 0 et ^ = ̂  - A jpy
on / J ^n bn on /

est non-négative (au sens qu'on a expliqué avant le théorème).
De sorte que l'on a, d'après le Lemme 2.2,

0 ^ f ^'(%)- dl = ruuî ((I ~ H^H^-)
= D^(u, u_) ^ 0,

car, si l'on écrit u = (I — H^)h = (I — H^)Hh on a par
définition u_ == ((I — H^H)^-) et la contraction module
opère dans H^. Il en résulte D^(u_, u_) ===0 et u_ == 0.
Ce qui montre (A)_ = 0, donc h est non-négative. Mais,
pour une fonction surharmonique 5 ^ 0 , on montre facile-
ment que (I — H^)s ^ 0. D'où u = (I — H^)h ^ 0 et
/ • ^ O .

Dans le cas général, d'après l'hypothèse, quel que soit
s > 0, il existe un voisinage 8 de ôco tel que /*+ e > 0
dans 8 n œ. Soit œ' un sous-domaine de œ tel que

Puisque
^ — 8 ^ ( 0 ' ^ù/ ^o).

^^-^^^^O sur A,
on on

en appliquant le cas spécial ci-dessus à la fonction f + s
restreinte à o/, on voit que f -{- e ^ 0 sur œ', donc sur co.
e > 0 étant arbitraire, il vient /* ^ 0 sur co, c.q.f.d.
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THÉORÈME 2.3 (Principe du Minimum). — Soit s une
fonction surharmonique dans un ouvert œ telle que s ===/*+ p
avec fe Qf^ et p potentiel dans co. Si

lim inf s ^ 0 sur ôœ,
et

bs ô/* , ôp /.
—=;- / -+- l^0 sur A,
ÔTZ on on

on a 5 ^ 0 .

En effet la dérivée du potentiel

y^-fk.^w
est toujours non-positive, donc l'hypothèse implique -/- ^ 0
sur A. D'autre part on a on

lim inf p = 0 sur ôœ,

car p est un potentiel sur co, donc on a

lim inf/' > 0 sur ôœ.

Le théorème découle alors du précédent.



CHAPITRE VI

RÉSOLVANTE DU NEUMANN

1. Construction de la résolvante du Neumann.

Nous allons construire une résolvante markovienne qui
donne la solution du problème de Neumann. Celle-ci est
classifiquement la solution de

( x - A ) u = y
^=0.
on

D'abord nous montrons le principe semi-complet du maxi-
mum de l'opérateur N.

THÉORÈME 1.1. — Soit v une mesure à support compact
telle que v(l) = 0 et que Gv est continue. Si la relation

^ ^ c

est vraie sur le support de v+, elle est aussi vraie partout dans X.

En effet, soient

p^=G^==fp,{.)^{dy^

et h = HK -ô- G". L'hypothèse s'écrit, d'après le (2.9) du
0 f\i

Chapitre IV,

c + p- + h ^ P+ sur supp. p+ = supp. v+.

Or c + P- + h est surharmonique dans X et p+ est
harmonique hors de supp. v+, donc c — W = c — p + h
est surharmonique hors de supp. v+. Elle est continue dans X
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d'après l'hypothèse. On a alors

Hm inf (c — N^) ^ 0 pour tout x 6 ôco,
h)9;y->a-

où co == X — supp v+. D'autre part, d'après la Proposition 2.5
du Chapitre IV,

-ô- (c - N^ = - -ô- ̂  = v(l) = 0 sur A.
on on

Le principe du minimum précédent montre que

c — 1̂  ^ 0.

Etant donnée une mesure m dans X, on écrit, s'ils sont
bien définis

W=^m=fny{^f{y)m{dy^
et

Vf=V^=fb,{.)f(y)m(dy)^

pour toute charge nulle /*.
On pose aussi

Gg=G^^fp,{.)g(y)m{dy),

pour toute fonction g s'il est bien défini.
Si m est une mesure de Radon sur X telle que Gg soit

continue pour toute g borélienne bornée, les applications
linéaires N, U et G définissent des noyaux propres fortement
felleriens, que nous désignerons par les mêmes symboles.
Le théorème ci-dessus et le même raisonnement que dans
[11, Chapitre X] montrent la

PROPOSITION 1.2. — Le noyau N satisfait au principe
semi-complet du maximum', pour toute fonction mesurable f
telle que m(f) (soit définie et) soit nulle, et pour tout réel c,
la relation :

c ^ N/* sur {f > 0}
entraîne :

c ^ N/* sur X.
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Notre but est le théorème suivant :

THÉORÈME 1.3. — II existe une résolvante fortement fellerienne
(Np)p^o ^es noyaux markoviens et une mesure bornée m inva-
riante par rapport à (Np) telles que Von ait:

(i) N/"= N/+ pIW= N,f+ pNN,y
pour tout fe^={fe L^X, m) : (/*, 1) = 0},

(ii) toute fonction (Np) -excessive est une constante,

La résolvante (N^.) est appelée résolvante du problème de
Neumann.

Avant de commencer la construction de la résolvante du
problème de Neumann il nous faut préciser les arbitraires qui
se présentent.

Soit Q = (pn)n>i une suite des potentiels continus à
support compact telle que toute fonction continue à support
compact puisse s'approcher par les fonctions de Q, — Q,
uniformément, et soit m^ la mesure correspondante :

P/c=J\(.)^W

On désigne par M^( > 1) la constante de Harnack :
sup [u{x)\ x e supp. m^} ^ M^u(rco)

pour tout u e ^^.
Soit {^n}n^i une partition de Punité en fonctions boré-

liennes subordonnée à la famille des compacts {supp. m^}.
On choisit les nombres a^k > 1, de telle manière que l'on ait :

(1.1) (i) S ̂  sup p, < oo
k

(ii) S ̂ M\ f^kdm^ < oo.
k J

II en résulte que :
(iii) la mesure dm = Sa^/c dm^ est bornée, et à support

X tout entier,
(iv) le potentiel po = f py m{dy) est borné continu,
(v) la dérivée normale de po à la frontière est bien définie

dans L^A, dl), car

sup Fh(y} m{dy) ^ ^ ^A f ^k^m^ < oo,
\ J ' k J
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(vi) (H, D( , )) est un espace fonctionnel à nullité 1 dans
L^X, m), et du type noyau, car on a

f\by{y)\ dm(y) ^ c-1 ^ a^f^.dm < oo

d'après l'estimation de by{y) donnée dans la démonstration
du théorème IV 2.1, donc l'argument en section 2 du chapitre III
montre que H est du type L2.

On sait [9, 10] qu'il existe une résolvante, appelée résolvante
minimale, (Gp)p^o telle que :

(1.2) (i) G , l = p , = f p , m { d y ) ,
(ii) Gp applique les fonctions boréliennes bornées dans les

fonctions continues bornées, et

lim pGpf == f uniformément sur X
[p>oo

pour toute fonction f dans l'adhérence (par rapport à la
convergence uniforme) de l'ensemble des fonctions

{h e C^X) ; h = H^h hors d'un compact K = K^},

en particulier, pour toute f e Cç(X),
(iii) l'ensemble des fonctions (Gp)-excessives sont les fonc-

tions surharmoniques non-négatives dans X.
Evidemment (Gp)p>o donne une (L^-résolvante symétrique

et sous-markovienne au sens strict.

LEMME 1.4.
(i) Uopérateur U;

f^Vf=fb,{.)f(y)m{dy)

de */T dans L^X, m) (resp. dans H et dans J ^ x ) est
compact.

(ii) Si (I -4~ pN)/* est une constante pour un fe^y f est
alors nulle.

En effet (i) est déjà montré, (le Corollaire 2.3 en section 2
du Chapitre III). (ii) est une propriété générale des opérateurs
vérifiant le principe semi-complet du maximum et sera aisée
à démontrer.
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La résolvante (Np)p>o.

a) On considère l'opérateur 1 4- pG pour un p > 0.
Comme (Gp)p>o ^t sous-markovienne au sens strict (I 4- pG)
est une brjection dans L^X, m) avec son inverse (I — pG ).
Montrons que l'opérateur (I + pG) restreint à J^ e^t
d'indice — 1. En effet, le noyau est évidemment nul. Soit g
un élément de L^X, m) orthogonal à l'image (I + pG)^".
(I + pG) étant symétrique, (I + pG)g est orthogonal à ^,
donc une constante, g est alors un multiple de (1 — pG 1).
Ce qui montre que l'image (I + pG)^- est de codimenstoiî 1,
et l'indice est — 1.

Comme pU est un opérateur compact, d'après le théorème
de l'indice l'opérateur

I + ?N : ^ -> L^X, m)

est aussi d'indice — 1. Le noyau de I + pN étant, d'après
le lemme ci-dessus, nul, l'image (I + pN)^T est de codi-
mension 1. De sorte qu'il existe un [ de L^X, m) ortho-
gonal à l'image (I + pN)^T. On le normalise par ((, 1) = 1.
C'est possible, car 1 ̂  (I + pN)^T d'après le lemme. Un
élément g de L^X, m) s'écrit g = (I + p^)f pour un
certain f e jV si et seulement si (l, g) = 0. (l dépend
de p).

On pose maintenant, pour p > 0,

(1.3) N,g(.r) = N/^) + -1- ((, g) sur X,

pour tout g e L^X, m), où

( I + p N ) / * = g - ( l , g ) .
D'où il vient :

(i-3') g-f=p^g,
que l'on utilisera souvent.

Les propriétés suivantes sont des conséquences immédiates
de (1.3') :

(1.4) (i) Np applique ^V dans J^.
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(ii) f gdm== fpî^pgdm.

(in) N/'= Np/" + pNpN/ pour tout fe^r.
(iv) ^f= Np/'+pNNp/' pour tout /•e^-,

car on a NA = Np/'e^- si / '=(!+ pN)/i avec /•, A dans ^-.
Donc pNrV = pNNA = N/" - NA = N/' - Np/-.

On a aussi, par définition,

pNpl = 1.

Il en résulte que g — joNpg e ̂  pour toute g e L^X, m).
Par la même méthode que celle de la section 3 du Chapitre II
on a

0 < pNpg < 1 si 0 < g < l

(la propriété est vraie ponctuellement).
Montrons l'équation résolvante. Soient

g-^8)=f+qW

avec fe ̂ , donc N,g = N/-+ -1- (l, g).

On a

N p g - N ^ I + î N ^ + ^ O . g )

^N/-+( î -p)NpN/-+-^( l ,g) ,

donc

Npg - N,g = (ç - p)^^ + Î^-P ((, g)

- (?--P)Np(N^+-^(t ,g) ' )

= (q - p)N,N,g.

Nous avons montré que (Np)p>o est une (L2)-résolvante
markovienne dont la mesure invariante est la mesure w.

6) Montrons que Np est un noyau fortement fellerien.
On remarque que, d'après le théorème des isomorphismes de
Banach, l'application (I + pN) de ^ dans le complément
orthogonal de R[ est un isomorphisme, i.e. l'application
inverse est continue.
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Soit {g^} une suite décroissante de fonctions positives
bornées, qui converge vers 0 en chaque point. La suite {g^}
converge aussi vers 0 dans L^X, m). Ainsi que

{gn — ( Ï? gn)}.

De sorte, que, si les éléments f^ de ^ sont tels que

(I + Pm =gn- (Ï, gn),

les /, convergent vers 0 dans ^T, d'après la remarque
ci-dessus. Donc la suite

Vf^x} = f b,{x)f^y} m(dy), n = 1, 2, .. .,

converge vers 0 pour tout x e X.
D'autre part, en prenant une sous-suite f^, qui converge

presque partout vers 0, on voit que les

û/n^) =fpyWfn'(y) rn[dy}

convergent vers 0, et la suite

N^,(^) - N/,^) + -1- (g,, ()

converge vers 0. Mais, la suite {Npg^)}, étant décroissante,
converge vers 0. Il en résulte que Np est un noyau. D'après
(1.3) ce noyau est fortement fellerien.

On va montrer la propriété (ii). Soit g une fonction (Np)-
excessive ;

limfpNpg(o;) = g(x).
P->0

D'après le Corollaire 3.1 du Chapitre II on a

lim pN g = c(g) dans L^X, m),
P^O

donc g est égale à la constante c{g) presque partout. Il en
résulte

g{x) = lim f p^pg{x} = c{g) lim p^pi(x) = c(g)
P->0 P->0

pour tout x.
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2. Décomposition de la résolvante (Np).

Nous allons présenter la décomposition de la résolvante
(Np):

N, = G, + (I - pG,)U,(I - pG,),
où Up est un opérateur dans L^X, m) dont l'image est
dans H et tel que HpUp|| est borné.

On pose, pour toute f e L^X, w),

Wf)=P{f-pG^f), p > 0 ,
qui est une forme bilinéaire bornée, symétrique et positive.
On a la relation

RpW g} = {f, g),
où

On pose aussi

Cela implique

V=^(I+pG)/-.

A,f=p{ï-pG,)f.

V A _ A V _ Tv P^P — "P^P — A-
La forme bilinéaire Rp( , ) n'est pas en général coercive,

mais on a l'estimation suivante :

LEMME 2.1. — I I existe une constante 8 > 0 telle que

D(u, u) + R/u, u) ^ tô^u(S)2 dl^),

pour tout u e H, et tout t > 0.

Démonstration. — Rappelons la définition de la forme
bilinéaire D(u, u);

D(u,u)=^(i( l)

où y. est la mesure qui donne le potentiel

P = f p y V - { d y )
tel que

u2 == Jf(u2) — p . (Chapitre IV, 1 — d)}.
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D'autre part on a

R/u, u) == — ÇG^U - u^ix) m{dx)

+ y r»2^! - (G,l)(a;) m(dx)

> - y rp(aQ(l - <G4)(a;) m{dx)

+ y CH^X^I - tG^Çx) m(dx)

= - y J'G(1 - (G,l)(y) (i(^) + ^- (^(u2), 1 - (G,l)

= - ̂  j'tG,i{y) ^dy} + y {H(^\ 1 - fG,l).

Donc on a

D(u, u) + R((M, u)

> 1-J*(1 - <G,1)(2/) u(^) + -1- (H(u2), 1 - (G,l)

> y (JÏ(U^), 1 - (G,l) ^ y (^(ïï2), 1 - G^l)

Ce dernier terme est égal à

y F u(Ç)2 F /cç(a;)(l - Gil)(a;) m(^) f(dÇ).

Or la fonction

Ç ̂ ^ 1- F ̂ (a;)(l - G,l)(.r) m{dx)

est s.c.i. et strictement positive, donc plus grand qu'une
constante positive 8. On a montré que

D(u, u) + R,(u, u) ^ tô^|u(Ç)[2 ^Ç).

COROLLAIRE 2.2. — 77 existe une constante y > 0 teMe oue

D(u, u) + R((U, u) > îYlHI2

pour tou( M e H.
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En effet, on a, d'après (1.1),

dm = 2a^ dm^
et

0 < p = Sa^ F ̂  c?m^ < oo.

On a d'autre part

sup H(u2) ^ M^u2)^) - M, fjuTO W,
~f{ v • .

où K^ = Supp. m^ car M^ est la constante de Harnack.
Donc

|W ^ LH^X) dm{x) ^ (3 fju|2^,
d'où J

D(u, u) + R^(u, u) ^ p^ 8^^^.

Le théorème suivant est une conséquence immédiate du
Théorème A et de la Proposition B de l'appendice.

PROPOSITION 2.3. — II existe une famille (Up)^o d'opéra-
teurs bornés, symétriques et positifs dans L2(X, m) tels que
l'on ait :

(i) U/ est dans H pour toute /'eL^X.m), et vérifie

D(IV, u) + R,(U/, u) = (f, u)^

pour tout u e H,
(ii) U/- ly + U,(A, - A,)IV= 0, (p, q > 0),

1
(i11) l|Up|| ^ —, où y est la constante du Corollaire 2.2, et

(iv) ApUp applique ^ dans jV et on a

Vf=V,f+V^Vf sur X,

pour toute f e ^'. En outre

U/'=U/-U/(^)+UA,U/.

Les formules ci-dessus sont vraies ponctuellement, car
8
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toutes les fonctions sont harmoniques sur X. La formule (i)
n'est autre que la condition limite du problème de Neumann.
(Voir le Corollaire 2.4 du Chapitre IV.)

THÉORÈME 2.4. — Pour toute g e L^X, m),

Npg(^) = G,g{x) + (I - pG,)U,(I - pG,)g{x)

sur X.

En effet g s'écrit

g = ( I + p N ) / - + ( l , g ) .

donc il suffit de vérifier le théorème pour une fonction g de la
forme g == (I + pN)/', et pour une constante. On a d'une part

Np(I+pN)/-=N/- .

D'autre part, en utilisant la formule

I + pN = (I + ?G) + pU,
on a

(Gp + (I - pGp)Up(I - pGp))(I + pN)/-
= G/-+ pG,Vf+ (I - pG,)LV+ (I - pG,,)U,A,W
== N/-+ (I - pG,)(- U + U, + U,A,U)/-= N/-,

ce qui montre le théorème pour g = (I + pN)/'.
Vérifions-le pour la constante 1

Gpl + (I - pG,)U,(I - pG,)i = Gpl + (— (I - pGp)U,Apl)

=G,l+^(I-pG,)i=^--N,l.

Remarque. — Le Théorème 2.4 n'est autre que le Théorème
de Feller-Ueno :

N,=G,+(I-pG^K^G,,

où l'opérateur Kp : L2(A, l) ->B est donné ci-dessous :
On pose

®p(S, ^) = ̂  (I - pGMx)k^(x) m((fo),
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et définit une forme bilinéaire sur L^A, m) par

©p(v, ̂  =JÏlxA0"^' ^M^^) W W-
Kp9 est l'unique élément de B tel que

<K,(p, ^> + ©p(K,y, +) = (y, ^).,

pour tout ^ e B. Comme dans le Théorème 2.3 du Chapitre IV,
on peut montrer que

V,f=HK^Gf,

au moins si f est à support compact. L'existence de K
découle du Lemme 2.1.

Conjecture, — L'image ^ de la résolvante (Np)p^o opérant
sur les fonctions continues bornées sera caractérisée comme
suit :

Soit

^ = {fe C^(X) : f appartient à ^x-K pour un compact K

et^=0}.
on

Alors les fermetures (par la topologie de la convergence
uniforme sur X) de ^ et ^ coïncident, en particulier,

lim pNp/* = f uniformément sur X,
P>00

pour toute f e «à.



APPENDICE

MÉTHODE DES FORMES QUADRATIQUES DE GAUSS

Soit (H, < , » un espace fonctionnel dans L^X, m)
séparé ou à nullité 1.

On considère une forme bilinéaire b( , ) symétrique dans
L^X, m) vérifiant les conditions :

(a.l) < , > + & ( ? ) est coercive, i.e. il y a une constante
c > 0 telle que l'on ait

<u, u> + b{u, u) ^ c\\u\\2

pour tout u e H,
(a.2) b{ , ) définit un opérateur V = \\ dans L^X, m)
quetel que

&(VA u) = (/; u), u e L^X, m).

Ces conditions sont vérifiées lorsque b{ , ) est une forme
coercive. Mais nous nous sommes intéressés au cas où elle ne
l'est pas. (voir le Chapitre VI).

On pose

^b = {u'^ il existe une constante a
telle que |&(u, ^)| ^ a\\^\ pour tout p £ H}

et, pour u e Q)^ A^u représente l'unique élément qui satisfait
à (A^,u, ^) = b(u, ^) pour toute p e L2(X, m). L'élément
V^ est dans ^ et on a A^V^/* == /*. Lorsque & ( . , . ) est
une forme bornée, ^ == L^X, m).
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THÉORÈME A. — a) Étant donnée f e L^X, m). Il existe un
unique élément Jf = J^f de H qui rend minimum la forme
quadratique

Y^(u)=<u,u> + b(u-f,u-f)^

Jf est aussi l9 unique élément de H tel que

<J/*,u> + b(Jf^f,u)=0

pour tout u e H, donc b{Jf, g) == bÇJg, f).
b) K^ = J&Vft est un opérateur borné (par c"~1), symétrique

et positif dans L^X, m).
c) Soient 6^(., .), ^ === 1, 2, dîeua; formes bilinéaires bornées

vérifiant a.l) et a.2). On désigne par K^ et A^ (i === 1,2) les
opérateurs ci-dessus correspondants aux fc^( , ). On a alors :

Ki - K, + Ki(Ai - A^Ka - 0.
La démonstration est basée sur la formule

iw+^w-^'^)-^"^)
+ 'C^- "ï-')

Les b) et c) résultent du fait que K/* est l'unique élément de H
tel que

<K/>> + W, u) = (f, u), ueH.

PROPOSITION B. — Soient H UM espace fonctionnel à nullité 1
et L ^opérateur potentiel associée i.e. L e^t défini pour les
charges nulles et vérifie la relation :

<L/', u> = {f, u), u e H.

Soient, en outre, b{ , ) une forme bilinéaire bornée qui vérifie
a.l) ^ a.2). On a:

(i) K,A,1 - 1,
A^K(, laisse invariant les charges nulles.
(ii) Pour toute charge nulle /*,

Ly-K^+K^L/*.

(Cette formule ne dépend pas de la normalisation de L, soit
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que L laisse invariant les charges nulles^ soit que L/'(a;o) = 0
en quelque point XQ.)

(iii) L/' = K^/* + LA^K^/* à une constante prèSy pour toute
charge nulle /*. La constante est déterminée par la normalisation
de L.

En effet (i) est une conséquence de

(A,K^ 1) = (f, K,A,1)
= 6(K^ 1) = <IV, 1> + b(K^ 1) - (/•, 1),

pour toute fe L^X, m). De sorte que l'on peut définir
LA^K^/* lorsque f est une charge nulle.

D'après un calcul on a

<L/1 - K,f - LA.K,/, u> =0, Vu e H.

Donc, si L laisse invariant les charges nulles, on a

Lf = K,f + LA,K,f - k,

avec une constante k qui est égale à

fK,fdm=(K^i).

L'autre formule est facile à montrer.
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