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SUR LES NOYAUX DE FROSTMAN-KUNUGUI
ET LES NOYAUX DE DIRICHLET

par Masayuki 11O

1. Introduction.

Soit R™ I’espace euclidien 4 dimension n(% 3). Pour un point
x = (x;,Xy,...,%,) €ER", on notera |x| =( > x,’)m. On dési-
j=1

gnera par (r, o) les coordonnées sphériques dans R". On rappelle
qu’un noyau de convolution k sur R” est une mesure positive dans
R" et que, pour une mesure réelle u dans R” le k-potentiel de u est
la convolution k * u dés qu’elle a un sens.

Un noyau de convolution k s’appelle un noyau de Frostman-
Kunugui sur R” s’il est invariant par rotation, s’annule a I’infini(})
et si Ak = 0 au sens des distributions en dehors de I’origine O, ou
A est le laplacien sur R”. Pour un noyau de Frostman-Kunugui «k,
il existe une fonction (et une seule) ®(¢) non-négative, finie, continue,
croissante au sens large et convexe dans (0 , «0) et une constante non-
négative c telles que

k=®(|x|>~")dx + ce,

ol € désigne la mesure unité en O. On dira que ® est la fonction
convexe associée a K.

On verra facilement qu’un noyau de Frostman-Kunugui n’est pas
toujours un noyau de Dirichlet. Dans cet article, on se propose de
donner une condition explicite pour qu’un noyau de Frostman-Kunugui
soit un noyau de Dirichlet.

(!) On dit que k s’annule 4 P’infini si, quelle que soit la fonction f finie et con-
tinue a support compact, K * f tend vers 0 lorsque |x| - oo,
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Soit k un noyau de Frostman-Kunugui sur R” de classe C? en
dehors de O(?). Désignons par « la densité continue de Aken dehors
de O. Si k # 0 et si « vérifie (%), alors k est de la forme

K=k, +ec? "),
ou k, est un noyau de Dirichlet et ou ¢ est une constante = 0.

(*) Pour un nombre t > 0, on désigne par S(O ; t) et par B(O ;1)
la sphére de centre O et de rayon t et la boule ouverte de centre O et
de rayon t. Pour t' > t > 0 quelconque et pour une constante ¢ = 0
quelconque, l'inégalité

a) > fatc —y)ds, )
a lieu sur CB(O ; t') dés qu’elle a lieu pour S(O ;t'), out s, désigne la

mesure uniforme sur S(O ;t) telle que f ds,= 1.

Dans le cas ou a >0 dans R" — {0}, (*) est équivalent a la
condition suivante : Pour ¢>0 quelconque, la fonction

f a(x — y)ds, (v)/a(x) de x est décroissante au sens large lorsque
r (= t) croit.

La démonstration se basera sur l’extension de la formule de
Riesz et le résultat suivant :

Soit Kk, un noyau de Dirichlet sur R” invariant par rotation et
soit u le laplacien généralisé sur R” tel que u * kg =— €. Supposons
qu’il existe une fonction finie et continue o en dehors de O vérifiant
(*) telle que u = a(x)dx dans R" — {O}. Alors pour ¢ > 0 quel-
conque, il existe une mesure positive A, sur [z , o) telle que

ax)dx = [ dn, (),
sur CB(O;¢t) dés que p —> el', ést vaguement continue, ou e", désigne

la mesure balayée de € sur CB(Q ; p) relativement au noyau k.

En l'appliquant aux noyaux de Frostman-Kunugui sur R” plus
réguliers, on arrivera au théoréme suivant :

(%) Précisément k = K(x)dx dans R” — {0} ol K est une fonction de classe
c?.
(®) On note symboliquement 72" le noyau newtonien |x|>~" sur R”.
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Soit k un noyau de Frostman-Kunugui sur R”® de classe C* en

dehors de O et soit ¢ une fonction de classe C? dans (0, ®) telle que
2

Ak = ¢ (e P=")dx dans R” — {0}, Sig(t) > 0,~26(6)> o,—‘-’;¢(t)>o
4 dt dt

dans (0, o) et si C;(b(t)t/gb(t) et £5¢(t) t2/¢(¢) sont croissantes (au

sens large) avec ¢, alors il existe un noyau de Dirichlet k, et une cons-
tante ¢ = 0 tels que k = Ko + cr?™".

Enfin I'auteur remercie sincérement Monsieur le Professeur J. Deny
qui s’est intéressé 4 son travail et lui a donné nombreux conseils.

2. Préliminaires.

On commencera avec des résultats élémentaires sur les noyaux de
Frostman-Kunugui sur R" (n = 3).

ProrosiTioN 1. — Soit k un noyau de Frostman-Kunugui. Alors
il existe une fonction ®(t) finie, continue, non-négative, convexe et
croissante au sens large dans (0, o) et une constante ¢ = 0 telle que

K=®(|x|>"")dx + ce. )

Démonstration. — On voit facilement qu’il existe une fonction
u > 0 localement sommable dans R” et sous-harmonique en dehors
de O telle que kK = u(x)dx + ce, ou ¢ = k({O}). Comme u est inva-
riante par rotation, u est finie et continue dans R" — {O}. Posons,
pour tout x # O € R®, ®(|x|>~") = u(x) ; alors & est une fonction
= 0, finie et continue dans (0, =°). La sous-harmonicité de u donne
la convexité de &. Soit f une fonction = O finie, continue, invariante

par rotation et portée par B(O; 1) telle que [f(x) dx = 1. Comme

lim k * f(x) = 0 (cf. la définition d’un noyau de Frostman-Kunugui)

|x | = oo

et u(x) <u=*f(x)surCB(O; 1),ona lim ®(¢) = 0. Ceci et la convexité
t—0

de ® montrent que @ est croissante au sens large. La démonstration
est ainsi compléte.

Evidemment & est uniquement déterminée et s’appelle la fonction
convexe associée a K.
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Pour simplifier les notations,on note respectivement C, et M,
I’espace vectoriel topologique usuel des fonctions finies et continues
dans R” & support compact et I’ensemble des fonctions mesurables et
bornées dans R” 4 valeurs réelles et 4 support compact. On désigne
par C; et My leurs sous-ensembles des fonctions > 0.

Soit k un noyau de convolution sur R”. On dit que k satisfait au
principe classique du maximum si, quelle que soit f de M,}“ s Uy <1
presque partout (noté désormais p.p.) sur R” dés que us <1 p.p.sur
{x € R" ; f(x) > 0}, ou u, est la densité de k * (fdx) par rapport a
dx.

On dit que k est de type positif si, pour f € My quelconque,
f ufdx = 0.

La proposition suivante a été essentiellement obtenue par K.
Kunugui (cf. [12]).

PROPOSITION 2. — Soit k un noyau de Frostman-Kunugui sur
R”. Alors

1) k satisfait au principe classique du maximum,
2) Kk est de type positif.

Démonstration. — Soit ® la fonction convexe associée a k. Pour
fe M;'( quelconque, la fonction f<I> (x —y*™™ f()dy de x est
finie, continue dans R” et sous-harmonique en dehors du support

de fdx, supp (fdx). Comme lim f d(x — y>™) f(y)dy =0,
|

x|-—>-

on a, pour tout x € R",
[@ax—yP™fe)dy <sup ([ @z — yP ") f () dy ; f(2)> 0.

Ceci et la proposition 1 donnent immédiatement (1). L’énoncé (2) ré-
sulte de (1) et du théoréme 5 de [11].

On désigne par @ P’espace vectoriel topologique des fonctions
infiniment dérivables dans R™ 4 valeurs complexes et a support
compact.
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Une distribution u dans R” s’appelle un laplacien généralisé si,
quelle que soit f une fonction de @ a valeurs réelles, u (f) < 0 dés
que f(O) = max_ f (x). Voir, par exemple, [5].

xER

ProOPOSITION 3. — Soit k un noyau de Frostman-Kunugui sur
R”. Alors Ak est un laplacien généralisé.

Démonstration — Soit® la fonction convexe associée a k. Comme
® est finie, continue et convexe dans (0, <), D_®&(¢) existe, ou
D (s) - (¢
D ®(¢t) = lim -—-—-—).
stt s+t
entierm =1,

On a D_® (t) > 0. Posons, pour un

(@@,  te©,m?)

Qm (t) —( D_ & (mn__z) (f _ mn—Z) + P (m”_z), t e (mn—2 ,OO).

Alors &, est continue, convexe, croissante au sens large dans (0 , ).
On voit facilement que la suite (®,,),” _ , converge d’une maniére crois-
sante vers ® avec mtoo. Posons k, = @, (x>~ dx + k ({O}) €.
Alors k,, est un noyau de Frostman-Kunugui et lasuite (Ak,,),, -,
converge vers Ak au sens des distributions lorsque m - oo.Donc il
suffit de montrer que, pour m = 1 quelconque, Ak,, est un laplacien
généralisé. Dans ce cas, on peut supposer k ({O}) = 0. Comme Ak, est

1
égale a une mesure positivedans R” — {O} et Ak,, = Odans B (O ; p )

1
— {0}, il existe une mesure positive o,, portée par CB (O ;—) telle
m

que, au sens des distributions,

Ak, = —(n —-2)w, D_®@m" e t+o,

m
dans R", o w,, est Iaire de la sphére d’unité. Posons
Cp = —2) w, D_® (m"?).

Comme k,, est de type positif (cf. la proposition 2), — Ak, lest
aussi. En rappelant le théoréme de Bochner, on voit que, pour f > 0
quelconque,

fexp (—t x1*)do,, (x)<c,,.
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En faisant ¢ O, on arrive a f do,, <c,, . Soit f une fonction réelle

de @ vérifiant £ (O) = max, f(x). Alors on a
xER

Ak, () = = ¢, F(O) + [f(x)da, (x)< ([do, - ¢m) F(0)<0.

Donc Ak, est un laplacien généralisé, et la démonstration est compléte.

Rappelons qu’une fonction définie-négative Y dans R” est une
fonction continue a valeurs complexes vérifiant ¥ (0) = 0, ¢ (— x) =
Y (x) et, pour tout entier m = 1, toute famille (x");';l de points de R”

m

et toute famille (c;)Z, de nombres complexes tels que Z ¢; =0,

i=1

I s
NP 3

Y x'—x)e;5<0 (2)
1

i

i=1]

(voir, par exemple, [1] et [5]).

La proposition suivante est déja connue (cf. le chapitre III dans

(5D.

PROPOSITION 4. — Une distribution u dans R” est un laplacien
généralisé si et seulement si u est d croissance lente et la transformée
0 de u est de la forme it = — Y (x) dx, ou Y est une fonction définie-
négative.

Ecrivons le théoréme de Lévy-Khinchine (cf. par exemple, [5]).
A une fonction définie-négative ¥ dans R” on peut associer une cons-
tante ¢ = 0, une forme linéaire L (x), une forme hermitienne Q (x) =0
et une mesure positive dans R” — {O} vérifiant

[xr/a+ xRy dv (0 < oo

telles que I’on ait

) 2 —1x-y
Ve =e+ LoV =T +Q0+ [ (1 -+ +yP?

—exp(—2ny/ —1x .y)) dv (y),
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oll x - y désigne le produit scalaire. Dans ce cas, la décomposition est
unique.

On dit que v est la mesure singuliére associée a V.

Remarque 1. — Soit Y une fonction définie-négative dans R" et u
le laplacien généralisé tel que t = — ¢ (x) dx. Alors, en dehors de O,
u est égal a la mesure singuliére v associée a Y.

En effet, soit f une fonction de @ telle que supp (f) P O. Comme,
pour tout le polynéme p, la formule de Parseval donne

Jip xydx =0,

on a

()=~ [F) 9 ax

HT ff}%(exp(—%r\/—lxy)
_21n/-—1x'y

T ) dvm )

tim [ F () v, (e)dx = lim [ fdv,, = [ fdv,

m—> m—>oo

1 1
ou v, = vsur CB(O _r;z-) et v, = 0 dans B(O ,-’-n—) Donc u = v
dans C{O}.
Remarque 2. — Soit ¢ une fonction définie-négative dans R".

Si ¥ est invariante par rotation, alors il existe deux constantesc, = 0 ,
¢, = 0 et une mesure positive » en dehors de O invariante par rotation

et vérifiant f X2 /(1 + %) dv (x) < oo telles que
Ve = ey IxPE [ —cosQmx - y)dr ). ()

Réciproquement la fonction de la forme comme (3) est une
fonction définie-négative invariante par rotation.
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Soit u le laplacien généralisé tel que u = — ¢ (x) dx. Alors u est
aussi invariant par rotation. D’aprés la remarque 1, la mesure singu-
liére v associée a Y est invariante par rotation. Donc on peut écrire

Yx)=¢, +Q(x) +f(1 — cos 2mx - y) dv (),

ol ¢, est une constante = 0 et ol Q (x) est une forme hermitienne
2 0. On voit donc que Q (x) est aussi invariante par rotation. Ceci
donne, avec une constante ¢, = 0,Q (x) = ¢, |x [2, d’ou la remarque 2.

On dit qu’un noyau de convolution k sur R” est un noyau de

. . 1
Dirichlet si k est a croissance lente et si k est de la forme K = —dx,
ol ¥ est une fonction définie-négative dans R” a valeurs réelles telle

1
que Esoit localement sommable (cf. [1]).

La proposition suivante est un résultat trés connu donné par A.
Beurling et J. Deny (cf. [1]).

PrROPOSITION 5. — Un noyau de Dirichlet est un noyau d’un
espace de Dirichlet spécial.

Rappelons qu’un espace de Dirichlet spécial D sur R” est un es-
pace hilbertien dont les éléments sont des fonctions localement som-
mables dans R” a valeurs réelles (ou bien 4 valeurs complexes)(#) et
qui vérifie les quatre conditions suivantes :

a) A un compact F dans R” quelconque, on peut associer une
constante A (F) > 0 telle que, quelle que soit u de D,

[ wldx < AE) lul.
F

b) Cx N D est dense dans D et dans Cy.

¢) Pour toute la contraction normale T (%) et pour toute u de D,
T-ueDet|T-ull <lull.

(*) Plus précisément tout élément de D est une classe de fonctions p.p.
égales.

(°) Une contraction normale T est une application de R! sur elle-méme
vérifiant T(0) = Oet [Ta — Tb| < | — b|(a, b € R!).



NOYAUX DE FROSTMAN-KUNUGUI ET LES NOYAUX DE DIRICHLET 53

d) Pour x € R"” et u € D quelconques, U,u € Det [|U, ull = llull,
ou U, u est la fonction obtenue de u par la translation de x.

On note ici || - || la norme dans D. La condition (a) donne que,
pour f € My quelconque, il existe une fonction u, de D, et une seule
telle que, quelle que soit  de D,

@, w = [u@)fE adx,

ou (-, -) est le produit scalaire associé. On dit que u, est le potentiel
de f dans D. A. Beurling et J. Deny [1] ont montré que, 4 un espace
de Dirichlet spécial D, on peut associer d’une maniére unique un
noyau de convolution k tel que, pour f € My quelconque,

K * (fdx) = ufdx.

On appelle k le noyau de D.

Définissons le balayage pour les noyaux de convolution. On dit
qu’un noyau de convolution k sur R" vérifie le principe du balayage
sur tout ouvert si, pour une mesure positive u dans R"” 4 support
compact et pour un ouvert w dans R”, il existe une mesure positive
u' portée par w telle que I’on ait :

B k*u=k*u.

(B.2) k * u = Kk * u' (au sens des mesures) dans w.

ProrosiTiON 6 ([1] et [3]).— Soit k un noyau de Dirichlet sur
R". Alorsona :

1) k est symétrique par rapport d O et s’annule a linfini.
2) k est injectif (°).
3) k vérifie le principe du balayage sur tout ouvert.

4) k vérifie le principe de domination ; c’est-a-dire, pour f, g € M;
quelconques, up < u, p.p. sur R" dés que Ur S Uy p.p. sur l'ensemble
{x € R" ;f(x) > 0}, 0t k * (fdx) = udx.

5) k vérifie le principe de positivité des masses ; c’est-d-dire,

pour des mesures positives u et v quelconques, /;z’,u < f dv dés que

(6) Ceci signifie que, pour une mesure réelle 4, u = 0 dés que K * u a un
senset que K * u = 0.
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K * (u+ v)aunsensetquek * p <K * v,

Examinons encore le balayage pour les noyaux de Dirichlet.

Remarque 3. — Soit k un noyau de Dirichlet sur R". Alors, pour
une mesure positive u telle que k * u ait un sens et pour un ouvert w
dans R”, il existe une seule mesure positive uL) portée par & et véri-
fiant (B.1), (B.2) et (B.3) :

(B.3) Pour une mesure positive v quelconque, Kk * v =K * u’w
désque k * v > Kk * udans w.

En effet, d’aprés l'injectivité de k et (B.3), une telle mesure posi-
tive est uniquement déterminée deés qu’elle existe. Donc on montrera
seulement P’existence de p;. Soit (w,,),,~, une suite d’ouverts relati-

vement compacts telle que &, C w,,,; et |J w, = w.
m=1
D’abord on suppose que supp(u) est compact. D’aprés la propo-
sition 6, il existe une mesure positive y:n portée par @,, et vérifiant
(B.1) et (B.2) pour u et w,,. D’aprés (4) et (5) de la proposition 6,

(k * u:n);’,:l est croissante et fdu,’n Qfdu (m=1,2,...). Donc
on peut supposer que (u'm )m—1 converge vaguement vers la limite u('d

lorsque m —> . Comme, pour f € Cy quelconque, l|im k* f(x) =0
x| oo

et ( f du,'n)

est bornée, on a
m=1

lim [k * fdu,, =‘/'K * fdu,,,

m—sw
d’ou

lim k * g, = k * w_ (vaguement).

m—>e
On voit alors que l‘; vérifie (B.1) et (B.2) pour u et w. Soit v une
mesure positive telle que k * v > k * u dans w. Alors, pour m > 1
quelconque, k * u,'n < k * v dans w. Comme supp(u:")C w, on a
K * u:n > Kk * v, d’aprés (4) de la proposition 6. En faisant m 1 oo,
on voit que u/, vérifie (B.3), et donc u,, est la mesure demandée.
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Montrons notre remarque. On pose u, = u sur B(O) ;m) N
’
CB(O ;m — 1) et u,, = 0 dans son complément (m = 1,2, ...). Soit
u,’n . la mesure positive portée par w et vérifiant (B.1), (B.2) et (B.3)
pour y,, et w. Posons u, = Y. ! ;alors on voit facilement que
m =1 ’

’ »
u,, estla mesure demandée.

On dit que /.t"o est la mesure balayée de u sur w relativement a k.

On a toujours fdu > fdu:d )

Remarque 4. — Soient k un noyau de Dirichlet et w, ,w, deux
ouverts dans R" tels que w, C w,. Alors, pour une mesure positive
u telle que K *  ait un sens, ”‘:’1 > “:02 dans w, .

En remarquant que u:‘,l est aussi la mesure balayée de “:02 sur
w, relativement a k, on voit Iinégalité demandée.

La proposition suivante est déja connue (cf. [6]).

PROPOSITION 7. — Soit kK un noyau de Dirichlet dont la trans-

formée de Fourier k est de la forme k = — dx. Alors les trois énoncés

<| -

suivants sont équivalents :

1) Pour une mesure positive u a support compact et un ouvert w

quelconques, f du = f du dés que Cw est compact.
2) y(O) = 0.

mfw=w

Soit k un noyau de Dirichlet sur R” et D I’espace de Dirichlet
spécial dont le noyau est k. Si, pour une mesure réelle u, la fonction-

nelle C, "D 2¢ — fd)du est bornée dans D, alors il existe u, € D

unique telle que (v, , ¢) = f ¢dp. On dit aussi que u, est le potentiel
de u dans D.
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Remarque S (cf. [1]). — Si p est positive et u, existe dans D,
alorsk * paunsensetk * u = u, dx.

Pour simplifier la notation, on note
& (k) = {u : mesure réelle sUy existe dans D} 4)

et & (k) la totalité des mesures positives appartenant 4 & (k).
3. Une extension de la formule de Riesz.

On connait bien la formule de décomposition de Riesz pour les
noyaux de Riesz-Frostman. Dans ce paragraphe, on discutera une géne-
ralisation de cette formule. D’abord on prépare un lemme.

LEMME 1. — Soit { # 0 une fonction définie-négative sur R"

1
invariante par rotation. Alors E est localement sommable.

Démonstration. — D’aprés la remarque 2, on peut écrire
Yyx)=c, tec, IxP? +f (1 —cos Qmx - y))dv (y),
ou c; est une constante > 0 (i = 1, 2) et ol v est une mesure posi-
tive invariante par rotation dans R” — {O}. Comme ¢ # 0, (¢;, c,, V) #
1
(0,0,0). Comme n > 3, on voit que si ¢, > 0 ou bien ¢, > 0, E est

localement sommable. Supposons que ¢, =c¢, = 0 et » # 0. Comme
v est invariante par rotation, on a Y (x) > 0 dans R” — {O}. On choisit

un nombre ¢ > 0 tel que f |¥!2 dv(y) > 0.0n a alors
o< |yt
[ = cos @mx - yYydv ) [ (1 = cos @mx - y)) dv] ()
Jiln_ 2 > lim 2
x—0 x| = x-0 |x]

x#0 xX#0

f(ﬂx - dv) ()
= lim

p=} Ix[?

xX#0

72
=— [ wEdv6)>o,
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1
ou v', désigne la restriction de v sur B(O ;t). Donc — est localement

sommable, d’ou le lemme 1.

THEOREME 1. — A un noyau de Frostman-Kunugui k, #+ 0 sur
R", on peut associer un noyau de Dirichlet k, invariant par rotation,
et un seul tel que l’'on ait

K, % Ky =r27", )

Réciproquement, a un noyau de Dirichlet k, sur R" invariant
par rotation, on peut associer un noyau de Frostman-Kunugui k, # 0,
et un seul tel que I’égalité analogue d (5) ait lieu.

Démonstration. — Soit k; ¥+ 0 un noyau de Frostman-Kunugui
sur R”. D’aprés les propositions 3 et 4, il existe une fonction définie-
négative ¥ invariante par rotation telle que

P
Ak, = —(n - 2) w, ¥ (x)dx.
1
Comme Ak, # 0, Y # 0, et donc le lemme 1 donne que — est loca-

lement sommable. Il existe un noyau de Dirichlet k, tel que K, = %dx
(cf. [1]). Remarquons que Ak, peut étre considérée comme une mesure
positive en dehors de QO et que ‘/1:”}1 d (Ak,)<eo (voir la remarque 1);
alors on voit que (— Ak,) * Kk, a un sens et

(= Aky) * kK, =(n —2)w, €.

Soit e,’n la mesure balayée de € sur CB (O ; m) relativement au noyau
Kk,. Comme supp (k, * (¢ —€,)) CB@O© ;m),k, * (k, * (€ — €,))
aun sens et

— A, * (ky * (€ — €,)) = (— Ak,) * (K, * (€ — €,.))
= ((— Ak,)) * Kk,) * (€ — €,,)
=(n -2 w, (e—e€,)

Comme — A (r>™" —k, * (ky * (6 —€,,)) =0 au sens des distribu-
tions dans R" et k, * (k, * (e — e,'n )) s’annule a I’infini, on a
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Ky * (K * (€ — €,)) <7277,
On voit facilement que (k, * €},),, -, est décroissante. Comme K,
s’annule a I'infini et f de,, < 1 (voir la proposition 6), (k, * €, )m_,

converge d’une maniére décroissante vers O lorsque m 1 oo, D’aprés le
théoréme de Beppo-Levi dans la théorie de I'intégration, k; * k, a un
sens et

. !
K, * Ky = "}l_{nw K, * (K, * (¢ — €,,)) (vaguement).

Donc Kk, * k, <r*~". Comme A (> ™™ —k, *k,) =0, on voit
que K, est un noyau de Dirichlet demandé. Evidemment un noyau de
Dirichlet «k, vérifiant (—Ak,)*k, = (n —2) w,€ est uniquement
déterminé.

Réciproquement, soit k, un noyau de Dirichlet sur R"” invariant
par rotation. On désigne par u le laplacien généralisé tel que

u*K, =€

D’aprés la proposition 4 et la remarque 2, on peut écrire, pour ¢ € @
quelconque,

u(@)=—c, ¢ (0O)+c, Ap(0) — lim . (¢(0)—¢(0) dv (x),
m=e x>

ol ¢; est une constante >0 (i = 1, 2) et ol v est une mesure positive

en dehors de O invariante par rotation telle que

S1xP1a+ 1x?) dv () < o=,

D’aprés f dv < oo, la convolution — u * r2~" est définie au sens
Ix1>1

des distributions. Comme » est invariante par rotation, on a, pour
¢ =20 € M quelconque,

o> lim f PR x) — M g (x — y))dv () >0
m
dans R". Alors on voit immédiatement que — u« * r2~" > 0 au sens

des distributions. Par conséquent — u * r2 " est égal 4 un noyau de
convolution k, s’annulant a Pinfini. Comme Ak, = (n — 2) w, u, K,



NOYAUX DE FROSTMAN-KUNUGUI ET LES NOYAUX DE DIRICHLET 59

est un noyau de Frostman-Kunugui. De la méme maniére que dans la
premiére partie, on voit que Kk, * K, a un sens et K, * K, = r2-n.
L’injectivité de k, donne I'unicité de x,. La démonstration est ainsi
compléte.

Le théoréme 1 donne immédiatement le corollaire suivant

COROLLAIRE 1. — Soit Dgy [l'ensemble formé par tous les
noyaux de Frostman-Kunugui et de Dirichlet. Alors, pour Kk, € Dgg
quelconque, il existe K, € Dgy, et un seul tel que K, *Kk, =r>~".

Dans ce cas, k, s’appelle le noyau dual de k; par rapport art—m,
On donnera une condition pour qu’un noyau de Dirichlet appar-

tienne & Dgy . La proposition suivante jouera un role important dans
cet article.

PrROPOSITION 8. — Soit k un noyau de Dirichlet invariant par
. 1
rotation dont la transformée de Fourier est de la forme Kk = E dx
et v la mesure singuliére associée d Y. On note, pour t > 0 quel-
conque, v, =v sur CB(O ;t) et v, = 0 dans B(O ;t). Si, pour tout
t>0,v#Fvet

(fdv,)x}x*vt, (6)
alors k est un noyau de Frostman-Kunugui.

Démonstration. — Soit u le laplacien généralisé tel que
—u * kK = €. Comme v est invariante par rotation, on peut écrire,
pour ¢ € M quelconque,

u(@@)=-—c¢ ¢0) +c,A¢(0) — lim . (0(0) = ¢ (X)) dv (x),

m—>o Jixs2
m

ouc, etc, sont des constantesz> 0 (voir la proposition 4 et la remarque
2). Supposons que k ne soit pas un noyau de Frostman-Kunugui ; alors
il existe un nombre p > 0, une fonction ¢ = 0 de @ vérifiant

supp (¢) C B(O; p)

et un point y de CB(O ; p) tels que Ak * ¢ (y) < 0. Donc il existe
un nombre ¢, > 0 tel que, pour ¢ € (0 , ¢,) quelconque,
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K*o()>kK*¢*s5,0),
ou l'on rappelle que s, désigne la mesure uniforme sur S (O ; ¢) telle

que fds, = 1. Comme v est invariante par rotation et v # Veoo

lim [ *60) —k* 6 —2)d0y  —v,) () > 0.

Ceci et I’inégalité (6) donnent que

—urxk* () =c Kk *d(¥)—c, Ak * 9 (»)

+ lim LK * o) —Kk*d(y—2))dv(z) >0.

m—> oo |z]>—
m

D’autre part, —u * k * () = 0, car y & supp($). On arrive donc 2
une contradiction. Par conséquent k est un noyau de Frostman-
Kunugui, et la démonstration est ainsi compléte.

4. La régularité des noyaux de Dirichlet et des mesures balayées.
Commencgons avec une proposition connue.

ProposITION 9 ([8]). — Soit k un noyau de Dirichlet sur R”.
Si Kk est absolument continu (par rapport da la mesure de Lebesgue),
alors il existe une fonction K= 0 semi-continue inférieurement telle
que k = K(x)dx et que le noyau-fonction K satisfasse au principe
de continuité (7).

On discutera la continuité de K pour un noyau de Dirichlet «
invariant par rotation. D’abord on préparera trois lemmes.

LEMME 2. — Soit k un noyau de Dirichlet sur R”. Sik ({0})> 0,
alors, pour p € &%(k), u est absolument continue.

En effet, la remarque 5 donne que k * u est absolument continu.

(") Ceci signifie que, pour une mesure positive u 4 support compact, la fonc-
tion K * u est finie et continue dés que la restriction de K * u sur supp(u) I’est
aussi.
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Comme k * u = Kk ({O}) u, 1 est aussi absolument continue.

LeMME 3 ([1]). — Soit k un noyau de Dirichlet, ¥ la fonction

1
définie-négative telle que Rk = E-dx et D l'espace de Dirichlet spécial
dont le noyau est égal d k. Alors, pour p € & (k) d support compact,

2 _ P
IZM| 7o)

ou u, est le potentiel de u dans D. Reczproquement pour une mesure
posmve U d support compact quelconque, u € 8% (k) et I’égalité ana-

logue a lieu dés que fll~2 xX)?/Y (x) dx < oo,

dx,

LEMME 4. — Soit k un noyau de Dirichlet et D l'espace de Di-
richlet spécial dont le noyau est k. Alors, pour u € &' (k) et un entier

m = 1 quelconques, u,, appartient & &*(x) et |lu, RIS mi=2
ou M,, est la mesure définie par f fdu,, = f f(mx)dy(x) pour toute
fE€Cy

Démonstration. — Posons v, = u dans B (O ;m) et v, = 0 sur
CB (0O; m) ; alors (u,,m):;’,:l converge fortement vers u, dans D lorsque
m = oo, Donc il suffit de supposer que supp(u) est compact. Soit ¥

. e . 1
la fonction définie-négative telle que k = —w—dx. Comme, pour tout le

nombre réel ¢, m? (1 — cos t) =1 —cosmt,ona m*y (x)= ¢ (mx)
dans R". D’aprés le lemme 3,

| (mx)l S i (o)l
I, P = [ o o= mon [ 5 dx
v(557)

< pr-n [ )P
¥ (x)

dx = m>=" flu, |2,

d’otu le lemme 4.
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THEOREME 2. — Soit k un noyau de Dirichlet sur R" invariant

par rotation et D l'espace de Dirichlet spécial dont le noyau est k.

Si, pour tout t > 0, s, € &'(k) et l'application (0, %) > t — s, ||

est localement bornée, alors il existe une fonction K = 0 invariante

par rotation, continue au sens large dans R" et finie en dehors de O

telle que k = K(x)dx, | llim K(x) = 0 et le noyau-fonction K
x| = o0

vérifie le principe de continuité.

Démonstration. —Montrons d’abord que k est absolument continu.
Soit e,’n la mesure balayée de € sur CB(O ; mi) relativement au noyau k.
Alors €, est invariante par rotation etona j 'de:” < 1. Donc il existe
une mesure positive A, sur [mi’ °°>telle que €, = f SrdN,, () et
fd)\m < 1. Posons a = supg Hes, 1) ;i<t< ;2 :; alors, pour tout
t E[r;l s °°), le lemme 4 donne [lu,,|i < a. Comme, pour ¢ € C, N D

quelconque,
[ode, = [¢ds,ax, )

= [, 9an,, (1) <161 [l a7, (1) <161l

ol (-,-) désigne le produit scalaire dans D, la fonctionnelle linéaire
Ck "D 3 ¢~ fq&de;n est bornée dans D. Donc e, € &' (k) et

llue,, Il <o. Comme (ue;" ):,: , converge d’une maniére croissante
vers k dans R” — {O} avec m 1 = et, d’aprés le lemme 2, k({O}) =0,
K est absolument continu.

D’aprés la proposition 9, il existe une fonction K = 0 semi-
continue inférieurement telle que k = K(x) dx et K vérifie le principe
de continuité. Evidemment K est invariante par rotation et, pour
u € & (k) quelconque, u, = K % u p.p. sur R”.

Montrons que K est finie et continue dans R” — {O} et

lim K(x) = 0.

x| = o
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. oo 1
On prend une suite (f);—,; C C,}L telle que supp(f,) C B(O ; ];),
Fie(x) = fr,(—x) et ffkdx = 1. Soit t> 0 quelconque ; posons
8 = S; * fy. Alors (ug, )y~ , converge fortement versu,, dans D lorsque

k—> oo, Comme K est semi-continue inférieurement, on a :

]Iust”2 = klgrl llug, 2 = klinlfK * g () g, (x)dx >fK* s,(x)ds, (x).

Donc K * s, est égale 4 une constante = 0 sur S(O; ¢) = supp(s,).
Le principe de continuité pour K donne que K * s, est finie et continue
dans R”. Soit m un entier = 1 quelconque. La famille (u_‘,)t>1 i
est bornée dans D. Comme, pour ¢ € C, N D quelconque, la fonc-

tion (u,,, ¢) de ¢ est finie et continue dans (0,o)et hm (ug, ,¢) =

(—-, 00) St — ug, est faiblement continue dans D et tl_l)rg ug, =0
(faiblement). En particulier, la fonction (uy, ,u., ) de t est finie
et continue dans (—’717, °°) et tend vers 0 lorsque ¢t — oo, Comme

1 1
u,» = Kp.p.surCB (O ; —) ,on a, pour t > — quelconque,
m m m

€
(s ) = Bim (g g g )= lim [y, G0 % ) dx

= 1im [K(s, * f)dx = lim K x5, * £,(0)

kK — oo
= Kx5,(0= [K(x)ds,(),

car K * s, est finie et continue. Comme m est quelconque, on voit que

la fonction f K(x)ds,(x) de ¢ est finie et continue dans (0 , =) et tend
vers 0 lorsque t —> oo, La fonction K étant invariante par rotation, on

peut écrire K(x) =fK(y) ds).,(») en dehors de O et donc K est finie et

continue en dehorsde O et lim K(x) =

[x |00

Montrons finalement lim K (x) = oo . Supposons que
[x|—>0

lim K(x) < oo,

|x|—=>0
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Alors il existe une suite (¢, );—, de nombres > 0 telle que lim #, =0

k —> oo

et que (f K(x) dsfk(x)),:":l soit bornée. Pour tout I’entierm > 1,0n a

lim f K x 54 (x)de,, (%)

k — oo

gy 17 < [ K(x)del, (x)

im [ K e, () dsy ()

k — oo

Stim [ KGds, (x).

kK — o

Donc (u;, ):,:1 est bornée dans D. Comme K = lim U p.p., on
Kk — oo
aK € D. Soit ¢ € Cx N D quelconque. Alors
max p(x)| = max [(K,U,¢)l=max [KI Uyl = IKI lipll.

xaRrR” XERN xERM

Comme Ckg N D est dense dans D, tout I’élément de D est une fonction
finie et continue. En particulier, K est finie et continue. Soit Y la fonc-

- 1 1
tion définie-négative telle que k = de. Alors — est sommable.

v(x) v

<ovetn 23, ceci est une contradiction. On voit

Comme [im 5
x| |x|

doncque lim K(x) = oo,
Ixi—= 0

Remplagons K(O) par + oo si c’est nécessaire ; alors on voit que
K est la fonction demandée. La démonstration est ainsi compléte.

Le corollaire suivant est un résultat immédiat du théoréme 2.

COROLLAIRE 2. — Soit Kk un noyau de Dirichlet invariant par
. 1
rotation dont la transformée de Fourier est de la forme k = de.

Si k vérifie la condition suivante (1) ou bien (2), alors la méme con-
clusion a lieu.
x
M 1m X
x> |x|
(2) Il existe t, > 0 tel que s, €&"(k) et la mesure singuliére
associée d Y est décroissante par rapportar = x| > 0(8).
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Démonstration. — Supposons d’abord que k vérifie (1). Il est
bien connu que, pour ¢ > 0 quelconque, s, € & (r*~") et l’application

IS, (x)I?

e dx

0,23t —

est continue. Ecrivons, avec deux constantesc¢, = Oetc, = 0,

Ve = ¢ + ey IxP+ (1 —cos @ mx ) dv()

(cf. la remarque 2). La condition (1) donne que ¢, > 0. Ceci et le
lemme 3 donnent que s, € &*(k) et 'application (0, ) > ¢t — ““s,“
est localement bornée, d’ou la méme conclusion.
Supposons que k vérifie (2). On peut supposer que £, = 1. D’apres
les lemmes 3 et 4, il suffit de montrer que, pour tout entier m = 1.
18, ()12

dx < oo 7
sup Vo) N

1

— <t<1

m
Comme §,(x) = §, (tx) , (7) se déduit de

V(%)
‘fiw()

car s, € &*(k). Comme v est invariante par rotation, il existe une

x#0,1 < t<m§>0,

mesure positive A dans (0, ) telle que v =fs,d)\(t). Soit (fx)x=1
une suite de C} telle que f; soit invariante par rotation,

supp (fy) CB(O ,%) et jfk dx = 1.

Comme la fonction f fi x — y)dv(y) de x est décroissante par rap-

(8) Pour une fonction f de CfZ invariante par rotation et un nombre ¢t > 0
vérifiant B(O; ¢) D supp(f), la fonction ff‘(x — y)dv(y) de x est définie sur

CB(O ;1) et mvanante par rotation. On dit que v est décroissante par rapport a
r si, pour toute f € CK invariante par rotation et pour tout ¢ > 0 vérifiant B(O ; t)

D supp (f) ,ff(x — y) dv(y) est décroissante au sens large lorsque r (> t) est crois-
sant.
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1

port a r (> E) , il existe une fonction finie et continue A, = 0 sur

1

[; o) telle que  ([f x —») v ) dx = [s,N\ @) dr sur
1

CB (0 ; E) et la fonction A, (¢) /t" ! de t soit décroissante au sens

1
large sur [E s 00). Soit ¢t € [1 , m] quelconque. Pour une fonction

g= 0 finie et continue dans (0 , 9 a support compact quelconque,
on a

fg (ts)d\ (s) = Iyine° fg (ts) N, () ds = %kl_iﬁ fg (5) N\, (ti) ds

. 1

> lim e @ N\ () ds = Tfroae,
et donc, pour x € R” quelconque,

V(x) =, +ey 12 1xP + [ [(1 = cos emx - y))ds, () dA )
=c, +c, 1 |x]?
1

+ ff(l —cos (2mx - y)) ds,, (v) d\ (u) = ;; ¥ (x),
(v @x) )

;x#0,1<¢t<m = 1/m">0. On voit ainsi
(¥ (x) S

que la méme conclusion a lieu. La démonstration est compléte.

d’ou inf

Discutons ensuite la continuité absolue des mesures balayées.
Rappelons d’abord le théoreme de représentation par A. Beurling
et J. Deny ([1)).

ProrosiTION 10. — Soit k un noyau de Dirichlet, Y la fonction

1
définie-négative telle que R = v dx et D l'espace de Dirichlet spécial
dont le noyau est k. Alors il existe une constante ¢ = 0, une forme
(°) On dit que Q(f, g) posséde la propriété locale si Q(f, g) = 0 dés que

f est égale a une constante dans un certain voisinage de supp(g) ou bien que g est
égale a une constante dans un certain voisinage de supp(f).
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hermitienne Q (f, g) = 0 sur Cy N D possédant la propriété locale(®)
telles que, pour toutesf, g € C, N D,

(f. &) =c[ fgdx +Q(f, g)
1
o SfEE N —ren @6ty —g @) 6) ax(8)

ou v est la mesure singuliére associée a Y. Dans ce cas, c et Q (f, g)
sont uniquement déterminées.

En utilisant la présente proposition, on obtient la proposition
suivante :

ProrosITION 11. — Soit k un noyau de Dirichlet sur R" tel
1
que R = de. Supposons que la mesure singuliére associée @ { pos-

séde la densité continue o (x) en dehors de O. Pour une mesure posi-
tive u dans R" d support compact et un ouvert w dans R" quelconques,
il existe une fonction finie et continue f“"w dans w, et une seule telle
que u., = “',w dx dans w dés que supp (u) N @ = P et que Cw est
compact, ou u., est la mesure balayée de u sur w relativement a K.
Dans ce cas, on a, pour x € w,

f,',,w=fa(x—y)d(x*u—x*u;)(y). %)

Démonstration. — Ecrivons g la fonction définie par la partie
droite de (9). Alors g est finie et continue dans w. Pour la propo-
sition 11, il suffit de montrer que, pour tout ¢ € C, N D a support

dans w, f¢du; = f¢gdx, car Cy N D est dense dans Cg.

On choisit un nombre ¢ > 0 vérifiant supp (¢) + B (O ; ¢) C w. Soit
f une fonction de C{( symétrique par rapport a O et vérifiant

supp (f) € B (O;¢).
Comme (k * u — Kk * p ) * fappartient aC, N D et
supp (¢) N (supp ((k * p — Kk * p)) * f) U supp (w) = @,

la proposition 10 donne que
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Joxfa, = [o 00wl — w) * £ () dx
= (k * (u, —m) *f, ¢)
[ G +3) =0 () (k% gy — ) £ (x +)
— K * (b, — W) *f (X)) a () dy dx
= [ 6 )t x uly — W) * )
— Kk (U, — ) * f(x +y)a (v)dy dx
=[]k —iL)x @ =N @)y

fhdﬁ = fh (—x)dun(x) pour toute h< Cyg. En faisant
fdx —> e (vaguement), on a f ¢du, = f ¢gdx. La démonstration
est ainsi compléte.

En particulier, on note, pour ¢ > 0 quelconque, f; (x ; ) la fonc—
tion fe CBOD obtenue dans la proposition 11. En posant f, x ; k)=
dans B (O ; ¢), on peut supposer que f, est une fonction sommable dans
R” (cf. la proposition 7). Pour un entier m > 1, on note encore

ft’—l/m(x;K) sur CB(O;1¢)

fim (x5 K) = ? (10)
0 dans B (Q;1)

1
désquet > —.
m

COROLLAIRE 3. — Soit k un noyau de Dirichlet sur R" invariant
par rotation et vérifiant la méme condition que ci-dessus. Alors il
existe une fonction ¢ (t ; k) dans (0 , =) telle que

0 <c@;n)<1- [flax

et

€, =c(t;k)s, +f (x;Kk)dx (11)
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ou €, est la mesure balayée de € sur CB (O ; t) relativement d k.

En effet, évidemment e; est aussi invariante par rotation et on
a e', =f,’ (x)dx dans CB (O ;t), d’aprés la proposition 11. Comme
supp(e:)C CB (O t), on voit facilement qu’il existe une telle fonc-
tion. D’aprés le principe de positivité des masses, on a

¢ (t 5K) +ff; Ge)dx < 1.

Posons, pour un entierm > 1,

cm(t;x)=c(t—ml;x) [ fam®ax (D)

IxI<t

1 1
des que t > — ; alors ¢, (¢ ; k) est une fonction définie dans (-—, °°).
m m

PrROPOSITION 12. — Soit k un noyau de Dirichlet sur R" inva-
1
riant par rotation tel que R = -de. Supposons qu’il existe ty, > 0

vérifiant Sto cé& (k) et que la mesure singuliére associée a Y posséde la
densité continue a(x) décroissante au sens large par rapport a r = |x: >0.
Alorsona :

1) Les applications (0 ,°) 5t—> €, et (0,%) Dt—> K * ¢,
sont vaguement continues.

2) La fonction / de, de t est continue.
3) Pour un entier m =1 quelconque, la fonction c,, (t ; k) est

1
continue dans (—— )
m

Démonstration. — D’aprés le théoréme 2 et le corollaire 2, il
existe une fonction K =2 0 continue au sens large dans R” et finie
en dehors de O telle que lim K (x) =0, xk = K(x)dx et que K

|x |

vérifie le principe de continuité. Evidemment K est aussi invariante
par rotation.



70 M. ITO

Soit ¢ > 0 quelconque et (f,,),—; une suite dans (0, 9 ten-
dant vers ¢ (m —> o0) quelconque. Comme fde;m <1, (e;m Im =1 est

vaguement bornée. Soit €, un point vaguement adhérent de (e;m I =1

quelconque. Comme lim K (x) = 0, on a K¢, =K x€, p.p.

fx|— o

dans CB(O; ¢). De la méme maniére que dans le théoréme 2 et dans le
corollaire 2, on voit que K * €, et K # €, sont finies et continues. Donc
K % e, = K # € sur CB(O; ¢). Comme supp(e,) U supp(e;) C CB(O; 1),

e principe de domination pour nne qu L= . nc
le p de d t our k donne que K * €, = K * €,, et do
'

€, = €, d’aprés l'injectivité de k. Par conséquent (0, =) Dt —> ¢, et
(0, >t — kK * e', sont vaguement continues.

On voit facilement que la fonction f de; de ¢ est continue (d’aprés

la proposition 7, il suffit de considérer le cas f dik < + o0),

1
Montrons finalement que c,, (¢ ; k) est continue dans (-——, °°).
m

Comme t — (k — K * €,) est vaguement continue et
£ = [alx=pd—kxe)o)
— . 1 : w
dans CB(O; ¢), on voit que, pour x € R", ¢t > — et une suite (¢, )z—,
m
tendant vers ¢(k — %) quelconques, lim f,' . (x) = f;,, (x)
k — oo k-’ ’

dans B(O; #) U CB(O; ). Posons «, ,,, = 0dansBO; 1/m)eta,,, =«

en dehors de B(O ; 1/m) ; alors, pour k assez grand, ff’k m S Kxa,,

sur R”. On remarque ici que f X dx < oo, Le théoréme de Lebesgue

donne que ,Eiinw fft’k,m dx = fft"m dx, et donc la fonction ff,',m dx

1
de ¢ est finie et continue dans (— R w). Comme
m

Cy(t ;5 K) = fde',_llm —ff,',m dx,
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1
on voit que ¢, (¢ ; k) est continue dans (—- s w) .La démonstration est
ainsi compléte. m

5. Les noyaux de Dirichlet et la condition(*).

Rappelons d’abord la condition (*) pour une fonction dans
R* — {O}.

Soit o une fonction finie et continue = 0 dans R” — {O}. On
dit que o vérifie la condition (*) si, pour t' = t > 0 et une constante
¢ 2 0 quelconques,

a(x) > cfoz(x —y)ds,(y)

sur CB(O ;t') dés que la méme inégalité a lieu sur S (O ;t").

Remarque 6. — Soit o une fonction finie et continue > 0 dans
R” — {O} invariante par rotation. Alors pour que « vérifie la condi-
tion (*), il faut et il suffit que, pour tout ¢ > 0, la fonction

S atx - pyds,)/atx)

dans CB(O;t) est décroissante au sens large lorsque r = |x| (> ¢)
croit.

Cela résulte immédiatement de la définition.

ProrosIiTION 13. — Soit o une fonction finie et continue = 0

dans R" — {O} invariante par rotation et vérifiant la condition (*).
Alors a(x) > 0 dans R" — {O} ou bien o = 0. En particulier, si « # 0

x|
et f m a(x) dx < oo, alors o est sous-harmonique dans R" — {O}
x
et strictement décroissante lorsque r = |x| (> 0) croit.

Démonstration. — Posons A = {x € C{0O} ; a(x) = 0} est suppo-
sons que A # @. Posons ¢, = sup {|y| ; ¥ € A}. On montrera d’abord

que A =B(0;¢t,) N C{O}. Supposons que A # B(O;¢t,) N C{O}.
Alors il existe £, > 0 tel que AN (B(O;¢,) N CA)= SO;¢,). On
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peut choisir ¢, #' € (0 ; o) et une constante ¢ > 0 tels que
0<t<t,/2<t'<t,, [alx—y)ds,(»)>0

sur S(O;¢,) et a(x)=> cfa(x - y)ds,(y) sur S(O; t"). D’aprés la

condition (*), on a a(x) = cfa(x —»)ds,(¥) sur S(O; ¢,). Mais cela

est en contradiction avec a(x) = Osur S(O; ¢, ), et donc AD B(O;¢,),
d’ou A = B(O;t,) N C{O}. Par conséquent, pour la premiére conclu-
sion, il suffit de montrer que ¢, = o. Supposons ty < oo. Soit ¢ un

nombre tel que 0 < ¢ < #,/4. Alors a(x) = 0 etfa(x —-y)ds,(»)=0

sur S{(O; ¢,/2), et donc, d’aprés la condition (*),
alx) = fa(x —-y)ds,(y)

sur S(O; ¢,), d’ou fa(x —y)ds,(¥) = 0 sur S(O; ;). Comme « est

invariante par rotation, cela est en contradiction avec la définition de
to- On voit ainsi que a(x) > 0 dans R" — {O} ouax = 0.

Montrons la deuxiéme partie. Supposons qu’il existe un point
x, # O de R" tel que « ne soit pas sous-harmonique dans un certain
voisinage de x,. Posons #, = |x,|. Alors on peut choisir t € (0, ¢;)

tel que a(x,) > fa(xo —y)ds,(¥). On a a(x) >f a(x —y)ds,(y)
sur S(O; t,). Comme «a(x) > 0 dans R" — {O} (cf. la premiére par-
tie), on a a(x) > foz(x — y)ds,(y) sur CB(O; ¢t,), d’apres la condi-
tion (*). Posons Y(x) = 1 — §,(x) sur R” ; alors ¥ est définie-négative
et El est localement sommable, d’a;)rés le l.emme 1. Donc il existe un
noyau de Dirichlet k tel que Kk = E-dx. On a fdl( = oo (cf. la propo-

sition 7). Comme a(x) > 0 dans R” — {0}, il existe une fonction
f#+F0e C;; invariante par rotation telle que supp(f) C B(O;z, — 1)
eta(x) 2k = f(x)surCB(O;t, —¢) N B(O;t,). Comme
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I a(x)dx < oo, sup (K * f(x) —a(x) ; x € CB(O;#,)}> 0,
1X1> 1o

et donc il existe un point y € CB(0; ¢,) tel que
K * f(y) —a@) =sup {k* f(x) —alx) ; x € CBO ; £,)},

car lim k x f(x) = O.Par conséquent on a

{x|—=> o0

kx f0) = a0) > [k x f —2) - aly —2)) ds, ).

Mais cela est en contradiction avec a(y) > / a(y —z)ds,(z) et
(e—s)*k*f()=f() =0,

d’ou « est sous-harmonique dans R"” — {O} Soit ¢(¢) une fonction
définie dans (0, ) telle que ¢(|x|* ™ = a(x) dans R" — {O}. De
la méme mani€re que dans la proposition 1, ¢ est finie, continue,
convexe et croissante au sens large. En vertu de la convexité de ¢ et

[x|? . .
de f 1_4'-—17 a(x)dx < oo, ¢ est strictement croissante avec ¢, et
X

donc « est strictement décroissante lorsque r croit. La démonstration
est ainsi compléte.

D’aprés la remarque 6 et la proposition 13, on voit facilement
la remarque suivante :

Remarque 7. — Soit o la méme fonction que dans la proposition
13. Alors, pour tout ¢ > 0 et toute mesure positive u dans R” inva-
riante par rotation et portée par B(O ; 1),

a) > [alx ~y) du()

sur CB(O ; t) dés que la méme inégalité a licu sur S(O; ¢).

On remarque ici qu’il existe une mesure positive A sur [0, ¢)

telle que u =fsp d\(p), ous, = €.

Le théoréme suivant est une généralisation du théoréme de Riesz
(cf. [13]).
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THEOREME 3. — Soit k un noyau de Dirichlet sur R" invariant
. 1
par rotation tel que Kk = -w—dx. Supposons qu'il existe t, > 0 tel que

Sty € &*(k) et que la mesure singuliére associée d Y posséde la densité
continue a(x) dans R" — {O}. Si « vérifie la condition (*), alors,
pour t > 0 quelconque, il existe une mesure positive N\, sur [t , %)
telle que l'on ait

a(x)dx = [, dN, (p) (13)

sur CB(O; 1), ou e:o est la mesure balayée de € sur CB(O ; p) relative-
ment d K.

D’aprés la proposition 12, Iintégrale droite de (13) est définie
au sens des mesures.

Remarque 8. — Soit v un nombre tel que 0 <y < 2. On dit
que |x|"""dx est le noyau de Riesz-Frostman d’ordre 7. On sait que
|x|” " "dx est un noyau de Dirichlet, sa transformée de Fourier est,
avec une constante ¢, > 0, 1/c7 |x|” et que la mesure singuliére asso-
ciée 4 c, |x[" est, avec une constante c; >0, c; Ix]”" "dx. M. Riesz
[13] a montré que, pour ¢ > 0,

Y

oo ——1

X[ "adx = c’;f €07 (0 — )2 dp
t

dans CB(O ; ¢t), ou c;’ est une constante > 0 et ol e:, est la mesure

balayée de € sur CB(O ; p) relativement a |x|” " dx. Dans § 6, on

montrera que la fonction |x|~7 =" de x vérifie la condition (*).

Pour montrer le théoréme 3, on utilisera les trois lemmes sui-
vants.

LEMME 5. — Soit k = K(x) dx un noyau de Dirichlet sur R" in-
variant par rotation, ou K est une fonction vérifiant les mémes condi-
tions que dans le théoréme 2. Supposons les mémes conditions que
dans le théoréme 3 et encore que o (x) > 0 dans R" — {Q}. Alors,
pour tout nombre donné & vérifiant 0 < & < 1, il existe une famille
(S;,5)o< 1< = de fonctions = 0 dans R", invariante par rotation, telle
que l'on ait :

a) s, (x)=0 dans B(O;t) U CB(O ;¢ + 6).
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b) 8¢5 (x) est finie et continue comme une fonction sur CB (O ; t).
c) fst,a x)dx = 1.

d) IK *5,(x) — K *5, 5 (x)| < 8 sur R".

e) S5 (x)/a(x) est décroissante lorsque r  t) croit.

f) L'application (0 ,) 3t = s, 5 (x)dx est vaguement continue.

g) Pour un intervalle fermé [a, b] et un nombre positif ¢ quel-
conques, il existe un nombre n > 0 tel que, pour tout t € [a, b] et
x,y € CB(O ; t) vérifiant |x — y| < n,

Se5 (X)) 8.5 )
a (x) a(y)

<¢&.

Démonstration. — Soit D D’espace de Dirichlet spécial dont le
noyau est k. On note [|-|| la norme dans D. D’aprés la proposition 13
et le corollaire 2, on a, pour ¢t > 0 quelconque, 5,€ &* (k). Comme
la fonction IIustII de t est localement bornée (cf. le corollaire 2), le

lemme 4 donne que, pour ¢, > 0 quelconque, sup ”“s,“ < oo et
t>t0
lim |lu, || = 0. Evidemment, pour ¢ € Cx N D quelconque, la fonc-

t— oo t

tion f(,bdst de t est finie et continue, et donc (0 ,) 2 ¢t — ust est

faiblement continue dans D. Soit ¥ la fonction définie-négative telle
1

que kK = E dx. Comme, pour tout entier m = 1 et tout nombre a >0,

(Y(atx)
(Y (ax)
corollaire 2), on a

. 15, ()1 15, GO
1 Srtlogx= [ g
,‘L“,f v FTI T

in <t < m$ = 1/m" sur R” (cf. la démonstration du

d’aprés le théoréme de Lebesgue. Donc la fonction ”“s,” de ¢ est
continue dans (0 , ©9). On voit ainsi que (0 , ) ¢t — U, est forte-
ment continue dans D et que lim IIustII = 0.

t—>o
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On sait déja que, pour tout £ > 0, K * s, est finie et continue
dans R", Posons

M, ) =K *s5,(x) =K *5, *5),,(0)
dans R" x (0 , 9. Comme, pourt # Oetx # O,on a

),

ol (-,-) désigne le produit scalaire associé, M est finie et continue
dans R” x (0 , o) et s’annule a Iinfini. En remarquant la continuité
uniforme de M sur tout compact, on voit qu’il existe une application
continue (0, >¢—>5,€ (0, 6) telle que, pour t € (0, ),
e, t+8,) et x ER" quelconques, IM(x,t) — M(x, ) <8
et que, pour un entier m = 1 quelconque, min {6, ; 1/m <t < m}>0.
Soit y, un point de S (O ; ¢ + §,) et posons

M(x,t)=(ust,u

Sx)

sa(x)—a(yt) si x€CB(O;1)NBO ;¢ +385,)
S5 (X) =
( 0 si x€BO ;DUCB(O;¢ +6,)

Alors, d’aprés la proposition 13,5, 5 (x) > 0 surCB(O;¢) N B(O;¢ +3§,).

Posons
-1
S;,s x) = (fs;,s x) dx) Sp.5 (%) ;

alors on obtient une famille (s, 5), ., ... de fonctions > 0.
Montrons qu’elle est une famille demandée. On voit facilement
qu’elle vérifie les conditions (a), (b), (c¢), (d), (e) et (f). Comme les

fonctions f s 5 (x) dx et |y,| de ¢ sont continues, la fonction

([shsax)' =2 ) — ¢ @)

a(x)

de (x, t) est finie et continue dans (R" — {O} x (0, *9. En remar-
quant sa continuité uniforme sur tout compact, on voit que la condi-
tion (g) est vérifiée. Le lemme 5 est ainsi démontré.

Rappelons la notation ft',m (x ; k) définie dans (10).
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LEMME 6. — Supposons les mémes conditions que dans le lemme
5. Soient [a , b], m et & un intervalle fermé C (0 , o), un entier > 1/a
et un nombre > 0. Alors il existe un nombre n > 0 tel que, pour tout
t€la,b] et tout x,y € CB (O ;¢) NB(O ;b) vérifiant |x —y| <n,

fim@ 50 fim(ViK)
o (x) ()

Démonstration. — Soit o une fonction > 0, finie et continue

< 8.

1 1
dans R" telle que o'(x) = a(x) sur CB (O ;———). Alors, pour t > —
m m
quelconque,
Fim (e 5K) = 0 % (K — K % €fy_ypmy) ()
sur CB(O ;t). D’aprés la proposition 12, ’application ¢t > Kk — k * e;
o * (kK — Kk * €})(x)
o (x)

(x, t) est finie et continue dans (R” — {O}) x (0, ). En remar-
quant sa continuité uniforme sur tout compact, on voit le lemme 6.

de

est vaguement continue, et donc la fonction

LEMME 7. — Soient k et o les mémes que dans le théoréme 3
et supposons que o vérifie la condition (*) et a (x) > 0 dans R" — {0Q}.

1
Posons, pour un entierm =2 1 ,t € (— , °°) et € Cy,
m
e;'m = Cp (5 K) Sy X +ft,,m (x;K)dx, 8, @) = f(ﬁd&';’m

et E;(t) = f ¢de:. Alors, pour ¢ € Cy quelconque, (Em )m=1 CORVerge

uniformément vers ¢ sur tout compact lorsque m = o,

Démonstration. — Posons €,', = ¢, (t ;K) s, + f; , (x ;K)dx et

8, (1) = [del,,. Comme 0 <c, (t k) < 1et [$(x)s, ), () dx

converge uniformément vers f ¢ds, sur tout compact lorsque m — oo,
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il suffit de montrer que (a,; )m—=1 converge uniformément vers E sur
tout compact lorsque m — . Comme f de, < f de/,, <1, il suffit

de le montrer dans le cas ol ¢ est infiniment dérivable. On a
6=~ -Dw, [k —yP " Ap () dy

et d’aprés la proposition 12, on voit que les fonctions de (x,?)

flx — yI* " de/, (¥) et flx — yI>~" de () sont finies et continues
dans R" x (0, ).

P . . 2_ *
Par conséquent il suffit de montrer que ( f x —y|*7" de;(m>

m=1
converge d’une facon monotone vers f lx — y)2~" de;(y) lorsque

m 1 oo, d’aprés le théoréme de Dini. Supposons m < k. Alors, d’aprés
la remarque 4, ft"m (x ;) < f," x (x ; k) sur R” et, d’aprés le principe

de positivité de masse, on af de(,t—l/m) > fde(',_ 1/ky- Donc

Cm 5 K)Z ¢ (25 K).

En vertu de la continuité vague de ¢t — e', (cf. la proposition 12),
(€ )m=1 converge vaguement vers €, lorsque m —> oo, Par consé-

quent ( f Ix —y>~" de; , (y)) converge d’une maniére décrois-

m=1

sante vers f lx — 2" de/(y) lorsque m —> o, comme cela résulte

de la formule

[ix—yr"ae), o) = (fde;_y)) U, )

-~ w, ft [U,(x) = U, (0)]s" 1k, . () ds,

olt on a posé¢ U,(x) = |x|2~" pour x| =¢, U/ x)=>"" pour x| <t¢,
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et , . (Ix]) = f; , (x). La démonstration est ainsi compléte.

Démonstration du théoréme 3. — On peut supposer a # 0. Alors,
d’aprés la proposition 13, on a a(x) > 0 dans R” — {0O}. On voit que
les trois derniers lemmes s’appliquent a notre démonstration, d’aprés
le corollaire 2. On montrera seulement qu’il existe une mesure positive

\ sur [1,09) telle que a, (x)dx = fe',d)\(t), ou a, (x) = a(x) sur

CB(O; 1) et (x) = 0 dans B(O; 1). De la méme maniére, on arrivera
a la conclusion du théoréme 3. Posons

8rom ) = Cp (156) Sy 11y (O + £, (X5 8)
sur R", ou s, ; , est la fonction obtenue dans le lemme 5. Alors on a
&tm (x) >0 sur CB(O; 7). Posons B, (¢) =fg,,m(x)dx ; alors 8,

est finie et continue dans (0, o0), d’aprés la proposition 12. En vertu
du principe de positivité de masse, on a B,, < 1. Soit k un entier
= 2. On pose, pour m = 2 quelconque,

A x = 1<mt12kﬁm (t) > 0.

D’aprés les lemmes 5 et 6, il existe un entier p > 1 tel que, pour

— 1
te€[1,k] et x,y€CB(O;t) " BO;k) vérifiant |x —y| < —,
P

&tm X)) 8m ) < 1

a(x) a(y) m

b

"o(xk
carc, (t ; k) < 1. En vertu de la condition (*) pour a,,f”’"“(._)
" a(x)

décroissante au sens large lorsque * = |x| (= t) croit (voir aussi

est

t,1/m (X)

s
la remarque 7). D’aprés le lemme 5, % 00) est aussi décroissante
x

8m (X) d
a(x)
Pest aussi. Soit d, une constante > 0 telle que a(x) = dogl’m (x)
sur S(0;1). Alors on a oz(x)>d0gl,m(x) sur CB(O;1). Soit d,

au sens large lorsque r (= ¢t) croit. Donc la fonction e x
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une constante = 0 telle que a(x) =dyg; , (X) +d, 8 41,p,m )

sur SO ;1+1/p). Alors o(x) = do&; »(x) +d, 81 +1)p)(X) sur
1

CB(O; 1 +;> On obtient, par récurrence, une famille (d,.)]‘.":_ol)"“1

de constantes = O telle que

(k-1)p-1
« > X dEapm ™)
=

sur CB (O ;1) et que, pour un entier i vérifiant 0 <i< (k- 1)p — 1,

(k—1)p—1 i
ax) = .Zo 48 +jpy,m X) = _Zo 9181 +/p),m )
1= 1=

sur S (0 1+ ’_-). Pour tout x € CB(O; 1)NB(O; k), on choisit
14

un entier i tel que

i

+1

0<i<(h-Dp—1 et 1 +— <|x|<1 +—
p

Soit y un point de S (0; 1+ L). Comme g, ,, et a sont invariantes par
p ,
rotation,

(k-1)p-1
.>—‘0 9,81 +jpy,m X)
P

— 1
a(x)
(k-1)p-1 (k—1)p—1
Y 48uipym X > 9G8utipym @)
ji=o j=0
a(x) B a(y)
(k—=1)p—1 (k—1)p-1
< 2 d; g(”"/l’)’m(x)_g(‘+"/”)”"(y) <—1 S 4.
i=o0 ! a(x) a(y) m ,":0
Comme
(k—=1)p—1 (k—1)p—1
fo‘l (dx= ¥ difg(1+f/p),m(x)dx>“m,k > 49,

j=0 ji=0
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on a

(k—1)p—1 1
> d; <

j=0 am,k

f a, (x) dx.

Posons b, 4 =fo<l (x)dx/a,, , ; alots (b,, \),-, est bornée, car,

1
pour ¢ >; quelconque, fgt,m (x)dx =fa'e;,_1/m) . On pose

(k—1)p-1

— %l
Ak = }-.0 d; €1+ jipy>

l:

ou €1+ j/p) désigne la mesure d’unité au point 1+ ! dans R!. Alors

onasupp(A, ;) C [l ’k]’fd)\m,k < by i,

(1- i—bm,k) o, (¥) < [g, (XA, 4 (O) (14)

dans B(O; k) et

Jeem @ AN, (@) <a () (15)

sur R”. Comme la suite (XA, ,),-, est vaguement bornée, on peut
supposer qu’elle converge vaguement vers la limite A, lorsque m —> oo,
On a supp(Ay) C [1, k]. D’aprés le lemme 7, pour ¢ € Cx quelconque,

la suite(fgb(x) Ztm (x)dx ):;:2 de fonctions de ¢ converge uniformé-
ment vers fqbde', sur [1, k] lorsque m —> oo, et donc on a
Tim [[6()8,,, ()dxdN,, 4 () = [ o) de; ()N, ()

oo

Comme ¢ est quelconque, ( f et',m d?\m’k m=2 coOnverge vaguement
Vvers fe,’d?\k (¢) dans R" lorsque m —> oo, ol €, , =g, ,, (x)dx.

Regardons (14) et (15) ; en faisant tendre m vers I’infini, on a

o, (x)dx = fe',d)\k ®)
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dans B(O; k) et

o, (¥)dx > [€dn, (1)

dans R”. Considérons finalement la suite (A, );—, de mesures positives
dans (0, =). En rappelant la forme de A on voit que Ay < A ,,,

m,k>
Ay = A\¢ 4, dans (0, k) et supp(A,) C [1, k]. Donc (A, )g—, converge
vaguement vers la limite X\ lorsque k —> e Comme A =\, (k = 2,3...)),

[earn o < [eane <o @,

dou «a, (x)dx = f e',d)\(t). La démonstration est ainsi compléte.

En utilisant les théorémes 1 et 3, on donne une condition suf-
fisante pour qu’un noyau de Frostman-Kunugui soit un noyau de
Dirichlet.

THEOREME 4. — Soit k # 0 un noyau de Frostman-Kunugui sur
R"” de classe C? en dehors de O et o la densité continue de Ak en
dehors de O. Si o vérifie la condition (*), alors k est de la forme
—_ 2—
K=K, ter n

ou K, est un noyau de Dirichlet et ou c est une constante 2> 0.

Démonstration. — D’aprés le théoréme 1, il existe un noyau de
Dirichlet k' sur R? invariant par rotation tel que

, 1

K*K = —————
(n—2)wn

r2—n

. 1
Soit ¢ la fonction définie-négative telle que k' = de. Comme

(Ak) « k' = — €, la remarque 1 donne que la mesure singuliére asso-
ciée a4 Y est a(x)dx. Notons

yx)=c, +c, ix? +f(1 —cosQmx- y)a(y)dy,

ou ¢, et ¢, sont de constantes = 0.
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Supposons @ = 0. Alors ¢, > 0 ou bien ¢, > 0. Comme

c
—Ak=c e - —2A,
! 4m?
¢ 2
—_—r
n—2)w, 472
K est un noyau de Dirichlet.

infini. Donc

on a K=

Supposons & # 0. Posons
Yo (x) = ¢, IxI* + f(l —cos 2mx - y)) o (y)dy
sur R" ; alors ¥, est définie-négative et invariante par rotation.
D’aprés le lemme 1, il existe un noyau de Dirichlet K:) invariant par
—~ 1
rotation tel que x:) = 7 dx. D’aprés le théoréme 1, il existe un noyau
0

de Frostman-Kunugui «, tel que

1
[ 2—n
Koy * Ky = r .
T -2 w,

Sic, > 0, alors fdfc' <oetky, — K =c, Ky * K, et donc

1

r_ ! N o— 2-n 2-n '
Ky * K =K, *x Ko x (€ —¢c,K)=—"T—"(r —C, r * K)
0 0 0 1 (n _ 2) wn 1
— ( r2-—n> % K’.
(n — Z)w
. . . . ’ c
En vertu de linjectivité de k', on a Ko = K — (———2¢)——r2‘". Posons
n—-—2)w
n
¢
¢ =————/)alorsona
n-2)w,

K=Ky +cr? ",
Sic, = 0, évidlemment k = k.

Montrons que k, est un noyau de Dirichlet. On suppose d’abord
¢, #0. D’apres le corollaire 2, on a, pour tout >0, s, E&*(K;).
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Donc le théoréme 3 donne que, pour ¢ > 0 quelconque, il existe une
mesure positive A, sur [, ) telle que

o, (x) dx =fe:, dx, (p),

ol o, (x) =0 dans B(O;1),a(x)=a(x) sur CB(O ;¢) et ou e;
est la mesure balayée de e sur CB (0 ; p) relativement a k;. Comme

¥,(0) = 0, la proposition 7 donne que, pour tout p > O,fde; =1,

etdoncona | d\, = | o, (x)dx < oo. Comme o # a, et
t 1 t

Ko * (o, dx) =fl<8 x €, d\ (p) < (fd)\t)xg = (fa,(x)dx) Ky

on obtient, d’aprés la proposition 8, que K(’) est un noyau de Frostman-
Kunugui, et donc k, est un noyau de Dirichlet, d’apres le théoréme 1.

Supposons que ¢, = 0. Pour un entier m = 1, posons
1 2
¥, (X) =;lxl + Yo (%)

sur R” ; alors il existe un noyau de Dirichlet K;n invariant par rota-

N 1
tion tel que K:n = —dx. Soit k,, un noyau de Frostman-Kunugui
m

1
r
tel que k,, * K, = o 2)wnr
un noyau de Frostman-Kunugui et que x,, est un noyau de Dirichlet.
Evidemment (Afc,'n):;’,:l converge vers AK:) au sens des distributions
dans R” lorsque m —> oo, Donc Ak, = 0 au sens des distributions en
dehors de O. Comme K:, #0 et K:) s’annule a l'infini, K(’) est un noyau
de Frostman-Kunugui et donc, en utilisant encore le théoréme 1,

est un noyau de Dirichlet. La démonstration est ainsi compléte.

2=7_ On voit alors que k|, est aussi

Dans le théoréme 4, nous ne savons pas maintenant si k, + crtn
est toujours un noyau de Dirichlet.

Pour p 2 0 quelconque, on note Gp le noyau de Dirichlet sur
R” dont la transformée de Fourier est égale a (p + 472 |x1>)" ! dx.

|
Evidemment G, = ET rrn et G, est égal a une fonction > 0
n—2)w,
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continue au sens large dans R” et infiniment dérivable en dehors
de O.

Remarque 9. — a) La famille (Gp)p>0 est une résolvante ; c’est-
a-dire, pour p >0, ¢ > 0 quelconques, G, — G, = (@ — p) G, * G,
etlim G, = G,.

p—0

b) il existe une fonction 0 < a(p, t) < 1 continue dans (0 , o) x

(0, =) telle que, pour ¢t € (0 , «0) quelconque, la fonctiona(p, t)dep
1

soit infiniment dérivable et strictement croissante et que 0.0 S,

a ’

soit la mesure balayée de € sur CB(O ; ¢) relativement a Gp.

c) Soient x, y € R® — {O} donnés. Si |x| < |y|, alors la fonc-

G
tion ?_E_Ey_) de p est strictement décroissante lorsque p croit.

Ip X

En effet, (a) est bien connu. Comme (— A + pe) * G, =€,
la mesure balayée de € sur CB(O ;) relativement a Gp est portée
par S(O ; ¢) et invariante par rotation, et donc elle est proportion-

nelle 4 s,. En I’écrivant ¢» on peut définir la fonction a (p, )

_
a(p,t)
dans (0 , ) x (0, =0). Elle est évidemment finie et continue et on a

d
a(p, t)>1.Comme EGP =—Gp * Gp et

ap . 1) = G, = s, (x,)

G, (x,) ’

ou |x,| = t, la fonction a(p, t) de p est infiniment dérivable. Soient
0 < p < g quelconques. Comme G, =G, *(e +(q —p) G,), on
voit facilement a(p , 1) G, * 5, < a(q , 1) G, * 5,,d’00

alp,t)y<a(q,?t).

On choisit encore une constante b > 0 tel que bG, * 5, = G, sur

S(O; I|x]). Comme Gp = Gq * (e + (g — p) Gp),ona bG, * 514 <Gp.
dans CB (O ; Ix]), d’ou bG, * 5, () < G, (»). Comme

Gq * s‘xl =a(q > |x|)Gq



86 M. ITO

sur CB(O;|x]),on a Gq ) > S, O)

G, G,0)’

Le théoréme 4 donne immédiatement le corollaire suivant :

d’ou (¢).

COROLLAIRE 4. — Soit N\ une mesure positive sur [0 , o) telle

=1
quef —d\ (p) < o= et s0it c une constante = 0. Alors ce +pr d\ (p)
1 p
est un noyau de Dirichlet dés que (A, c) # (0,0).

Démonstration. — On peut supposer ¢ = 0. D’aprés (a) de la
remarque 9, il suffit de le montrer dans le cas ou A ({0}) = 0. Comme

=1
f —d\(p) < et lim pG, =€ (vaguement), le noyau de convo-
1 p p—®

lution be d\ (p) a un sens. Donc il suffit’de montrer que la fonction

prp d\ (p) dans R” — {0} vérifie la condition (*), car AGp = pG

p
en dehors de O. On a, pour ¢ > 0,
([ 2G, @) *s,= [a®, PG, a\ (@)
dans CB(O ;¢). Soient x,y € CB(O ;1) et supposons |x| < |yl
G
Comme la fonction a (p , t) de p est croissante et la fonction EL((y;-
x
4
de p est décroissante, on a
[v6, »ar @)  [a@.0pG, )\ @)
>
[v6, ® @)  [a®, DG, x)d\ (@)
([ pG,an @) +s,
et donc est décroissante lorsque r = |x| (= )
SpG,ran ()

croit. La démonstration est ainsi compléte.
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6. Applications du théoréme 4.

Ce paragraphe sera consacré a 1’étude des conditions suffisantes
plus concrétes pour qu’un noyau de Frostman-Kunugui soit un noyau
de Dirichlet.

Remarque 10. — Soit a une fonction > 0 en dehors de O de classe
Aa(x)
a(x)

C? et invariante par rotation. Si « vérifie la condition (*), alors

est décroissante au sens large lorsque » = |x| croit.

En effet, soient x,y € R” — {O} et supposons |x| < |y|. En
vertu de la condition (%) pour &, on a, pour 0 < ¢ < |x |quelconque,

=

a(x) a(y)

Aa(x) - Aa(y)
ax) ~ a®)

t'i (foc(x —z)ds, (z) — oz(x)) t%(fa(y - Z)dst(z)—a(y))
> .

En faisant ¢ § O, on arrive a I'inégalité , d’ou la re-

marque 10.

Sif a(x)dx < o, on a Ax >0 en dehors de O, d’aprés la
x[>1

proposition 13. Réciproquement on aura le lemme suivant :

LEMME 8. — Soit o une fonction > 0 dans R"® — {O} de classe
C? et invariante par rotation. Supposons que Ao > 0 en dehors de

Oet que f a(x) dx < oo, Si, pour t > 0 quelconque, la fonction
IxI>1

Jaaex — y)ds,0)

de x dans CB(O; t) est décroissante au sens large

fa(x —y)ds,(¥)

lorsque r = |x| (= t) croit, alors o vérifie la condition ( *).

Démonstration. — Soit ¢ la fonction dans (0 , o) définie par
p(1x127") = a(x) ; alors ¢ est de classe C2. Comme « est sous-

harmonique dans R" — {O} et f ¢ (1x12~ ") dx < oo, ¢ est convexe
Ix|>1
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et strictement croissante avec . On a aussi lim ¢(¢) = 0. Par consé-
ti0

quent o est strictement décroissante lorsque r(> 0) croit, et on a
lim a(x) = 0. Supposons que & ne vérifie pas la condition (*). Alors

x| e

il existe t, > Oetx,,x, € CB(O;¢,) telsque |x, | < x| et
alx.) foz(x2 —¥)dsy, )
2° < .

Ol(xl) fa(xl —J))dsto(y)

Posons ¢, = |x | et, pour t € [0, ¢,) quelconque,

[ax, — ) ds, )

f(t) = ;
foc(x1 - y)ds,(v)

ou s, = €. Alors f une fonction finie et continue sur [0, 7 ) et de
classe C! dans (0, t)). Comme lim a(x) = 0,0n a, pour x, (i = 1,2),
|

x]—)oo

d
-;fa(x,. —y)ds, (2)

. 1 _
= Jim gy JA D fly =2l s, @)

tl—n t
= f Aa(x, —y)dy = t“”[ p"1 dpan(x,.—y)dsp ).

wn lyl<t
Donc on a
t
o [o7 do [Batx, —» a5, 0
— (1) = 1-n
d[() t

foz(x1 —y)ds, (v)

t
[om1 dp [Batx, —y)ds, 0)  [atx, —y)ds, )
0

: _
j;p""l d;oonz(xl ~y)ds, () f“(xl —¥)ds, )
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Soit 7 € [0, ¢t ] vérifiant f(?) =max {f(¢) ;t € [0, ¢, 1}. Alors on a
f(t)> f(0)et r+#0. Comme, pour ¢ € [0, 7] quelconque,

[ aaGx, —y)ds, )

<f0 < f(D)
Jaatx, —)ds, )

~ df ~
et f n’est pas constante sur [0, ¢],ona 7{( t) < 0. Mais cela est en

contradiction avec la définition de ¢. La démonstration est ainsi
compléte.

Regardons la présente démonstration ; alors on voit la remarque
suivante :

Remarque 11. — Soit k un noyau de Frostman-Kunugui sur R”.
Si A2k > 0 au sens des distributions en dehors de O, alors il existe
une fonction ¢ = 0 finie, continue, croissante au sens large et convexe
dans (0, =), et une seule telle que Ak = ¢ (|x|>~") dx dans R* — {O}.

En effet, comme Ak définit une mesure positive dans R" — {O}
|x|? . . .
t f————l T IxP dAk(x) < oo, on I’obtient de la méme maniére que dans
x
la proposition 1. Dans ce cas,on a lim ¢(¢) = 0.
tio

Préparons encore le lemme suivant :

LEMME 9. — Soit ¢ une fonction > 0, convexe et croissante au
!

sens large dans (0 , =) de classe C! et supposons que 500 t est crois-

sante au sens large avec t. Soient t, a,, a, € (0,0) vérifiant t <a, <a,
et posons x; =(a,;,0,...,0), x, =(a,,0,...,0) €R". Si, pour
V1,Y, €8(058), by —y1I< Xy —y,l,alorsona

¢(|x2 —yl I2-n)< ¢(‘|x2 —y2 |2——n)
o(bx, —y, 27"~ é(kx, —y, P~

Démonstration. — Posons 6, =Ly Ox, et 6, =Ly, Ox,
0<6,<m;
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alors |x; — y;| = (@} + t* — 2a;tcos 0,.)‘/2 (i,j =1,2). Comme
Ix, —»,I< |x; —y,|,onaf; < 0,.0n pose

p;(0) = (@ + ¢t? —2a,tcos0)'? (i=1,2;0<0<m)
et

$(p2(0)*~")
6 (p,(0)*~")

Alors il suffit de montrer que f(8) est croissante au sens large avec 0.
Calculons la dérivée 1" de f ; alors, pour 8 € (0, ) quelconque,

1 .f'(e)
tn —2)sinf f(6)

_ap 0" (0, 0™ a,p, (0)" 6'(p, (0177)
(0, 0)>~") 6(p, 6)*~")

_ & 9@ a,  ¢'@,07 "
p, 02 (@ 07" 1,0 3(p,©7 ")

f)=

(p, (02" — (p, (O

a a
1 > 2

p, (0~ py (07
p,(0)*~" > p, (6"

Comme 0< ¢t<a; <a,,ona Ayant

U

o)

9 et ainsi démontré.

et t étant croissante au sens large avec ¢, on a f'(9) = 0. Le lemme

Montrons notre deuxiéme théoréme principal.

THEOREME 5. — Soit k un noyau de Frostman-Kunugui sur R"
et ® la fonction convexe associée d k. Supposons que K posséde la
densité K de classe C* en dehors de O. Si les deux conditions suivantes
(1) et (2) sont vérifiées, alors k est de la forme

K=K, +cr?",

ou K, est un noyau de Dirichlet et ou c est une constante 2 0.

2

A%K
(1) AK > 0 dans R" — {O} et J est décroissante au sens
AK (x)

large lorsque r = |x| (> 0) croit.
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"' (¢ d*o
2 CI)"((tz t est croissante au senslargeavec t (> 0),0u ®' = 7y

et " = a3 ®/dt3.

Démonstration. — Montrons d’abord que A% K(x) > 0 en dehors

de O. Supposons qu’il existe x, #O € R" tel que A?K(x,)< 0.
2

Comme AZ%K est invariante par rotation et ———— est décroissante
AK(x)

au sens large lorsque 7 > 0 croit, on a A?K < 0 sur CB(O; t,), ou
to = Ix,|. Comme AK > 0 dans R” — {O}, on peut choisir une fonc-
tion G > O finie et continue dans R” telle que G = AK sur CB(O; ¢,).
Soit f une fonction # 0 de C; portée par B(O; t,). Alors on peut
choisir une fonction g € C; portée par B(O ; ¢,) telle que

r2" x f(x) < G * g(x)
sur B(O;2¢t,). Comme G g — p2~" * f est surharmonique en dehors
de CB(O;2¢,) et on a lim (G * g(x) — r2~" % f(x)) >0, on a
| x| o0
aussi G *g(x) = r2~" = f(x) sur CB(O; 21¢,), et donch(x) dx = oo,

Mais cela est en contradiction avec f AK(x) dx < oo (cf. la pro-
Ix121

position 3 et la remarque 1), d’ou A2 K(x) > 0 dans R” — {O}.

Rappelons la remarque 11 ; alors on voit qu’il existe une fonc-
tion ¢> 0 croissante et convexe dans (0, <o) telle que lim ¢(¢#) =0
tio

et AK(x) = ¢(|1x[*>~") en dehors de O. Evidemment ¢ est de classe
C?. Comme ¢(t) = (n — 2)? "' () 2*=DI"=2) on g

') _ 2" L 2D

t= t 16
o(1) @' (1) n—2 (16)

. 9’ (1) .
condition (2), m t est croissante au sens large avec t.

Montrons que AK vérifie la condition (*). Posons, pour ¢ > 0,

[82K(x - ) ds, )

d,(x) =
AKX — y)ds,(¥)
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dans CB(O;t), ou s, = €. D’aprés le lemme 8, il suffit de montrer
que, pour ¢ > 0 quelconque, d, (x) est décroissante au sens large lorsque
r = |x| (> t) croit. Soient a,,a, € (0, =) tels que t <a,< a, et
posons x; = (a; ,0,...,0), x, = (a,,0,...,0) € R". Pour
0 € [0, 7] quelconque, on note

T6) = AK(x, —y,) et di0) =d,(x,—y,) (i=1,2),

ou y, est un point de S(0;¢) tel que Lx,0y, = 6. Evidemment
Ve n’est pas unique deés que 6 # 0. Mais, AK et d, étant invariantes
par rotation, on voit que &} et d; sont bien définies sur [0, 7). Elles
sont finies et continues sur [0, 7]. Soit 5: la mesure positive sur [0, 7]

définie par f 7ds~, = f fds, pour toute la fonction Fﬁnie et continue

sur [0, 7], ou f est la fonction sur S(O; ¢t) définie par f(y) = f(Lx,0p).

a, (6
D’aprés le lemme 9, =2 ( 0) est croissante au sens large avec 0. Comme
o

l ~
d, est décroissante au sens large lorsque 7 (> 0) croit, d, est décrois-
sante au sens large sur [0, 7] (i =1,2) et on a d,(0)= d, () sur
[0, 7]. Donc on a

[BKCes - p)ds, ) fa 8) ds. (6) fa ©)a, (6) d5,(6)

fAK(x - y)ds,(») foz (G)ds @) foz (0)d () ds. . (0)

fa 6)d,(6) ds, (9) fA’K(x — ) ds,(»)

fa 0)d, (0) d5,(0) fA?K(x1 —y)ds,(y)

d’ou d,(x,) > d;(x,). Comme d,(x) est invariante par rotation et
a, , a, sont quelconques, d,(x) est décroissante au sens large lorsque
r = |x] (> t) croit. Ainsi AK vérifie la condition (*). D’aprés le théo-
réme 4, on arrive a notre conclusion. La démonstration est compléte.

Remarque 12. — Dans le présent théoréme, si ® vérifie encore
la condition suivante (3), alors k est un noyau de Dirichlet.
d(¢)

(3) lim — = 0.

t—>0
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Le corollaire suivant est un résultat immédiat du théoréme 5.

COROLLAIRE 5. — Soit k un noyau de Frostman-Kunugui sur R"
et supposons que Ak = ¢(|x|>~")dx en dehors de O, ou ¢ est une
fonction > 0 convexe et croissante au sens large dans (0, ) de classe

, L o, .
Cc*. Si t et t* sont croissantes au sens large avec t, alors

o @ ¢ (@)

K est de la forme

K=Ky, +cr* "

B

ou Ky est un noyau de Dirichlet et ou ¢ est une constante > 0.

Démonstration. — On a

Ag(Ix2~") 6" (ix P~
- -2 2 27 7
ox-my T e

1
2—-ny2 _____
(x| )IXI2

en dehors de O. Donc k vérifie la condition (1) dans le théoréme 5.
D’aprés (16), on voit que k vérifie la condition (2) dans le théoréme
5. Par conséquent le théoréme 5 donne le corollaire 5.

Considérons le noyau de Riesz-Frostman =" (0 < vy < 2). On
note symboliquement rY~" le noyau de convolution |x|"~"” dx dans
R”. Le corollaire 6 est déja connu (cf. [10]). On I'obtient directement.

COROLLAIRE 6. — Soit N\ une mesure positive = 0 sur (0, 2]

1
vérifiant f —dN(y) < o=, Alors f r’~" d\(y) est un noyau de Dirichlet
Y

sur R™.

Démonstration. — Posons k = f =" dX\(y). Comme

1
dx = wnf;dk('y) < oo,

IxI<1

k est un noyau de convolution. Il suffit de le montrer dans le cas ol

M2H =0, car im ([P ang) @D -2 = k.
g12

Posons
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n+2—-y
o) =) £ T (= ) 2 — ) dA(y)

dans (0, ) ; alors on a Ak = ¢(|x|>~") dx en dehors de O. Un calcul

o' (1) o' ()
t et ——
é(t) d(1)

avec t. Comme A({2}) = 0, k vérifie la condition (3) dans la remarque
12. Par conséquent k est un noyau de Dirichlet.

élémentaire donne que t? sont croissantes au sens large

Remarque 13. — Soit A\ une mesure positive dans (0, 2) de masse
totale finie et posons a(x) =f|x|'7"' d\(y) en dehors de O. Alors «

vérifie la condition (*), car on a, avec une constante cy >0,
Alxl2‘7‘"=}x|'7"‘/c7 dans R"” — {0}, et donc

a(x) = A [1xP=7"" ¢, d\(y) dans R" — {O}.

En vertu du théoréme 3, on voit, que pour tout ¢ > 0, a,dx est
représentée par U'intégrale (13).
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