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SUR LES NOYAUX DE FROSTMAN-KUNUGUI
ET LES NOYAUX DE DIRICHLET

par Masayuki ITO

1. Introduction.

Soit R" l'espace euclidien à dimension n0 3). Pour un point
/ ^ \

x = (xi , x ^ , . . . , x^) ̂  R", on notera \x\ =( ^ ^/2) l /2. On dési-\=i / /
gnera par (r, a) les coordonnées sphériques dans R". On rappelle
qu'un noyau de convolution K sur R" est une mesure positive dans
R" et que, pour une mesure réelle jn dans R", le /c-potentiel de JLI est
la convolution K * ju dès qu'elle a un sens.

Un noyau de convolution K s'appelle un noyau de Frostman-
Kunugui sur R" s'il est invariant par rotation, s'annule à l'infini (1)
et si AK > 0 au sens des distributions en dehors de l'origine 0, où
A est le laplacien sur R". Pour un noyau de Frostman-Kunugui K,
il existe une fonction (et une seule) ^(t) non-négative, finie, continue,
croissante au sens large et convexe dans (0 , oo) et une constante non-
négative c telles que

K = ï(\x\2-n)dx +ce,

où e désigne la mesure unité en 0. On dira que <i> est la fonction
convexe associée à K.

On verra facilement qu'un noyau de Frostman-Kunugui n'est pas
toujours un noyau de Dirichlet. Dans cet article, on se propose de
donner une condition explicite pour qu'un noyau de Frostman-Kunugui
soit un noyau de Dirichlet.

(1 ) On dit que K s'annule à l'infini si, quelle que soit la fonction/finie et con-
tinue à support compact, K * /tend vers 0 lorsque \x\ -> °°.
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Soit K un noyau de Frostman-Kunugui sur R" de classe C2 en
dehors de 0(2). Désignons par a la densité continue de A/<en dehors
de 0. Si K ^= 0 et si a vérifie (*), alors K est de la forme

/ c = ^ +cr2-"(3),

où KQ est un noyau de Dirichlet et où c est une constante > 0.
(*) Pour un nombre t > 0, on désigne par S(0 ; t) et par B(0 ; t)

la sphère de centre 0 et de rayon t et la boule ouverte de centre 0 et
de rayon t. Pour t ' > t > 0 quelconque et pour une constante c > 0
quelconque, l'inégalité

a(x) > c ja(x - y ) ds^ (y)

a lieu sur CB(0 ; t1) dès qu'elle a lieu pour S(0 ; t ' ) , où s^ désigne la

mesure uniforme sur S(0 ; t) telle que \ ds^ = 1.

Dans le cas où a > 0 dans R" — {0}, (*) est équivalent à la
condition suivante : Pour t > 0 quelconque, la fonction

j a(x — y ) ds^ (y)loi(x) de x est décroissante au sens large lorsque
r (> t) croît.

La démonstration se basera sur l'extension de la formule de
Riesz et le résultat suivant :

Soit Ko un noyau de Dirichlet sur R'1 invariant par rotation et
soit u le laplacien généralisé sur VC1 tel que u * KQ=— e. Supposons
qu'il existe une fonction finie et continue a en dehors de 0 vérifiant
(*) telle que u = a(x)dx dans R" — {0}. Alors pour t > 0 quel-
conque, il existe une mesure positive \ sur [t , °°) telle que

a(x)dx= /e;rf\(p),p " t

sur CB(0; t) dès que p —^ e ' est vaguement continue, où e désigne
la mesure balayée de e sur CB(0 ; p) relativement au noyau KQ .

En l'appliquant aux noyaux de Frostman-Kunugui sur R" plus
réguliers, on arrivera au théorème suivant :

(2) Précisément K = K(x)dx dans R" - {0} où K est une fonction de classe
C2.

(3) On note symboliquement r2"" le noyau newtonien Ixl2"" sur R".
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Soit K un noyau de Frostman-Kunugui sur R" de classe C4 en
dehors de 0 et soit 0 une fonction de classe C2 dans (0 , 00) telle que

A/c^d^-^dxdans R" - {0}. Si0(0 > 0,—0(0> 0,—00) >0
d d2 dt dt

dans (0 , oo) et si —0(0^/0(0 et —0(0 r2/^) sont croissantes (au
û^ a^

sens large) avec t, alors il existe un noyau de Dirichlet KQ et une cons-
tante c > 0 tels que K = Ko + cr2"".

Enfin l'auteur remercie sincèrement Monsieur le Professeur J. Deny
qui s'est intéressé à son travail et lui a donné nombreux conseils.

2. Préliminaires.

On commencera avec des résultats élémentaires sur les noyaux de
Frostman-Kunugui sur R" (n > 3).

PROPOSITION 1. — Soit K un noyau de Frostman-Kunugui. Alors
il existe une fonction ^ ( t ) finie, continue, non-négative, convexe et
croissante au sens large dans (0 , °°) et une constante c > 0 telle que

K = <S>(\x\2~n)dx 4- ce. (1)

Démonstration. - On voit facilement qu'il existe une fonction
u > 0 localement sommable dans R" et sous-harmonique en dehors
de 0 telle que K = u(x)dx + ce, où c == KÇ{0}). Comme u est inva-
riante par rotation, u est finie et continue dans R" — {0}. Posons,
pour tout x =^0 G R", ^dxl2"") = u(x) ; alors ^ est une fonction
> 0, finie et continue dans (0 , °°). La sous-harmonicité de u donne
la convexité de <3?. Soit / une fonction > 0 finie, continue, invariante

par rotation et portée par B(0 ; 1) telle que J f(x) dx = 1. Comme

lim K. * f(x) = 0 (cf. la définition d'un noyau de Frostman-Kunugui)
\x 1 ->• °°

et u(x) < u * f(x) sur CB(Ô ; l),on a lim <î»(f) = O.Ceci et la convexité
t-^O

de $ montrent que ^ est croissante au sens large. La démonstration
est ainsi complète.

Evidemment $ est uniquement déterminée et s'appelle la fonction
convexe associée à K.
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Pour simplifier les notations, on note respectivement C^ et M^
l'espace vectoriel topologique usuel des fonctions finies et continues
dans R" à support compact et l'ensemble des fonctions mesurables et
bornées dans R" à valeurs réelles et à support compact. On désigne
par C^ et M^ leurs sous-ensembles des fonctions > 0.

Soit K un noyau de convolution sur R". On dit que K satisfait au
principe classique du maximum si, quelle que soit / de M^, u. < 1
presque partout (noté désormais p.p.) sur R" dès que u^ < 1 p.p. sur
[x G R" ; f(x) > 0}, où u^ est la densité de K * (fdx) par rapport à
dx.

On dit que K est de type positif si, pour / G M^ quelconque,

fu^fdx > 0.

La proposition suivante a été essentiellement obtenue par K.
Kunugui(cf. [12]).

PROPOSITION 2. — Soit K un noyau de Frostman-Kunugui sur
R". Alors

1 ) K satisfait au principe classique du maximum,
2) K est de type positif.

Démonstration. — Soit $ la fonction convexe associée à K. Pour

/e M^ quelconque, la fonction j $ (\x — y \ 2 ~ n ) f ( y ) d y de x est

finie, continue dans R" et sous-harmonique en dehors du support

de fdx, supp(fdx). Comme lim f ^(\x - ̂ l2"") f(y)dy = 0,
|JC|^- J

on a, pour tout x E R" ,

y^djc-j^-^/ù^rfy^sup {f<^(\z -y^-^f^dy ;/(z)>0}.

Ceci et la proposition 1 donnent immédiatement (1). L'énoncé (2) ré-
sulte de ( 1 ) et du théorème 5 de [ 11 ].

On désigne par ÛD l'espace vectoriel topologique des fonctions
infiniment dérivables dans R" à valeurs complexes et à support
compact.
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Une distribution u dans R" s'appelle un laplacien généralisé si,
quelle que soit / une fonction de û) à valeurs réelles, u (/) < 0 dès
que/(0) == max f(x). Voir, par exemple, [51.^ O R -

PROPOSITION 3. - Soit K un noyau de Frostman-Kunugui sur
R". Alors AK est un laplacien généralisé.

Démonstration - Soit<î> la fonction convexe associée à K. Comme
$ est finie, continue et convexe dans (0 ,°°) ,D_^(r) existe, où

^ (s) — <î> (t)
D_$0)=l im———————. On a D_$ (t) > 0. Posons, pour un

S î t S T (

entier m > 1,

$ ^J ^(^ ^(0,m"-2)
( D_ ^(m"-2)^-m"-2) 4-$(m"-2), ^ G (m"-2 , oo).

Alors <î>^ est continue, convexe, croissante au sens large dans (0 , oo).
On voit facilement que la suite (<t^ )^ ^ converge d'une manière crois-
sante vers $ avec mfoo. Posons ^ = $^( jxl2"") dx + /< ({0}) e.
Alors K^ est un noyau de Frostman-Kunugui et la suite (AK F ,- v m'm = 1
converge vers AK au sens des distributions lorsque m -> oo.Donc il
suffit de montrer que, pour m > 1 quelconque, A^ est un laplacien
généralisé. Dans ce cas, on peut supposer K ({0}) = 0. Comme AK est

égale à une mesure positive dans R/1 - {0} et AK = 0 dans B (o ; - )v ? m 1

- {0}, il existe une mesure positive a^ portée par CB (o ;—) tellev 5 m /

que, au sens des distributions,

^m = - (" - 2) ̂  D_ ^> (m"-2) e 4- a^

dans R", où o?^ est l'aire de la sphère d'unité. Posons

c^ = (n - 2) ̂  D_$(m"-2) .

Comme K^ est de type positif (cf. la proposition 2), - A/<^ l'est
aussi. En rappelant le théorème de Bochner, on voit que, pour t > 0
quelconque,

/exp(-^|2)^ (x)<c^.



50 M. ITO

En faisant t \- 0, on arrive à J da^ < c^. Soit / une fonction réelle

de (S) vérifiant /(O) = max / (x). Alors on a
jeep"

A^ CO = - ̂ m AO) + J7(x) da^ (x) < (/û?^ - c^ f(0) < 0.

Donc AK^ est un laplacien généralisé, et la démonstration est complète.
Rappelons qu'une fonction définie-négative ^ dans R" est une

fonction continue à valeurs complexes vérifiant V/ (0) > 0, V/ (— x) =
^(x) et, pour tout entier m > 1, toute famille (x^ de points de R"

m
et toute famille (c^i de nombres complexes tels que V c^ = 0,

î'= i
w m
^ ^ ^/ / (x ^ -^)c,c,-<0 (2)

i ^ l / = 1

(voir, par exemple, [1] et [5]).
La proposition suivante est déjà connue (cf. le chapitre III dans

[5]).

PROPOSITION 4. — Une distribution u dans R" est un laplacien
généralisé si et seulement si u est à croissance lente et la transformée
û de u est de la forme û = — V/ (x) dx, où ^ est une fonction définie-
négative.

Ecrivons le théorème de Lévy-Khinchine (cf. par exemple, [5]).
A une fonction définie-négative V/ dans R", on peut associer une cons-
tante c > 0, une forme linéaire L (x), une forme hermitienne Q (x) > 0
et une mesure positive dans R" — f0} vérifiant

j \x\2 / ( l + |x|2) dv(x)<<^

telles que l'on ait

^ (x) = c + L (x)^——T + Q (x) + / ( 1 ̂ Y^'^

- exp (- 27ïV - 1 x ' y)\ dv ( y ) ,
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où x • y désigne le produit scalaire. Dans ce cas, la décomposition est
unique.

On dit que v est la mesure singulière associée à i//.

Remarque \. — Soit ^ une fonction définie-négative dans R" et u
le laplacien généralisé tel que ù = — ^ ( x ) d x . Alors, en dehors de 0,
u est égal à la mesure singulière v associée à i//.

En effet, soit / une fonction de (D telle que supp (/) ? 0. Comme,
pour tout le polynôme p , la formule de Parseval donne

f f ( x ) p ( x ) d x - 0 ,

on a

u(f)= -ff(x)^(x)dx

= lim ff/(x) (exp (- ̂ ^/~\x • y )
m-^w> vw

T.V-J - 1 x - y
- i+ | ^ - \ ) d ^ ( y ) d x

= lim fhx}v^(x)dx= lim Ç fdv^ = ffdv,
yn->c»J m-*00 v u

où v^ = v sur CB(0 ;—\ et v^ == 0 dans B^O ; — ) • Donc u = v

dans C{0}.

Remarque 2, — Soit ^ une fonction définie-négative dans R".
Si V/ est invariante par rotation, alors il existe deux constantes c^ > 0 ,
c^ > 0 et une mesure positive v en dehors de 0 invariante par rotation
et vérifiant Mx|2 / ( l + \x\1) dv (x) <oo telles que

^ (x) = Ci +- c^ |x|2 + f ( l - cos(27rx . y ) ) d v ( y ) . (3)

Réciproquement la fonction de la forme comme (3) est une
fonction définie-négative invariante par rotation.
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Soit u le laplacien généralisé tel que ù = - ^ (x) dx, Alors u est
aussi invariant par rotation. D'après la remarque 1, la mesure singu-
lière v associée à V/ est invariante par rotation. Donc on peut écrire

1//00 == Ci 4- Q(x) + f ( l - c o s ( 2 7 T X ' y ) ) d v ( y ) ,

où Ci est une constante > 0 et où Q (x) est une forme hermitienne
> 0. On voit donc que Q (x) est aussi invariante par rotation. Ceci
donne, avec une constante ̂  > 0, Q (x) = c^ |;c |2, d'où la remarque 2.

On dit qu'un noyau de convolution K sur R" est un noyau de

Dirichlet si K est à croissance lente et si k est de la forme K. = — dx
^où ^ est une fonction définie-négative dans R" à valeurs réelles telle

1
que —soit localement sommable (cf. [ 1 ]).

La proposition suivante est un résultat très connu donné par A.
BeurlingetJ.Deny(cf. [1]).

PROPOSITION 5. — Un noyau de Dirichlet est un noyau d'un
espace de Dirichlet spécial.

Rappelons qu'un espace de Dirichlet spécial D sur R" est un es-
pace hilbertien dont les éléments sont des fonctions localement som-
mables dans R" à valeurs réelles (ou bien à valeurs complexes) (4) et
qui vérifie les quatre conditions suivantes :

a) A un compact F dans R" quelconque, on peut associer une
constante A (F) > 0 telle que, quelle que soit u de D,

[ \u\dx < A (F) H ^ l l .
^F

b) C^ n D est dense dans D et dans C^.

c) Pour toute la contraction normale T (5) et pour toute u de D,
T • u G Det ||T . u\\ < l l ^ l j .

(4) Plus précisément tout élément de D est une classe de fonctions p.p
égales.

(5) Une contraction normale T est une application de R1 sur elle-même
vérifiant T(0) = 0 et jTû - T&| < \a - b\ (a, b e R1).
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d) Pour x e R" et u e D quelconques, U, u <E D et ||U^ u\\ == IMI,
où U^ u est la fonction obtenue de u par la translation de x.

On note ici || • || la norme dans D. La condition (a) donne que,
pour /G M^ quelconque, il existe une fonction ̂  de D, et une seule
telle que, quelle que soit u de D,

(Uf , u) = fu ( x ) f ( x ) d x ,

où (• , •) est le produit scalaire associé. On dit que u^ est le potentiel
de / dans D. A. Beurling et J. Deny [1] ont montré que, à un espace
de Dirichlet spécial D, on peut associer d'une manière unique un
noyau de convolution K tel que, pour/ G M^ quelconque,

K * (fdx) = Uf dx.

On appelle K le noyau de D.
Définissons le balayage pour les noyaux de convolution. On dit

qu'un noyau de convolution K sur R" vérifie le principe du balayage
sur tout ouvert si, pour une mesure positive jn dans R" à support
compact et pour un ouvert œ dans R^, il existe une mesure positive
11 portée par 0) telle que l'on ait :

(B.l) K * JLI > K. * //.
(B.2) K * IJL = K * JLI' (au sens des mesures) dans a).

PROPOSITION 6 ([1] et [3]).— Soit K un noyau de Dirichlet sur
R". Alors on a :

1 ) K est symétrique par rapport d 0 et s'annule à l'infini.
2) K est injectif(6).
3) K vérifie le principe du balayage sur tout ouvert.
4) K vérifie le principe de domination ; c'est-à-dire, pour f, g G M^

quelconques, u^ < Ug p.p. sur R" dès que u^ < Ug p.p. sur l'ensemble
{x e R" -J(x) > 0},où K * (fdx) = u^dx.

5) K vérifie le principe de positivité des masses ; c'est-à-dire,

pour des mesures positives jn et v quelconques, dfi < J dv dès que

(6) Ceci signifie que, pour une mesure réelle IJL, {ji == 0 dès que K * H a un
sens et que K * p. = 0.
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K * (JLA + v) a un sens et que K * jn ̂  K * i/.

Examinons encore le balayage pour les noyaux de Dirichlet.

Remarque 3. — Soit K un noyau de Dirichlet sur R". Alors, pour
une mesure positive jn telle que K * ^ ait un sens et pour un ouvert cj
dans R", il existe une seule mesure positive jn^ portée par cJ et véri-
fiant (B.l), (B.2) et (B.3) :

(B.3) Pour une mesure positive v quelconque, K * v >/< * //^,
dès que K * ^ > K * JLI dans Ci;.

En effet, d'après l'injectivité de K et (B.3), une telle mesure posi-
tive est uniquement déterminée dès qu'elle existe. Donc on montrera
seulement l'existence de ju^. Soit (û^)^=i une suite d'ouverts relati-

00

vement compacts telle que oJ^ C ç^+i et M o?^ = co.
w= i

D'abord on suppose que supp(jLi) est compact. D'après la propo-
sition 6, il existe une mesure positive p!^ portée par o?^ et vérifiant
(B.l) et (B.2) pour jn et o?^. D'après (4) et (5) de la proposition 6,

(K. * fJL^)^^i est croissante et \ d^ < t dfi (m = 1, 2, . . . ). Donc

on peut supposer que (^)^=i converge vaguement vers la limite ju^

lorsque m -^ °° Comme, pour/E C^ quelconque, lim ^ * f(x) = 0

et ( j d^ est bornée, on a
w == 1

lim /'K */û?j< = /'« *M<m \ ^ • J ^^cj ?m->'» J J

d'où
lim K * JLL» = K * jn^ (vaguement).

On voit alors que JLI^, vérifie (B.l) et (B.2) pour jn et cj. Soit v une
mesure positive telle que K, * ^ > /< * jn dans co. Alors, pour m > 1
quelconque, K * ̂  <; K * ^ dans co. Comme supp(jn^)C a?, on a
/< * jLi^ ^ K * ^, d'après (4) de la proposition 6. En faisant m t°°,
on voit que fi^ vérifie (B.3), et donc jn^ est la mesure demandée.
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Montrons notre remarque. On pose jn^ = p. sur B(0) ;m) H
CB(0 ; m — 1) et jn^ = 0 dans son complément (m = 1, 2,. . .). Soit
^ ̂  la mesure positive portée par cJ et vérifiant (B.l), (B.2) et (B.3)

00

pour fi^ et a?. Posons ̂  = ^ jn^ ^ ; alors on voit facilement que
m ==^1 '

JLI^ est la mesure demandée.

On dit que ̂  est la mesure balayée de JLI sur a? relativement à K.

On a toujours fûfjn > f^L •

Remarque 4. — Soient K un noyau de Dirichlet et o?i , c^ ^eux

ouverts dans R" ^fc que co^ c cj^. Alors, pour une mesure positive
11 telle que K * p. ait un sens, p^ > p^ dans o^ .

En remarquant que p'^ est aussi la mesure balayée de fi^ sur
co^ relativement à K, on voit l'inégalité demandée.

La proposition suivante est déjà connue (cf. [6]).

PROPOSITION 7. - Soit K un noyau de Dirichlet dont la trans-

formée de Fourier k est de la forme H == - dx. Alors les trois énoncés
^

suivants sont équivalents :
1 ) Pour une mesure positive p. à support compact et un ouvert cj

quelconques, dp = dp.^ dès que Cco est compact.

2) i//(0) = 0.

3 ) f d K = ^ .

Soit K un noyau de Dirichlet sur R" et D l'espace de Dirichlet
spécial dont le noyau est K. Si, pour une mesure réelle JLI, la fonction-

nelle CK ^ D 3 0 —> f(t>dii est bornée dans D, alors il existe u^ E D

unique telle que (u^ , 0) = /*0ûfjLi. On dit aussi que u^ est le potentiel
de p. dans D.
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Remarque 5 (cf. [1]). -Si JLI est positive et u^ existe dans D,
alors K * JLI a un sens et K * p. = ̂  rfx.

Pour simplifier la notation, on note

S 0<) = {JLI : mesure réelle ; u^ existe dans D} (4)

et é W la totalité des mesures positives appartenant à ê0<).

3. Une extension de la formule de Riesz.

On connaît bien la formule de décomposition de Riesz pour les
noyaux de Riesz-Frostman. Dans ce paragraphe, on discutera une géné-
ralisation de cette formule. D'abord on prépare un lemme.

LEMME 1. — Soit V/ ^ 0 une fonction définie-négative sur R"

invariante par rotation. Alors — est localement sommable.
^

Démonstration. — D'après la remarque 2, on peut écrire

V/ (x) = Ci + €2 \x |2 +f (1 - ces (27TJC . y)) dv (y),

où C{ est une constante > 0 (i == 1, 2) et où v est une mesure posi-
tive invariante par rotation dans R" - {0}. Comme V/ =^ 0, (c-i, c^, v) ̂

(0 ,0 , 0). Comme n > 3, on voit que si c. > 0 ou bien c^ > 0, — est
^

localement sommable. Supposons que c ^ = c ^ = 0 e i v ^ 0 . Comme
v est invariante par rotation, on a V/00 > 0 dans R" — {0}. On choisit

un nombre t > 0 tel que j \y ;2 dv(y) > 0. On a alors
0< \y\<t

f(l -cosd-jrx . y))dv(y) f (l - cos (27rx . y))dv[ (y)
lim ———————,—2——————— > lim —————————.——————

x~^o \x\2 =T^o \x\2
x^O x^=0

f^x.y^dv^)
lim ——————:
^"TO \x\2
x^O

TT2

/ \y?dv\(y)>Q,
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où v\ désigne la restriction de v sur B(0 ; t). Donc — est localement
^sommable, d'où le lemme 1.

THEOREME 1. — A un noyau de Frostman-Kunugui K^ =^ 0 sur
R", on peut associer un noyau de Dirichlet K^ invariant par rotation,
et un seul tel que l'on ait

K^ * K^ = r 2 - " . (5)

Réciproquement, à un noyau de Dirichlet K^ sur R" invariant
par rotation, on peut associer un noyau de Frostman-Kunugui K^ ^ 0,
et un seul tel que l'égalité analogue à ( 5 ) ait lieu.

Démonstration. — Soit K^ ^ 0 un noyau de Frostman-Kunugui
sur R". D'après les propositions 3 et 4, il existe une fonction définie-
négative V/ invariante par rotation telle que

A/^ = - (n - 2) c^ ^ (x) dx.

Comme A^ ^ 0, ^ ̂  0, et donc le lemme 1 donne que - est loca-
^

lement sommable. Il existe un noyau de Dirichlet K^ tel que K^ = — dx

(cf. [ 1 ]). Remarquons que AK^ peut être considérée comme une mesure

positive en dehors de Oet que j d (A/<,)<<» (voir la remarque 1) ;
\x\>\

alors on voit que (— A^) * K^ a un sens et

(- AK^ * K^ = (n - 2)co^e.

Soit e^ la mesure balayée de e sur CB (0 ; m) relativement au noyau
K^ . Comme supp (/^ * (e - e^)) C B (0 ; m) , ̂  * (/^ * (e - e^,))
a un sens et

- A (K, * Q<, * (e - e^))) = (- A/c,) * 0<, * (e - e^))

= ((- A/<i) * /<,) * (e - e^)

=(^-2)^(6-6 , )

Comme - A (r2-" - /<^ * (/c^ * (e - e^)) > 0 au sens des distribu-
tions dans R" et ̂  * (^ * (e - e^)) s'annule à l'infini, on a



58 M.ITO

/<i * (^ * (e - e^,)) <r2-".

On voit facilement que (^ * ^m)^-=i est décroissante. Comme ^

s'annule à l'infini et fde^ < 1 (voir la proposition 6), (K^ * e^)^=i

converge d'une manière décroissante vers 0 lorsque m t °°. D'après le
théorème de Beppo-Levi dans la théorie de l'intégration, ̂  * K a un
sens et

K. * K^ = lim /<i * 0<. * (e — ef )) (vaguement).
W1—> 00W-^°°

Donc ^i * ̂  ^r2"". Comme A (r2""" — /<^ * /<^) = 0, on voit
que K^ est un noyau de Dirichlet demandé. Evidemment un noyau de
Dirichlet K^ vérifiant ( — A ^ ) * ^ = = ( ^ — 2 ) o ^ e est uniquement
déterminé.

Réciproquement, soit ^ un noyau de Dirichlet sur R" invariant
par rotation. On désigne par u le laplacien généralisé tel que

u * KI = — e.

D'après la proposition 4 et la remarque 2, on peut écrire, pour 0 G û)
quelconque,

u (0) = - Ci 0 (0) 4- c-2 A0(0) - lim f (0(0)- 0(0) dv (;c),
W^^^ lY»!l^l>-m

où c, est une constante >0 (i = 1, 2) et où v est une mesure positive

en dehors de 0 invariante par rotation telle que

fM2/^ + Ijcl^^OcX

D'après \ dv < °°, la convolution — u ^ r2~n est définie au sens
^ l^ l^ i

des distributions. Comme v est invariante par rotation, on a, pour
0 > 0 Œ CD quelconque,

°°> lim f , (r2-" * 0 (x) -A- 2 - " * 0 (x-^) )^ (^)>0
w-^ ^lyO1.

w

dans R". Alors on voit immédiatement que — u * r2 -yï > 0 au sens
des distributions. Par conséquent — u ^ r2 ~" est égal à un noyau de
convolution K^ s'annulant à l'infini. Comme A^ = (n — 2) o^ u, ̂
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est un noyau de Frostman-Kunugui. De la même manière que dans la
première partie, on voit que ^ * ̂  a un sens et ^ * ̂  == ^ 2 ~ M .
L'injectivité de ^ donne l'unicité de ^. La démonstration est ainsi
complète.

Le théorème 1 donne immédiatement le corollaire suivant :

COROLLAIRE l . — S o i t DpK l'ensemble formé par tous les
noyaux de Frostman-Kunugui et de Dirichlet. Alors, pour K^ G Dp^
quelconque, il existe K.^ E Dp^, et un seul tel que K^ * K ^ =rl~n.

Dans ce cas, K^ s'appelle le noyau dual de K^ par rapport àr2"".
On donnera une condition pour qu'un noyau de Dirichlet appar-

tienne à DF^. La proposition suivante jouera un rôle important dans
cet article.

PROPOSITION 8. — Soit K un noyau de Dirichlet invariant par

rotation dont la transformée de Fourier est de la forme ic = — dx
^

et v la mesure singulière associée à ^. On note, pour t > 0 quel-
conque, ^ = v sur CB(0 ; t) et ^ = 0 dans B(0 ; t). Si, pour tout
t > 0 , v ^ v^ et

(/rf^)^> K * ̂  (6)

alors K est un noyau de Frostman-Kunugui.

Démonstration. — Soit u le laplacien généralisé tel que
— u * K = e. Comme v est invariante par rotation, on peut écrire,
pour 0 G û) quelconque,

u (0) = - Ci 0 (0) +- c^ A0 (0) - lim f (0 (0) - 0 (;c)) ̂  (x),
w-^00 ^Ijcl^--

w

où Ci et c^ sont des constantes > 0 (voir la proposition 4 et la remarque
2). Supposons que K ne soit pas un noyau de Frostman-Kunugui ; alors
il existe un nombre p > 0, une fonction 0 > 0 de CD vérifiant

supp(0)C B(0;p)

et un point y de CB(0 ; p) tels que A/c * 0 (y) < 0. Donc il existe
un nombre ̂  > 0 tel que, pour te (0 , ^) quelconque,
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K * 00) > K * 0 * S f ( y ) ,

où l'on rappelle que s^ désigne la mesure uniforme sur S (0 ; t) telle

que fdSf = 1. Comme v est invariante par rotation et v i= v^ ,

lim f o < : * 0 0 ) - / < ; * 0 ( j - z)) d(y^ ^ - v ) (z) > 0.
w ->-00 - °

Ceci et l'inégalité (6) donnent que

— u * K. * 0 (y) = Ci ^ * 0 (j0 — c^ A/< * 0 0)

+ lim f (^c * 00Q - K: * (t)(y -z))dv(z)>Q.
m->^ ^Iz^-

m

D'autre part, — u * K * 00) == 0, car ^ ^ supp(0). On arrive donc à
une contradiction. Par conséquent K est un noyau de Frostman-
Kunugui, et la démonstration est ainsi complète.

4. La régularité des noyaux de Dirichlet et des mesures balayées.

Commençons avec une proposition connue.

PROPOSITION 9 ([8]). — Soit K un noyau de Dirichlet sur R".
Si K est absolument continu (par rapport à la mesure de Lebesgue),
alors il existe une fonction K> 0 semi-continue intérieurement telle
que K = K(x) dx et que le noyau-fonction K satisfasse au principe
de continuité^).

On discutera la continuité de K pour un noyau de Dirichlet K
invariant par rotation. D'abord on préparera trois lemmes.

LEMME 2. - Soit K un noyau de Dirichlet sur R". Si K ({0}) > 0,
alors, pour IJL ê &\K), VL est absolument continue.

En effet, la remarque 5 donne que K * JLI est absolument continu.

(7) Ceci signifie que, pour une mesure positive p. à support compact, la fonc-
tion K * jit est finie et continue dès que la restriction de K * p. sur supp(jLt) l'est
aussi.
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Comme K * jn > K ({0}) JLI, ju est aussi absolument continue.

LBMME 3 ([!]). - Soit K un noyau de Dirichlet, ^ la fonction

définie-négative telle que K = —dx et D l'espace de Dirichlet spécial
^

dont le noyau est égal à K. Alors, pour IJL €: S^W à support compact,

„ ,,2 / • I / ÎWI2

11^11 = \ ———— dx,
' J ^ W

où u^ est le potentiel de JLI dans D. Réciproquement, pour une mesure
positive JLI à support compact quelconque, JLI G ê"^) et l'égalité ana-

logue a lieu dès que f|/2 (x)|2/^ (x) dx < oo

LEMME 4. - Soit K un noyau de Dirichlet et D l'espace de Di-
richlet spécial dont le noyau est K. Alors, pour IJL G ^(K.) et un entier
m > 1 quelconques, ̂  appartient à ê^) et \\u., || < m1-"/2 \\u \\

• m ^ ?

où ̂  est la mesure définie parffd^ = ffÇmx)dfJi(x) pour toute
f e r•f ^ -K-

Démonstration. - Posons ^ = JLI dans B (0 ; m) et ^ = 0 sur
CB (0; m) ; alors 0^)^=i converge fortement vers ̂  dans D lorsque
m -^ oo. Donc il suffit de supposer que supp(jn) est compact. Soit 0

la fonction définie-négative telle que k = —dx. Comme, pour tout le

nombre réel t, m2 (1 - cos t) > l - œsmt, on a m2^ (x)> ^ (mx)
dans R". D'après le lemme 3,

«".j'-/^--^^*(-.)^m '
x.w

,'-"/^..-^-.^,,,i m

d'où le lemme 4.
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THEOREME 2. - Soit K un noyau de Dirichlet sur R" invariant
par rotation et D l'espace de Dirichlet spécial dont le noyau est K.
Si, pour tout t> 0, s ^ C ê^) et l'application (0 , oo) 3 t —> \\u^\\
est localement bornée, alors il existe une fonction K > 0 invariante
par rotation, continue au sens large dans R" et finie en dehors deO
telle que K = K ( x ) d x , lim K(x) = 0 et le noyau-fonction K

\X \ -*• oo

vérifie le principe de continuité.

Démonstration. -Montrons d'abord que K est absolument continu.

Soit e^ la mesure balayée de e sur CB(b ; —^relativement au noyau Kv m /
Alors e^ est invariante par rotation et on a (de^ < 1. Donc il existe

[ i
une mesure positive À^ sur —, oo) telle que e^ = f s^dX^Çt) et
r ( m i 2 \jd\^ < 1. Posons a = sup \\u^\ ; - <^ < - ^ ^

[ l \ ( m w )

t G L w 5 ^ le lemme 4 donne ^l^ l i ^ a- Comme, pour 0 E C^ H D
quelconque,

/0< =f<f>ds,d\,(t)

^I^s^^^mW < 1 1 ^ 1 1 / 1 1 ^ 1 1 ^ ^ (0 <^ 1 1 0 1 1 ,

où (. , .) désigne le produit scalaire dans D, la fonctionnelle linéaire

CK H D 3 0 -^ j(t>de^ est bornée dans D. Donc e^ G S^-ÇK) et

11^11 <û'. Comme (^)^==i converge d'une manière croissante
vers K dans R" - {0} avec m t <-o et, d'après le lemme 2, /<({0}) = 0,
/< est absolument continu.

D'après la proposition 9, il existe une fonction K > 0 semi-
continue intérieurement telle que K = K(x)dx et K vérifie le principe
de continuité. Evidemment K est invariante par rotation et, pour
p. E 8t(K) quelconque, u^ = K * ̂  p.p. sur R".

Montrons que K est finie et continue dans R" - {0} et

lim K(x) = 0.
\X\ -*• oo
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On prend une suite (f^, C C^ telle que supp(^) C a(o ; i )
v k /

fkW = 4(- x) et j f^dx = 1. Soit t>0 quelconque ; posons

Sk = s! * fk' ^^O^^i converge fortement vers u^ dansD lorsque
k—^00. Comme K est semi-continue inférieurement, on a :

"^112 == A^o "^ "2 = ^J^^SkWgkWdx >/K* ̂ (x)^(x).

Donc K * St est égale à une constante > 0 sur S(0 ; t) = supp(^).
Le principe de continuité pour K donne que K * ̂  est finie et continue
dans R". Soit m un entier > 1 quelconque. La famille (u )
est bornée dans D, Comme, pour 0 G C^n D quelconque, la^fon^-
tion (^ 0) de t est finie et continue dans (0 , oo) et lim (Us é) = 0

1 ^oo ^
(—. 00^ 3^ —^ ^^ est faiblement continue dans D et lim Uy == 0

——— f—»- 00

(faiblement). En particulier, la fonction (^ , Uç^ ) de t est finie

et continue dans (—, oo) et tend vers 0 lorsque t —> oo Comme
1

^ = K p.p. sur CB (o ; —), on a, pour t > — quelconque,m v m' m

(u^, u^ ) = ^Um(^, ̂ ,^)=^ /^ (s, * 4) Ac

= lim j K(^ * /^ ) dx = lim K * ̂  * /^ (0)

= K * ^ ( 0 ) = ^K^)^^),

car K * Si est finie et continue. Comme m est quelconque, on voit que

la fonction J K(x)dSt(x) de t est finie et continue dans (0 , oo) et tend
vers 0 lorsque t —> oo. La fonction K étant invariante par rotation, on

peut écrire K(x) ^fK(y) ds^, (y) en dehors de 0 et donc K est finie et

continue en dehors de 0 et lim KQc) = 0.
l;d-»-°°

Montrons finalement lim K Oc) = oo . Supposons que
\x\->0

lim K(x)<oo.
l jcl-^0
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Alors il existe une suite (t^=i de nombres > 0 telle que lim ^ = 0

et que ^J K(x) ̂ (jc))^ ^ soit bornée. Pour tout l'entier m > 1, on a

ll^m l12 < / K(xNe^ M = 1m / K * 5^ (x)de^ (x)

= lim f K * e^ (x) ds^ (x)
k -^ oo »/

^!im fKM^(x).
fc -̂ - 00

Donc (Uç' )^==i est bornée dans D. Comme K = lim u^ p.p., on
m ^ -̂  00 fc

a K ^ D. Soit ^ ̂  CK ^ D quelconque. Alors
max !00c)| == max l (K , U^0) l = max ||K|| IIU^II = ||K|| 11011.
x^R" jceRi xeR"

Comme CK ^ D est dense dans D, tout l'élément de D est une fonction
finie et continue. En particulier, K est finie et continue. Soit ^ la fonc-

tion définie-négative telle que K == —dx. Alors — est sommable.

Comme Hm —r- <oû et n > 3, ceci est une contradiction. On voit
m-^00 M

donc que lim K(x) == °°.
\x\-> 0

Remplaçons K(0) par 4- oo si c'est nécessaire ; alors on voit que
K est la fonction demandée. La démonstration est ainsi complète.

Le corollaire suivant est un résultat immédiat du théorème 2.

COROLLAIRE 2. — Soit K un noyau de Dirichlet invariant par

rotation dont la transformée de Fourier est de la forme k == —dx.
^

Si K. vérifie la condition suivante (1) ou bien (2), alors la même con-
clusion a lieu.

(1) Hm^X).\x\-^^ \xr

(2)11 existe IQ > 0 tel que s^ Eâ^/c) et la mesure singulière
associée à ^ est décroissante par rapport à r = |x| > 0(8).
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Démonstration. — Supposons d'abord que K vérifie (1). Il est
bien connu que, pour t > 0 quelconque, s^ ^ê^r^^et l'application

(o,»)3,-./4W!!&
«/ Y -\x\2

est continue. Ecrivons, avec deux constantes c^ > 0 et c^ > 0,

V/(x) - ci +c2 l^+Jo - c o s ( 2 7 r x ' y ) ) d v ( y )

(cf. la remarque 2). La condition (1) donne que c^ > 0. Ceci et le
lemme 3 donnent que ̂  G ê^/c) et l'application (0 , 00) 3 t —> \\u^ \\
est localement bornée, d'où la même conclusion.

Supposons que K vérifie (2). On peut supposer que to = 1. D'après
les lemmes 3 et 4, il suffît de montrer que, pour tout entier m > \.

f \s,(x)\2 _ ^
sup J •——— dx < oo. (7)

i v ^(-r)— < t < i
m

Comme s^(x) = s^ (tx) , (7) se déduit de

inf -ax) ; x ^ 0, 1 < t < m j > 0,
^OO )

car 5'^ Eê^/c). Comme v est invariante par rotation, il existe une

mesure positive À dans (0 , °°) telle que v = fs^d\(t). Soit (fk)°k=i

une suite de C^ telle que/^ soit invariante par rotation,

supp(^) C B(o ;^) et jf^ dx = 1.

Comme la fonction j f^ (x — y ) dv{y) de x est décroissante par rap-

(8) Pour une fonction / de C^ invariante par rotation et un nombre t > 0

vérifiant B(0 ; t) D supp(/), la fonction f f(x - y)dv(y) de x est définie sur

CB(0 ; t) et invariante par rotation. On dit que v est décroissante par rapport à
r si, pour toute / G C^ invariante par rotation et pour tout t > 0 vérifiant B(0 ; t )
D supp (/) , j f(x - y ) d v ( y ) est décroissante au sens large lorsque r(> t) est crois-
sant.
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port à r (> , ^ , il existe une fonction finie et continue \> 0 sur

[ - ^ ) telle que Çff^ Çx - y ) dv (y)) dx = fs, X^) dt sur

CB (° ; k ) et la fonction ^W/^"1 de ^ soit décroissante au sens

large sur ^ ,00^ Soit t e [1 , m ] quelconque. Pour une fonction

g> 0 finie et continue dans (0 , oo) à support compact quelconque,
on a

/^ (ts) d\ (s) = lim {g (ts) \ (s) ds = - lim f^ (5) X, ( s-} ds
v k->^ v t k-"^ J ^ t /

> ̂ ^"l fs(s)\(s)ds = ^-fg(s)d\(s\

et donc, pourx e R" quelconque,

^(tx)= Ci +c^2 |x|2 +//(! -cos(2^7r^.^))^ (y)rfX(^)

=Ci +c^2 Ixj2

-}- ffd-cos (ITTX . jO) ̂  CF) û?X (^) > ̂  ̂  (x),

( V/ (^x) )
d'où inf ^ ; x ^ 0, 1 < t <m > 1/m" > 0. On voit ainsi

que la même conclusion a lieu. La démonstration est complète.
Discutons ensuite la continuité absolue des mesures balayées.

Rappelons d'abord le théorème de représentation par A. Beurling
et J.Deny ([!]).

PROPOSITION 10. - Soit K un noyau de Dirichlet, ^ la fonction

définie-négative telle que k = - dx et D l'espace de Dirichlet spécial

dont le noyau est K. Alors il existe une constante c > 0, une forme

(9) On dit que Q (/, g) possède la propriété locale si Q(/, g) = 0 dès que
/ est égale à une constante dans un certain voisinage de supp(^) ou bien que g est
égale à une constante dans un certain voisinage de supp(/).
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hermitienne Q (/, g) > 0 sur C^ n D possédant la propriété locale (9)
^/tey ^Mê, po^r toutes f , ^ e C^ n D,

c/^)- cj7^ +Q(/ ,^)
+ 1- //(/(^ + Y) -/M) (g ̂  + y) - g (x)) dv (y) dx,(S)

où v est la mesure singulière associée à ^. Dans ce cas, c et Q (/, g)
sont uniquement déterminées.

En utilisant la présente proposition, on obtient la proposition
suivante :

PROPOSITION 11. —Soit K. un noyau de Dirichlet sur R" tel

que k = — dx. Supposons que la mesure singulière associée à ^ pos-

sède la densité continue a (x) en dehors de 0. Pour une mesure posi-
tive VL dans R" à support compact et un ouvert a? dans R" quelconques,
il existe une fonction finie et continue f^^ dans a?, et une seule telle
que IJL^ = /^ ^ dx dans a? dès que supp (jn) n a; = 0 et que Ça? est
compact, où ju^ est la mesure balayée de p. sur CL? relativement à K.
Dans ce cas, on a, pour x ^ a),

f^^ = f a ( x - y ) d ( K ^ p - K *^)(v). (9)

Démonstration. — Ecrivons g la fonction définie par la partie
droite de (9). Alors g est finie et continue dans a?. Pour la propo-
sition 11, il suffît de montrer que, pour tout 0 € C^ H D à support
dans a?, j 0rfj^ = j <f)gdx, car C^ H D est dense dans C^ •

On choisit un nombre t > 0 vérifiant supp (0) + B (0 ; t) c a?. Soit
/une fonction de C^ symétrique par rapport à 0 et vérifiant

supp(/ )cB(0;Q.

Comme ( K * J L I — / < * J L I ^ ) * /appartient à C^ n D et

supp (0) n (supp (0< * ii - K * JLI^) * /) u supp (/x)) = 0,

la proposition 10 donne que •
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{<S> * fd^ = f<t> (x) (̂  - ̂  * /(x) rfx

= 0< * (^L -Ai) */, 0)

= 2'//^ (̂  +^) - 0 M) 0< * 04 -JLX) */(x +jQ

- K * (̂  - JIA) */(x)) a CF) ̂  rfx

=ff(l>(x)(K *(^ -^) */(;€)

- K * (^ - jii) * f(x + ̂ )) a (y) dy dx

=ff K * (H - ̂ ) * (0 * /) (y) a (y) dy

où jhdfl = j h (-x) dii (x) pour toute h E C^. En faisant
/^——>e (vaguement), on a ^<^>^ = y^cbc. La démonstration
est ainsi complète.

En particulier, on note, pour t > 0 quelconque,/^' (x ; K.) la fonc-
tion /J,ç 1(0^7) obtenue dans la proposition 11. En posante (x ; K) = 0
dans B (0 ; t\ on peut supposer que/^' est une fonction sommable dans
R" (cf. la proposition 7). Pour un entier m > 1, on note encore

if^,^(x , K ) sur CB(0;Q
/ ; ^ ( x ; ^ ) = ____ (10)

( 0 dans B (0 ; 0

dès que t > — .
m

C O R O L L A I R E 3. — Soit K un noyau de Dirichlet sur R" invariant
par rotation et vérifiant la même condition que ci-dessus. Alors il
existe une fonction c(t ; K) dans (0 , oo) telle que

0 <c(r ; / < ) < 1 -ff^dx
et

e\ =c(t , K ) s ^ +f^(x ; K ) d x (11)
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où e[ est la mesure balayée de e sur CB (0 ; t) relativement à K.
En effet, évidemment e\ est aussi invariante par rotation et on

a e\=f^(x)dx dans CB (0 ; t), d'après la proposition 11. Comme
supp(e^)C CB (0 ; t\ on voit facilement qu'il existe une telle fonc-
tion. D'après le principe de positivité des masses, on a

c ( t , K ) -^ff',(x)dx< 1.

Posons, pour un entier m > 1,

^ ' ^ ) - c ( t -—-^\ + f f^,^(x)dx (12)
v m / J\x\^t

dès que t > — ; alors c^ (t ; /<) est une fonction définie dans (— oo)m \jn ' /

PROPOSITION 12. - Soit K un noyau de Dirichlet sur R" inva-

riant par rotation tel que k == —dx. Supposons qu'il existe to> 0

vérifiant s. E & (/<) et que la mesure singulière associée à V/ possède la
densité continue a(x) décroissante au sens large par rapport à r = \x\ >0.

Alors on a :
1) Les applications (0 , oo) 31 —> e\ et (0 , oo) 9 t—> K * e\

sont vaguement continues.
2) La fonction de^ de t est continue.

3) Pour un entier m > 1 quelconque, la fonction c^ (t ; H.) est

continue dans (—, oo \.
\m /

Démonstration. — D'après le théorème 2 et le corollaire 2, il
existe une fonction K > 0 continue au sens large dans R" et finie
en dehors de 0 telle que lim K (;c) = 0 , K = K (x)rfx et que K

\x\->»»

vérifie le principe de continuité. Evidemment K est aussi invariante
par rotation.
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Soit t > 0 quelconque et (^)^=i une suite dans (0 , ^ ten-

dant vers t (m —> ^quelconque. Comme jde^ < 1, (e^)^=:i est

vaguement bornée. Soit e^'un point vaguement adhérent de (e^)^=i
quelconque. Comme lim K (x) == 0, on a K * e\ = K * e[' p.p.

}x \-> °°

dans CB(0 ; 0. De la même manière que dans le théorème 2 et dans le
corollaire 2, on voit que K * e\ et K * e^sont finies et continues. Donc
K * e\ = K * 6^ sur CB(0 ; 0. Comme supp(e;) U supp(e;) C CB(0 ; t),
le principe de domination pour K donne que K * e\ = K * e^, et donc
^ = ̂  d'après Finjectivité de K. Par conséquent (0 , °°) 3 r—^ et
(0 ,00) 3 ̂  —^ /< * e\ sont vaguement continues.

On voit facilement que la fonction de^ de t est continue (d'après

la proposition 7, il suffit de considérer le cas f dK < 4- oo).

Montrons finalement que c^(t ; K) est continue dans (^—,°°).

Comme t —> (K:— K * e^) est vaguement continue et

f^(x) = f a ( x - y ) d ( K - i c ^ e ' , ) ( y )

___ 1
dans CB(0 ; 0, on voit que, pour x E R", ^ > — et une suite (^)^==i

tendant vers t(k—> oo) quelconques, lim // ^ (x) = /^ ^ (x)
]ç-r oo fc'

dans B(0 ; 0 U CB(0 ; 0. Posons a^^ = 0 dans B(0 ; 1/m) et a^^ = a
en dehors de B(0 ; 1/m) ; alors, pour k assez grand, /^ ^ ^ K * a^^

sur R". On remarque ici que F c^ ^ dx < °°. Le théorème de Lebesgue

donne que lim /// m dx = ff'tm rfx, et donc la fonction J/^ dx
fç —> oo l/ k ' » / ' < / '

de ^ est finie et continue dans (— , °° ). Comme^m '

cm(t ^ ̂  = f^t-lfm -ff^m d^
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on voit que c^(t ' , K ) est continue dans (—, 00). La démonstration est
ainsi complète. m

5. Les noyaux de Dirichlet et la condition^).

Rappelons d'abord la condition (*) pour une fonction dans
W1 - {0}.

Soit a une fonction finie et continue > 0 dans R" - {0}. On
dit que a vérifie la condition (*) si, pour t ' > t > 0 et une constante
c > 0 quelconques,

a(x) > cj a(x — y ) d s ^ ( y )
sur CB(0 ; t ' ) dès que la même inégalité a lieu sur S (0 ; t ' ) .

Remarque 6. — Soit a une fonction finie et continue > 0 dans
R" — {0} invariante par rotation. Alors pour que a vérifie la condi-
tion (*), il faut et il suffit que, pour tout t > 0, la fonction

j a(x-y)ds,(y)/a(x)

dans CB(0; t) est décroissante au sens large lorsque r = |jc| (> t)
croît.

Cela résulte immédiatement de la définition.

PROPOSITION 13. — Soit a une fonction finie et continue > 0
dans R" — {0} invariante par rotation et vérifiant la condition (*).
Alors a(x) > 0 dans R" — {0} ou bien a = 0. En particulier, si a =^ 0

/ \x\2

et ————^ a(x) dx < oç>, alors a est sous-harmonique dans R" - {0}

et strictement décroissante lorsque r = \x\ (> 0) croît.

Démonstration. — Posons A = {x £ C {0} ; a(x) = 0} est suppo-
sons que A ^ ( [ ) . Posons ÏQ = sup {\y\ ; y E A}. On montrera d'abord
que A = B(0; to) n C{0}. Supposons que A =^ B(0 ; ÏQ ) H C {0}.
Alors il existe ^ > 0 tel que A H (B(0;^) H ÇA) = S(0 ; ̂  ). On
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peut choisir t, t ' G (0 ; oo) et une constante c > 0 tels que

0 < t < tjî < t ' <t, ,fa(x -y)ds,(y) > 0

sur S(0;^) et a(x) > cfa(x - y ) ds,(y) sur S(0;^). D'après la

condition (*), on a a(x) > c fa(x - y ) ds,(y) sur S (0 ; t,). Mais cela

est en contradiction avec a(x) = 0 sur S (0 ; ^ ), et donc A 3 B(0;^o),
d'où A = B(0; / o ) H C{0}. Par conséquent, pour la première conclu-
sion, il suffit de montrer que ^ == oo. Supposons ^ < °°. Soit t un

nombre tel que 0 < t < ̂ /4. Alors a(x) = 0 et [ } a(x - y)ds,(y) = 0

sur S (0 ; tQ/2\ et donc, d'après la condition (*),

û'00 > fa(x -y)ds^(y)

sur S (0; ^), d'où fa(x - y ) ds,(y) == 0 sur S (0 ; ̂ ). Comme a est

invariante par rotation, cela est en contradiction avec la définition de
ÎQ . On voit ainsi que a(x) > 0 dans R" — {0} ou a = 0.

Montrons la deuxième partie. Supposons qu'il existe un point
XQ ^ 0 de R" tel que a ne soit pas sous-harmonique dans un certain
voisinage de XQ. Posons ^ = \XQ |. Alors on peut choisir t G (0 , ^)

tel que a(Xo)>fa(xQ - y ) d s ^ ( y ) . On a a(x) >f a(x - y ) d s ^ ( y )

sur S(0; ^). Comme a(x) > 0 dans R" - {0} (cf. la première par-

tie), on a a(x) > f a(x - y ) d s ^ ( y ) sur CB(0; ^), d'après la condi-

tion (*). Posons V/CY) = 1 - s ^ ( x ) sur R" ; alors ^ est définie-négative
1

et y est localement sommable, d'après le lemme 1. Donc il existe un
1

noyau de Dirichlet K tel que K = —dx. On a [dK = oo (cf. la propo-
H/ J

sition 7). Comme a(x) > 0 dans R" - {0}, il existe une fonction
/^ 0 G C^ invariante par rotation telle que suppÇ/) C B(0 ; ̂  - t)
et a(x) > K * /(x) sur CB (0 ; ̂  - t) H B(0;^) . Comme
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f a(x)dx < oo, sup{K */(x) -a(x) ; ̂  G CB(0;ro)}> 0,
\x\> ÏQ

et donc il existe un point y G CB (0 ; ÎQ ) tel que

/< * /(.y) - a(y) = sup { ^ * /(x) - a(x) ; x C- CB(0 ; r^)},

car lim /< * f(x) = 0. Par conséquent on a
| jC|-^o°

K */0)- o^(y)> f(K- * f(y -z) -a(y -z))ds^z).

Mais cela est en contradiction avec oi(y) > /û:(y — z) ds^(z) et

( 6 -^ )*^* /0 )= / (^ )=0 ,

d'où a est sous-harmonique dans S" — {0} Soit 0(0 une fonction
définie dans (0 , oo) telle que ^(Ixl2-^ == a(^) dans R" - {0}. De
la même manière que dans la proposition 1, 0 est finie, continue,
convexe et croissante au sens large. En vertu de la convexité de 0 et

/ \x\2

^ç ————- a(jc) dx < °°, 0 est strictement croissante avec t, et
i i i^i

donc a est strictement décroissante lorsque r croît. La démonstration
est ainsi complète.

D'après la remarque 6 et la proposition 13, on voit facilement
la remarque suivante :

Remarque 7. — Soit a la même fonction que dans la proposition
13. Alors, pour tout t > 0 et toute mesure positive jn dans R" inva-
riante par rotation et portée par B(0 ; t),

^(x) > j a ( x - y) diJi(y)

sur CB(0 ; t) dès que la même inégalité a lieu sur S (0; t).
On remarque ici qu'il existe une mesure positive À sur [0, t)

telle que JLI =j s^ d\(p), où SQ = e.

Le théorème suivant est une généralisation du théorème de Riesz
(cf. [13]).
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THEOREME 3. — Soit K un noyau de Dirichlet sur R" invariant

par rotation tel que K = —dx. Supposons qu'il existe ÎQ > 0 tel que

s^ ^ ê4'^) et que la mesure singulière associée à ^ possède la densité
continue oi(x) dans R" — {0}. Si a vérifie la condition (*), alors,
pour t > 0 quelconque, il existe une mesure positive \ sur [ t , °°)
telle que l'on ait

a(x)dx=fe,d\(p) (13)

sur CB(0 ; r), où € p est la mesure balayée de e sur CB(0 ; p) relative-
ment à K.

D'après la proposition 12, l'intégrale droite de (13) est définie
au sens des mesures.

Remarque 8. — Soit 7 un nombre tel que 0 < 7 < 2. On dit
que \x\Y~ndx est le noyau de Riesz-Frostman d'ordre 7. On sait que
\x\Y~ndx est un noyau de Dirichlet, sa transformée de Fourier est,
avec une constante c^ > 0, 1/c |x|7 et que la mesure singulière asso-
ciée à c^ \x\7 est, avec une constante c'y > 0, c-, \x\~7~ndx. M. Riesz
[13] a montré que, pour t > 0,

W-^dx = c';r^P-7-1 (P2 - t^^dpJf

dans CB(0 ; t\ où c^ est une constante > 0 et où e est la mesure
balayée de e sur CB(0 ;p) relativement à Ixl7""^. Dans § 6, on
montrera que la fonction \x\~'r~n de x vérifie la condition (*).

Pour montrer le théorème 3, on utilisera les trois lemmes sui-
vants.

LEMME 5. — So it K = K(jc) dx un noyau de Dirichlet sur R" in-
variant par rotation, où K est une fonction vérifiant les mêmes condi-
tions que dans le théorème 2. Supposons les mêmes conditions que
dans le théorème 3 et encore que a (x) > 0 dans R" — {Q}. Alors,
pour tout nombre donné 6 vérifiant 0 < ô < 1, il existe une famille
^rô^^- ^e fonctions > 0 dans R", invariante par rotation, telle
que l'on ait :

a) s^s (x) = 0 dans B (0 ; t) U CB(0 ; t + §).
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b) Sf ̂  (x) est finie et continue comme une fonction sur CB (0 ; t).

c) J\ 5 Çx)dx = 1.

d) |K * s, (x) - K * s, 5 (x)| < § sur R".

e) s^ 5 (x)/a(x) ̂  décroissante lorsque r (^ t) croît.

0 L'application (0 , °°) 3 t -^ s^ 5 (x)dx ̂  vaguement continue.

g) Pour un intervalle fermé [a, b] et un nombre positif ^ quel-
conques, il existe un nombre 17 > 0 tel que, pour tout t G [a, b} et
x, y G CB (0 ; t) vérifiant \x - y\ < 77,

^,5 (x) ^,6 0) ^.

a (A:) a (y)

Démonstration. — Soit D l'espace de Dirichlet spécial dont le
noyau est K. On note ||-|| la norme dans D. D'après la proposition 13
et le corollaire 2, on a, pour t > 0 quelconque, s^^- ̂  (/<). Comme
la fonction \\u^ || de t est localement bornée (cf. le corollaire 2), le
lemme 4 donne que, pour tç. > 0 quelconque, sup \\u^ \\ < °° et

t>tQ f '

lirn ||i^ I I = 0. Evidemment, pour 0 E C^ Fl D quelconque, la fonc-

tion (j)dSf de t est finie et continue, et donc (0 , °°) 3 t —> u^ est

faiblement continue dans D. Soit ^ la fonction définie-négative telle

que fc == — dx. Comme, pour tout entier m > 1 et tout nombre a >0,
^

inf \ x , 1 < t < m > 1/m" sur R" (cf. la démonstration du( V/ (ûx)
corollaire 2), on a

'\s\(x)\2 , r^Mi2,. f ̂ w , rlim / -L—— dx = /
.^t J i/y fYl J—r—— dx = / ————dx

^ (x) J ^ (x)

d'après le théorème de Lebesgue. Donc la fonction I I u^ \\ de t est
continue dans (0 , °°). On voit ainsi que (0 , o°) 3 t —> Uy est forte-
ment continue dans D et que lim \\u^ || = 0.

t—^oo t
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On sait déjà que, pour tout t > 0, K * s^ est finie et continue
dans R". Posons

M Oc , 0 = K *5,(x) == K *5, *5|^|(0)

dans R" x (0 , 00). Comme, pour ^ ^= 0 et x i-- 0, on a

M ( x , 0=0^,^),

où (• , •) désigne le produit scalaire associé, M est finie et continue
dans R" x (0 , oo) et s'annule à l'infini. En remarquant la continuité
uniforme de M sur tout compact, on voit qu'il existe une application
continue (0 , oo) 3 t —> §^ ^ (0 , §) telle que, pour t G (0 , oo) ,
t ' G (r , t + S^) et x G R" quelconques, |M (x , r) - M (x , t ' ) \ < ô
et que, pour un entier m > 1 quelconque, min {§^ ; 1/m < ^ < m}>0.
Soit^^ un point de S (0 ; t 4- §^) et posons

/a (x) -a0 , ) si x E CB(0 ; ̂  H B(0 ; r 4- ô,)
<ô (^) =

( 0 si xeB(0 ; r î U C B ( 0 ; ^ 4-0,)

Alors, d'après la proposition 13, s ̂ 5 (x) > 0 surCB(0 ; 0 H B(0 ; r 4-0^).

Posons

5^ (X)== (^5 (X)dx) 1 <s(x);

alors on obtient une famille (^,§)o<t<«> ^e foricti0^ ̂  0.
Montrons qu'elle est une famille demandée. On voit facilement

qu'elle vérifie les conditions (a), (b), (c), (d), (e) et (f). Comme les

fonctions f s ^ 5 (x) dx et \y^\ de t sont continues, la fonction

^-i a (x) - a (y^
a(x)(fs^(x)dx)

de (x , 0 est finie et continue dans (R" - {0} x (0 , <x>). En remar-
quant sa continuité uniforme sur tout compact, on voit que la condi-
tion (g) est vérifiée. Le lemme 5 est ainsi démontré.

Rappelons la notation/^ (x ; K.) définie dans (10).
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LEMME 6. — Supposons les mêmes conditions que dans le lemme
5. Soient [a , b\ m et 5 un intervalle fermé C (0 , oo), un entier > ï / a
et un nombre > 0. Alors il existe un nombre 77 > 0 tel que, pour tout
fç- [ a , b ] et tout x , y E CB (0 ; r ) n B ( 0 ;6) vérifiant \x-y\<7],

fim^'^) ft,m(y^) < 5.a (x) a (y)

Démonstration. — Soit a' une fonction > 0, finie et continue

dans R" telle que a ' ( x ) = a (x) sur CB (o ; —V Alors, pour t > —
\ m / m

quelconque,

fim (x » K) = af * 0e - K * ^f-l/m)) M

sur CB(0 ; 0. D'après la proposition 12, l'application ^ -> K — K. * e[
cy ^ ( K. — tf ^ P \ (~v\

est vaguement continue, et donc la fonction —————————t-—— de
a(x)

(x , 0 est finie et continue dans (R" — {0}) x (0 , oo). En remar-
quant sa continuité uniforme sur tout compact, on voit le lemme 6,

LEMME 7. — Soient K. et a les mêmes que dans le théorème 3
et supposons que a vérifie la condition (*) et a (x) > 0 dans R" — {0}.

Posons, pour un entier m > 1 , t G (— , oo) et 0 ̂  C^ ,
^m /

<m = cm (f » ^f.l/m dx + ̂ ',m (x î ^) rfx . 0m W = f^^m

et 0 (0 == ^ 0rfe^. ^4tor5', po^ 0 E 0^ quelconque, (0^)^=i converge

uniformément vers 0 ̂ r ^OK^ compact lorsque m -> °°.

Démonstration. — Posons e^ = c^ (^ ; /<) 51^ + /^ (x ; /<) rfx et

0m W = /0^e^. Comme 0 < c^ 0 ; /<) < 1 etfWs,,^ (x) dx

converge uniformément vers J 0d^ sur tout compact lorsque m —> °°,
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il suffit de montrer que (0^)^=i converge uniformément vers 0 sur

tout compact lorsque m —> °°. Comme J de\ < j d e ' ^ ^ < 1, il suffit

de le montrer dans le cas où 0 est infiniment dérivable. On a

0(x)=-(^2 ̂ ù^y'lx-^l2-^^)^

et d'après la proposition 12, on voit que les fonctions de (x , t)
j \x - ̂ l2"" de^(y) et j \x — y\2'~n de^y) sont finies et continues
dans R" x (0,oo).

Par conséquent il suffit de montrer que ( | \ x — y \ 2 ~ n d € ^ }
\J •' '"/m^l

converge d'une façon monotone vers ^ \x — y } 2 ' 9 1 de\(y) lorsque

m t °°, d'après le théorème de Dini. Supposons m < k. Alors, d'après
la remarque 4,/^(jc ; K) </^\ (x ; K) sur R" et, d'après le principe

de positivité de masse, on a ^ û^-i/^) ^ ^ ^ ( t - i / k ) ' Donc

c^ (t ; K)> c^(t ; K).

En vertu de la continuité vague de t—> e\ (cf. la proposition 12),
^ m^m^i converge vaguement vers e\ lorsque m—> °°. Par consé-

quent [ j \ x — y \ 2 ~ n d € t f f ^ ( y ) ) converge d'une manière décrois-
v * '772==1

santé vers f \x — y } 2 ' " de[(y) lorsque m —> °° comme cela résulte

de la formule

f\x -y^de^Çy)^ (fde^^JV^x)

- ̂  f^V^-V^s--1^^ ( s ) d s ,

où on a posé U^(x) = \x\2~n pour \x\ > t , U/x) = ^2-" pour \x\ < t,
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et h^ ^ (\x\) = f[ ^ (x). La démonstration est ainsi complète.

Démonstration du théorème 3. — On peut supposera ̂  0. Alors,
d'après la proposition 13, on a aÇx) > 0 dans R" — {0}. On voit que
les trois derniers lemmes s'appliquent à notre démonstration, d'après
le corollaire 2. On montrera seulement qu'il existe une mesure positive

À sur [1 , °°) telle que o^ (x)dx = f e\d\(t), où c^ (x) = a(x) sur

CB (0; 1) et c^ (x) = 0 dans B (0 ; 1). De la même manière, on arrivera
à la conclusion du théorème 3. Posons

St,m (x) =cm(t'' ^^Mm W + ̂ ,m (x - ̂

sur R^, où 5^ i/^ est la fonction obtenue dans le lemme 5. Alors on a

g,^W>0 sur CB(0;0. Posons ^0) =/g,^(x)dx ; alors ^

est finie et continue dans (0,°°), d'après la proposition 12. En vertu
du principe de positivité de masse, on a j8^ < 1. Soit k un entier
> 2. On pose, pour m > 2 quelconque,

û^ = , min ^0)>0.
1 ^ * ^ K

D'après les lemmes 5 et 6, il existe un entier p > 1 tel que, pour

t e [ l , k ] et x, y G CB(0;0 n B(0;fc) vérifiant \x-y\<-,
P

gt^mW _ gt^m (y) ^ J.

a(x) a(y) m '

f1 (x ' K )
carc(^ ; K.) < 1. En vertu de la condition (*) pour a, t1m——'— est

a(x)
décroissante au sens large lorsque r = \x\ (> 0 croît (voir aussi

s (x}
la remarque 7). D'après le lemme 5,-^-^"—— est aussi décroissante

a(x)
g (j^)

au sens large lorsque r (^ t) croît. Donc la fonction —t2m—— de x
a(x)

l'est aussi. Soit d^ une constante > 0 telle que a(x) = dç^g^ ^ (x)
sur S (0:1). Alors on a oi.(x)> d^g^^Çx) sur CB(0;1). Soit û^
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une constante > 0 telle que a(x) = û?o^i,w (x) + ^(i+i/p^m (x)
sur S (0 ; 1 + 1/p). Alors a(x) > ̂ i,^) + ^i ^(i + i/p) M sur

CB^O; 1 +-\ On obtient, par récurrence, une famille (^.^-Q1^-1

de constantes > 0 telle que

(fc-i)p-i
aÇx)> ^ û?/^l+//p),m(x)

sur CB (0 ;1) et que, pour un entier ; vérifiant 0 < i < (k — 1) p — 1,

(k-l)p-l

aW = ^ ^(l+//p),m (x) = Z ^(14-//p),^)
/=0 /=0

sur S (o ; 1 + î- V Pour tout x G CB(0; 1)OB(0; k), on choisitY p 1v P
un entier i tel que

0 < ? < (k- \)p- 1 et 1 + 1 < l ^ j <1 4-1-4-1-
P P

Soit y un point de S (0; 1 + —). Comme g^ ^ et a sont invariantes par

rotation^

( fe - i )p - i
Z rf^(l+//p),m(x)

7=0

a(x)
(fc- i )p- i (k-i)p-i

1: ^(i+y/p)^^) 1: ^(i^y^^M
7=0 7=0

a(x) a(y)

^-1)P-1 s (x) s (v) 1 (k~l)p~l( k - l ) p - l
y ^ g(l+/7p),mvA/ _ ^(1+77?)^^ ^_ y j
^ / <TrYt <rri^ m Là î 'a(x) m 7^0a(y)

Comme
(fc- i )p- i (fc-i)p-i^ ^- l ;P—l /> ^-1^J./-A

j ( X ^ x ) d X > ^ c?/J^l+/•/p),m(x)rfx>a»<,fc 1; d/.
/•=0 /=0
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on a
( k - l ) p - l .

V d. < —— / a, (x) dx.
/=o am^J

Posons b^ ^ ^f^Wdx/a^^ ; alors (&^^)^=2 est bornée, car,

pour t>— quelconque, f ë t ^ W ^ ^ f ^ t - i / m ) ' on P086

(fc- i)p-i
^m,^ = S ^/^ l+y/p) '

7 = 0

où e^^y/p) désigne la mesure d unité au point 14- — dans R'. Alors

onasupp(X^) C [l ,^L/û?\^< 6^^,

( l -^b^^)a,(x)<fg^(x)d\^^(t) (14)

dans B(0; k) et

y^(x)rfÀ^O) <^(x) (15)

sur R". Comme la suite (X^ fc)^=2 est vaguement bornée, on peut
supposer qu'elle converge vaguement vers la limite X^ lorsque m —> °°.
On a supp(À^) C [1 , k]. D'après le lemme 7, pour 0 G CK quelconque,

la suite ( J ^OO.^w (x)^ )w=2 ^e fonctions de t converge uniformé-

ment vers \ j)de\ sur [ 1 , k} lorsque m —> °°, et donc on a

^jj<f>(x)g^ (x)dxd\^^(t) =ff (f>(x)de[(x)d\(t)

Comme (f) est quelconque, ( j e^ d^m,/c)m=2 converge vaguement

vers e^d\(t) dans R" lorsque m—> oo, où e\ ̂  ^ g f ^ W d x .

Regardons (14) et (15) ; en faisant tendre m vers l'infini, on a

a,(x)dx = fe\d\(t)
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dans B(0; k) et

a^(x)dx> fe\d\(t)

dans R". Considérons finalement la suite (X^)^ de mesures positives
dans (0 , oo). En rappelant la forme de \^, on voit que \ < \ ̂ ,
^ = ^+1 d^s (0, k) et supp(X^)C [1 , f e ] , Donc (X^)^ converge
vaguement vers la limite À lorsque k —> °o Comme À > \ (k = 2,3....),

fe[d\(t) </6^X(0 < ̂ (x)rfx,

d'où a^(x)û?x = j €^d\(t). La démonstration est ainsi complète.

En utilisant les théorèmes 1 et 3, on donne une condition suf-
fisante pour qu'un noyau de Frostman-Kunugui soit un noyau de
Dirichlet.

THEOREME 4. - Soit K ^ 0 un noyau de Frostman-Kunugui sur
R" de classe C2 en dehors de 0 et a la densité continue de A/< en
dehors de 0. Si a vérifie la condition (*), alors K est de la forme

K = KQ + cr2""

où KQ est un noyau de Dirichlet et où c est une constante > 0.

Démonstration. - D'après le théorème 1, il existe un noyau de
Dirichlet K.' sur R" invariant par rotation tel que

K * K ' = —————— r2~n

(^-2)c^

Soit ^ la fonction définie-négative telle que k ' == —dx. Comme
^(AK) * K. == - e, la remarque 1 donne que la mesure singulière asso-

ciée à V/ est a(x)dx. Notons

\ p ( x ) = c ^ -t-c^ \x\2 +^(1 - c o s ( 2 ' ï ï x ' y ) ) a ( y ) d y ,

où c^ et c^ sont de constantes > 0.
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Supposons a = 0. Alors c^ > 0 ou bien c^ > 0. Comme

-^=^-4^

c c
on a K = -————— r 2 ' " -(-——e, car K s'annule à rinfini. Donc(n - 2) o?^ 47T2

K est un noyau de Dirichlet.
Supposons a ̂  0. Posons

V/o(x) == c^ \x\2 + J\l - cos(27rx . y ) ) a . ( y ) d y

sur R'1 ; alors V/o est définie-négative et invariante par rotation.
D'après le lemme 1, il existe un noyau de Dirichlet K'Q invariant par

-7 1rotation tel que KQ = — dx. D'après le théorème 1, il existe un noyau
^ o

de Frostman-Kunugui KQ tel que

K-O * KO == -——-—— r2 -n.(n - 2) o^

Si Ci > 0, alors CdK' < oo et K'Q - K = c^ KQ * /<', et donc

^o * ^' = KO * /<o * (6 - c! ̂ ^ =7——^——('•2-M - c-i r2^ * /<')
(,7Î — 1) 0)^

= (/<--——c———r2-} *^.
V (n - 2) ̂  /

y»

En vertu de l'injectivité de K ' , on a /<o == ^ — ————1——''2~'ï Posons
(?î - 2) c^

c,
c = —————— ; alors on a

(n - 2) o^

/< = KQ 4- cr2"".

SiCi = 0, évidemment /< = KQ.
Montrons que KQ est un noyau de Dirichlet. On suppose d'abord

c^ 1=- 0. D'après le corollaire 2, on a, pour tout t > 0, ^ Eg^/^).
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Donc le théorème 3 donne que, pour t > 0 quelconque, il existe une
mesure positive \ sur [t , °°) telle que

a,(x)dx =fe, d\ (p),

où c^Qc) = 0 dans B (0 ; t\ c^ (x) = a (x) sur CB(0 ; 0 et où e^
est la mesure balayée de e sur CB (0 ; p) relativement à /<o. Comme

1^(0) = 0, la proposition 7 donne que, pour tout p > 0, f d e ' = 1,

et donc on a J rfX^ = ^ W ̂ x ^ °°- Comme a ̂  a^ et

^ * (^ rfx) = //<o * e; J\(p) < (/J\ ) KQ == (/a, (x) rfx) ^ ,

on obtient, d'après la proposition 8, que KQ est un noyau de Frostman-
Kunugui, et donc KQ est un noyau de Dirichlet, d'après le théorème 1.

Supposons que c^ = 0. Pour un entier m > 1, posons

^m( x )=——l x l 2 + M )̂
TYl

sur R" ; alors il existe un noyau de Dirichlet K^ invariant par rota-
^ 1tion tel que ̂  = —— dx. Soit K^ un noyau de Frostman-Kunugui

T m

tel que K^ * K^ = ——————r2"". On voit alors que K^ est aussi
(n — 2) o?^

un noyau de Frostman-Kunugui et que K^ est un noyau de Dirichlet.
Evidemment (A/<^)^^ converge vers A/<o au sens des distributions
dans R" lorsque m —> °°. Donc A/<^ > 0 au sens des distributions en
dehors de 0. Comme KQ ^ 0 et K.Q s'annule à l'infini, KQ est un noyau
de Frostman-Kunugui et donc, en utilisant encore le théorème 1, KQ
est un noyau de Dirichlet. La démonstration est ainsi complète.

Dans le théorème 4, nous ne savons pas maintenant si KQ + cr2""
est toujours un noyau de Dirichlet.

Pour p > 0 quelconque, on note G_ le noyau de Dirichlet sur
R" dont la transformée de Fourier est égale à (p + 47^2 |x|2) - l dx.

Evidemment G/) = —————— r2"" et G est égal à une fonction > 0
(/î-2)c^ p
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continue au sens large dans R" et infiniment dérivable en dehors
deO.

Remarque 9. — a) La famille (G ) o es^ une résolvante ; c'est-
à-dire, pour p > 0, q > 0 quelconques, Gp — G^ = (q — p) G * G
et lim G = GQ .

p-^o
b) il existe une fonction 0 < a (p , t) < 1 continue dans (0 , 00) x

(0 , °°) telle que, pour t G (0 , °°) quelconque, la fonction a (p , t) dep

soit infiniment dérivable et strictement croissante et que ———— s.
a ( p , t ) f

soit la mesure balayée de e sur CB(0 ; t) relativement à G .
c) Soient x , y G R" - {0} donnés. Si \x\ < \y\, alors la fonc-

tion —p—— dep est strictement décroissante lorsque p croît.
Gp (x)
En effet, (a) est bien connu. Comme (— A + pe) * G = e,

la mesure balayée de e sur CB (0 ; t) relativement à G est portée
par S(0 ; 0 et invariante par rotation, et donc elle est proportion-

nelle à s^. En récrivant ———— s., on peut définir la fonction a (p , t)
^(P , t )

dans (0 , °°) x (0 , °°). Elle est évidemment finie et continue et on a
d

a(p , t) > 1. Comme —G. = - G * G,, et
dp •

,(,,,) =G^^),
Gp (^,)

où |x,| = t, la fonction a(p , t) de p est infiniment dérivable. Soient
0 < p < q quelconques. Comme G = G * (e + (q — p) G ), on
voit facilement a(p , t) G * s^ < a(q , t) G * s ^ , d'où

a (p , t) < a (q , t).

On choisit encore une constante b > 0 tel que bG * 5^1 = G sur
S(0 ; \x\). Comme Gp = G, * (e + (q - p) Gp), on a bGy * s ^ < G p .

dans CB (0 ; \x\), d'où bGy * s^, (y) < Gp (y). Comme

^ *s\x\=a^. M) G,
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sur CB (0 ; |x|), on a Ga-(x) > ̂ -^, d'où (c).
Gp (x) Gp 00

Le théorème 4 donne immédiatement le corollaire suivant :

C O R O L L A I R E 4. — Soit \ une mesure positive sur [0 , oo) telle

que f — d\ (p) < o° et soit c une constante > 0. Alors ce + / G., d\ (p)
i p J •

est un noyau de Dirichlet dès que (X , c) ̂  (0,0).

Démonstration. — On peut supposer c = 0. D'après (a) de la
remarque 9, il suffit de le montrer dans le cas où À ({0}) = 0. Comme
r°°!
/ — d\ (p) < °° et lim pG = e (vaguement), le noyau de convo-

J! P P^°°

lution j G d\ (p) a un sens. Donc il suffît de montrer que la fonction

fpGp d\ (p) dans R" - {0} vérifie la condition (*), car AGp = pGp

en dehors de 0. On a, pour t > 0,

Çf pG^ d\ (p)) * s, = fa (p , t) pGp d\ (p)

dans CB(0 ; t). Soient x , y E CB(0 ; t) et supposons |x| < \y\.
G (y)

Comme la fonction a (p , t) de p est croissante et la fonction —E——
Gp (x)

de p est décroissante, on a

fpG^(y)d\(p) fa (p , ^) pGp 00 rfÀ (p)
——————————^ ——————————————

J^G^ (x) rfX (p) f a ( p , t ) pGp (x) d\ (p)

(fpG^x)d\(p))^s,
et donc ————————————— est décroissante lorsque r = |x| (> r)

/pG^x)dX(p)

croît. La démonstration est ainsi complète.
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6. Applications du théorème 4.

Ce paragraphe sera consacré à l'étude des conditions suffisantes
plus concrètes pour qu'un noyau de Frostman-Kunugui soit un noyau
de Dirichlet.

Remarque 10. — Soit a une fonction > 0 en dehors de 0 de classe
\ ( y ( ' y \

C2 et invariante par rotation. Si a vérifie la condition (*), alors———
a(x)

est décroissante au sens large lorsque r = \x\ croît.
En effet, soient x , y G R" - {0} et supposons \x\ < \y\. En

vertu de la condition (*) pour a, on a, pour 0 < t < \x [quelconque,

^ (/a(x-z)û?^(z)-a(x)) -^(ja(y-z)ds,(z)-a(y))

a(x) ^ a(y)

Ac^(x) Ao'(y)
En faisant t { 0, on arrive à l'inégalité ——— > ———, d'où la re-

a(x) a(y)
marque 10.

SiJ a(x)dx < o°, on a Aa > 0 en dehors deO, d'après la
\x\> 1

proposition 13. Réciproquement on aura le lemme suivant :

LEMME 8. - Soit a une fonction > 0 dans R" - {0} de classe
C2 et invariante par rotation. Supposons que A a > 0 en dehors de

0 et que j a(x) dx < oo. Si, pour t > 0 quelconque, la fonction
M>1

jAa(x - y ) ds^(y) ____
—-———————-— de x dans CB(0; t) est décroissante au sens large
ja(x - y ) d s ^ ( y )

lorsque r = \x\ (> t) croît, alors a vérifie la condition ( * ) .

Démonstration. — Soit 0 la fonction dans (0 , oo) définie par
0(!.x|2"") = a(x) ; alors 0 est de classe C2 . Comme a est sous-

harmonique dans R" - {0} et f 0 (\x\2~n)dx < oo, 0est convexe
\x\^l
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et strictement croissante avec t. On a aussi lim 0(^) = 0. Par consé-
f t 0

quent a est strictement décroissante lorsque r(> 0) croît, et on a
lim^ ^W = 0. Supposons que a ne vérifie pas la condition (*). Alors

il existe ̂  > 0 et ̂  , ̂  ^ CB(0;^) tels que Ix^ | < \x^ \ et

a(x,) f^^-V^s^W

a(x, ) /•1 / >(̂  -y)ds^(y)
'Q

Posons ^ = |̂  [ et, pour r G [0, ^ ) quelconque,

Ja(^ -3;)^ (y)/c) ' --——,
Ja(x^ -y)ds^)

où Sy = e. Alors / une fonction finie et continue sur [0, t ) et de
classe C1 dans (0, ^). Comme lim a(x) = 0, on a, pour x. (i = ï , 2),

-^-/a(x,-j0^(z)

= ô (n-l)1^^/^^ - ̂ ) ̂ /'^ - z I2"" c?(^ -^) (z)

= ̂ - -Ci < f Ao;(xl -J;) ̂  = ̂  ""^ p"-1 ̂ /Aa^ -^) ̂  (y)-
Donc on a

^ /?"- ' rfp /Aa(x^ - y) ds (y)
—(t) = t 1 - " ^——————————————————
c?^ /•

Ja(^ -j')û?^(y)

/?"-1 rfp /Aa(x, - j/) ̂  0) foi(x^ - y) ds, (y^
x i -^———-————————————_ ____________

^p"-1 dpfâaÇx, -y)ds^(y) fa(x, -y)ds,(y)/
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Soit TE [0, ^ ] vérifiant f(t) = max [f(t) ; t e [0, ^ ]}. Alors on a
/(O > /(O) et T^ 0. Comme, pour t G [0 ,7] quelconque,

jAa(^ ->0^00
———————————— </(0 < /(T)
jAa(^ -.y)û^(y)

— rf/ -
et / n'est pas constante sur [0, t}, on a —(^) < 0. Mais cela est en

dt
contradiction avec la définition de t . La démonstration est ainsi
complète.

Regardons la présente démonstration ; alors on voit la remarque
suivante :

Remarque 11. — Soit K un noyau de Frostman-Kunugui sur R".
Si A2 K > 0 au sens des distributions en dehors de 0, alors il existe
une fonction 0 > 0 finie, continue, croissante au sens large et convexe
dans (0 , °°), et une seule telle que A/< = ^(Ixl 2 "") dx dans R" — {0}.

En effet, comme AK définit une mesure positive dans R" — {0}

/ |jc|2
et ————- d^KÇx) < °°, on l'obtient de la même manière que dans

1 + |x|2
la proposition 1. Dans ce cas, on a lim (j>(t) = 0.

t ^ r 0

Préparons encore le lemme suivant :

LEMME 9. — Soit 0 une fonction > 0, convexe et croissante au
i f / .'\

sens large dans (0 , °°) de classe C1 et supposons que —— t est crois-
0(0

santé au sens largeavec t. Soient t, ̂ , a^ C (0 , °°) vérifiant t <â^ ^a^
et posons x, = (a^ , 0, . . . , 0), x^ = (a^ , 0 , . . . , 0) E R". Si, pour
Y\ ' Y 2 G s(<)^ ̂  l-^i ~ ^i K l-^i - y ̂ \,alors on a

0(1^ -^il2"^ ̂  -^l2"")
0(|Xi -J^l2-")" 0(1^ -^l2-") '

Démonstration. - Posons 0^ =Ly^Ox^ et Q^ =Ly^ Ox^
(0 < 6, < TT) ;
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alors |x, - Y J \ = (a? + t2 - 2a;/cos^.)l/2 ( i , f = 1,2). Comme
\x\ — Y\ \ ̂  \x\ — y-î\ ,onï6i "^ 0^.0n pose

^.(0) = (a?+ t2 -2a,tcosô)1'2 (i = 1 , 2 ;0 <(? < v)

et

,__ 0(P2(9)2-")f(6)=
0(pi(0)2-"),2-m•

Alors il suffit de montrer que f(9) est croissante au sens large avec 6.
Calculons la dérivée /'de/ ; alors, pour 9 £ (0, ir) quelconque,

1 f'(8)
t(n-2)sm6 f(ô)

^ aipt(8)-"<t>'(Pi (g)2-") a,,p^(8)-n<|>'(p^6)2-n)
0(Pl(0)2-") 0(P2(0)2-")

= -^__ .̂ W)2 .̂. (@))2-n a. <t>'W'1). ̂

Pl(9)2 009i(9)2-") 1 P,^)2 0^(0)2-") 2

ûi û^
Comme 0 < t < a^ < û^ 5 on a ——^~T ^ ——^""î • Ayant

P\(or P ' i ( Q )

^(0)2-" > p,(0)2-"

j .^ /' ,\
et—— t étant croissante au sens large avec t, on a/'(0) > 0. Le lemme

0(0

9 et ainsi démontré.
Montrons notre deuxième théorème principal.

THEOREME 5. — Soit K. un noyau de Frostman-Kunugui sur R"
et $ la fonction convexe associée à K. Supposons que K, possède la
densité K de classe C4 en dehors de 0. Si les deux conditions suivantes
( 1 ) et (2) sont vérifiées, alors K. est de la forme

K = KQ + cr2"",

où KQ est un noyau de Dirichlet et où c est une constante > 0.
A 2 Y,(-y\

(1) AK > 0 dans R" — {0} et ———— est décroissante au sensAKÇx)
large lorsque r = \x\ (> 0) croît.
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^" ( t ) d2^
(2) .. t est croissante au sens large avec t (> Q\où $" =- ——

^P (0 dt2

et ^n = d3 <S>/dt3.

Démonstration. - Montrons d'abord que A2 K(x) > 0 en dehors
de 0. Supposons qu'il existe XQ ^ O G R " tel que A^KQcoXO.

A2 K(jc)
Comme A2 K est invariante par rotation et ———— est décroissante

AK(x)
au sens large lorsque r > 0 croît, on a A2]?- < 0 sur CB(0; to), où
ÎQ = \XQ\. Comme AK > 0 dans R" — {0}, on peut choisir une fonc-
tion G > 0 finie et continue dans R" telle que G = AK sur CB(0 ; ̂ ).
Soit / une fonction ^ 0 de C^ portée par B(0; to). Alors on peut
choisir une fonction^ G CK portée par B(0 ; to) telle que

r2-» * f (x )<G*g(x)

sur B(0 ; 2to). Comme G * g - r2"" * / est surharmonique en dehors
de CB(0 ; 2to) et on a lim (G * g(x) - r2-" * f(x)) > 0, on a

|X|-^°o

aussi G * g(x) > r2-" * f(x) sur CB(0 ; 2 to\ et doncfG(x) dx = oo.

Mais cela est en contradiction avec j AK(x) dx < °° (cf. la pro-
\x\^l

position 3 et la remarque 1), d'où A2 K(x) > 0 dans R" - {0}.
Rappelons la remarque 11 ; alors on voit qu'il existe une fonc-

tion 0> 0 croissante et convexe dans (O,00) telle que lim 0(0 = 0
î ^ O

et AK(x) = (t>(\x\2~~n) en dehors de 0. Evidemment 0 est de classe
C2. Comme 0(0 = (n - 2)2 <î>"(t) t^-^-^^on a

0^) ^(t) 2(n - 1)
^"^(O^ n - 2 ' (16)

0'(0
condition (2), —— t est croissante au sens large avec t.

0(0
Montrons que AK vérifie la condition (*). Posons, pour t > 0,

f^KÇx - y ) d s , ( y )
d,(x) =————————————

/AK(x - y ) d s , ( y )
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dans CB(0; t), où SQ = e. D'après le lemme 8, il suffit de montrer
que, pour t > 0 quelconque, d^x) est décroissante au sens large lorsque
r = \x\ (> t) croît. Soient a^a^ç. (0, oo) tels que t < a^ a^ et
posons x, = (a, , 0 , . . . , 0), ^ = (^ , 0 , . . . , 0) G R". Pour
Q G [0 , 7r] quelconque, on note

a . (0)=AK(^.-^) et rf;(0)=^(^.-^) (, = l , 2),

où ^ est un point de S(0 ;Q tel que Lx^Oy^ = 0. Evidemment
Ve n'est pas unique dès que 0 ^J). Mais, AK et ^ étant invariantes
par rotation, on voit que S;, et d, sont bien définies sur [0, TT]. Elles
sont finies et continues sur [0 , TT]. Soit ̂  la mesure positive sur [0 , TT]

définie parj fds^ =ffdSf pour toute la fonction /finie et continue

sur [0 , TT], où/est lafonction surS(0; t) définie par f(y) = f(Lxfty),

D'après le lemme 9,-—- est croissante au sens large avec Q. Comme

do est décroissante au sens large lorsque r (> 0) croît, d, est décrois-
sante au sens large sur [0, TT] Ci = 1,2) et on a d,(0)> 3^(0) sur
[0, 7r]. Donc on a

fAK(x^ -y)ds,(y) fa^0)d^(e) f^(e)d,(6)d7^6)

fWx, -y)ds,(y) fa, (0)^(0) fa, (6)d, (0) d7^9)

fa^9)d^e) d^ÇO) f ^K(x^ - y) ds,(y)

/^ (0)^(0)^(0) f^K(x, -y)ds,(y)

>

d'où G^(xi)> dt(x^\ Comme df(x) est invariante par rotation et
ûi , û?2 sont quelconques, df(x) est décroissante au sens large lorsque
r = \x\ (> t) croît. Ainsi AK vérifie la condition (*). D'après le théo-
rème 4, on arrive à notre conclusion. La démonstration est complète.

Remarque 12. - Dans le présent théorème, si <ï> vérifie encore
la condition suivante (3), alors K est un noyau de Dirichlet.

(3) lim î^ = 0.
t->0 t
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Le corollaire suivant est un résultat immédiat du théorème 5.

COROLLAIRE 5. — Soit K un noyau de Frostman-Kunugui sur R"
et supposons que AK = (|)(\x\2~~n) dx en dehors de 0, où 0 est une
fonction > 0 convexe et croissante au sens large dans (0 , 00) de classe

i i / j \ j./ ' f f -f'\
C2. Si ——— t et —— t1 sont croissantes au sens large avec t, alors

0 (t) 0 (t)
K est de la forme

K = KQ + cr2~n,

où KQ est un noyau de Dirichlet et où c est une constante > 0.

Démonstration. — On a

A00^Q _^Êfw2^n 12-^2 _L
0(|x|2-") vz 2/ 0(|x|2-") w ) \x\2

en dehors de 0. Donc K vérifie la condition (1) dans le théorème 5.
D'après (16), on voit que K vérifie la condition (2) dans le théorème
5. Par conséquent le théorème 5 donne le corollaire 5.

Considérons le noyau de Riesz-Frostman r7"" (0 < 7 < 2). On
note symboliquement r7"" le noyau de convolution \x\7~n dx dans
R". Le corollaire 6 est déjà connu (cf. [10]). On Fobtient directement.

COROLLAIRE 6. — Soit \ une mesure positive ^ 0 sur (0 , 2]

vérifiant f —d\(j) < °°. Alors r7~n d\(j) est un noyau de Dirichlet

sur R".

Démonstration. — Posons K =J ^7-M rfXCy). Comme

/ dK = CL? I —d\(y) < 00

'1^1 n j 7

K. est un noyau de convolution. Il suffît de le montrer dans le cas où

À ( { 2 } ) = 0 , car lim ( fr7-" d\(y) + X ( { 2 } ) (^-n - r2-")) = K.
i 8 t 2 vl/ /

Posons
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r "-^-i
00) =J ^ "-2 (n - 7) (2 - 7) d\(j)

dans (0 , oo) ; alors on a A/< = 0(|^|2-") û?x en dehors de 0. Un calcul
0'(0 0"(0élémentaire donne que —— t et —— t2 sont croissantes au sens large
0(0 0(0

avec ^. Comme X({2}) = 0, K vérifie la condition (3) dans la remarque
12. Par conséquent K est un noyau de Dirichlet.

Remarque 13. — Soit À une mesure positive dans (0 , 2) de masse

totale finie et posons a(x) =j Ixj-7-" d\(y) en dehors deO. Alors a

vérifie la condition (*), car on a, avec une constante c > 0,
A|x|2-7-" = \x\-^-n|c^ dans R" - {0}, et donc

a(x) = A fl^l2-7-" c^ d\(j) dans R" - {0}.

En vertu du théorème 3, on voit, que pour tout t > 0, a^dx est
représentée par l'intégrale (13).
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