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STRUCTURES DE CONTACT
SUR LES FIBRES PRINCIPAUX EN CERCLES

DE DIMENSION TROIS

par Robert LUTZ

Le présent travail a deux objectifs :
1 ) Trouver toutes les structures de contact invariantes par rapport

à une action libre de S1 sur une variété compacte orientable de dimen-
sion 3, en utilisant la géométrie des fibres principaux en cercles.

2) Trouver, en réponse à une question classique de S. Chem,
C. Loewner et probablement H. Hopf, des structures de contact non
isomorphes sur une même variété.

Rappelons qu'une forme de contact sur une variété M^+i est une
forme de Pfaff a? telle que a? A d^ soit sans zéros ; une structure de
contact est un champ de 2p- plans défini par une forme de contact.

Deux structures de contact sont isomorphes si les formes qui les
définissent sont conjuguées par un difféomorphisme h, i.e. si
/ ^CJA G;' =0.

On sait (voir [9]) que, si co^ est une famille à un paramètre de
formes de contact, il existe une isotopie h^ avec h^ = id telle que
h^Q A <^ = 0 ; l'isotopie h^ s'obtient en intégrant le champ de
vecteurs X^ défini de manière unique par les conditions co.(X.) = 0
et (X^Jûfœ^ — o^) A o^ = 0 ; il en résulte par convexité le théorème
de stabilité démontré initialement par J.W. Gray ([5]) en réponse par-
tielle à la question 2) :

si deux formes de contact sont assez voisines au sens de la C1-
topologie, elles sont conjuguées.

La question 2) est particulièrement intéressante lorsqu'il s'agit
d'un fibre projectif cotangent P* V : la forme de Liouville-Cartan de
T*V y induit, par l'intermédiaire de métriques riemanniennes arbi-
traires, une famille de structures de contact toutes isomorphes. Ces
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structures sont importantes en mécanique et on peut se demander si la
condition de contact est leur privilège exclusif.

En tout cas, les structures régulières de Boothby-Wang ([!]), qui
sont à la fois invariantes et transverses aux orbites d'une action libre
de S1 sont toutes isomorphes sur une même variété de dimension 3
munie d'une telle action (Pro. 2.2).

C'est en abandonnant la condition de transversalité que l'on peut
espérer obtenir des structures de contact non isomorphes.

L'ensemble "singulier" le long duquel une forme de contact in-
variante est tangente à l'orbite de l'action détermine alors, à l'orienta-
tion près, la classe d'isomorphie équivariante de la structure de contact
associée à cette forme (Théorème 2.3).

La trame de cet article est la suivante :
Au § 1 et 2 on détermine, à isomorphisme équivariant près, toutes

les formes de contact invariantes sur un fibre principal M3——> B^ de
groupe S1, où M et B sont compactes orientables.

Au § 3, on montre que toutes les classes d'homotopie de formes
de Pfaff invariantes sans zéros sur M contiennent une telle forme de
contact.

Il se trouve que le problème 2) se ramène, via une forme faible du
théorème d'isotopie de J. Cerf, et dans le cas des fibres ci-dessus tels
que le revêtement universel de M soit S3, au résultat suivant (Th. 4.3) :
toute classe d'homotopie de formes sans zéros sur S3 contient une
forme de contact induite par une forme de contact invariante sur M.

On en déduit (Th. 4.4) que sous les mêmes hypothèses, il y a sur
M une infinité de structures de contact deux à deux non isomorphes.

Les variétés concernées sont les espaces lenticulaires, en particu-
lier l'espace projectif réel P^ qui est difféomorphe à P* S2 ; ceci
montre qu'il peut y avoir beaucoup de structures de contact non iso-
morphes à celles de Liouville sur un fibre projectif cotangent.

Par ailleurs, hormis sur S3, les constructions "invariantes" ne don-
nent pas de formes de contact dans toutes les classes d'homotopie de
formes sans zéros sur l'espace total d'un fibre principal en cercles de
dim.3.

En fait, sur toute variété compacte orientable de dim. 3, fîbrée
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ou non, toute classe d'homotopie de formes sans zéros contient une
forme de contact.

On en déduit que, si le revêtement universel de la variété est la
sphère S3, il existe sur elle une infinité de structures de contact non
isomorphes.

Ces résultats qui nécessitent la construction de formes de contact
beaucoup plus "tordues" que des formes invariantes, font l'objet d'une
autre publication ; chirurgies et invariants de Hopf y remplacent fibra-
tions et degrés utilisés ici.

1. Construction de formes de contact invariantes sur un fibre
principal M 3 ——> B^ .

Dans les parties 1, 2, 3 de cet article, on considère un fibre princi-
pal M—> B de groupe S1, les variétés M (resp. B) étant compactes,
connexes, de dimensions 3 (resp. 2) et orientables. On note Z le champ
de vecteurs associé à l'action de S1 sur M, et T? une forme de connexion
telle que 17 (Z) = 1 et ZJdi? = 0. La forme de courbure vient de la
base ; on pose dr\ == q* n .

1.1. Soit a? une forme de Pfaff sur M, invariante par rapport à
l'action de S1. La fonction a? (Z) est invariante, car

L^o; = Û?(CD(Z)) + ZJrfco == 0 .

Posons co(Z) = q * ^ p . Comme cj — (q*^p) r] est horizontale et inva-
riante, il existe une forme j3 sur B telle que a? == ( q * ^ p ) r ] + q* fî.

1.2. La forme invariante eu est de contact (en abrégé F.C.I.) ssi
eu A d^û est sans zéros sur M, ou encore ssi (p2^ -h ^pdft + j3 A d^p est
sans zéros sur B.

L'ensemble singulier S de a? est l'ensemble des points de B
au-dessus desquels le noyau de co est tangent à la fibre, c'est-à-dire
^-1 (0) ; c'est une sous-variété compacte de B, donc une réunion de cer-
cles disjoints.

Sur 2 la condition de contact se réduit à (S A d^p sans zéros ; sur
B — £ elle s'écrit Î2 + d ( I S / ^ p ) sans zéros, ces deux formes ayant même
orientation.
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On se propose de répondre à la question suivante : étant donnée
une réunion finie 2 de cercles 7, deux à deux disjoints plongés dans B,
existe-t-il une F.CJ. sur M admettant 2 comme ensemble singulier ?(*)

La condition (S) suivante est évidemment nécessaire : les compo-
santes connexes de B — 2 peuvent être munies de signes + ou — de
façon que deux composantes adjacentes aient des signes opposés ; il
existe alors une fonction <^ sur B telle que d^p soit sans zéros sur 2 et
^(O)^ 2.

Remarquons que sur la sphère S2 la condition (S) est vérifiée pour
toute 2, en vertu du théorème de Jordan.

1.3. Cas^ vide.

La forme de contact éventuelle cj est alors régulière au sens de
Boothby-Wang ([!]), et le problème revient à trouver une 1-forme ^ sur
B telle que Î2 + d^ soit sans zéros. Cela suppose la classe caractéristique
[SI} du fibre non nulle, l'orientation de a? (i.e. celle de la forme volume
a? A do?) étant déterminée par cette classe.

Compte tenu de la classification des fibres de groupe S1 (cf. [6]),
cela signifie que le fibre induit sur B (revêtement universel de B) est non
trivial.

P R O P O S I T I O N . — Si le fibre induit sur B est non trivial, il existe
sur M —> B une F.C.I. régulière.

En effet, soit v une forme volume sur B telle que f v = 1 (B
r B

étant orientée) ; si k = / Î2 la forme Sî — kv est exacte, d'où une
"B

forme ^ telle que SI -\- d^ = kv. L'hypothèse implique k ^ 0, ce qui
achève la démonstration.

1.4. Cas 2 non vide.

T H E O R E M E . —Soit 2 une sous-variété compacte de B vérifiant
(S). Alors il existe sur tout fibre principal de groupe S1 au-dessus de B
une F.CJ. admettant 2 comme ensemble singulier ; l'orientation de
cette forme est arbitraire. La démonstration se fait en trois étapes.

(*) Cette question est un cas particulier du problème général des formes de
contact invariantes par rapport à une action libre du tore T^, étudié dans [8] et
[8'].
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Soit 2 = U J i . On oriente B de manière arbitraire.
j

a) Soit T un voisinage de 2, difféomorphe à 2 x ] — e, + e [ ;
la propriété (s) permet de prolonger la projection (x , t) -> t en une
fonction ^ sur B telle que \^\ > e en dehors de T. Sur T, il existe
une 1-forme fermée PQ telle que j3o A d^p > 0 et donc

ûWo/^) = O/^o A ̂  sur T - 2 .

Soit /; un réel positif ; sur T — 2 , on a

Î2 + ûWo/^) = " + W^)2 |So A ̂

La forme Î2 étant bornée par rapport à ^ A ûf^ , il suffit que A: soit
assez grand pour que Î2 + (Kk^l^) soit positive sur T — 2, et donc
que k^Q donne une solution du problème au-dessus de T.

b) Soit e' < e et K = ^(R -] - e', 4- e'[). D'après le choix
de (R, on a B — K C T et les composantes connexes A^. de K sont
des sous-variétés compactes à bord de B. Au voisinage de chaque A^.,
il existe une 2-forme v^ telle que ^2 + v^ > 0. Comme H2 (A^., R) = 0,
il existe des 1-formes ^ telles que v^ = d^ ; on obtient ainsi au voi-
sinage de K une forme Ç telle que d^ + Î2 > 0. La forme |3' = ̂
donne alors une solution du problème au-dessus de K.

c) Soit / : R ——> [ 0 , 1 ] telle que

( / ( O = 0 en dehors de ] - e , - e' [U] e\ e[
j f\t) > 0 sur ]e \e[ et < 0 sur ] - e , - e ' [ .

D'après a) et b), la condition de contact est vérifiée par

^ = (^)r? + ^?*P,
^ = ( /o ^) ^ + (1 - /o ^)^o,

sauf peut-être au-dessus de T H K. Or, sur T Fi K, on a

Î2 +rf(^)= ( /o^ ) (J(^)+Î2)+(1 -/o^^WW +î2)

+ (/7<P) (û^ A ^' - ^^^ A ^)

Par convexité, la somme des deux premiers termes est positive ; le
dernier terme vaut (/7^) (k — c) j3ç A d^p où c est la composante
de jî' sur jS^ dans T H K par rapport à la base (PQ , d^p).
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Or /7^ est positive ou nulle et c bornée sur T H K ; en a) le réel
k est soumis à la seule condition d'être assez grand ; il suffit qu'il le
soit assez pour majorer c pour que cj soit de contact sur M en entier.
L'orientation de a; est liée à celle que l'on a choisie arbitrairement
surB.

On peut se demander si par quelque autre construction, il est
possible d'obtenir sur M —> B des F.C.I. essentiellement différentes
de celles que l'on vient de trouver ; le § 2 répond négativement à
cette question.

2. Classification équivariante.

On se propose de classifier les F.C.I. sur le fibre M —> B à
conjugaison équivariante près, au sens suivant :

a; et a/ sont conjuguées s'il existe un difféomorphisme h qui
commute avec l'action de S1, tel que h* a? A a/ = 0, ou encore
/z* a? = juia/ avec fi invariante et sans zéros.

2.1. On peut suivre une déformation o?^ de F.C.I. par une isoto-
pie équivariante : le champ X^ (voir les rappels) commute avec
Z ; les difféomorphismes h^ sont donc équivariants et les fonctions
fi^ invariantes.

Par convexité, on en déduit la stabilité équivariante :

P R O P O S I T I O N . - Deux F.C.I. suffisamment C1-voisines sont
conjuguées par un difféomorphisme équivariant.

2.2. Cas régulier.

PROPOSITION. - Soient a; et a?' deux F.C.I. régulières sur M ;
alors elles sont conjuguées par un difféomorphisme équivariant qui
conserve l'orientation.

En effet, CJ/G;(Z) et c j ' / c ô ' Ç Z ) sont des formes de connexion
de courbures respectives q*Sî et q*^ où Sî et î2' sont des formes
volume sur B, de même orientation puisque leur classe de cohomologie
est la même. Il en résulte, par convexité, que tSÎ + (1 - t) Sî' est
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sans zéros, ce qui montre que les formes invariantes

^ = t^l^ CL) + (1 - t) ûW (Z)

sont de contact. Elles sont donc conjuguées d'après 2.1., par un dif-
féomorphisme équivariant qui conserve l'orientation.

2.3. Cas non régulier.

La géométrie de l'ensemble singulier S d'une F.C.I. est évidem-
ment conservée par conjugaison équivariante. On se propose de com-
parer deux F.C.I. telles qu'il existe un difféomorphisme équivariant
qui échange q~1 (2) et q~1 (2'). Il revient au même de comparer deux
F.C.I. qui ont même ensemble singulier.

THEOREME. -Soient a; et eu' deux F.C.I. sur M—> B, ayant
même ensemble singulier 2 et même orientation. Alors il existe un
difféomorphisme équivariant positif, isotope à l'identité, qui fixe les
points de 2, tel que h* cj = /za/ où p. est une fonction invariante
sans zéros.

Remarquons que, si le fibre induit sur B est non trivial, deux
F.C.I. d'orientation opposée ne peuvent être conjuguées par un dif-
féomorphisme équivariant : il devrait renverser l'orientation, et donc,
en l'appliquant à une connexion de contact fournie par 1.3., don-
ner sur B un difféomorphisme qui transforme la classe caractéristique
du fibre en son opposée tout en la conservant, bien qu'elle soit non
nulle.

Démonstration du théorème.
a) L'hypothèse implique que, sur B — 2, l'une des fonctions ̂

ou — {?' a le même signe que ^ (on pose co = q ^ ^ p r ] 4- q * f S et
^ == q ^ ^ p ' r ] + q * I S ' ) . On peut donc, sans modifier l'orientation
de <A/, supposer que <p et ^ aient partout même signe. Sur 2, on a
alors d^ = ^ d^p, où ^ est une fonction positive et, pour l'orientation
convenable de B, j3 A d^p > 0 et fî' A d^ > 0.

Sur un voisinage W de 2 , on a j3' = a d^p + b <3, et donc b > 0 ;
on prolonge b en une fonction positive sur B. La forme o//^ est inva-
riante et de contact, ce qui ramène au cas où j3' = a d^p + {S au voisi-
nage de 2.
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Soit Y le champ de vecteurs sur ^"^(W) défini par co(Y) == 1,
Y (<^) = 0 et T? (Y) = 0. On montre aisément que [Y , Z] = 0.

Soit W' un voisinage de S contenu dans W et /une fonction po-
sitive ou nulle valant 1 au voisinage de 2 et 0 en dehors de W'. Le
champ Y = (^*/) Y commute avec Z et coïncide avec Y au voi-
sinage de 2. Notons p ( s , x) le flot associé à Y sur M ; il commute
avec l'action de S1.

Pour t^ [0 , 1] posons ( h^(x) = p ( t a ( x ) <^(x), x) sur W
( h,(x) = id. sur M - W

(ce qui est cohérent puisque p ( s , x ) = x sur M — W').
Alors :

— hf commute avec l'action de S1 et h^ = id.
— si q (x) E S , h,(x) == p (x , 0) = x
— /^ * a; = a?' et ( p o q o h ^ ' = ^ p o q
— le jacobien de /^ vaut sur W 1 + tf\ (a)^p

Comme 0 < / < 1, si on choisit W' assez petit pour que |Y (a) ̂  \ < 1
dessus, chaque h^ sera une submersion de M sur lui-même ; la contre
image d'un pointa par/^ a un nombre fini et constant de points ; si
q ( y ) E 2 , elle contient le seul point y , ce qui montre que h^ est un
difféomorphisme équivariant.

b) On est maintenant ramené au cas où cj et a/ coïncident en
tout point de 2. La forme o?^ = (1 — t) cj -+- t ̂ f est invariante et
de contact pour tout t E [0 , 1] au voisinage de q~1 (2). D'après 2.1.
il existe sur ce voisinage un champ X^ tel que cj^ A (L^ o^ "~ co^) = 0 ;
on le prolonge facilement à M et on obtient par intégration une iso-
topie k^ de difféomorphismes équivariants, égaux à l'id. sur 2 et tels
que k^ <jù A a ) ' = 0 au voisinage de 2 .

c) On suppose maintenant que a? = a/ au voisinage de 2 .
Alors, sur M — 2, on a <^ = JLI(^' où jn est une fonction posi-

tive, égale à 1 au voisinage de 2 .
Posons <^ = toù + ( ! '— t) q* juo/ sur M — 2

cûf = a? au voisinage de 2
on a ^ = </? pour tout ^ ; les co^ sont de contact près de 2 ; ailleurs,
on vérifie facilement la condition de contact par convexité.
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On conclut comme précédemment, grâce à 2.1., ce qui achève
la démonstration.

Remarques. — b) et c) montrent qu'il y a un modèle local pour
les structures de contact invariantes au voisinage de leur ensemble
singulier.

— Le théorème 2.3. montre que la construction du § 1 donne,
à isomorphie équivariante près, toutes les S.C.I. sur M —> B.

On se propose maintenant de déterminer les classes d'homotopie
de formes de Pfaff invariantes sans zéros sur M—> B qui contien-
nent une F.C.I.

3. Classification homo topique.

3.1. Choix d'une base de formes invariantes.

Soit 7 un plongement de B dans R3 (il en existe car B est orien-
table) tel que l'image de 7 contienne le disque unité D défini par
Xi = 0 et x\ + je2 < 1. Soient ^ trois fonctions telles que sur D,
^ = 1, V/^ = V/3 = 0 et que, le long de 7(B) (que l'on identifie
désormais à B) le champ ^/i ô/ôx^ + ^ 3/3^2 + ^3 ̂ /^a soit
transverse à 7.

Les formes invariantes c .̂ = (^* 1^)17 4- q * j * d X f sont alors
indépendantes en chaque point de M.

Sur cette base, une forme de Pfaff invariante sans zéros donne,
après normalisation, une application A = (jn^ , JLI^ , ^3) de B dans
la sphère unité S2. Après choix d'une orientation de B et S2, le degré
de A détermine entièrement la classe d'homotopie de A et donc aussi
celle de la forme invariante, (voir par ex. [10]). Sur le disque D, on
a JLI^ = {p, si a? = q * ^ p r ] + q * P , d'après les choix ci-dessus.

3.2. Soit C un cercle intérieur à D. D'après la construction du § 1,
il existe une F.C.I. Ç dont l'ensemble singulier soit C, d'orientation
arbitraire. La forme Ç/^(Z) est définie, invariante, de contact au-
dessus d'un voisinage de B — D, et vaut 1 sur Z. Elle se prolonge
en une forme de connexion qui sera désormais la forme 17 utilisée
ci-dessus.
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On va calculer le degré de l'application A associée à une F.C.I. co
qui coïncide avec T? au voisinage de B — D, après normalisation.

Notons 2"' = rf>~1 (10 ,oo[) et 2~ = ^-1 ( ]—o°,0] ) ; ce sont des
sous variétés de B de bord commun 2, et on a 2 ~ CD.

3.3. Notons AQ l'application associée à T? ; elle vaut (1 ,0,0) sur D
et A = AQ sur B — D. Soit y = (a , b , c) une valeur régulière de A avec
a < 0 (il en existe d'après Sard) ; alors y est valeur régulière de Aç car
A ^ O Q C B - D .

Il en résulte que degré A = degré Ao + degré A, où A est l'appli-
cation de S2 ——> S2 qui vaut (1 , 0 , 0 ) sur une hémisphère et A sur
l'autre, identifiée à D. Il reste à calculer le degré de A ; choisissons pour
cela une 2-forme v sur la sphère d'arrivée (z\ + z2 + z| = 1) de la ma-
nière suivante :

( v = 0 pour z^ > 0
( v = d(k(z^dz^ — z ^ d z ^ ) ) pour z^ < 0

où k est une fonction de z2 + z2 égale à 1/2 TT (z2 + z2 ) pour assurer la
compatibilité de cette définition.

On a j 2 v = 1, d'après la formule de Stokes. Il en résulte que

degré A = f A*v ; or A*i; = 0 sur D H 2+, et donc
s

degré A = f d(koX(^d^ - ̂ d^)) = (l/27r) f
E- ^E

(^2^3 -^3^2)

puisque ^i2 + ^2 = 1 sur 2. Dans cette intégrale, 2 est orientée
comme bord de 2 ~, lui même orienté comme D.

Or, la condition de contact impose j3 A d^p sans zéros sur 2. L'ap-
plication (^,^3) d'une composante 2, de 2 dans S1 est donc homo-

( ô<p ô<^ \
tope à l'application —— ? — ——) , qui est de degré 1, pour l'orienta-

3^3 Qx^ '
tion usuelle de 2,.

Il en résulte que degré A = nombre de 2, extérieurs — nombre de
2, intérieurs. Notons e(2,) = + 1 pour un bord extérieur de 2~

= — 1 pour un bord intérieur de 2~
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On obtient ainsi le

L E M M E . — Degré A = degré AQ + ^ e(S,).
i

3.4. Exemples.

n cercles
n cercles

I: ^ (2,) = n ^e (£,) = 1 - n
i

3.5. Les deux configurations ci-dessus peuvent toutes être ob-
tenues par des F.C.I. d'après le § 1. Cependant, il convient d'assumer la
contrainte supplémentaire a? = r\ au-dessus de B — D.

Avec les notations de 1.4., cela équivaut à j3 = 0 et (p = 1 sur
B — D. Comme 17 est de contact au-dessus d'un voisinage de B — D, il
suffit de prendre le cercle C des configurations 3.4. assez proche de 3D
pour que la construction 1.4. convienne en modifiant </? entre 3D et C,
avec (3 = 0 sur la composante connexe de K (cf. 1.4.b) qui contient
B — D, et en prenant bien entendu T (cf. 1.4 .a) dans D. Par ailleurs,
l'orientation de 17 en (3.2) est arbitraire, ce achève de démontrer le

T H E O R E M E . — Soit M3 —> B^ un fibre principal en cercles de
base compacte orientable. Alors, dans chaque classe d'homotopie de
formes de Pfaff invariantes sans zéros sur ce fibre, il existe deux for-
mes de contact invariantes d'orientation opposée.

3.6. Remarques. — i) D'après l'étude ci-dessus et les résultats du
§ 2, il y a dans une même classe d'homotopie une infinité de formes de
contact invariantes deux à deux non conjuguées par un difféomor-
phisme équivariant : le nombre de cercles S .̂ peut augmenter arbitraire-
ment sans que la somme e (2^.) varie.
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ii) Deux formes de Pfaff invariantes sans zéros peuvent être
homotopes comme formes sans zéros sans l'être comme formes inva-
riantes.

iii) Les formes invariantes ne se trouvent pas dans toutes les classes
d'homotopie de formes sans zéros.

4. Cas de fibres dont l'espace total admet pour revêtement S3 .
Q

4.1. Soit toujours un fibre principal M3——> B^. On suppose que
le revêtement universel de M est la sphère S3 .

La suite exacte de Thom Gysin donne les relations suivantes entre
les nombres de Betti de B et ceux de M :

mo == bo = 1

m^ = &i + &Q — ja où p. est le rang de l'application linéaire

V/ : H°(B)——> H^B)
s;—> s u e

6 étant la classe caractéristique du fibre.
Si JLI == 0 on a m^ = b^ 4- 1.
Si {JL = 1 on a m^ = b^.

Or si S3—^ M est un revêtement à k feuillets, l'homorphisme
TT* : H^M.R)—> H^S^R) = {0} est injectif de sorte que
H1 (M , R) = {0} ; il en résulte que ^ = 1 et b^ =0 . Compte tenu de
la classification des surfaces compactes orientables, B est difféomor-
phe à la sphère S2.

Les fibres principaux en cercles au-dessus de S2 sont entièrement
déterminés par leur classe 6, dont toutes les valeurs sont obtenues par
les fibrations des espaces lenticulaires. Il en résulte que M est difféo-
morphe à l'espace lenticulaire L^ de groupe Z^, le fibre composé

S3.

étant isomorphe à la fibration de Hopf de S3 au-dessus de S2 .
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Notons TT l'invariant de Hopf tel que H (p) = 1.

4.2. Soit (0^,0^,03) une base de formes invariantes sans zéros
sur M. Alors (TT*^ , 7r*a^ , TT*^) est une base de formes sur S3, in-
variantes pour p. La classe d'homotopie d'une forme sans zéros (inva-
riante ou non) sur S3 est déterminée par H(/) où/est l'application de
S ——> S2 associée aux composantes de cette forme sur la base (7r*a.).

Soit (jù une forme invariante sur M et A : S3——> S2 l'application
qui lui est associée sur la base (a,).

Alors l'application/associée à TT^O) est A ° p .
Il en résulte que H (/) = H (p) x (degré A)2 = (degré A)2 .
Soit T un difféomorphisme de S3 sur lui-même qui renverse l'orien-

tation. Alors, pour T* GJ, o n a H ( T * 7 r * o j ) = - H(TT*Û; ) .
Il en résulte immédiatement la

PROPOSITION. --

i) toute forme sans zéros sur S3 est homotope a une forme de
type TT* a? où a? est une forme invariante sur M —> S2.

ii) si deux formes invariantes sans zéros a? et a?' sur M sont homo-
topes comme formes sans zéros, 7r*a? est homotope à 7r*a/ (ou à
r* TT* < j ù ' ) comme forme invariante sans zéros.

Cependant, il est faux que toute forme sur M3 soit homotope à
une forme invariante : les applications / : N3——> S2 ne sont pas ho-
motopes à une application qui se factorise à travers q ; de manière pré-
cise, si Î2 est une 2-forme d'intégrale 1 sur S2 , la classe de cohomologie
de /*^2 (qui est entière, donc stable par homotopie) dans H2 (M , R)
doit être un multiple entier de celle de^*î2 pour que/soit homotope
à une application qui se factorise.

4.3. D'après le théorème 3.5, la forme a; de la proposition précé-
dente peut être choisie de contact, ce qui donne le

-a TT

T H E O R E M E . —Soit S ——> M^ un revêtement, ̂  étant munie
d'une action libre de S1. Alors pour toute forme sans zéros ^ sur S3

il existe une forme de contact invariante co sur M^, d'orientation arbi-
traire, telle que 7r*o? soit homotope à Ç comme forme sans zéros.

4.4. On est maintenant en mesure de démontrer le

THEOREME . — Avec les hypothèses de 4.3., il existe deux familles
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{eu,.} ^ {<^} î € Z d^ formes de contact invariantes, deux à deux non
conjuguées, telles que pour tout i, û;, est homotope à c^ ei d'orienta-
tion opposée. La classe d'homotopie sur S3 de TT* cu^ est arbitraire.

D'après 4.1. ce résultat s'applique uniquement aux espaces lenti-
culaires L (p , q) en particulier à P^ = P* S2.

Démonstration. — Les formes de contact ù;, et a;,' étant fournies
par le théorème 4.3., supposons c .̂ et co. conjuguées : il existe un
difféomorphisme h de M sur lui-même tel que A*ù^. = Xo?y, donc
h* (c .̂ A Jeu,) = X^.A dœ..

Comme eu, et cj sont de même orientation, h est un difféomor-
phisme positif.

Le revêtement h ° TT : S3 ——^ M 3 se factorise par TT en

h ° TT = TT o h ,

où /z est un difféormorphisme positif de S3 sur M.
Il en résulte que (X o 7r) TT* o;y = 7T*/î*a^ = /î*7r*c^.
D'après le théorème de J. Cerf ([2]), il existe une isotopie g^ telle

que go = Id et gi = h, de sorte que la forme g^ 7T*cj, est de contact
pour tout t.

Les formes (X ° TT) 7r*o;y et 7r*c^. sont alors isotopes comme
formes de contact, donc en particulier homotopes comme formes
sans zéros. Or sur S3, une forme est homotope à son opposée, de sorte
que 7r*cjy et 7r*o;, sont homotopes quelque soit le signe de X. Mais
alors i = /.

On démontre de même que les a? \ sont deux à deux conjuguées.
Il reste a?, et a?^. Reprenant le même argument pour TT* Cx .̂ et T* TT* Cx^.,
où T est la symétrie par rapport à une variable sur S3, on obtient TT* a?,
homotope à T*7r*a^, ce qui est exclu car il est facile de voir que T*
ne laisse aucune classe d'homotopie de formes sans zéros sur S3 fixe.

4.5. Remarque. —Dans la démonstration précédente on se sert
selement du fait que g? TT* a?, est une forme sans zéros. On peut rem-
placer le théorème de Cerf par la propriété plus faible suivante :

Soit f un difféomorphisme positif de S3 sur S3. Alors il existe une
famille (f^, F^) de morphismes du fibre tangent telle que (/o, Fo) = id^
^(/i^)^/,/1).
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