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PROPAGATION DES SINGULARITÉS
DES SOLUTIONS D^ÉQUATIONS

PSEUDO-DIFFÉRENTIELLES
QUASI HOMOGÈNES

par Richard LASCAR

INTRODUCTION

L'objet du présent travail est l'étude de la propagation des
singularités des solutions de certaines équations pseudo-
différentielles à caractéristiques multiples via des hypothèses
de quasi-homogénéité sur les symboles.

La propagation des singularités des solutions de l'équation
1 ô n~~l ô2

de Schrôdinger — — — ^ —^ (voir Hôrmander [12])
i ôo^ ^=i ôcïy

nous a servi de modèle.
Nous prouvons la propagation des singularités par une

estimation de type Carleman (voir Unterberger [16] et Duis-
termaat [5]).

Dans les sections § 1, 2 et 3 nous procédons à quelques
constructi ons prélimi naires.

Dans § 4 et 5 nous prouvons des résultats de propagation
de singularités.

Dans § 6 nous construisons des distributions singulières
(voir Boutet de Monvel [4]).

Enfin dans § 7 nous appliquons ces résultats à l'étude d'une
classe d'opérateurs pseudo-différentiels à caractéristiques
multiples.
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1. PRÉLIMINAIRES
L'ENSEMBLE DES SYMBOLES S^

Nous donnons ici, une construction, assez classique, de classes
de symboles d'ordre variable « à croissance non isotrope à
l'infini » pour les preuves nous renvoyons à [14] et [15].

Soit donc M = (^i, . . . , (JL^) un N-uple de nombres
^ > 0; nous noterons:

(1.1) pi = inf ̂  ^ + 8 = inf {^ > (i},
< f

v == sup ,̂ 81 = inf(^ 8)
i-

Soit X <= R" une partie ouverte, on fait opérer R+ sur
X X R^ par les dilatations H?1 :

t > 0, {x, Ç) e X X R^^,
(1.2) H?^, Ç) = (^, ̂  ^, . . . ,^^)

Une partie F c: X X (R^O), ouverte, est dite un M-
cône anisotrope si elle est stable par les transformations H^,
t > 0.

Donnons les définitions suivantes :

DÉFINITION 1.1. — Une fonction. — fe C°°(r) est dite
M.-quasi homogène de degré m si :

f^f.îïf^t^ t > 0

Un champ de secteur Y est dit M-quasi homogène de degré 0
si:

V/*e C^F), ( > 0 (Y/*) o H?1 = Y(/*o H?1)

Pour décrire le comportement à l'infini d'un symbole M-
quasi homogène introduisons la définition suivante :

DÉFINITION 1.2. — Soit F un M-cône, f et g 2 fonctions
positives dans F. On dira que g domine f et on écrira f ï g
si pour tout M-sous-cône F' de F, à base compacte, il existe C
et C' > 0 tels que:

f ^ Cg pour |Ç| > C' et {x, Ç) G F'.
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Quand f ̂  g et g ^ f on écrira f w g (f et g « équi-
valentes » à l'infini).

Notons [Ç] le prolongement quasi homogène de la fonction
N

égale à 1 sur la sphère unité S^-i : S ^2 = l? 1! est donné
par l'équation implicite : 7==1

^ ^°- .lil^1
De plus il existe un nombre d > 0 tel que [Ç]^ est sous-

additive et on a :

(1.4) |Ç|^ ^ [Ç] < |̂
Si À est une fonction quasi homogène, strictement positive
on a

x ^ [çj
et si /* est quasi homogène de degré m dans F on a

1/1 ^ [^m

Ces considérations motivent la définition :

DÉFINITION 1.3. — Soit m un réel, on désignera par S^(F)
V ensemble des fonctions a{x, Ç) de C^F) vérifiant: Pour tous
champs de secteurs Xi, . . . , Xp, C00 M quasi homogènes de degré 0
dans F on a:

|X,, ...,X,a| ^ (1+ [Ç])'»

La classe S^(F) ne dépend pas du choix de la fonction [Ç]
mais seulement de sa classe d'équivalence modulo ».
Indiquons

PROPOSITION 1.1. — Soit aeC'°(r) , a est dans S^(T)
si, et seulement si : Pour tout a n — multi-indice, et P N —
multi-indice on a :

(1.5) \{iD^{iD^a(x, S)| ^ (1 + [^-^

où

p . M = S !̂ .j=i



82 R. LASCAR

PROPOSITION 1.2. :
- On a les inclusions S^^0 c: S^(F) <= S^^ avec la

notation des classes S^g [Hôrmander [9]).
— ^ aGS^(F) et b e S^F) afor^:

a& e SS^r) ^ D^D^a e S^-13•M(^).

Introduisons maintenant des symboles d'ordre variable.

DÉFINITION 1.4. — Soit k un réel^ et p(a?, Ç) u/ze fonction
réelle^ quasi homogène de degré 0 dans F. Désignons par
S^(X) l'ensemble des symboles a(x^ Ç) Je C^r) vérifiant:
Pour tous champs de vecteurs Xi, . . ., Xp quasi homogènes de
degré 0 dans F

|X,, . . ., X,a| ^ (1 + [S])^ (Log (1 + [S]))^.

Notons A?^ la fonction (1 + [Ç])^) (Log (1 + [Ç]))\

PROPOSITION 1.3. — A?'^ est dans S^^. On a en effet

W ̂  ̂ k = ÇW ̂  Log [1 + H)

+(1+[S])-1R^-1—[Ç])A^
ô^

+^A^- l( l+[Ç])- l [Ç]-^ô [Ç]
"^

eî

-0. AF^ == -ô^- A?'^1

Ô^ (^Xj

Par suite si X est un champ de vecteurs quasi homogène de
degré 0 :

XAF^ = ̂  ^A^+7 où les a, e S^(F)
—i

et par induction si Xi, . . ., Xp sont quasi homogènes de de gré 0

X,, ...,X,A^=Ïa,A^-
—P

où les (x.j e S^(F), d'où l'estimation

Xi, . . . , X^AF-^I $ A^^
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PROPOSITION 1.4. :

— a e S^^r) si, et seulement si, a vérifie une estimation:

\{iD^{iD^a{x, Ç)| ^ (1 + [Ç^-^ (Log (1 + [Ç]))^|aHpl

— Si aeS^(r), 6 e S^ afo^:

a& G S^'^r) et DSD|a G SM-P-^-H^+IPI.

PROPOSITION 1.5. :
— Si p < 0- 6Î07Z5 F OU p ^ (7 ^ /C ^ l OU 0 :

^P,^ C- ^'7,^
^M - ^M

— Si p ^ r(r e R) rfa/z^ F, 5^ k+ = sup (0, /c), et si
Von désigne par s un nombre positif on a :

S.^(F) c: sT^-^
M v / ^-/v—s^

(a^ec la notation de Hormander [10]).

Indiquons maintenant une propriété d'invariance par difîéo-
morphismes des classes S|;^(r).

PROPOSITION 1.6. — Soit

Fi c X X (R^O) (resp ̂  ci Y X (R^\0))

un MI (resp Mg) quasi-cône et p une fonction de C^r^)
M^-homogène de degré 0.

5^ ^ : r^ -> r^ e5( une application C30 commutant aux
dilatations

(i.e. W11 = H^2 o ^)
afor5 51

aeS^(r,), ao^eS^(I \ )

Ceci permet de définir une classe S^T^XVO), quand X
est une variété bien décomposée en un produit compatible
avec les poids du N-uple M, que l'on qualifiera de « M
variété ».
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2. LES OPÉRATEURS ASSOCIÉS AUX CLASSES
DE SYMBOLE S^

Dans cette section nous construisons une classe d'opérateurs,
pseudo-différentiels associés aux symboles S^ pour lesquels
nous donnons un calcul symbolique.

L'étude du crochet de deux de ces opérateurs montre le rôle
que joue un crochet de Poisson « partiel » ne faisant intervenir
que les variables associées au poids d'homogénéité le plus
faible, qui conditionnera le reste de cette étude.

DÉFINITION 2.1. — Soit ç>{x, Ç) réelle et bornée, C°° et
M-homogène de degré 0 sur X X (R^O). Désignons par
OPS^X) l'ensemble des opérateurs pseudo différentiels associés
aux symboles de S^(X X R^O).

Pour conduire l'étude de ces opérateurs introduisons :

DÉFINITION 2.2. — Soit pi(.r, y, Ç) réelle, bornée, C00 et
M-homogène de degré 0 sur X X X X (R^O). Désignons par
OP^'^X) l'ensemble des opérateurs A : Co°(X) -> C°°(X)
de la forme
Au(x) = (2^)- ffa(x, y, ^-^{y) dy d^ + Ru, u G Q°(X)

ou a{x, y , Ç) cS^X X X X (R^O)) et où R est un
opérateur régularisant.

PROPOSITION 2.1. — Soit A e OPy^^ on peut lui associer
une fonction c^(x, S) telle que :

(2.1) Au{x) = (270)-" fa^x, Ç)^û(Ç) d^ + R^.

De plus si p === pi|a.=y(i.e. p(^, Ç) == pi(^, ,̂ ^)) OTZ a:

(2.1)' (TA - (27r)-" S ^ ̂ DQ^a^, î/, Ç)|,^
0^|a|</

eS^-^^X x (R^O))
pour tout entier l.

On peut se limiter au cas où a est proprement supporté.
Il suffit en fait de démontrer la proposition dans le cas où pi
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est constante, en effet supposons ce résultat établi et écrivons :

a^ Ç) - S 1/oc !(^-)D?a(.r, y , Ç)|^
0^|a|<^

-^A- 5 )- S -^rn
\ o^ |a l<Mi/ /^ |a |<M^

II est clair que rn e S.^-^^
Soient donc m et m' réels tels que

m' < mf pi ^ sup pi < m.

Alors ^eS^-^^2^ et si Pon choisit Mi > l/pi(m - m'),
on a ^ e S^'^, d'où le résultat.

Supposons donc pi == w; a^x, 73) est donné (cf. Hôrman-
der [9]) par

^(^ TQ) == jy&(^ y, ^)e-170 rfy ^e
où

^(^ y, '^o) == ̂  ̂  + y, r^)
et si

b(x,Q^)= fb{x,y^)e-^dy
on a

(TA^, ^) = J'6(^ 6, 7] + 6) dQ

et d'après la formule de Taylor on a :

r = cr,.̂  73) - S 1/oc KD^D,)̂  ̂  73)1^0
0^|a|<^

== jjo1 ( 1 - ^ ) ? S e^D,)̂  e, 73 + tô) de dt
l\ |a|==^

or pour . reKc:c:X; on a donc des estimations pour tout
entier v :

\W^b(x, e, Y))| ^ c(l + |e|)-(i + [^r-^
et

(i + [-ri + tô])'»-?-" ^ c(i + [T)])'»-P•M(l + [(e])!'»-?-»1!
Prenant v assez grand on a donc :

|r| ^ C(l + [7)])'»-!1'

c.q.f.d.
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Donnons une notion de symbole principal qui fournira un
calcul symbolique relativement simple :

DÉFINITION 2.3. — Soit A e OPS^X) de symbole a$
la classe de a modulo S^^^X), notée ^(A), sera appelée
symbole principal de A.

[Il est clair que (ï(A) ne dépend pas du choix du symbole a
de A.]

PROPOSITION 2.2. — 1) A est dans OPS^\ de symbole a,
l'opérateur adjoint A* est dans OPSj^X) et son symbole a*
vérifie :

>/l entier a* - ^ l̂ a ̂ (D^D^a e S '̂'̂
a^l / |</

et:
a(A*) = a(A)

2) Si A (resp B) est un opérateur propre de

OPSy" (resp OPS^)

alors B o A est dans OPS^'^ et son symbole c{x^ Ç)
vérifie :

c - S A (^^^(D,)^
a a •

p^5 précisément

c - S ± (^DO^D^a e S^-^^
0^|al<r a •

pour tout entier r ^ 0, ^

<r(B o A) = (r(B)a(A).

Ceci est une conséquence de la proposition 2.1.

Remarques. — 1) Nous pouvons maintenant étudier le
crochet [A, B] == AB — BA de deux opérateurs, [A, B] est
dans OPS^"^'^42 et on vérifie que si l'on pose

81 =int(^ S)
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(où rappelons-le, [L = inf (^.) et [L + S == inf (^. > ^))

,(rA B1) - -1- V ^"(A) ̂  _ ̂ 1 ̂  ̂  sp,..̂ ^
V L ? j / i ̂  0^. 0 .̂ ô^. ô^. M

^
en particulier si S ^ pi, (r([AB"|) = — {cr(A) , cr(B)}M avec:

p, q e C^X\0), {p, ç}, = S ̂  M - ̂  ̂
[̂ [i Ô^ 0^- Ô^- 0^.

dans tous les cas la partie <( prépondérante à l'infini » de

o([A,B]) est 4{a(A) , CT(B)}M.(/
2) Tout ce qui a été défini, ou montré, plus haut concernant

les classes d'opérateurs OPS^X), peut être transposé dans
le cas d'opérateurs d'ordre fixe m e R, de classes analogues
OPSïi(X). (La règle est de faire p = m = cte et d'« oublier »
l'autre indice.)

Définissons également des opérateurs à symbole M-
hornogène :

DÉFINITION 2.4. — Classe OPSM-homogéne? on dira que
A e OPS^ a un symbole M-homogène s'il existe ao{x, Ç) quasi
homogène de degré m sur X X R" — 0 vérifiant :

o(A) - Çao e S^X X R"-0),

pour une fonction Ç(Ç) telle que 1 — Ç e Co°.

[Il est clair que Oo ne dépend ni de Ç, ni du choix de
CT(A).] Enfin précisons que l'on peut définir une classe

OPS^(T*X\0)
quand X est une M-variété.

3. UN FRONT D^ONDE ET DES ESPACES
DE SOBOLEV ANISOTROPES

Dans ce paragraphe nous référons à Hôrmander [10] :

DÉFINITION 3.1 M-côîze caractéristique. — Soit AeOPS^(X)
et a(x, S) un symbole principal de A on désignera par ensemble
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caractéristique de A carM A === {(x, Ç) e T*X — 0 tel que
|lim inflf-^) (Log (1 + ^-^(rr, ^.S)| == 0}.

(•>+!»

carM A est une partie M-conique de T*X — 0, fermée,
ne dépendant pas du choix du symbole principal de A (et
bien définie si X est une M-variété).

Si A e OPS^_homogène(X) a pour symbole principal M-homo-
gène OQ, alors carM A == a^ÇO).

DÉFINITION 3.2. — Tout AeOPS^(X) tel que carM A == 0
sera dit M-elliptique.

Utilisant le calcul symbolique construit dans la partie § 2
on peut construire des parametrix pour les opérateurs M-
elliptiques.

PROPOSITION 3.1. — Tout A de OPS^(X) M-elliptique,
propre, admet une parametrix, propre, dans OPSiii^'^X) :
Le. 3B e OPSy-'(X) propre, tel que AB — 1 - 0 {et

BA - 1 - 0).

COROLLAIRE. — Soit A-M- elliptique.
Vu e <^'(X) sing sup Au = sing sup u.

Nous sommes amenés à introduire une notion de front d'onde
adaptée aux opérateurs quasi homogènes.

DÉFINITION 3.3. — Soit u e ^'(X) on pose

WFM(U) = F| carM (A), A e OPS^X)
Auec30

(propre).
Nous laissons au lecteur la vérification des propriétés

suivantes qui résultent de l'inversion locale des opérateurs
quasi homogènes elliptiques.

PROPOSITION 3.2. — WFM(u) est M-cône fermé dont la
projection est égale à sing sup u.

PROPOSITION 3.3 :
"A e OPS%(X) WFM(AU) c: WFM(u) c: WFM(Au) u carM A.
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Pour étudier plus précisément la « régularité » définissons
des espaces de Sobolev appropriés :

DÉFINITION 3.4. — Désignons par

H^(X) = {u e ^(X)|3A 6 OPS^(X),

M-elliptique, propre, tel que Au G Lfo^X)}.
(Nous supposerons que X a été muni S une densité de sorte

que V espace L^X) est défini.)

Les opérateurs de OPS^ opèrent dans les « espaces de
Sobolev d'ordre variable » H^(X) :

PROPOSITION 3.4. — Tout A e OPS^°(X), propre^ est continu
L^oc -> Lfoc- Utilisant la proposition 1.5 (2e partie) l'inclusion

S°M°(X x (R^O)) <= S^-^(X x (R^O)) :

pour 0 < s < 1/2 pi/v prouve notre assertion. Indiquons cepen-
dant un lemme dont on déduirait facilement la continuité L2

des opérateurs de OPS^°, et qui nous sera utile plus loin.

PROPOSITION 3.4'. — Soit A e OPSy auto-adjoint
(A* == A) dont le symbole principal <7(A) est « essentiellement
positif » au sens: Re (^(A)) <; A^1, afor^ on joeu< construire
un opérateur B, M-elliptique de OPS^2'^2 (propre si A l'est)
tel que :

A - B*B.

Notons que l'hypothèse A* == A entraîne que
Im (T(A) e S^'24^

puis désignons par Bo un opérateur de OPS^2'^2, de sym-
bole réel bo tel que pour r c e K < = < = X et [Ç] assez grand
on ait |&ol 2 — Re ^(A-) == 0 (voir proposition 3.1).

A — B^Bo est, par suite, dans OPS^'^2.
Puis construisons des suites d'opérateurs

(B .̂) et (R^.) de OPS^2-^''2^

et respectivement OPS^-^'^27

telles que :

R , = A - ( B o + • • • + B^^^Bo + ... +B^).
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Si BQ, . . . , By_i sont construits, Rj est donné auto-adjoint
et son symbole r, est la somme d'un symbole réel de S^""^4-2-7

et d'un symbole de S^4-1^^2^2. Si B, est un opérateur
de OPS^2-7^' de symbole &, égal (pour [Ç] assez grand)
à — ^ J - alors

2bo

R,^ = R, + BÎ(Bo + • • • + B,_i) + (Bo + • • • + B,_i)B^
a pour symbole modulo S^~~^'+1^' ^+2^+2

Q + 5^o + bobj soit r, — Re (r,)

qui est d'ordre S^-0'"^^2^2 en vertu d'une remarque faite
00

plus haut, et enfin il est clair que l'on peut construire B ^ ^ B
qui répond à la question, o

La définition et la proposition qui suivent précisent le
comportement des opérateurs de OPSg^ dans ces espaces.

DÉFINITION 3.5. - u est îî^ en {x^ Ço) ^ T*X\0 si

u = ui + ^2 ui e H^(X) et {x,, Ço) i WFM(u).

PROPOSITION 3.5. — Soient F une partie M-conique de
T*X\0, p, a, T 3 fonctions, réelles, bornées M-homogènes de
degré 0 sur T*X\0, /c, /, l e R, telles que

inf ( p — a — r ) > 0 ou p — G — T ^ O
r

d!an5 F ^ k — j — l ^ 0 afor^ 51 u e ^'(X) est H|̂  dan5
F ^ si A G OPS^'(X), propre, Au est H^ dan5 F.

(Nous laissons la preuve aux soins du lecteur.) Il en résulte :

COROLLAIRE. — H^ c: Hj^ si i n f ( p — r) > 0 ou

p — T ^ 0 ^ /c — Z ^ 0.

Indiquons, enfin, une description utile en image Fourier
du front d'onde anisotrope :

PROPOSITION 3.6. — Soit u e ^'(X) et (xo, ^) un point
de T*X\0. ! ^
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(^o? ^o) ^ WFM(^) si, et seulement si, il existe v e ^,(X)
telle que :

y = u dans un voisinage de XQ et ^(Ç) est à décroissance
rapide dans un voisinage M-conique de Ço-

II suffit de prendre les opérateurs A de la définition 3.3
de la forme : A.{x, D) = b{^)a(x) où 6(^) est M-homogène
de degré 0

a{x,) 0 0 et &(Ço) ^ 0

et de poser ^ = au.
Nous verrons plus loin comment ce front d'onde apparaît

pour les problèmes que nous avons à traiter comme un raffi-
nement du front d'onde usuel.

4. PROPAGATION DES SINGULARITÉS : CAS RÉEL

Nous allons montrer pour des opérateurs à partie principale
quasi homogène réelle un théorème de propagation des singu-
larités analogue au cas classique du « type principal réel »
(cf. Duistermaat-Hôrmander [6], section 3.2).

1 ô n~l / ô \2

L'opérateur de Schrôdinger S = — — — + V ( — )
7 ?^ 'V ^^ \ ̂  ̂  /L ^^n 1=1 V0^/

est un opérateur quasi homogène de degré 2 si l'on attribue
à ^ le poids 2 et aux ^ i ^ i ^ n — 1 le poids 1;
rappelons à son propos la propriété suivante.

Si f e ^'(X), Sf e C°° alors sing sup f est une réunion de
droites contenues dans les hyperplans x-^ = cte.

Nous allons commencer par définir les courbes sur lesquelles
se propageront les singularités.

Préliminaires.

Soit X un ouvert de R", p^(^, S) une fonction C°° sur
T*X\0, quasi homogène de degré m, P{x, D) un opérateur
pseudo-différentiel de OPS^(X) de symbole principal
Pm(^ S)-
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Nous dirons que P{x, D) est un opérateur quasi homogène
à caractéristiques simples si :

(4.1) d^x, Ç) ^ 0 si (^ Ç) e T*X\0

et
Pm^ Ç) = 0

où dupm désigne la 1-forme :

(4.2) d^= S ^nd^+^dxj
^•=?A ô^ O^

Désignant par <7x la 2-forme canonique sur T*X\0,
introduisons le champ de vecteurs H^ :

(4.3) ax(^ H^fJ = <<, rfMp>, t e T{T*X\0)

Nous noterons comme dans § 2 :

(4.4) HM-{p,, î}M

= S ^^-^^•îec-^x^),^ ô^ ô^ ô^ ô^

Nous poserons la définition suivante :

DÉFINITION 4.1. — Une courbe intégrale du champ H^
{défini en 4.3) sera dite M-bande bicaractéristique de P{x, D),
nulle si elle est, de plus, contenue dans carM P === pm^O); sa'
projection sur X, M-courbe bicaractéristique.

Remarquons, enfin, que pjn reste constant sur les bicarac-
téristiques définies plus haut, dont l'existence locale est assurée
si l'on suppose p^ à valeurs réelles.

Pour fixer les idées donnons l'exemple suivant :
(Exemples 4.1.1) Considérons sur R7' X X l'opérateur:

(4.5) P{x, t, D,, D,) - - b{t, D,) + A(x, D,)

Dans (4.5) on a noté par A(rc, D) (resp b{t, D()) un opé-
rateur, elliptique, positif de degré 2 (resp 1) sur X (resp R^ ;
attribuant à t le poids 2 et à x le poids 1 l'opérateur P
est quasi homogène de degré 2, réel, à caractéristiques
simples; et les bicaractéristiques, quasi homogènes sont des
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géodésiques de la métrique définie sur X par la forme :

TA == S ^jW du1 au3

ij
si l'on a posé

A(:r, Ç) = S ^-W^
1,7

contenues dans des hyperplans t = cte.
Indiquons que si X est une M-variété le champ de vecteurs

H^ est bien défini par ses coordonnées locales.
Nous pouvons alors énoncer le théorème.

THÉORÈME 4.1 (Propagation des singularités). — Soit P{x, D)
un opérateur, propre, de OPS^(X) de symbole quasi homogène
p^ réel à caractéristiques simples,

Soit ue^'(X) et Pu = /*. Alors:

WFM(u)\WFM(n

est contenu dans pm^O) et est stable par le germe du groupe de
transformations de générateur infinitésimal H .̂

Nous allons prouver, en fait, l'énoncé plus précis. (Propaga-
tion de la régularité dans les H5 quasi homogènes) :

THÉORÈME 4.1'. — Soit 1 un intervalle ouvert de R, conte-
nant 0 et t -> y(^) : 1 -> T*X\0 une M-bande bicaractéris-
tique, nulle, de P, et a un réel.

Si u G ^'(X) est telle que: Pu est H^ dans y(I) et

u est H^"^ en y(0) pour tout s < G alors u est H^"-^
dans y(I) pour tout s < o.

On se ramène d'abord au cas où 1 est relativement compact
et u e <^'(X). Il suffit en fait de montrer que si : pour tout
s < CT.

Pu est HM dans y(I) et u est H^-01 dans y(I)
alors si u est H^-^- en Y(O)? ^ est H^-^ dans y(I)
pour tout s < o-. Ecartons d'abord le cas où le champ hamil-
tonien partiel H^ de P a en y(0) = (^o? ^o) la direction

de l'axe du cône anisotrope ô = ^ (JL^ —— auquel cas ^ = 0
y , ^ ô^/

pour (Jij ^ (JL et la M-bicaractéristique passant par y(0)
est réduite à la demi-droite (^o, XÇo)X > 0 qui est l'ensemble
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conique anisotrope engendré par ( ^ 0 , ^ 0 ) et la proposition
est alors triviale.

Nous ferons la démonstration en 3 étapes.

1^ étape.

Il s'agit d'abord de « localiser » le problème. Multipliant P
par un opérateur quasi homogène elliptique positif d'ordre
convenable (ce qui ne change pas les bicaractéristiques définies
en 4.1), nous pouvons supposer que [L = m, puis considérant
un recouvrement ouvert de 1 nous pouvons supposer que si V
désigne un voisinage quasi conique, assez petit, de y(0)
sur une hypersurface S quasi conique transversale en y(0)
à y(I) le flot hamiltonien partiel:

0 : 1 X V -^ T*X\0

(qui à (^, m) G 1 X V associe le point de paramètre ( sur la
M-bicaractéristique qui part en m à t = 0) est un difîéomor-
phisme.

Par hypothèse il existe un voisinage Wo, quasi conique,
de y(0) tel que :

(4.6) WF^-^u) n Wo = 0

Posons 1 = ]- T, T[ (T > 0) et prenons T' et V assez
petits pour que :

(D(]-T,T[,V) c= Wo

et soit Io = ]— To, To[ un sous-intervalle (To c I) de 1
et posons :

(4.7) F = 0(1, V), Fo = (D(Io, V)
et

A = r - (Fo u Wo)
II est clair que A c: OQTo, T[, V).

LEMME 1. — Avec les notations de (4.6) et (4.7).
On peut trouver un opérateur B de OPS^(X) de degré

— oo hors de F tel que :

1) carM B n Pô = 0 et [P, B] est de degré — oo dans FQ.
2) Si v=Bu, peH 5 -^ et WF^(P^) <= A.
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Construisons d'abord un opérateur Bg de OPS^(X) de
symbole &o quasi homogène de degré 0 vérifiant :

et
supp &o c F, &o(ï(0)) = 1

H^^-O dans Fo

[prendre par exemple b^Çt, ^)) == b(m)^(t) où b est une
fonction quasi homogène de degré 0 à support dans V et
x e Ç o ° ( I ) x -= i sur Io).

D'après la remarque de la section 2, [P, Bo] est d'ordre
— 81(81 > 0) dans Fo.

Cette construction est, en fait, suffisante; mais pour aller
plus loin supposons que le symbole de P est une somme
asymptotique de fonctions quasi homogènes :

P ^ S Pm-^j
j=o

{pm-^j quasi homogène de degré m — (JL/).

Construisons une suite (B^o d'opérateurs de degré
mj\ — oo à supports dans F et tels que [P, Bo + • • • + B^_i]
soit de degré m, dans Fo. Supposons, Bo, . . . , B ^ _ i cons-
truits, le symbole de [P, Bo + • • • + B^_i] est une somme
asymptotique de fonction quasi homogènes

[P,Bo+ ... +B,_i ]=^+^.+ • • •
construisons alors une fonction quasi homogène b, de degré
m,., à support dans F et vérifiant :

KK6;) = - S dans Fo.

par suite [P, B .̂] a pour symbole — r^ dans Fo module
S^ et [P, Bo + • . . + B,_i + B,] est 'de degré

m^+i ^ inf (m, — §1, m'j)

dans FO, et si l'on remarque que nij ^ m, — §2, Sg > 0
ne dépendant que de M, il résulte que m^\ — oo.

00

L'opérateur B ~ S By répond aux exigences du premier
point du lemme. •/=0

Posons v == Bu, si V a été pris assez petit :

BPu e HM et v = Bu e H^-^-61
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de plus P^ = BPu + [P, B]u est dans H^ dans Fo U f F
et u étant H^-C dans Wo il vient : L

WF^(P^) Œ r -- (Fo u Wo) = A.
Soit r tel que P^ G H^(X) (r ^ 5 — ^) fixons un point

ml=^(tl) 0 < ti < To, de y(Io) et construisons une fonction
p de C°°(r) quasi homogène de degré 0 telle que :

a) p < s dans F p ^ 5 —- a dans un voisinage de

mi (a > 0 arbitraire) et p < r dans A.

b) IP^p > 0 quand H^p = 0.
(Prendre par exemple p décroissante sur les bicaracté-

ristiques.)
De la conséquence suivante, de la proposition 3.5 :
Si w e <T(X) est H^ en m e T*X\0 et si p < s dans

un voisinage de m alors V/c w est H^ en m, il résulte
que P^ est H^ dans F.

Pour montrer le théorème il nous suffit d'établir que p
est dans H^-^, d'où l'on déduira que u est H^-t^
en m^, la construction précédente pouvant être répétée pour
tout point mi de y(I) on déduira u est H^-^ dans y(I).

Pour cela nous allons établir une estimation a priori sur P^
dans l'espace Hgi, où p est le poids introduit plus haut.

2e étape.

Nous introduirons, avec les notations du § 3, un opérateur
propre A[ équivalent à l'opérateur AF, de symbole

(1+[S])^ pour ([Ç] ^ 1).
Et prouvons :

LEMME 2. — Sozt L UM opérateur pseudo-différentiel, propre,
vérifiant :

LA{ - A^P

AZor^ Q = L*L — LL* est de la forme :

Q-OP(2H^p)Log( l+[Ç] ) )+R,<^
avec

R^) 6 OPS^-^X)
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Désignons par H un opérateur pseudo-difîérentiel propre
de symbole H^(p), H e OPS^-^X) et par Bi un opérateur
pseudo-difîérentiel propre de symbole : Log (1 + [^])?

B, e OPS^(X).

Montrons d'abord que l'on peut écrire L sous la forme :

L = P, + iHB, + R.-^ R.-^ ^ OPS^(X)
en effet A^P^ — P^A^ a pour symbole

± S ^^^-^-^-^^-Pm module S^-^-^1

^ ^(i0^ ô^ ^^ ^^•

(cf. prop. 1.3) et :

0 (AP) = ^ (1 + [Ç])F Log (1 + ^]) + (1 + [S])^
ô^ ô^.

OÙ

r_^ e S,T^(X)
et donc :

A F P _ P A10
-iYl^m ^m^l

a pour symbole

- i[Pm. P}M(1 + W Lûg (1 + [S])) + (1 + [S])^,

^ e SS-^(X)
par suite

A^ - P^AÎ = - iHBlAÎ + R^A? et A[P-PA{

peut s'écrire sous la même forme.
Or

(L - P)AÎ ~ A?P - PAÎ == - iHBAÎ + R^A?

par suite
L = ?„ + iHBi + R^y.

Posons K = HBi
Q = LU - LL* = [P;, P,] + i([P;, K] + [K*, PJ) + R^_,)

= 2i [P^, K] + Raon-ix)

or

P»Bi = B^P, + R«-t. et [?„,, K] == [?„, H] + R^-p.).



w R. LASCAR

[P,, H] a pour symbole -î- {p,, {p^ p}^ + r1 avec

r'ES^-^ enfin puisque [P,, K] = [P,, H]B, + R^^
il en resuite que Q a la forme annoncée dans l'énoncé du
lemme.

Nous utilisons également le lemme suivant :

LEMME 3. — Si L est l'opérateur introduit dans le lemme 2,
p une fonction M-homo gène de degré 0, de C^F) telle que:

H^(p)=O^H^(p ) > 0

— Si C est un opérateur de OPSgi(X), propre, de degré
— oo hors de F.

Il existe C > 0 telle que

W e r n HS(X) IIC^C.^ ^ C'(1|LC^ + IMI2^)

(Nous utilisons ici une définition plus restrictive de

H^ n r = { u e ^ l A ^ u e L 2 }

muni de la norme UA^ujJL 2 = IM,./c-)
Par compacité il est clair qu'il existe T > 0 tel que si Qi

désigne l'opérateur :

Qi = ̂ HBi^^HB^) + LU - LL*
on ait :

Re (o(Qi)) ^ A^-^'i dans F.

Nous pouvons prendre la « racine carrée de Qi » : si Qi
est un opérateur auto-adjoint tel que :

Qi - Qi dans F et Re (o(Q{)) ^ A2^-^

en appliquant la proposition 3.4' on déduit qu'il existe

M e OPS^^X)
tel que :

Qi - M*M et par conséquent C*QC - C*M*MC.

D'où l'on déduit pour 9 e (T(X) n ïl'^X) :

(C*M*MC^ ^ = (CUU - LL*^, ^
+ T((HB^)*(HB^)^ ^ + (R_^, ^.
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Et donc il existe C' > 0 telle que :

IIC^-,,,/2 ^ C'(||LC^||2 + HHBi^H2 + IMI^)

De plus remarquons que Vs > 0 SC^ tel que :

IIB^ull2 ^ £||Biu||2 +C:|M|2
en outre

HBi/2 = B^H + R^,i/2 et HBi = B^H + R.-2p

par suite
IIHBi^H2 ^ HB^H^II2 + C"||̂ ||2^

et enfin
lIBi^H2 ^ sllHB^P+C;!!^^

or
||L^||2 ^ CillHB^II2-^!!^^^

par suite si l'on choisit
C's < 1/2

on a
Ml;̂ ,i/2 ^ CKIIL^+II^II^)

or
II^C-^ ^ ^11^11^.1/2 + C,||^||2-^ 73 > 0 arbitraire

D'où l'estimation annoncée.

3e étape.

Pour achever la preuve du théorème il nous faut régulariser
la distribution 9 construite dans la première étape.

Pour cela construisons d'abord A un opérateur d'ordre 0
tel que :

H^(a) = 0 dans Fo, a(y(0)) + 0 et supp a c: r,

Puis ai e C^F) M-homogène de degré [L vérifiant :
ai + 0 dans F, et H^(ai) == 0

Et désignons par Ag l'opérateur de symbole Oç = ^ ^
i -(- £ Oi

On a AseOPS^ supp A, = supp A et H^(0==0 dans Fo.
De plus les Og forment une partie bornée de S^(X) et

Ag^ -> A^ pour la topologie faible.
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Posons Wg == A^Agp et désignons par C un opérateur
d'ordre 0 vérifiant supp C <= F

C == 1 sur supp A.

En appliquant les lemmes 2 et 3 aux distributions Wg on a
avec une constante indépendante de e :

IICWJ,.̂  ^ cte(l|LCWJ[ + 1|WJ|^)
Or

A?A^ = CW, - (C - i)A;A^
€t

LCW, = A;PA^ + R-,A^ + L(C - 1)A^

Les opérateurs (C — 1)A^ et L(C — i)A[ sont d'ordre
— oo sur les supports M-coniques des opérateurs Ag qui
forment, en outre, un ensemble borné d'opérateurs; de sorte
que :

||L(C-1)A;A^|| ^ cte|M|^
€t

||(C-1)AÎA^L_^^ ^ cte|M|^

finalement \\A^\\^^ ^ cte ([A^PA^ + II^II-N).
Pour terminer il suffit d'établir que les ||A^PAg^|[ sont

bornés; on déduira alors qu'une sous-suite de A^ a une
limite dans H^-^172 limite qui est nécessairement A^
par suite de la convergence dans ^'(X).

Ecrivant
AÎPA.p = A^A.P^ + Aî[P, A,]^

on note d'abord

HA^PA^II ^ |lA,Aîp^|| +||[Aî,A^||

inégalité dans laquelle le premier terme est borné car

A^eL^eH^);

les [A^Ag] forment un système borné d'opérateurs de

OPS^ (AÏ G OPS^ car p < s)

or P^ e HM-^ et donc les normes || [A^, AJP^|[ sont bornées.
Reste à voir le terme A^[P, Ag]ç\

Écrivons [P, AJ == Rg + Sg avec R, de symbole H^)
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et Sg décrivant un ensemble borné d'opérateurs de OPS^"^"51.

A^Sg décrit un borné de OPS^-^-01,

et par hypothèse v e H^-7"-^-01 par suite les H A ^ S g ^ U sont
bornés.

Puis écrivons A^Rg^ == T^ + Ug^ où Tg a pour symbole
A^H^(âg) et Ug décrivant un borné de

OPS^-E^ c: OPS^-2^

et par conséquent les ||Ug^ restent bornés.
Enfin le symbole de Tg est nul dans Fg et d'ordre

^ r + m — [L ^ s -{- m — 2pi

dans A par suite les ||Tgp|| sont bornées.
Il résulte donc que A[A.^ est dans ïî^~^1112 et que v est

^^-m-p.-a ç^ ^ pour s < a et a > 0 arbitraire, par
suite P est H^1"7""^ en m^ pour tout s < o.

c.q.f.d.

5. PROPAGATION DES SINGULARITÉS : CAS COMPLEXE

Soit X un ouvert de R" ou une M-variété et P(rc, D) un
opérateur pseudo-différentiel propre, de OPS^(X) dont le
symbole quasi homogène P^(a;, Ç) n'est pas nécessairement
réel.

Nous allons donner d'abord un résultat de propagation des
singularités dans le cas où la variété caractéristique de P
est « quasi » involutive, où encore quand P commute assez
bien avec son opérateur adjoint; analogue à [6] section 7.

1. Cas « quasi » involutif.

Nous ferons alors les hypothèses :
- S ^ ^ et {P,, P,}M = 0 quand P, = 0.
— Les champs de vecteurs H^ep^ H^ip^ et ô l'axe du

cône anisotrope ô == 2^,Ç. — sont linéairement indépendants
quand P^ = 0. ô^
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II en résulte que pour une fonction À e C°° on a :

{Re P,, Im P,}M = 7^ Re P, + ̂ À Im P,

par suite dans P^O) la condition d'intégrabilité de Frobe-
nius est vérifiée :

/ K ^\ l-T-f^1 M^ 1 _ ^ ^ T-TM i ^ ~^~ ^ T-TM^D.JJ L11^1^ "ImPj — _ ^. ^ReP/n -T- __ ^ ^ImP^

(5.1) peut également s'écrire :

(5.2) [H^, H^J = XH^ - XH^ quand P, = 0

Dans la variété P^O) (de codimension 2) on peut définir
des deux feuilles tangentes aux champs Hîfep^ et H^p ;
ceux-ci induisent sur les feuilles une structure analytique

(cf- ^)-Les deux feuilles ainsi construites seront dites deux feuilles
M-bicaractéristiques ;

Nous serons amenés à considérer des fonctions 9 sous-
harmoniques dans les feuilles, c'est-à-dire des fonctions dont
les restrictions aux feuilles sont sous-harmoniques pour les
structures analytiques considérées plus haut, ou encore qui
vérifient, dans les feuilles, (Hp^ + ^Hp^cp ^ 0.

Sous ces conditions nous pouvons énoncer :

THÉORÈME 5.1. - Soit u e^ ' (X) Pu==f,WFM(u)\WFM{f)
est contenu dans P^O) et est une réunion de M-feuilles bica-
ractéristiques.

La preuve de ce théorème présente de nombreuses simili-
tudes avec celle du cas réel (section 4), les propriétés de « con-
vexité )) des poids que nous avons construits sont remplacées
par une condition de sous-harmonicité.

Soit donc 1 un intervalle ouvert de R contenant 0 et
y : J = 1 X 1 -> T*X\0 une 2 feuille bicaractéristique,
nous allons prouver que si Pu est H^ dans y(J)? u ^t
H^-2-' dans y(J) et u est H^-^ en y(0, 0) = [x,, ^)
pour tout s < a alors u est H-^"7""^ dans y(J) pour
tout s < CT.

Nous allons d'abord nous ramener au cas où le crochet
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{P^, P^JM est nul non seulement dans P^O) mais encore
dans tout un voisinage de (r^o? Ço) dans T*X\0, par le lemme
suivant :

LEMME 1. — Soit (rco, Ço) un point de P^O) on peut trouver
une fonction e{x,^) quasi homogène de degré [L — m telle
que :

^o, So) ^ 0 et {eP^ eP,}M = 0

dans un voisinage de (rKo, So)-

La preuve de ce lemme est analogue à celle du lemme 7.2.3
de [6].

Nous pouvons alors introduire le 2 feuilletage M-bicarac-
téristique :

0 : J X V -> T*X\0, V désignant un voisinage de
mQ = (rCo, £o) assez petit, sur une variété quasi conique de
codimension 2 transversale en mo à la 2-feuille y(J).

Désignons encore par Wo un voisinage quasi conique de
(rco, So) te! q^ Wo n WF'^-7"-^^) == 0, par Io un sous-
intervalle de I,

j, = i, x lo, r = o(J x V), Fo = o(Jo x V).
Construisons encore un opérateur B de OPS^(X) tel que :

supp B <= F, [P, B] degré — oo dans Fo et

y(Jo) n carMB = 0;

et posons v = Bu.

WF^Pv) c A == F — (Fo u Wo) posons A = <D(K X V)

Fixons un point m^ dans y(Jo) et construisons p G C°°(r)
quasi homogène de degré 0 telle que :

1 a) p < s dans F p ^ 5 — a ( o c > 0 arbitraire) en m^
< et p < s — \L dans A.
f b) H^H^p > 0 quand H^p = 0.

Si l'on désigne par K la réunion de K et des composantes

connexes non bornées de çK et m^ = O^i, mo) ^i e Jo,
nous remarquons que Zi ^ K == Ê. (par suite du choix de Io)
et par le théorème de Runge il existe une fonction pi(^) sous-
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harmonique dans un voisinage de J telle que :

sup ?i > pi(^i) > sup pi.
K

Et pour une fonction ^ réelle, croissante, convenablement
choisie P == ^ ° Pi vérifie :

s > sup p > p(^i) = = 5 — a > 5 — [L > sup p
K

et si l'on pose p(^i) = p(^) si m = ^(z,^) p vérifie les
conditions a) et b) ci-dessus.

On a donc P^ e H^ et nous allons établir v e H^"^-
par le même procédé que celui utilisé dans la section 4 dont le
lemme 2 devient :

LEMME 2. — Soit L un opérateur propre vérifiant

LAî - A^P

Q == L*L — LL* est de la forme

Q == Op((H^ + Hî^p ) p Log (1 + [Ç])) + R^_^

avec R^) e OPS^-^X).
L est encore de la forme L == P^ + iHBi + Rm-a et

Q = L*L - LL* = [P*,PJ + ^([P*nK] - [K*PJ) + R2(.-^)

or {P;,, P,} - Op{P,, P,}M + R2.-^ == R2(.-.) car 8 ^ u
et { P , , P , } M = O les termes [P;,,K] et [K*, P,] condui-
sant à H^P et H^p p.

La démonstration se termine comme dans la section 4.

2. Quelques extensions possibles.

Nous allons considérer, à la suite de [5], des opérateurs P
jouissant de la propriété suivante :

(5.3) S-^P^Pj > X P ^ + ^ P »
( ^ ) M

pour une fonction X C30 et quasi-homogène de degré m — p i .
(5.3) correspond à une généralisation des opérateurs princi-
palement normes.
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Le théorème 0.1 de [5] tient pour des opérateurs quasi
homogènes; nous en redonnons ici l'énoncé :

THÉORÈME 5.2. — Si P e OPS^(X) vérifie:

1) S^î^Pj ^ ^+^P.
( ^ ) M

2) Pour tout (x, Ç) de T*X\0 P est hypoelliptique en
(x, Ç) avec perte de [L dérivées ou (rr, Ç) est sur une bicarac-
téristique de P.

3) Aucune bicaractéristique complète ne reste au-dessus du
compact K de X.

Alors V5 e R on a:

u e ^K(X) Pu = f S; ^ s ==^ Sî ^ s + m — pi.

où l'on a noté S^ la fonction quasi homogène de degré 0
S^(rr, Ç) = sup {( e R[u est HM en (rc, ^)}. Le point essen-
tiel de la démonstration est le résultat suivant :

LEMME 5.2. — Soit p G C^T^X^O) quasi homogène de
/ 1 \

degré 0 vérifiant: Re ( Hp^ + — À ] H^p > 0 dans un
\ m^ i J m

cône anisotrope 2 (S-^) ^ 5^ C un opérateur d'ordre 0,
<îe degré — oo /ior5 de 2. 5i L est un opérateur pseudo-
différentiel propre vérifiant LA^ ^ A^P on a l'estimation
microlocale,

(5.5) ||CuL_^ ^ cte(||LCu|| + ||u||̂ ) Vue^ n H%(X)

[la fonction X de (5.4) a été introduite en (5.3)].
Introduisons un opérateur M de OPS^~^ de symbole X ;

et considérons l'opérateur :

Q = LU - LL* - ML + L^M*.

Nous avons déjà calculé :

L*L - LL* = [P*, P]
+ Op (2HlH^ p Log (1 + [Ç])) + R^_,)

et
L = P + ^ p L o g ( l + [Ç])+R,_.
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de sorte que si l'on écrit

Q = L^L - LL* - M(L — P) - (L* - P*)M* - MP - P*M*

il vient :

Q = Op (j?Re [(̂  + A- ̂  HÎ?,] p Log (1 + [Ç]))

+ [P*, P] - MP - PW + R^_^

Calculant (C*QC u,u) et utilisant 5.3, 5.4 et l'inégalité de
Lax-Nirenberg on a :

llCullt.^ ^ C ' ( | ]LCu]p+ | ILCu | | M,^)+C'1Cu||2^

ce qui fournit compte tenu de :

IML-̂  ^ £|HL-^+CJMI_N
rinégalité ||CuL_^ < C'(||LCu|| + ||Cu[|_T,) qui est (5.5).

6. CONSTRUCTION D'UNE SOLUTION
DE Pu - 0 SINGULIÈRE

SUR UNE M-BICARACTÉRISTIQUE

Nous reprenons dans cette section les hypothèses de la
section 4 (cas réel) ou de la section 5 (cas complexe) ; plus
précisément dans le cas où le symbole de P est réel, nous
ferons l'hypothèse suivante :

dans Car^ P == Pm^O) 1e8 champs de vecteurs H^ et
N ô .ô == ^ [LJ^J — sont indépendants.

J=l ô^
Notre but est de construire une distribution u telle que Pu

soit C30 dont le front d'onde anisotrope soit concentré au-
dessus d'une M-bande (ou d'une M-feuille) bicaractéristique
nulle de P{x, D).

Un théorème de L. Hôrmander [11] appliqué à l'opérateur
de Schrôdinger

S=-±^-+'v1-02-
i ô ^ ' ^ & ^ 2

établit le résultat suivant :
Etant donnée une droite A d'un plan x^ == cte il existe
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une distribution f telle que Sf est C°° et singsupp/'== A.
Nous allons étendre ce résultat par le théorème ci-dessous.
Le procédé que nous allons utiliser est inspiré de L. Boutet

de Monvel [4].
Nous pouvons alors énoncer :

THÉORÈME 6.1. — Soit y une M-bande bicaractéristique
(resp. M-2 feuille) nulle de P et {x^y Ço) un point de y-

I I existe un voisinage quasi conique V de ÇXQ, Ço) et une
distribution f de ^'(X) telle que :

Pf est C00 dans V et WF,,̂ ) n V = y n V.

Montrons d'abord le théorème dans le cas où M comporte
2 poids distincts. Nous supposerons que

X === Y X T où Y (resp T) est un ouvert de R l (resp R^

ou une variété de dimension n (resp p).
Notons {x, t) l'élément générique de Y X T, (.r, t, Ç, r)

celui de T*Y X T*T, 1 et l {l > 1) les poids distincts de M
appliqués respectivement à ^ et T de sorte que si P^ est
la partie principale quasi homogène de P on a :

P,(̂  t, U, X^T) - VP^x, t, Ç, T) À > 0.

Soit y la M-bande (resp M 2 feuille) bicaractéristique et
(XQ, ^05 So? ^ un point de y*? rappelions que

Y c {t = to, -u = ïo}.

Étudions d'abord le cas T() ¥=• 0, nous pouvons alors sup-
poser, après un changement de variable convenable que to = 0,
^o=( l , . . . , 1).

Nous allons rechercher la distribution f du théorème 6.1
sous la forme :

(6.1) f(x, t) == Ag {x, t)
= J e^,^,u,ç,p ̂  ̂  y, u, ̂  p) g{y, u) dy du d^ dp

où

(6.2) cp = (<D^, y), Ç> + ^((, p) + ̂ (u, p)
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Nous supposerons que les fonctions 0, ^, / de (6.2) vérifient :
— 0 est C'° sur X X X et Vx Oy est de rang n quand

O == 0.
— ^ (resp ^) est C00 et homogène de degré l (resp 1) dans

un ouvert conique disjoint de p = 0.
De plus nous supposerons /u 7^ 0.
— La fonction a de (6.1) est un symbole de S^Y X T,

R/H-P) n^j hors d'un cône disjoint de p === 0, et hors d'un
voisinage de Ç == p = 0.

Remarque, — Les hypothèses ci-dessus ne sont pas les hypo-
thèses minimales pour que 6.1 définisse une distribution
convenable, cependant elles nous suffiront ici.

Donnons quelques résultats sur des opérateurs tels que (6.1).

LEMME 6.1. — L'opérateur A défini en (6.1) applique

CS°(X) -> C-(X)

et admet un prolongement continu <^'(X) -> ^'(X) vérifiant:

/•e<r(X)WF^(A/1) c: ^oWF(/*)

où ^ est la relation quasi homogène sur T*X X T*X :

^ = {{x, t, ̂  T, î/, u, TÎ, 6)| 0 = 0, ̂  - 0, Ç = <&„ Y) - - 0;,
T - ̂ , 6 = - ̂ }.

La notation WF(I o désignant le front d'onde anisotrope
d'une distribution de ^'(X) relatif aux dilatations :

{x, t, S, T) -> (x, t, XÇ, X'T)X > 0.

Intégrant par parties dans (6.1) à l'aide de l'opérateur:

( f \ } } \ T =^ ———!———— v ̂  -&- 4- ô?l -ô-v / ly^+lyiJ2^0^0!// ^^
, l ^ &A^_w h^u^u,

où on a posé
<pi(a;, y, Ç) = <<D(a;, y), Q.

L(e^) = 0, He'» )̂ = e'<r<+^ et L envoie S" sur S"-1.
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II en résulte que A opère de C^ dans C°°. Le noyau de
distribution de l'opérateur A s'exprime par :

A{x, t, y, u) = f e1^^^1'^^^^ a{x, t, y, u, ̂  p) d^ dç>

A G ^'(X X X) nous allons déterminer son front d'ordre
rela tif aux dilatations :

{x, t, Ç, T, y, u, TÎ, 6) -> {x, t, XÇ, X^T, y, u, XT], X6) À > 0.

Nous le noterons WF(I^I)(A).
Pour cela étudions le comportement quand X -> + °°

de S(X)= < A, ^-ix?•a;-a/TJ+ixy•Yl+ixa•e > où v est une fonc-
tion à support dans un voisinage assez petit d'un point
(a;, (, y, u) de X X X, et si S(X) est à décroissance rapide
c'est que {x, (, ^, T, y , û, Y], 6) ^ WF(iai)(A).

g/^\ ^ ^n+p F ga^^y^-^^+y.^+a^p^^+aacu.^-ô)
a(x, t, y, u, Ç, p) ^(.r, t, y, u) dx dt dy du d^ dç,

Nous pouvons supposer, en intégrant par parties par (6.1.1)^
que a e S~^ N assez grand ; de sorte que en intervertissant les
intégrales de S(X) on se ramène à étudier des intégrales du
type:

o(X) = f e1^ P)-^1^"' F)-ô) a v dtdu dp

dont les points critiques sont ^p = 0, T == ^ et 9 == — X u ;
en effet si sur supp (w), ^ p ^ O on intègre par parties dans
o(À) par :

M = 1 • f &i -&- et X-'M(^'^) == '̂̂
1+pl2 ÀÛP^P.

et en itérant K-fois M il vient (r(X) = O^1-')) (; > 1) ;
de même par une intégration en u, il apparaît que CT(X)
à décroissance rapide si T 7^ ^[ ou 6 + — y^'a.

On se ramène également à des intégrales du type :

CT'(X) = F eA(<l>("•3•)•ï-?••l!+y•ïl) a p dx dy dÇ.

Les valeurs critiques dans c'(?Q sont, c'est un résultat
classique, les points :

{<D == 0, \ = 0,, T) = - 0;}.
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II en résulte que :

WF^(A) <= {{x, t, ̂  T, y, u, 73, 6 ) 1 0 = 0, ^ = 0, Ç = 0,,
TÎ = (D;, T = ̂  6 = - %,}.

Par suite A peut se prolonger en un opérateur ^' — ^ Q ) 1 et :

WF^)(A/-) <= WF^(A) o WF(/-).

ce qui achève la preuve du lemme.
Nous allons particulariser la formule (6.1) de la manière

suivante :
Soit F un voisinage quasi conique de (^o? ^o? So? ^o) ne

rencontrant aucun hyperplan T .̂ == 0, l'application

(^ t, Ç, ï) -> {X, t, ̂  T^)

avec la notation :

T = (ïi, . . ., Tp) T' = (rï, . . ., T;)r e R+.
applique F sur un cône F de T*X\0.

Soit a{x, ty Ç, r) un symbole homogène de degré 0 nul
hors de F considérons :

(6.3) Af(x, t) = fe^^a^, t, ^ ï)f(Ç, r) ̂  dr fe Co°(X)
p

ayant noté si t=(t^ . . . , tp) T=(TI, . . . , Tp) ^ . T ^ = S ^L
on a alors le résultat : l=l

LEMME 6.2. — L^opérateur A. défini en (6.3) opère de
<T(X) dans ^'(X) et

fe ^'(X) WFaÀ^f) c <P(WF(/1) n supp a)

où 9 est Inapplication:

9 : T*X\0 -> T^XYO 9^, ^ ^ T) = (^ 0, Ç, TQ

Du lemme 6.1 il vient WF^)(A/1) c cp(WF(/1)), l'opérateur
A de (6.3) est déterminé par la phase :

9 = (x — y, Ç) — tç1 — p.u.

De plus si a est nul dans un cône À et si Q est un opé-
rateur propre de OPS§i(X) de symbole q à support dans un
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sous-cône anisotrope de A l'opérateur QA est régularisant.
On calcule :

QA/^, t) = f e^-^bÇx, t, Ç, p) f{^ p) ̂  dp
avec

b{x, t, •(:, p) = f a(rr, t, y, u, Ç, p, ^ ^e-^-^^ dy du dî, d^

ayant posé

a = ç(^, (, ^ + Ç, T + p^)a(rc + î/, u + (, 2:, p)

a est un symbole (1,1,1,1) quasi homogène de degré 0, nul
à l'ordre oo sur y = u == 0, 6 = T = 0 : il en résulte par
le théorème de la phase stationnaire b e S° et même b est
à décroissance rapide, par suite QA est régularisant.

Nous n'utiliserons en fait que des opérateurs A (6.3) « ellip-
tiques » :

Soit FQ un voisinage quasi conique ou (xo, ÏQ, Ço? ^o) contenu
dans F, nous supposerons que FQ comme F est à base
compacte, construisons un symbole a(rr, t, 6, r) homogène
tel que :

a = l dans Fç, supp a <= F et considérons l'opérateur F
suivant :

(6.4) Ff{x, t)=f ^•^a(^, t, Ç, p) f(^ p) ^ dp

On a alors la propriété :

LEMME 6.3. — Uopérateur F, (6.4) envoie <^'(X) -> <^'(X)
et:

1) Si / 'e^ ' (X) est C30 hors de Fo WF^F/1) =9 (WF(/1)).
2) 5i Q e5( un opérateur de OPS^(X) dont le symbole

complet q est nul hors de TQ et s annule à l'ordre k ^ 0 sur
t = 0 alors :

QF : r n H5 —^ H^-y1-1^

La notation HJ^) désigne l'espace de Sobolev anisotrope
construit en § 3.

Introduisons l'opération

(6.5) FYQr, t) = f ^+^(T) f(Ç, T) dÇ dr
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où 6(r) est une fonction homogène de degré 0, égale à 1
dans Pô et nulle hors de Pr, F.

Il résulte du lemme 6.12 que si f est C00 hors de Fo
F/*= FYmod C00. F' : y -> y et peut se prolonger en un
opérateur y ' -> y ' et il est facile de calculer :

(6.6) F^Ç, T) = -^—— f^ ^)fe(^)
n -r111
y=i

et de plus, en intégrant par parties, on a en t ^ 0 pour tout
entier n :

(6.7) F'̂ , <) = t- S f C,(T) j^Y A^ T)^-^ rfï
p^n v \0^y

où les C^ sont homogènes de degré ^ — n{l — 1), et sont
nuls près de T == 0.

De (6.7) il résulte que si f e (T, F'/* est la somme d'une
fonction de y et d'une distribution de € ' (dont le support
singulier est contenu dans t = 0).

Si un point (^i, 0, ^, Ti) de Fo n'est pas dans WF^(F7)
alors (o;i, t, Ci, ri) n'appartient à WF(^(FY) pour aucun t
de R^, on peut alors trouver une fonction <p(;r) à support
assez voisin de x^ et une fonction ^(Ç, r) à support dans un
voisinage quasi conique assez petit de (^, T^) tel que:

X(D,., D^FYe Y qui s'écrit en vertu de (6.6),

F'^D,, D^)<p/') E y
et donc

(^i^^i^n^wF^);
d'où le point 1 du lemme.

De 6.6 il résulte également que si Q est de degré — oo
hors de Fo QF envoie <T n H8 dans H^), pour achever
la preuve du lemme calculons :

QFY(^, t)= f q[x, t, Ç, T^(T)^-^7(^ T ) ^ ^ T

Si q est nul à un ordre k ^ 1 sur t = 0 on peut écrire
q = tq^, et sur supp b on peut intégrer par parties

teit'1 = P(T) ̂  (ei^
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où p est une fonction homogène de degré — l + 1 ; d'où

QFY(rr, t) = f^ (bq, p^--^ ̂  dr

= F ̂ q^^tf^ T) + r^ (p^)^-^

Soit donc QFY= Q'F'(^) + Q'T^) où Q'(resp Q") est
un opérateur de OPS^"1 (resp OPSj^X)) dont le symbole
est nul à l'ordre k — 1 sur ( == 0; par itération on déduit
QF : S ' n W -> Hy^-170.

Si r^ est un voisinage quasi conique de {xç, IQ, Ço? To)
contenu dans TQ et si p est le symbole de P(rc, t, D .̂, D(),
désignons par Pa un symbole de OPS(^)(X) nul hors de Fo

o»
et égal à —^ (a;, 0, Ç, r) dans Fi, puis par pa ^ fonction

^(rr, t, ^ T) = ̂ (^ <, Ç, ïQ, ̂  e Sm(X).
Si f est C00 hors de f\ on a PaF/'= FP^mod C00, en

effet il est facile de voir que P^F' == F'Pa où F' est défini
en 6.3.

Pour tout entier N on peut écrire par la formule de Taylor :

P- S ^ P O + ^ R N + P N
|a|^N a l

avec PN ^ 0 dans 1 .̂
De la preuve du lemme 6.2 il est facile de déduire :

t^f= FR/modC00

par /'C00 hors f\, R .̂ étant un opérateur de degré—1-}-1<0.
TDa

Puis construisons Q ^ ^ — . P a ? Q est un opérateur de
la|^0 a •

OPS^X) dont le symbole principal est égal à P^ {x, 0, Ç, T^)
dans r^.

Si f est C00 hors de I\ écrivons

PF/' - FQf - ̂ R^F/1 + F ( S R01 ̂  /' mod C00

\ |al>N a ' /

pour tout entier N.
On déduit par le lemme 6.2 que si f e H5

PF/1- FQ/'eH^1-170

6
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pour tout entier N; et donc P¥f = FQ/'mod C00 si f est
C00 hors de r\.

Si P vérifie les hypothèses de la section 4 ou de la section 6,
il est clair que l'on pourra appliquer à Q le théorème 6.2.1
ou 7.4.1 de J.-J. Duistermaat et L. Hôrmander [6]; et notre
théorème résultera du lemme 6.2 et de :

Si y est la bande (ou la 2 feuille) bicaractéristique de Q
passant par {xo, to = 0, Ço, ^) on a <p(y) = y.

Il reste à voir le cas T() = 0, Ço ^ 0.
La proposition étant locale nous pouvons supposer que sur

supp p on a ^ ^ 0.
Par la formule de Taylor nous écrivons :

p(^^Ç, r )= S ^^(^^,0)+Ri^ , ^a ̂  t' f" ̂  + ̂0^|a|<N
avec

RN= S r^^^^eT)^
|a|=N JQ a ! ÔT|a|=N c/o

Si N est pris assez grand on a î{y e Sm-w en effet :

|oc| = N, |DàDlD?+ïp| $ (1 + [Ç, T])—IPI-^+ITD

or sur supp p [Ç, r] ^ |Ç| > c|Ç, T| et donc

ID^DÏ+^I ^ (1 + |Ç, TD--/N-IPI-ITI

On a également l-^-eS7"-^', par suite P e OPS7" et

son symbole homogène est P^(^, (, Ç, 0).
Or par hypothèse

Pm(^o, <o, So, 0) = 0 et grad P,(a;o, ^o, So, 0) ^ 0œ,^

et donc rrio = (XQ, TQ, Ço? ^ = 0) est un point caractéristique
simple de P.

Si ^ est la projection sur T = O ^{x, t, Ç, r) = {x, t, Ç, 0),
si y est la bande (ou la feuille) bicaractéristique passant par
mo, on a ^(y) == y-

Et le théorème résultera alors de :

fe <T(X) WF(/1) c: {ç ^ 0} alors WF(io(y) = +(WF(/*))
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Enfin quand M est formé de plus de deux poids distincts,

M = ((li, . . ., (Arf, ^+1) (AI < • • • < (Irf+i

on applique aux variables de poids 4̂.1 le traitement des
variables T dans la méthode ci-dessus et on conclut par
induction.

La preuve du théorème 6.1 permet en fait d'établir le résul-
tat plus précis et plus global suivant :

THÉORÈME 6.1'. — Soit ï un intervalle ouvert, relativement
compact de R et y : 1 -> T*X\0 une M bande bicaractéris-
tique de P qui reste injective après projection quasi conique,
sur S*X. Et soit s un réel. Il existe une distribution f de
^'(X) telle que:

WFM(/')\r = WF^M" = FM" et ^fF^Pf) c F',

où F est Venveloppe quasi-conique de y(I) ^ F' ses points
limites.

7. PROPAGATION DES SINGULARITÉS
POUR UN OPÉRATEUR A CARACTÉRISTIQUE MULTIPLE

SUR UN CONE INVOLUTIF

Les constructions précédentes ont eu, via des hypothèses
« quasi homogènes », pour objectif l'étude d'équations pseudo-
différentielles à caractéristiques multiples. Cependant des
hypothèses de type quasi-homogénéité n'ont de valeurs que
locales, ou globales si l'on se restreint à des variétés
décomposées en produit « M-variété » de la section § 1.

Nous donnons ici une application « globale » des résultats
des sections 4 et 6.

A la suite de L. Boutet de Monvel [3] (également Treves-
Boutet de Monvel [2]), nous considérons des opérateurs à carac-
téristiques multiples dont le symbole p admet un dévelop-
pement asymptotique :

P ^ S Pm-j °ù Pm-j es^ homogène de degré m — j
et s'annule au moins à l'ordre (/c—2/)+ sur un cône C°° S
de T*X\0; et où p est elliptique hors de S.
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Cette condition sur les termes pm-j {V11 excepté p^
n'ont pas de sens global) est invariante par transformations
canoniques.

Nous supposerons ici que S est un cône involutif c'est-à-dire
que si Ui == • • • u^ == 0 sont des équations homogènes de S
on a

(7.1) [u^ u^} = 0 sur S(., / = 1 , . . . , v).

(7.2) Nous supposerons de plus que les champs H^, . . ., H^

et r— le champ radial sont indépendants sur S.

La condition (7.1) implique que les champs Hy. sont
tangents à S et que les [Hy., H^] === H^u^ sont des combi-
naisons linéaires des Hy. sur S, de sorte que S se trouve
muni d'un feuilletage canonique, dont les feuilles sont les
variétés intégrales des Hn.(/ == 1, ..., v).

Dans ces conditions il est possible d'associer à P une famille
q^j ==0, . . ., [k/2]) de k — 2/ formes invariantes (par
changements de coordonnées coniques) sur le fibre normal de S
N(S) = T^X^/TÇS).

1Le cas k = 2 est bien connu il s'agit de qo = ̂ -. Hess^ p^,

q^ = ̂ (P) respectivement le hessien transverse et le symbole
sous-principal de P sur S, dans le cas général nous ren-
voyons à [8].

On détermine une fonction C00 sur N(S) en posant :

(7.3) î(X)= S ?/P)(.,Ç)(X,...,X),
o^y^cfc/2]

X 6 (N(S))(^, Ç) e S.

La variété S étant involutive, on peut via la 2 forme sym-
plectique canonique identifier N(S) au fibre cotangent des
feuilles sur lequel nous supposerons donc que la fonction q
a été définie. Nous pouvons alors donner le théorème :

THÉORÈME 7.1. — Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) q ne prend pas la valeur 0.
(ii) P est hypoelliptique avec perte de /c/2 dérivées i.e.

f e S 9 (X) Pf e W =^ f e H54-^2
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Ce résultat généralise Boutet de Monvel [3], théorème 7.3;
pour la partie (i) ==^ (ii) nous renvoyons à B. Helfîer [8].

Nous allons donner un théorème de propagation des singu-
larités contenant celui de L. Boulet de Monvel [4].

Définissons d'abord les courbes qui joueront le rôle des bica-
ractéristiques quand les caractéristiques sont simples.

DÉFINITION 7.1. — Quand q est réel et que

(7.4) q=Q=^îî^ ^ 0

nous désignerons par bicaractéristiques de P la projection
sur S (Kune courbe intégrale de H .̂

Nous pouvons alors donner le théorème suivant :

THÉORÈME 7.2.
(i) Soit une distribution f de <^'(X) telle que Pf est C00

dans un ouvert conique U de T^X^-sO, alors WF(/') n U
est une réunion de bicaractéristiques de P.

(ii) Soit {x, Ç) un point de 2; = car P, C un arc de bicarac-
téristique a(rc, Ç), il existe un voisinage conique U de (x, Ç)
et une distribution f de <^'(X) tels que:

Pf est C00 dans U et WF(/1) n U == C n U.

Indiquons les arguments essentiels de la preuve des
théorèmes 7.2 et 7.1.

Des hypothèses 7.1 et 7.2 il résulte que l'on peut construire,
localement, une transformation canonique 0, homogène, qui
transforme le cône S = car P en le cône Ci === • • • = Ç^ == 0
de T*!̂ .

Si F est un opérateur de Fourier elliptique associé à 0
et F-1 une paramétrix, l'opérateur FPF-1 vérifie les hypo-
thèses de la définition 7.1 et son ensemble caractéristique est
le cône Ci = • • • = Çy = 0.

Quitte à remplacer P par FPF-1 nous supposerons que
car P est l'ensemble Ci = • • • = ̂  = 0.

Nous noterons (rc, () la variable de R71, (Ç, r) la variable
duale de sorte que :

car P devienne Ç == 0.
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Le feuilletage canonique de S est constitué des (( plans »
affines :

F= {{x,t, ̂ =0^)\xeR^}

Par un développement de Taylor au voisinage de S on
peut écrire

Pm= S <..À...^
ir-ifc

où les a°̂  ^ sont homogènes de degré m — /c.
Et désignant par A°^ ^ un opérateur pseudo-différentiel

de symbole principal ^9,...^ on pose :

n _ p V A° ( \ /7 ô ^ /^ /; ô \^m-i — ^ — 2j ^...^l 1/1 .— ) • • • ( l/^—
^•-fc \ ^J \ ^J

dont le symbole principal q^ = ̂ -i(Q^-i), qui s'annule à
Fordre (A* — 2)+ sur S, admet un développement de la
forme :

?m-l == S aL..»/c-À...^-t•
11-^

En itérant le procédé sur Q^_i on construit pour

I ^ / < [/c/2]

des opérateurs Q,m-j tels que :

Q^-x=Q^- s ^•--/^—y'-f^^)
l—1^- \ ô^/ \ ^^k-^j

avec

^_,+/A^...^ == <...^, et si ^^ = <^_,(Q^)
?m-^ ̂  S a^ ... i/c- îi... ̂ ^j

II •••^J
de sorte que

[fc/2] / ^ \ / ^ \p=R+.2.„..l/<•••-(l/•^)-(l/•^)
où R est un opérateur de degré m — [/c/2] — 1.

Or (cf. B. Helfîer), q^ t, 0, r) = 1 Hess1 ^_,
[K — Â J ) 1

(hessien transverse d'ordre k — 2/ de q^j sur S), de sorte
que si X = (731, . . ., T^) est un vecteur cotangent en (rc, t, 0, r)
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à la v-feuille contenant ce point :

^(P)(.,t,o,T).(X ... X) = S <..̂ , <, 0, ï) ^ ... y^
ii •"^aj

de sorte que :
[/c/2]

?(X)=s 2 <..̂  ^ o, T) 73 , . . . ̂ .
^0 »i...̂ .

^...^_^ est un opérateur de degré m — /c + /.
Notant S^g) les classes de symboles quasi homogènes

définis en § 1, les poids 1 et 2 s'appliquant respectivement
aux variables Ç et T.

LEMME. — Dans le cône T ^ 0 tout symbole a{x, t, Ç, r)
de S7" est un symbole de S2^) admettant le développement
asymptotique :

a - ^ ^
a

apec a, == ̂  S^D^, (, 0, r) e S(2l"2)la'.

En vertu du lemme les opérateurs

A(-(l^)-(l/•^)
sont des opérateurs de OPS2^^ qui admettent pour symbole
quasi homogène :

^...^•(^ ^,0, T)^ ... Ç .̂
Et finalement P est un opérateur de OPS2^^ et son symbole
quasi homogène est :

[fc/2]

p' - o^(P) = s S <..^ ^ o, T)Ç, . . . ç, ,.
J=o .̂..̂ ,

Soit F une feuille F = {(^, t, 0, T)|.T e R^, notons {x, 73)
les coordonnées dans T*F de sorte que :

[fc/2J

q{^ ^î) = S S <..^/^ ^ °^ T)7Î*. • • • 7Î^
J-O ïl...^

et
TT ^ -/ ô -/ ô

Hî=s,î"»i; -»-»,-;
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Par suite l'hypothèse (7.4) s'exprime par :
p' est réel et Hp. =^ 0 quand p' = 0, îîp. étant le champ

hamiltonien partiel introduit dans la section 4.
De plus les projections sur les feuilles des courbes intégrales

de Hgr sont les projections sur Ç = 0 des courbes intégrales
de H;,.

Le théorème 7.2 résulte alors des théorèmes 4.1 et 6.1
ainsi que de la remarque :

fe <T(X) telle que WF^/*) c: r ^ Q
alors

WF(^ = prç=oWF^(/-)).
Indiquons maintenant la preuve du théorème 7.1.
(i) =^ (ii) de l'hypothèse q -^ 0 il vient que p' est un

symbole quasi homogène elliptique de S2^^ par suite il
existe un opérateur Q de OPS^27""^ tel que

PQ — I ^ QP — 1 ^ 0 ce qui prouve (i) ===> (ii).

Pour établir (ii) ===^ (i) prouvons le lemme :

LEMME 7.1. — Soit P un opérateur de OPS^)(X) de
symbole quasi homogène pm{x9 S) î notons

x == (y, t) et Ç = (T], r)

les variables duales de poids respectifs 1 et 2.
Soit (XQ, Ço) un point caractéristique de P :

Pm^o? So) =0, TO ^ 0.

On peu^ trouver alors une distribution [L e ^'(X) telle que:

P(I e H^) ^ ^ ^ H^-1724"6 Ve > 0
et

WF^)(^) c S' == {(a;o, XTîo, X^X e R+}.

Pour déterminer (JL nous allons nous inspirer d'une cons-
truction assez classique, voir par exemple [7].

On peut supposer, pour simplifier
ô == 0, 7)o == 0 et To = (0, . . ., 0,1).

Posons
( = (C, Q T = « T,), Ç = (73, T')



PBOPAGATION DES SINGULARITÉS DES SOLUTIONS D'ÉQUATIONS 121

de sorte que
S' = {x == 0, ^ = 0, T, > 0}

Considérons alors l'ensemble r(S') des distributions (A de
la forme :

(7.5) (X = (27C)-" J' ^•Y(T,, Ç/lTj1/1) ̂

avec
(7.6) /-(T,, Ç) ~ S /r/^, ̂  avec r., = r r^ - oo

et où les fr. sont homogènes de degré rj en Tn et à décrois-
sance rapide en Ç.

Il est aisé de vérifier les propriétés suivantes, si [i. e P(S') :
- WF(^)((I) = S'.
- i/.tx (resp t.'^) e I'-1/4^').
- ̂  6 I-i(S').

-^^(^es^^)6Ir+l/l^•

-^eI-(S').

De plus si F est un opérateur de OPS^g(X) de symbole
a(rc, Ç) on peut par un développement de Taylor sur x = ̂  = 0
écrire :

(7.7)
Ftl=(27^)-"sJ'^•a;a,,p^,,(TJ2/a(^T7)Y(T„, Ç/|ïJ1/4) + • • •

avec
, , 1 / & \ a / ^ > V / & V / < ) Y ^ r\\^^(^.Hp^,^ ̂  ̂  ̂  <^)l-î=o.

Par suite les aa,p,-r,& sont homogènes de degré ——o"^' '

Dans (7.7) F(JL se présente sous forme d'une somme de termes
de:

_^"^Lftl_-l^-i&-_l^+^i

dont le terme prépondant est :

J'̂ a(0, 0, Tj/^/H1/4) ̂  module I'"^"1 '̂);



122 R. LASCAR

d'où le résultat suivant :
Si F £ OPS^2) de symbole quasi homogène a^ on a:

(7.8) [L e r(2y) ==> F^JL e P+^S') et F[L e f^^S')

si a^ = 0 sur S'.
De plus de (7.5) il vient [L e P^S') est dans H^) pour

tout 5 tel que s + 2r < 0.
Puis choisissant dans (7.6) fr elliptique en T^ on peut cons-

truire (appliquer 7.8) une distribution (JL telle que :

P(JL G H^) et ^ H^-172-^ Ve > 0.

Ce qui achève la preuve du lemme, puis celle du théorème.
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