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QUELQUES CURIEUSES TOPOLOGIES
SUR M,(T) ET MT)

par Henri BUCHWALTER

Introduction.

Rappelons trés sommairement quelques définitions et nota-
tions classiques. Dans tout l'article T désigne un espace
complétement régulier séparé quelconque, auquel on associe

son compactifié de Stone-Cech BT et son replété vT (ou
«real compactification » de Hewitt) [6], [3]. On associe aussi
a T Talgébre C>(T) de ses fonctions continues et bornées,
ainsi que 'espace Mg(T) = C*(T)" des mesures de Radon sur
BT, muni de sa norme d’espace dual. On rappelle que I'espace
M,(T) [12] est celui des mesures p € Mg(T) qui sont s-régu-
lieres, c’est-a-dire telles que pour toute suite f,|O dans
C*(T) on ait u(f,) — 0.

On topologise d’habitude I’espace Mg(T) de deux fagons
différentes : soit avec sa norme d’espace dual, soit avec la
topologie faible o(Mg, C*), dite topologie étroite. Les deux
maniéres ont leurs avantages et leurs inconvénients: par
exemple la topologie de la norme est évidemment complete
mais on n’en connait pas trés bien le dual; au contraire la
topologie étroite donne I’espace C*(T) pour dual mais elle
n’est pas compléte. On peut alors se demander s’1] est possible
de construire sur les espaces Mg(T) et Mg(T) des topologies
assez faciles & manier, qui soient complétes et donnant C*(T)
pour dual. Un essal dans ce sens a été fait pour 'espace M,(T)
par Berruyer-Ivol dans [1]. Mais il nous semble que jusque-la
cette sorte de question a été assez négligée pour I’espace
M(T).

Or il existe un outil particulierement utilisable et qu
conduit, comme on le verra, & des situations relativement



62 H. BUCHWALTER

« curieuses ». C’est celun des partitions continues de l'unité
sur T, déja exploité d’ailleurs de différentes maniéres par
de Marco-Wilson [6], Rome [10], Sentilles-Wheeler [11], et
plus récemment Bucchioni [2] pour les mesures vectorielles.
Pour bien préciser maintenant les choses signalons que nous
appelons partition continue de l'unité sur T toute suite
o = (9,) de C=(T) telle que ¢, >0 et Z¢,=1. Nous
abandonnons 1ici les partitions continues de l'unité indexées
par des ensembles non dénombrables d’indices, en méme temps
que nous abandonnons aussi ’exigence de finitude locale
de la famille des supports (supp ¢,). Pour simplifier on dira
que ¢ = (p,) est une pcu et on désignera par ® I’ensemble
de toutes les pcu sur T.

Il est facile de voir que pour toute ¢ = (9,) € ® et toute
p € Mg(T) la suite (u(p,) est un élément de Despace
I = I(N); c’est donc aussi un élément de tous les espaces
IP=1I(N),1 < p <+ oo et de 'espace ¢, = ¢,(N). L’idée
est alors de placer sur Mg(T) et sur son sous-espace My(T)
la topologie %, 1 < p < 4 o, définie par le systéme des
semi-normes

”P‘"cp,p - "(P-(CP,L))HP, VS o

ou |.|, désignela norme de I’espace (7. Les principaux résul-

tats sont alors les suivants, en désignant par M; (T) et

Mg ,(T) les espaces My(T) et Mg(T) munis de la topologie
-

1. Les espaces M, ,(T) et Mg ,(T), 1 < p < + o sont
des elc complets.

2. Pour 1 < p < + o, MyT) est dense dans M; ,(T)
et le dual de Mg (T) est l'espace C*(T).

3. Pour 1 < p < + o les bornés de M;g ,(T) sont les
bornés en norme.

4. La topologie de Mg ,(T) induit sur T sa propre topolo-
gie. L’espace T est total dans M, (T) et dans chaque
Mg ,(T), 1 < p < + o mais son adhérence T dans ces
espaces est toujours vT.

5. Les espaces Mg ,(T), 1 < p < + o, ont tous les mémes
parties relativement compactes.

6. Les espaces M, ,(T), 1 <p < 4 o, ont tous les
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mémes parties relativement compactes, qui sont aussi les
parties faiblement (ou étroitement) relativement compactes,
qui sont aussi les parties précompactes, qui sont enfin les
traces sur My(T) des parties relativement compactes com-
munes des espaces Mg ,(T).

7. Pour tout compact K de Mg (T) la trace de K sur
My (T) est compacte dans M, ,(T) (bien que M; ,(T) soit
dense dans Mg ,(T) pour 1 < p < + o).

8. Pour tout espace T non pseudocompact les espaces
M; (T), 1 < p < 4 o, sont non quasi complets mais leurs
parties précompactes sont relativement compactes.

Ce dernier résultat est particuliérement intéressant en ce
sens qu’il fournit des exemples trés simples d’espaces p-semi-
réflexifs au sens de Dazord-Jourlin [4]. De tels exemples
existent déja bien entendu mais ils sont souvent obtenus
avec des espaces de fonctions continues construits de facon
trés spéciale [7], [8], [13]. A notre connaissance seul
Wheeler [13] donne un tel exemple avec un espace de mesures,
en construisant une topologie convenable sur un espace (1)
avec card I =§,. La grande généralité de 8, permet
aisément, comme on voit en prenant T = N, de construire
explicitement sur l’espace [' = ['(N) des topologies %,,
1 < p <+ o p-semi-réflexives et non quasi complétes.

1. Les compactologies #, sur C~(T).

I’abandon de la condition de finitude locale sur la famille
des supports (supp ¢,) d’une pecu ¢ = (¢,) € ® n’est en
réalité pas génant, et va apporter au contraire des propriétés
intéressantes. On a déja:

Lemme 1.1. — On fixe ¢ = (¢,) € ©.

a) Pour toute & = (£,) € I” la fonction X£,9, est continue
et bornée sur T.

b) L’ensemble H, , = {Z,¢,; [&l. < 1} est équicontinu
et untformément borné.

Preugve. — En fixant t, €T et € > 0, on obtient un

entier N tel que ¥ o,(t) < —;—- Comme la fonction
n>N
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Y e,=1— Y o9, est continue il existe un voisinage V

a>N n<N €

de t, pour lequel on a Y ¢,(t) < - pour tout teV.
n>N

En posant f= X£,9,, avec ||, < 1, on obtient alors pour
tout teV

1) = ()] < 5+ 3 loa(d) — @alto)

n>N

ce qui assure la preuve de b) et par conséquent celle de a).
Fixons maintenant un couple (p, q) d’exposants conjugués

1< p<+ oo, 1<qg<+ o %-{—%:1. Alors la

boule unité A, de [?7 est compacte et métrisable pour la
topologie faible o, égale & o(l9,l’) si g > 1 et & o(l}, ¢p)
st qg=1.

I1 suit facilement de 1a et du lemme (1.1) que 'application

Ug: & — ZE9,

de [¢ dans C*(T) est continue pour la topologie o, et la
topologie sur C*(T) de la convergence simple sur T. On
peut alors introduire les disques équicontinus

H, , = {Z&,0,; [E], < 1}

de C*(T), qui sont les images Ug(A,), et qui sont tous con-
tenus dans le disque H, .. On a:

Prorosition 1.2. — a) Pour chaque q fizé, les disques
H, , forment la base d’une compactologie #, sur C*(T).

b) Pour q=1, le disque H;, est Uenveloppe disquée
simplement fermée de la suite (e¢,).

Preuve. — L’assertion b) est classique. Quant a ’assertion a)
il suffit de montrer que les parties H,, forment, quand ¢
varie dans @, une famille filtrante croissante. Or pour
¢ =(p,) €D et y =(§,) € ® on peut poser ¢ = ({,) avec

1 1
C2n = _2— Pns C2n+1 - 5 q)n

pour construire un élément { e ® tel que Hy, contienne

1
9 (H?,q v H"{»'I)' U]
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La laison avec les espaces My(T) et MB(T) va se faire
plus loin et sera conséquence du résultat suivant:

Prorosition 1.3. — On fize ¢ = (9,) € ®. On a la formule

de commutation
w(ZE,0,) = ZE,u(e,)

dans chacun des deux cas:
a) p e Mg(T) et Eecp;
b) ueMyT) et Eel”

Preuve. — Rappelons déja que la suite (p(g,)) est élément
de ' puisque l'on a

g‘; l(pa) < |ul <§ <9..> < Jwl

1

pour tout entier N. En posant

fN = 2 E-‘ncpn
n>N
on voit que la suite (fy) converge uniformément vers zéro
si £ e€cy, ce qui fournit aisément a). Pour obtenir b) on se
rameéne & supposer &, > 0; on a alors fy|0 donc p(fy) >0
pour toute p € My(T), ce qui suffit. ]

Il importe maintenant de déterminer les duals des espaces
compactologiques (C*(T), #,), c’est-a-dire les espaces de
formes linéaires sur C*(T) dont les restrictions aux parties
équicontinues H, , ¢ € ®, sont continues quand on munit
chacune de ces parties de la topologie de la convergence simple
sur T.

Tutortme 1.4.

a) On a (C*(T), #,)* = Mg(T) pour ¢q < + 0.
b) On a (C*(T), #.)* = Mi(T).
Preuve. — a) Fixons u e Mg(T) et ¢ e ®. Daprés la

propriété de commutation (1. 3a) et la définition de 'appli-
cation Ug: I?— C*(T), on voit que la fonction composée
woUy est une forme linéaire sur [ dont la restriction a la
boule A, est o,continue. La compacité de la boule A,
pour o, permet alors de vérifier que p est bien continue

4

q
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sur H, , = Ug(A,). Réciproquement soit w une forme liné-
aire sur C*(T) telle que p ¢ Mg(T). Il existe donc une suite
(f) dans C=(T), telle que 0 <f, <1 et |[uf) = 2"

On pose alors ¢, =2""f, pour n>1 et oo =1— Y o,

1

ce qui fournit la suite ¢ = (9,),50€ ®. Or ¢, >0 dans
Hg, et |w(e,)] > 1, ce qui prouve que p n’est pas élé-
ment du dual (C~(T), #,)*.

b) On démontre de la méme fagon que ci-dessus que toute
w € M(T) est continue sur H, ., en remplagant (1.3.a)
par (1.3.b). Réciproquement fixons u € (C*(T), #_)*. On a
déja u e Mg(T) d’apreés la preuve de a). Pour voir que u
appartient & My(T), 1l suffit, ce qui est classique, de prouver
que p estsimplement continue sur chaque partie H = C*(T),
équicontinue métrisable (pour la topologie de la convergence
simple) et uniformément bornée. Or d’aprés le théoréeme (3.5)
de Rome [10], adapté au cas particulier d’une partie H métri-
sable ([10], p. 57-b8), il existe pour tout ¢ > 0 une pcu
¢ = (¢,) dénombrable et une suite (f,) de points de T

telles que
If — Zf(t)eal < e

pour toute fe H. Or en supposant H contenue dans la
boule unité de C*(T), on voit que toute fe H est égale a
¢ prés en norme a une fonction ge Hg ., Iapplication
f— g étant méme simplement continue de H dans H, ..
Il en résulte aisément la continuité simple de u sur H,
ce qui termine tout. []

2. Les topologies %, sur Mg(T) et M,(T).

D’aprés le théoréme (1.4) on voit que Mg(T) apparait
comme dual de certains espaces compactologiques. En uti-
lisant les résultats généraux de [3], que 'on peut aisément
retrouver comme conséquence du théoréme de Banach-
Grothendieck, on voit qu'en plagant sur Mg(T) et My(T)
la topologie, notée %, pour des raisons qui apparaitront
plus loin, de la convergence uniforme sur les parties
He #, on obtient immédiatement des elc complets
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Mg (T) = (My(T), %,) pour 1 <p< + <o
et M;,(T) = (My4(T), %,) pour p = 1, elc complets donnant
tous comme dual I'espace C*(T).

Les semi-normes définissant la topologie %, sont déter-
minées par les pcu ¢ € @ selon

lule,, = Sup {|u(ZE..)|5 1El, < 1]

de sorte que d’aprés les formules de commutation (1.3) on
obtient :

Tele,, = I(w(@a))l, pour weMg,(T) e p>1
Tl = Hw(ea))ly pour w e M, ((T).

ce qui signifie encore que la topologie %, est une topologie
initiale associée au systéme d’applications linéaires V,:
Mg(T) — I, ou les Vg: p — (u(p,)) sont transposées des
applications U, : 17 - C*(T).

Il1 est alors loisible pour p > 1 de considérer l'espace
M, ,(T) obtenu en munissant M(T) du systéme des semi-
normes | .|, ,, c’est-a-dire obtenu comme sous-espace topo-
logique de Mg ,(T). Pour p =1 on peut aussi placer sur
Mg(T) la topologie définie par les semi-normes | .|, obte-
nant 'espace Mg ,(T). On prendra garde alors que cette
topologie %, sur Mg,(T) n’est pas celle de la convergence
uniforme sur les parties Hg ., puisque la formule de commu-
tation (1.3) n’est pas valable en général lorsque 'ona 1. e Mg(T)
et £el”

En désignant par M,(T) et Mg(T) ces espaces avec leur
topologie de la norme on obtient en résumé un tableau réca-
pitulatif, ou les fleches représentent des applications cano-
niques continues.

M(T) — M, 1(T) — M, ,(T) — M, (T) — o(M,,C*)

M(T) — Mg o(T) — Mg, ,(T) — Mg (T) — 6(ME,C°°)

Vo Ve Vo

Lo~ P g
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Il en résulte aisément que les espaces Mg ,(T) ont les
mémes bornés qui sont les bornés en norme. De méme les
espaces M; ,(T) ont aussiles mémes bornés qui sont les bornés
en norme.

Finalement on peut écrire :

Prorosition 2.1.

a) Les espaces M (T) et Mg (T), 1 <p < + o sont
des elc complets ayant le méme dual fort, qui est Uespace de

Banach C>(T).

b) Les espaces M; ,(T), 1 < p < 4 o sont des sous-espaces
denses des espaces Mg (T).

c¢) L’espace Mg ((T) est complet.

Preuve. — Celle de a) résulte de considérations compacto-
logiques [3] et du théoréme (1.4). Celle de b) provient du théo-
réme de Hahn-Banach, une fois connu le dual Mg ,(T)" =C*(T).
Quant & celle de ¢), c’est une conséquence du fait que Mg ,(T)
posséde une base de voisinages formée des disques

B, .= {u: Z|u(e,)| < €}

Or ces disques B, . sont manifestement fermés pour la topo-
logie étroite. De sorte que la condition (VF) de voisinages
fermés est réalisée entre les espaces Mg,(T) et Mg (T),
et ce dernier espace étant complet, on voit alors qu’il en est
de méme de Mg,(T). [

Le résultat de densité exprimé par (2.1.b) admet une géné-
ralisation. Remarquons tout d’abord que les parties
H.,, 1< g < + o, étant toutes équicontinues, les topo-
logies %, induisent toutes sur I’espace T sa propre topo-
logie. S1 'on note par A = A(T) la boule unité de C=(T)
et par A% et Aj les boules unité polaires de A dans Mg(T)
et My(T), on constate aussitdt que Ay et A% sont les bipo-

laires de T dans Mg(T) et M,(T). D’ou:

Prorosition 2.2. — L’espace T est un sous-espace topo-
logique total dans chacun des ele M, (T) et Mg (T),
1 <p< + .

Remarque. — Pour chaque ¢ = (¢,) e @ la suite (o,
peut se prolonger en une suite ¢° = (¢?) sur le replété T
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de T et ¢°e @° Il s’ensuit que I’on peut topologiquement
identifier les espaces Mg (T) et Mg, (vT). En particulier
T apparait aussi comme un sous-espace topologlque de
Mg ,(T). La complétude de I'espace M, ,(T) garantit alors
facilement que uT est un sous-espace fermé de M, ,(T),
donc aussi de Mg ,(T). Comme T est dense dans uT, on
voit donc quel’ona T = vT dansl’espace M, ;(T). Lorsqu’on
considére 'espace Mg ,(T), 1 < p < + o, le probléeme se
pose alors de déterminer ’adhérence T de T. Compte tenu
du fait que BT est fermé dans Mg ,(T) (puisque les points
u e BT sont les mesures multiplicatives) et que T est total
dans Mg (T) on peut penser qu’on obtiendra T = BT.
Or il n’en est rien en général et le résultat obtenu, qui est
surprenant, est T =uT. Avant d’en fournir une preuve

il convient d’abord d’examiner dans quelle mesure les espaces
M, ,(T) et Mg ,(T) sont différents.

Prorosition 2.3. — Les conditions sutvantes sont équiva-
lentes :

a) L’espace T est pseudocompact.

b) L’un des espaces M, ,(T), 1 < p < + oo, est quasi-
complet.

¢) On a M, (T)= Mg ,(T) pour 1 < p < + o0.

Preuge. — Lorsque T est pseudocompact on a vT = BT
et My(T) = Mg(T) d’ou les implications évidentes a—=c
et ¢c=—>b. Supposons maintenant M, ,(T) quasi complet
pour p fixé, 1 < p < + . Alors la boule unité A2 est
compléte, donc fermée, dans I’espace Mg ,(T) de sorte que
A% = A} par bipolarité de T. Ainsi My (T) = Mg(T) et tout
est dit. []

Le résultat T = vT annoncé plus haut n’est pas direct.
Il est conséquence des lemmes suivants :

Lemme 2.4. — On fize u € BTNOT. Alors il existe une
suite (9,).»1 dans C>(T) telle que:

a) 0 <o, <1 et ule,)=0 pour tout n.

b) La suite (supp @,) estdisjointe et localement finie sur T.

c¢) De plus u<§ (p"> > %
1
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Preuve. — On suit ici une idée de A. Deaibés. On sait déja
qu’il existe une fonction f > 1, continue sur T, non bornée,
telle que la prolongée canonique f? par continuité sur BT,
a valeurs finies ou infinies, soit telle que fB(u) = + oo.
Pour tout n > 1 on pose

m=%envw—M<
g.

Z={teTs Ifl) — nl <
La suite (Z,) est un recouvrement de T; la suite (U,)
est localement finie sur T et chacune des suites (U,,) et
(Usn—y) est disjointe. Par séparation normale des noyaux
disjoints Z, et T\U,, on voit qu’il existe, pour chaque n,
une fonction continue g, telle que 0 < g, < 1 vérifiant

o | wo

g. =1 sur Z, et supp g. < U.,.

Posons g = ¥ g, et g = Y 8.1, qui sont des fonctions
n>1 nz>1l

continues positives majorées par 1. Le fait que les Z, recou-
vrent T assure g’ + g” > 1, de sorte que u(g’) 4+ u(g”) > 1.
Il s’ensuit que 'on a wu(g') > % ou u(g") > % Dans la
premiére hypothése on obtient la suite (¢,) cherchée en posant
®, = Zs.; dans la seconde en posant ¢, = g5,;. []

Lemme 25! —{O0On fixze ue pT\oT. Alors il existe une
sutte ¢ = (9,) € @ telle que, pour tout te T et tout p tel
que 1 < p< -+ © on ait

1
lu — el , > %
Preuve. — On désigne évidemment par e, la mesure de

Dirac au point ¢ € T. A partir de la suite (¢,),5; du lemme 1

0

on construit ¢ = ¥ ¢, puis ¢, =1 — ¢. Alors la suite
1
¢ = (¢n)aso st élément de @. De plus on a
e — ¢(t)]st n=0
1
(4 — <)o) = avee & =ul¢) > -

out) si n> 1
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La suite (9,),», étant & supports disjoints on a

Sup ¢,() = X eu(t) = $(?)

n>1 1

i eh(t) = ¢°(t) pour 1<p<+

Il résulte de la que pour p = -4 oo:

1
lu — elyo = Max{la — (05 ¥} > 5 > 7
et que, pour 1 < p < + o:
1
lu — e, = [l — $(B)|7 + $2(1)]* .
> Max {l« — (0]; 40} > -
ce qui termine tout. [J
On peut maintenant énoncer le résultat principal
TuktoriME 2.6. — On a T =vT dans chacun des espaces
Mg ,(T), 1<p<+ .
Preuge. — Pour tout uevT et toute ¢ = (¢,) € @, 1l

existe un point t€ T tel que u(e,) = ¢,(t) pour tout n [6];
donc |u — ¢, , =0 et ainsi vT est contenu dans I’adhé-
rence T. Mais comme T est a priori contenue dans BT,
le lemme (2.5) signifie exactement 1’égalité T = vT. [

3. Compacité dans les espaces Mg ,(T) et M, ,(T).

Reprenons le diagramme des espaces Mg (T) et M, (T)
décrit au début du paragraphe 2. Les topologies étroites
o(Mg, C*) et o(M,, C*) sont exactement les topologies faibles
des espaces Mg, (T), 1 < p < + o et M, (T),
1 < p < + . Par contre la topologie étroite o(Mg, C*)
est strictement moins fine en général que la topologie faible
de Pespace M;g(T).

Cela étant on peut chercher & déterminer les compacts
de ces espaces. En tenant compte de la complétude des espaces
M, .(T) et Mp,(T), 1 <p < + oo, et du fait que leurs
topologies sont les topologies initiales associées aux appli-
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cations V,, on a:

Tutorime 3.1. — Les espaces Mg ,(T), 1 < p < + oo,
ont tous les mémes parties relativement compactes, qui sont les
parties bornées K telles que Uon ait, pour chaque ¢ € ®:

tek

Preuge. — Les parties relativement compactes de Mg ,(T)
[resp. de Mg (T)] sont les parties K dont l'image par
chacune des applications V., ¢ € ®, est relativement com-
pacte dans [* [resp. dans ¢,], puisque précisément Mg (T)
et Mg (T) sont complets Ce sont donc les parties bornées
K de Mg(T) qui vérifient respectivement les conditions

Pour toute pe®® et tout ¢ > 0, 1l existe un
entter N tel que pour toute partie finie
(Cy) J<e [N+1, 0) et toute peK on ait

Y wle,)

nelJ

Pour toute ¢ € ® et tout e > 0, 1l existe un
(C,) <entier N tel que pour tout n > N et toute pe K
on ait |u(e,)| < e

Il s’agit donc de prouver I'équivalence de (C;) et (C,),
autrement dit I'implication (C.) == (C;).

Or supposons (C;) non vérifiée. Il existe alors ¢ e @
et ¢ > 0 tels que Pon puisse trouver une suite (J,)., de
parties finies disjointes de N et une suite (w,) dans K
telles que

2 (@)

ned,

Posons L=UJ,, et U, = Y ¢, pour chaque k. Alors

nEeJ,
la fonction }_, o, = ) ¢, est continue [d apres (1.1)], posi-
neL
tive et ma]()ree par 1, donc ¢y=1— 2 ¢, est continue

1
et positive. Il suit de 1a que la suite ¢ = ({,),5, détermine
un élément ¢ € ® pour lequel on a |p,(¢,)| > ¢ pour tout
k, ce qui contredit la condition (C,.). []
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Donnons immédiatement deux conséquences intéressantes :

CororLraire 3.2. — Pour toute partie relativement com-
pacte K des espaces Mg (T), 1 < p < + o, Uenveloppe
solide

s(K) = {v; 3p e K telle que |v| < |p|}

est encore relativement compacte.

Preuve. — Elle est remarquable par sa simplicité, ce qui
confirme l'intérét du critére de compacité précédent. Déja
s(K) est bornée. Supposons s(K) non relativement compacte.
Il existe alors ¢ = (9,) € ®, ¢ > 0, wune sous-suite (¢,,),
une suite v, € s(K) et une suite p, e K telles que

[l (Pre) = [vi(@n)| > 4e.

Il existe donc, pour chaque Fk, une fonction continue g,
telle que |g| < @, et |w(g) > 2e. En séparant les
parties positive et négative de g,, on voit qu’il existe une
fonction continue ¢, telleque 0 < ¢, < o, et [w, ()] > e
Il est immédiat, par le raisonnement utilisé dans la preuve

de (1.1), que la fonction Y ¢, est continue. Ceci permet
1 o

de construire, en posant ¢, = 1 — ¥ ¢, une suite
1

¢ = ($)iz0 € ® mettant en défaut la condition de compa-
cité relative de K. [

Cororratre 3.3. — Dans Uespace Mg ,(T) les parties
faiblement relativement compactes sont relativement compactes.

Preuve. — 51 K est faiblement relativement compacte
dans Mg (T), elle est déja bornée et sonimage V¢(K) par
toute application V, est faiblement relativement compacte
dans l'espace . Elle y est donc relativement compacte
d’apres le lemme de Schur, ce qui fournit la condition (C;). [

Remarque. — On ne peut démontrer le méme résultat avec
les espaces Mg ,(T), 1 < p < + o, car cela reviendrait
a prouver que toute partie étroitement compacte de Mg(T)
est compacte dans Mg ,(T). On prouverait donc que les bornés
de Mg(T) sont relativement compacts dans Mg (T) ce qui
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est faux chaque fois que T n’est pas pseudocompact en vertu
du résultat suivant:

ProrosiTion 3.4. — Les assertions suivantes sont équivalentes :
a) L’espace T est pseudocompact.

b) T est relativement compact dans Uespace Mg ,(T).

¢) BT est une partie compacte de Mg ((T).

d) La boule unité A% de Mg ,(T) est compacte.

Preuye.

a=>b: S1 T est pseudocompact on a [e¢,|] -0 pour
toute ¢ = (¢,) € ® puisque la suite (9,) est équicontinue
et converge simplement vers zéro. Ceci signifie donc que T
est relativement compact dans les espaces Mg (T) d’apres
le critére de (3.1), d’ou b).

b= d: D’aprés b) T est relativement compact dans les
espaces Mg (T), 1 < p < + ©; son enveloppe disquée
fermée dans chaque Mg (T), 1 < p < + o, qui est A,
y est donc compacte, d’ou d) avec le théoréme (3.1).

d=>c: Puisque BT est fermé dans Mg (T).

¢ = a: D’aprés c) la topologie de Mg (T) induit sur BT
sa topologie de compactifié de Stone-Cech. On a donec T = T
dans Mg,(T) ce qui fournit 'égalité BT = vT avec (2.6)
et I'assertion a). [J

Une autre conséquence importante du théoréme (3.1) est
la description des parties relativement compactes des espaces
M, ,(T). Ici les résultats sont véritablement trés satisfaisants
puisqu’on a:

Tutorime 3.5. — Les espaces M; ,(T), 1 <p < + o,
ont tous les mémes parties relativement compactes, qui sont ausst
les parties faiblement (ou étroitement) relativement compactes,
qui sont ausst les parties précompactes. Ces parties communes
sont exactement les traces sur My(T) des parties relativement
compactes communes des espaces Mg ,(T).

Preuve. — 11 suffit en définitive de vérifier que toute partie
K étroitement relativement compacte dans M,(T) est rela-
tivement compacte dans M, ,(T) et que toute partie K
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précompacte dans M, (T) est aussi relativement compacte
dans M, ,(T).

Dans le premier cas chacune des images Vg(K) est faible-
ment relativement compacte dans ' car ’application
Vo:M; 1(T) - I* est faiblement continue, ce qui rameéne
comme en (3.3) au lemme de Schur, compte tenu de la com-
plétude de l’espace M, ,(T).

Dans le second cas la partie bornée K vérifie la condition
(C.) puisque chaque image Vg (K) est précompacte dans
¢y, donc y est relativement compacte. Il suit de la que K
est relativement compacte dans l'espace Mg,(T) d’apres
le théoréme (3.1), donc est aussi relativement compacte dans
son sous-espace fermé M, ,(T). OJ

En particulier on a:

Cororraire 3.6. — Pour tout compact K de Mg (T),
1<p< -+ o, la trace de K sur M; ,(T) est compacte
dans M; (T) [bien que cet espace soit dense dans Mg (T)
pour 1 < p < 4 ]

Pour énoncer une autre propriété importante, 1l faut main-
tenant parler d’espaces p-semi-réflexifs, en suivant donc la
terminologie proposée par Dazord-Jourlin [4]. II s’agit des
espaces localement convexes séparés E pour lesquels toute
partie précompacte est relativement compacte. Tout espace
quasi-complet est évidemment p-semi-réflexif et tout espace
p-semi-réflexif est séquentiellement complet. Le premier
exemple d’espace p-semi-réflexif et non quasi-complet semble
avolr été donné par Ptak [8] en 1954 (ou un espace p-semi-
réflexif est appelé « Von-Neumann complet»): 1l s’agit de
I’espace des fonctions continues a support compact sur I'espace
localement compact [0, w;[ des ordinaux dénombrables,
muni de la topologie de la convergence compacte. D’autres
exemples, assez compliqués, ont été donnés par Haydon [7]
toujours avec un espace C(X), par Wheeler [13], et de
nouveau par Rajagopalan-Wheeler [9] lors d’une étude assez
systématique. L’exemple de Ptak mis & part, les autres
exemples sont assez élaborés et bien loin d’étre intuitifs.
Ils rentrent dans le cadre des espaces de fonctions continues
sur des espaces assez spéciaux pour [7] et [9]. Seul Wheeler
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construit dans [13] un exemple d’espace de mesures, ce qui
revient d’ailleurs & considérer sur un espace [(I), avec
card I = §N,, une topologie p-semi-réflexive et non quasi-
complete.

Nous allons maintenant montrer que les espaces de mesures
fournissent effectivement un cadre naturel trés général pour
la recherche de tels exemples, sans que I’on tombe dans un
exceés de « pathologie ». Pour cela il suffit de rassembler les
énoncés (3.5) et (2.3) pour obtenir:

Tutorime 3.7. — Soit T wun espace non pseudocompact.
Alors les espaces M, (T), 1 <p < 4 o, sont p-semi-
réflexifs et non quasi-complets.

Exemple. — Choisissons pour T D’espace discret N. Alors
C(T) =1, My T)=101 et MgT)=[l"]. Chaque suite
¢ = (p,) € ® est déterminée par une matrice infinie

A = (an,k)
telle que:

a) a,, = 0. B

b) Pour tout k>0 ona Y« ,=1
selon la laison a, , = ¢, (k). ™=°

La topologie de l'espace M, ,(N) =1} est décrite par le
systéme des semi-normes

o0
2 &y, &
k=0

1€l . = SI}'P
si p=-+ © et

P

n=0

i
p

st 1<p< + oo
En résumé on a:

Prorosition 3.8. — Sur lespace ' = I}(N) il existe pour
chaque p tel que 1 < p < + o une topologie d’espace
p-semi-réflexif non quasi-complet, qui est déterminée par le
sysiéme filirant croissant des semi-normes | .|, ot A décrit
Pensemble des matrices A = (a, ,) précédentes.

Pour toutes ces topologies les bornés sont communs et sont
les bornés de U'espace de Banach *. De méme les parties pré-
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compactes (ou relativement compactes) sont communes et sont
les parties relativement compactes de Uespace de Banach L.

Enfin le complété (ou le quasi-complété) de Uespace I* pour
toutes ces topologies est Uespace dual [I*].
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