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RELATIONS ENTRE LES 2-GROUPES
DES CLASSES D’IDEAUX
DES EXTENSIONS QUADRATIQUES

k(Vd) ET K(y— d)

par Bernard ORIAT

D’une fagon générale nous désignerons par #; le 2-groupe
des classes au sens restreint du corps de nombres L. Soit
a un entier sans facteur carré positif. P. Damey et J. J. Payan
ont montré dans [2] que la différence des 4-rangs:
dim,# oy—5 — dimy# o,y ne peut prendre que l'une ou
Pautre des valeurs 1 ou 0. L. Bouvier a montré dans [1]
que pour m = 4 et 8 les différences des m-rangs:
dim,, o oz, v=) — d1m nd o3, vay sont comprises entre 0 et 4.

Nous généralisons ci-aprés ces ploprlete% Pour énoncer le
résultat obtenu, fixons quelques notations. On désignera par:

k un corps de nombres ne contenant pas \/— 1,
d un élément de k tel que ni \/d, ni \/— d n’appar-

tiennent a k,

K = k(\d), K=k(y— d),

] (resp f) lapphcat]on de #, dans #x (resp. #x) déduite
de l'injection canonique du groupe des idéaux de k dans
le groupe des 1déaux de K (resp. K).

Posons 92 = s#[j(s#,) et D = Hx[](H#))

Nous démontrons que pour toute puissance de 2, notée m,
supérieure ou égale & 4, et telle que le sous-corps réel maxi-
mal du mf® corps cyclotomique Q™ soit inclus dans Fk,

la différence des m-rangs de 2 et @ est majorée par la
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somme de trois constantes positives ou nulles
dim,2 — dim,2 < n; + ny, + n;.

Si Ex et E, sont les groupes d’unités de K et k, n, a
pour valeur n; = dim,(Eg) — dim,(E,). On trouvera les
définitions de n, et ng au début du paragraphe 3. Préci-
sons simplement pour 'instant que lorsque k est 2-principal,
c’est-a-dire lorsque #, = 1, alors n; est nul et 2 (resp. 2)
coincide avec Hx (resp. #x). Si de plus k est totalement
réel, alors n, est nul également. C’est ce qui se passe lorsque
k=Q ou Q(V2) et on retrouve alors les résultats cités
ci-dessus.

Pour démontrer leur propriété, Damey et Payan ont utilisé
une construction et un dénombrement des extensions non
ramifiées cycliques de degré 4 d’un corps quadratique.

D’autre part, G. Gras a donné, de cette méme propriété,
une démonstration employant la lo1 de réciprocité quadra-
tique; [3]. L. Bouvier avait utilisé des techniques analogues
a celles de Damey-Payan.

La méthode que nous employons difféere de celles-ci. Elle
emprunte pour I'essentiel au « Spiegelungssatz » de Leo-
poldt [4]. Toutefois, celui- ci pose une hypothese : « I ne divise
pas |G|» qui assure la semi- mmphclte des F,[G]-modules
considérés et qui n’est pas vérifiée ici.

Le groupe 2/9™ est considéré a l'aide de I'isomorphisme
de réciprocité, comme le groupe de Galois d’une extension
non ramifiée de K notée N,. Si Pon pose L = K(yV— 1),
G = Gal(L/k) et M, = N,(V—1), alors M,/L est une
extension de Kummer et on désigne par W, son radical.
Le m-rang de 2 est alors représenté par le 2-rang de

W,./W,.. L’application 6, dérive d’une application déja
employée par Leopoldt. Elle joue un role essentiel: en effet
elle applique un groupe isomorphe a W,/W,, dans un
groupe dont le 2-rang est égal au m-rang de 2. La diffé-
rence: dim,? — dim,2 est donc majorée par dim, Ker 0,,.
Cette valeur est bornée au moyen d’un homomorphisme
injectif ¢, par dim, B**/+ B*2. Les définitions de ces
ensembles: B** et B* sont données au paragraphe 2.
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Dans le paragraphe 3, on majore cette dermeére valeur par
n, + ny + ny. Ce calcul est élémentaire.

Le paragraphe 4 est consacré a I’énoncé d’inégalités qu
bornent la différence dim,#, — dim,#,.[;"(#,); K dési-
gnant le corps k(yV— 1) et j° Dapplication canonique de
#, dans .

Le paragraphe 5 contient quelques illustrations numériques.

Ces résultats n’auraient pas été mis en évidence sans les
consells et les encouragements de G. Gras. Je le prie de trouver
ic1 I’expression de mes remerciements.

1. Définitions et rappels.

On désignera par k un corps de nombres et d un élément
de k. Nous supposerons qu’aucune des racines carrées \/d,
V—d, \/—1 n’appartientd k. Onnotera m, laplusgrande
puissance de 2 telle que ie sous-corps réel maximal Q¢
du mi™ corps cyclotomique soit inclus dans k et on dési-
gnera par £ une racine primitive mi™ de unité.

Nous poserons K = k(\/d), K=k(\V—d), K¥=ky\y—1)
et L =k(\d, V—d). Le groupe de Galoisde L/k est un
groupe de Klein que 'on désignera par G. L’élément de G
qui laisse invariant K (resp. K) sera noté o (resp.s). Le
groupe G est donc égal a {1,0, s,66}. On a aussi
£ =E5=E(1 et K =k(E). _

Nous désignerons par p (resp. p) la restriction de o (resp. o)
a K (resp. K). On a donc Gal(K/k) = {1,p} et
Gal(K/k) = {1, ¢}.

Nous désignerons par #x, #x, #, les 2-groupes des classes
d’idéaux au sens restreint de K, K et k. Soient j et j
les applications de #, dans #x et #x déduites des injec-
tions du groupe des idéaux de k dans les groupes d’idéaux
de K et K.

Nous poserons 9 = #x/[j(#,) et D = Hx[j(#,).

Nous désignerons par N’ la 2-extension abélienne, non
ramifiée, maximale de K. (On entend par extension non
ramifiée une extension dans laquelle aucun 1déal ne se ramifie).
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Rappelons que les deux groupes Gal (N'/K) et s#x se
correspondent dans I'isomorphisme de réciprocité. Cet iso-
morphisme est un isomorphisme de Gal (K/k)-modules. (La
structure de Gal (K/k)-module de Gal (N'/K) est définie par
y* = rlyr, r étant un prolongement de o a N et y un
élément de Gal (N'/K)). Composant cet isomorphisme avec
la correspondance classique de Galois, on en déduit une bijec-
tion canonique entre les sous-Gal (K/k)-modules de #x et
-les sous-corps de N’, contenant K et galoisiens sur k.
Désignons par N le sous-corps de N’ qui correspond ainsi
a j(o#,). Le groupe de Galois: gal (N/K) est isomorphe
a 2 et la structure de Gal (K/k)-module de Gal (N/K) est
donc déterminée par y° = y~!, pour tout y de Gal (N/K).

Posons encore M = NL. Suivant que L soit inclus dans
N ou non, on aura M= N ou [M:N]=2. Le dessin
suivant résume les notations introduites :

i , N’
sz’wk) ; M
e f | N//“
L
1 \‘T
e
K.
NS

Dans toute la suite on désignera par m une puissance
de 2. Si H est un F,-espace vectoriel, on notera dim, H
sa dimension. Si H est un 2-groupe abélien, on notera dim, H
son m-rang, c’est-a-dire: dim, H = dim, H™*/H™. Si l'on
décompose H en produit direct de groupes cycliques, dim, H
est le nombre de composantes de H d’ordre supérieur ou
égal & m. On notera H™ [D’ensemble des éléments de H
dont la puissance m™ est égale & 1. On a:

dim, H®W/H™? = dim,, H.

Désormais, on désigne par m une puissance de 2 inférieure
a m,. Soit N, le corps intermédiaire entre N et K, maxi-
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mal tel que N,/K soit d’exposant divisant m. Nous avons
donc :

Gal (N,/K) = 9/92™.
Posons M,, = N, L.

L’extension M,/L est une extension de Kummer dont le
radical sera désigné par W,. On a donc W, = {w;weM,,
wm e L*} et pour tout m compris entre 4 et my,:

dim, 2 = dim, Gal (N,/N,,z) = dim, Gal (M,,/M,,,)
- dim2 Wm/Wm/2’

Nous avons de plus besoin d’une structure de G-module sur
les groupes W,/L*. Si t est un élément de G, on note ¢
un prolongement de = & M,. St w appartient & W,
Iélément w'L* de W,/L* ne dépend pas du choix de ¢
mais seulement de ©. En posant (wL*)" = w'L* on définit
sur W, /L* une structure de G-module. D’autre part, munis-
sons Gal (M,/L) de la structure de G-module ainsi définie :
Pour tout y de Gal (M,/L), y* =yt

Nous aurons alors 3° =y et y° =y.

Désignons par Gal (M,/L)" le dual de Gal (M,/L) c’est-
a-dire le groupe des homomorphismes de Gal (M,/L) dans
L*. Rappelons que la théorie de Kummer donne un isomor-
phisme canonique de W, /L* sur Gal (M,/L)" ainsi défini:
si wL* appartient & W,/L* il lui correspond «(swL¥)
qui est 'homomorphisme de Gal (M,/L) dans L* défini
par: a(wL*)(y) = w1,

Ecrivons cette égalité avec y*: nous aurons donc:

a(WL*)(y‘r) — Wl—’yt—l.

Ecrivons-la également avec (wL*)* et .
Comme t est d’ordre 2, on aura:

A((WL)(y) = (05 Do a((wLA))(y) = wori,

Nous en déduisons: o((wL*)%)(y)® = a(wL*)(y*). Cette quan-
tité est une racine m¢™ de 1 et nous avons vu que
¢° = ¢ = {1 Faisons © =o¢ dans la relation précédente.
Nous obtenons : «((wL*)?)=a(wL*)* d’ou (wL*)°=(wL*)-L.
D’autre part, en remplagant © par o, dansla méme relation,
on obtient (wL*)® = wL*.
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Remarque. — Nous venons de redémontrer ce que Leopoldt
appelle plus généralement « Spiegelungsrelation » [4].
Résumons les résultats obtenus dans la

Prorosition 1. — Soit m wune puissance de 2 inférieure
a my etsoit N, lecorpsintermédiaire enire N et K maximal
tel que N, soit d’exposant divisant m. Soit M, = N,L
et soit W, le radical de M,,.

(1) La structure de G-module de W,[L* est déterminée
par les relations: (wL*)° = (wL*)1 et (wL*)® = wL*.

(11) St de plus m est supérieur ou égal a 4,

dimm@ == dim2Wm/Wm/2 .

2. Applications 0, et V.

ProrositioNn 2a. — L’extension N|K est décomposée sur
k et Uextension M|L est décomposée sur K.

Démonstration. — Rappelons d’abord que ’extension N/K
est dite décomposée sur k lorsque Gal (N/k) est produit
semi-direct de 'un de ses sous-groupes par Gal (N/K). 1l
revient au méme de dire qu’il existe un sous-corps X de N
tel que: N=KX et KnX==F5

Soit r un prolongement de p & N’ et soient (r) et
(r?y les sous-groupes de Gal (N'/k) engendrés par r et
r2. Ce dernier sous-groupe est inclus dans le centre de
Gal (N'/k). St N, est le sous-corps de N laissé invariant
par <r?), Dextension Ny/k est donc galoisienne. De plus
on a:

Gal (N'/N,) = <(r*) = Gal (N'/K) n (r,
et
Gal (N'/k) = Gal (N'/K) (r).

L’extension Ny/K est donc décomposée sur k.

Montrons maintenant que N, contient N. D’aprés la
théorie du corps des classes, 11 existe un 1déal P de N,
non ramifié dans N'[k, tel que r soit égal & l'automor-
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phisme de Frobenius (B, N'/k). Soit p I'idéal premier de
K en dessous de R. S1 f est le degré résiduel de p dans
K/k, nous aurons r/= (P, N'/K); dou f=2. D’autre
part, N'/K est abélienne, le symbole (B, N'/K) ne dépend
plus que de p et nous pouvons écrire r* = (p, N'/K). Puisque
f=2, p est’étendu d’un i1déal premier de k. Dans I'isomor-
phisme de réciprocité liant Gal (N'/K) et ok, r* est donc
I'image d’une classe d’idéaux appartenant a j(#,).  Le
corps N, contient donc N et puisque N,/K est décomposée
sur k, 1l en sera de méme de N/K.

Il reste a voir que cette propriété de décomposition se
transmet & M/L. S1 N n L = K, les groupes de Galois
Gal (M/K) et Gal (N/k) sont isomorphes par restriction des
automorphismes de M a N. Dans cet 1somorphisme,
Gal (N/K) correspond & Gal (M/L) et I’extension M/L sera
décomposée sur K. Supposons maintenant que L soit con-
tenu dans N. Nous avons alors M = N. Désignons désormais
par r un prolongement d’ordre 2 de p 4 N et par s un
prolongement de o a N. L’automorphisme r prolonge
donc ¢ ou oo, et r ou rs est un prolongementde o a M.

Calculons (rs) Comme rsr=rlsr = s, on en déduit
(rs)2 = 1. Le groupe Gal (M/K) est donc produit semi-direct
de Gal (M/L) par l'un ou l'autre des sous-groupes {1, r}
ou {1,rs}. L’extension M/L est donc décomposée sur K.

Remarque. — La premiére assertion de cette proposition
pouvait étre remplacée par I'énoncé plus général suivant:
“ Si K/k est une extension cyclique de degré quelconque;
si A#x et H, sont les groupes des classes de K et k;
si J est application canonique de #, dans #y; si 1\
est le sous-corps du corps des classes de Hilbert N de K,
correspondant & j(#,), c’est-a-dire invariant par I'image de
j(#,) dans I'isomorphisme de réciprocité: Gal (N'/K) == sk,
alors 'extension N/K est décomposéc sur k . La démons-
tration est semblable a celle donnée plus haut.

DeérmnitioNn pE W,. — Nous désignerons désormais par
§ un prolongement de ¢ a M, d’ordre 2. Pour toute puis-
sance de 2 notée m et inférieure & m,, nous noterons W,
Uensemble des éléments de W, invariants par s.
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Prorosition 2b. — L’injection canonique de W, dans
W, induit un tsomorphisme de W, |K* sur W,/L*. De
plus, quel que soit w de W,, wm™°tD qgppartient a k™.

Démonstration. — Considérons P'application de W, dans
W, /L* qui associe a tout &' de W,, w'L*. Si w est un
élément de W,, alors compte tenu de la proposition 1 (i),
w1 appartient 3 L. Comme § est d’ordre 2, on en déduit :
(w1)31 =1, et il existe « dans L tel que w1 = a1,
Posons alors ' = wa™'. On a wL* = o'L* et ' appar-
tient & W,. L’application considérée est donc surjective.
On en déduit I'isomorphisme annoncé.

Soit maintenant & un élément de W,. Il est nécessaire
de distinguer deux cas:

Premier cas: 1l existe un sous-corps N, de N, tel que
L(w) = N,L et N, nL =K. Désignons alors par s un
prolongement de o a L(w) qui invarie N,. Désignons
encore par s la restriction de § a L(w). On a:

Lw)=NJK e N, nK=*k

On en déduit s =352=1 et s5 =35s.

En vertu de la proposition 1, 't appartient & L. De
plus @+ est invariant par o et o. Donc il appartient
a k.

On en déduit que w™C+) appartient & k™

m s L
\Nw/ (<)L
N/ N\g
N

Deuzxiéme cas: Il n’existe pas de sous-corps N, de N,
tel que L(w) = LN, et L. n N, = K. Dans ce cas, on aura
donc: L <N, N=M et N,=M,. Désignons encore
par 5 la restrictionde 5 & L(w) et par s un prolongement
de ¢ & L(w). Comme 5 est un prolongement de p, nous
avons s° = §ss = s7%. On posera {, = {™™ Soit m’ I'expo-
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sant de L(w)/K. $Si les exposants de Gal (L(w)/K) et
Gal (L(w)/L) étaient égaux et puisque Gal (L(w)/L) est
cyclique, alors Gal (L(w)/L) serait facteur direct de
Gal (L(w)/K) et L(w)/L se décomposerait sur K. Ces deux
exposants sont donc différents et cela prouve que L(w)/K
est cyclique de degré m'. De plus s engendre le groupe
de Galois de cette extension. S1 m’' = 2, w appartient a
K et on obtient tout de suite le résultat. Supposons mainte-
nant m’ > 4 et montrons que w!'** appartient a {;*K.

N,=M,

L(w)

|

L

c/ \E
/ AN

K K
N

L’extension L(w)/L est une extension de Kummer de
degré m’[2 dont le groupe de Galois est engendré par s2.
On aura donc: @ = {,,,w et wl+>F =70 , o+ Or 1
et ¢;} forment une base de L/K. Il suffit de décomposer
wlts sur cette base pour constater que w'+' appartient

by

a C)K. De plus, on a w!'* = w'*+s. On en déduit que
wlts est invariant par ss. Cela prouve que w!** appartient
a k. Comme {)K Nk = ¢k, on en déduit que wd+om
appartient a k™. Pusqu’enfin, L(w) est inclus dans
M, = N,, m' divise m et w"+9 appartient a k™.

Désignons par A,, A, et Ag les anneaux d’entiers de

k, L et K.

LeMME 2a. — St m est une puissance de 2 comprise entre
2 et my et st w appartient & W,, alors @™ appartient a
K et l'idéal engendré par w™ est de la forme w"Ax = Em2Y™;
C étant un idéal de k et A un idéal de K.
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Démonstration. — Supposons donc que w appartienne a
W,. L’extension L(w)/L est non ramifiée d’exposant divi-
sant m et l'idéal W”'AL est donc la puissance m*™ d’un
idéal de L. Ecrivons cet idéal sous la forme 8D, B étant

un idéal de L ramifié dans L/K et ® un idéal de L non
ramifié dans L/K. On a donc w"A, = B"D". Comme w"
appartient & K, nous aurons @ = et D est I'étendu
d’un idéal de K. Quant & B, on peut le décomposer en
produit d’idéaux premiers (ramifiés sur K) de la fagon sui-
vante :
B=yp;...pe...pptes.

avec :

p, 1déal de L complétement ramifié dans L/k;

p, idéal de L ramifié dans L/K et inerte dans L/K;

p; idéal de L ramifié dans L/K et décomposé dans L/K.
D’aprés la proposition 2b, w™+9 appartient a k™ et
d’autre part D°t! est I'étendu d’un idéal de k. Donc,

B+l = plo | ple L, pieradro

est aussi I’étendu d’un 1déal de k. On aura donc a, = 0 (2)
et a; + a; = 0(2). On en déduit que pj' est I’étendu d’un
idéal de K. Si a; est pair, pg est 'étendu d’un idéal de
K etil en est de méme de pj%. Si maintenant a; est impair,
on peut écrire:

pg3+caé — pga—l—}-c(“:;’—l)p%'!—’-? et p§(1+c)

est I’étendu d’un idéal de k. Finalement p{»+o®™ sera
Iétendu d’un idéal de K de la forme @E™2", @ étant un
idéal de k et U unidéal de K. Quant & p,, il est tel que
p: soit I'étendu d’un idéal de k. Donc py est I’étendu d’un
idéal de la forme @2, § étant un 1déal de k. Nous avons
donc montré que w"Ap = Em2Y"A;, avec € 1idéal de £k
et ¥ idéal de K..Comme @™ appartientd K, on en déduit:
WmAK — (SJm/Z%[m.

Prorosition 2¢. — Soit m une puissance de 2 comprise
entre 2 et my. Si w appartient ¢ W,, soit CHA) la
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classe de Uidéal A de K défini par le lemme 2a. Alors ClL(Y)™
appartient a j(H#,).

Démontrons tout d’abord le lemme suivant:

LemME 2b. — Soit x un élément de K, tel que z°*' soit
un élément totalement positif de k. Alors il existe ¢ dans k
tel que xc soit un élément totalement positif de K.

En effet, on peut écrire les plongements réels de K dans

C sous la forme p, ..., p,op1,..,0p, et les restrictions

de py, ..., p, & k seront des plongements distincts de k
dans C.

Soit ¢ un élément de k tel que ¢/ ait le méme signe que
ari, pour tout ¢ de 1 a s. Nous aurons donc (wc)’ > 0
et (zc)° > 0. Ceci montre que zc est un élément totale-
ment positif de K.

Démontrons la proposition 2¢. Soit w un élément de Wi,
En vertu de la proposition 1 (i1), du lemme 2b et puisque m
est supérieur & 2, 1l existe ¢ dans k tel que wmc' soit
totalement positif.

Nous en déduisons : Cl(w™Ag) = Cl(cAg). (Il n’est question
ic1 que de classes au sens restreint). D’ou Cl(w™Ag) appar-
tienta j(o#,). Comme wrAgx = Em2Y", avec A idéal de
k, on en déduit que CI(A)" appartient & j(#,). En d’autres
termes, Cl(A)j(s#,) appartient & 2™. On en déduit la
définition de 6,

DEriniTION DE 6,. — Soit m une puissance de 2 comprise
entre 4 et m,. Soit w appartenant @ W, et soit CL()
la classe de Uidéal A de K défini par le lemme 2a. Nous
noterons 8, U'homomorphisme de Wi,[W,, dans @™|gm»

qui associe & wW,, la classe de CHA)j(o#,) modulo 2™P.

DeriniTion pE B** T B*. — Nous désignerons par B**
Uensemble des éléments u de K tels que U'idéal engendré par
u soit de la forme @2b0*Ax avec & 1idéal de k, b élément
totalement positif de K, et tels que u™ appartienne a k°.
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En abrégé:
B** = {u;u e K, uAgx = @20?Agx, € 1idéal de k, be K+,

u’tl e k}.

Nous noterons B*, [Uensemble des éléments de K, dont
la norme dans K[k est un carré de k. En abrégé:

B* = {u; ueK, u't e k?}.

On déduit immédiatement du lemme 2b, que B*2 est inclus
dans B**.

DEriniTION DE ¢,. — Soit m une puissance de 2 com-
prise entre 4 et my. Supposons que wW,, appartienne
a Ker0,. Conservons les notations du lemme 2a, c’est-a-dire :
wmAg = Gm2Y™. Nous avons donc: ClA)™? appartient a
}'—(Jfk) et il existe un idéal ®, de k et un élément b totale-
ment positif de K tels que

Y2 = §,bAx; d’ou wrAx = En2E2b%Ax.

D’autre part, en vertu de la proposition 1 (1), w™°+D appar-
tient & k*. Nous avons donc vérifié que w™ appartient a
B**.

Supposons maintenant que « appartienne a W,,,; alors
@™  gppartient a k%, w™? appartient & B* et o7
appartient & B*2. Il s’en suit que I’on peut définir un homo-
morphisme ¢, de Ker 6, dans B**/ + B*? en associant
a I'élément wW,, de ker6,, la classe de w"™ modulo
+ B*2

Prorosition 2d. — L’homomorphisme ¢, défini ci-dessus
est injectif.

Démonstration. — Supposons que wW,, appartienne a
Ker 0,. Cela signifie que @™ appartient & + B*3. On en
déduit d’abord que w™ appartient & L2 et que L(w)/L
est d’exposant divisant m/2. Nous aurons w™? =u ou
V—1u avec u dans B*. On en déduit aussi que w™E+)
appartient & Kk2®. Ceci montre que L(w™*)/L est décom-
posée sur K, c’est-a-dire que L(w™*)/K est d’exposant 2.
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(En vertu du critére de décomposition classique des extensions
biquadratiques). L’extension L(w)/K est donc d’exposant
divisant m/2 et w appartient & M,,, donc & W,,.

Remarque. — On peut définir une application de W, /W,
dans W, ,/W,, en associant & wW,,, w*W,, Il s’agit
d’un homomorphisme injectif. De plus si wW,, appartient
a Ker6,, alors #*W,, appartient & Ker0,,. Pour toute
puissance de 2 comprise entre 8 et mg, 1l existe donc un
homomorphisme injectif B, de Ker6, dans Ker0,,.
On a d’ailleurs ¢, = ¢, 0 B,.

Le corollaire suivant se déduit des propositions précédentes :

CororLLAIRE. — Pour toute puissance de 2 notée m et
comprise entre 4 et m,y, on a:

dim, 2 — dim,, 2 < dim, B**/ + B*2,

En effet, dim, 2 est égal a dim, W,/W,, en vertu des
propositions 1 et 2b. D’autre part, dim, 2 = dim, 2™/2™?,
En factorisant ’homomorphisme 6,, on obtient 'inégalité :

dim, W, /W, — dim, 2™/2™» < dim, Ker 0,,
c’est-a-dire :
dim, 2 — dim, 2 < dim, Ker 6,,.
Enfin, on déduit de la proposition 2d 'inégalité :

dim, Ker 6,, < dim, B**/ + B*2.

3. Majoration de B**| + B*2

Notations. — On désignera par Ex (resp. E,) le groupe
des unités de K (resp. k). Les dimensions sur Z des groupes
quotients de ces groupes par leurs sous-groupes de torsion
seront notés dimz (Ex) et dim, (E,). L’ensemble des élé-
ments totalement positifs de K (resp. k) sera noté
K+ (resp. k*). On posera également E* = Egx n K+ et
Ei = E, nk*. Dans ce paragraphe, on notera N au lieu
de Ngj,, la norme dans l'extension KJ/k.
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On désignera par E** (resp. E*) 1’ensemble des unités
¢ de K telles que N(c) appartienne a k* (resp. k?). En
abrégé :

E** = Ex N B** = {¢; ¢ € Exg, 7t € k*}
E* =Egx nB* = {¢; ¢ € Exg, 7 € k?}.
On notera F (resp. F') ’ensemble des éléments de K engen-

drant un idéal qui est I’étendu d’un idéal de k (resp. d’un
1déal strictement principal de k). En abrégé:

F ={u;ue K, uAx = CAx, ¢ idéal de k}
F' = {u; u e K, uAg = GAg, € 1idéal strict. principal de k}.
On a donc F’' = k+Ex. On posera aussi:

F+r =K+ nF et F'+ =Kt nF.

On notera C (resp. C’) I'ensemble des éléments de % engen-
drant le carré d’un 1déal de k (resp. le carré d’un i1déal princi-
pal au sens ordinaire de k). En abrégé:

C ={u;uek ulA, =% ¢ idéal de £k}
C = {u;uek, ul, = @E2 ¢ 1idéal principal ordinaire de Fk}.
On a donc C' = K2E,.

Nous noterons P, le sous-groupe de #, engendré par les

classes d’idéaux principaux (au sens ordinaire) de k. Enfin
nous définirons les constantes n,, n,, n; en posant:

n, = dimz Ex — dim, E,
n, = dim, (Ej N NK)/E%NE{
ng = dim, #?/Kerj P,.

ProrositioN 3a. — Il existe une suite exacte:
1 —> B®2E**| + B*2 » B**/+ B*2 L, C n NK*/k2NF+,

Démonstration. — Définissons tout d’abord I'application f.
Si u appartient & B** 1l engendre un idéal de la forme:
uAx = @G202Ax avec @ 1idéal de k& et b dans K+. De

plus, on a u°* = ¢* avec ¢ dans k. D’ou:

2A, = @2b°H1A,.
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Nous définissons f(u) comme étant la classe de ¢2b—C+D
modulo K2NF+.

Montrons qu’il s’agit bien d’une application. Rappelons
d’abord que k+ N NK = NK+. Ceci prouve que ¢2h=-C+D

appartient & C N NK+. Montrons que f(u) ne dépend pas
du choix de € et b.

Si uAg s’écrit de deux facons:
uAx = G2b*Ax = @'2b'2Ax

nous aurons alors:

bb'Ax = §'C'Ax et bbh'1
appartient & F+. D’ou

pRh=@+D[ 2 —E+D]-1 — (b -1)-(+D)
appzrtient a NF* et f(u) ne dépend pas du choix de &
et 0.

Supposons maintenant que u appartienne a + B*2,
Nous pouvons alors (Lemme 2b) écrire un élément de B*

sous la forme cb avec ¢ dans k et b dans K+*. La quan-

tité u est donc de la forme u = + ¢2b%2 et on a:
uAx = 2h?Ax.
Définissons ¢: On a
ustl = ctp2(et) d’ou pt = c4p2(e+l)
et
2 = + c2b°HL,
Mais ¢2b°* est un carré dans k et — 1 ne peut étre un

carré dans k. On a donc ¢® = b et f(u) est la classe

modulo A*NF+ de ¢2b~C+) = ¢2. Donc f(u) est égal a

k2NF+. Nous avons bien défini un homomorphisme f.
Montrons que Ker f est inclus dans B*2E**[ + B*2. Conser-

vons les notations introduites au début de cette démonstra-

tion. Supposons que u(+ B*2) appartienne a Ker f. Il existe

donc z dans Ft et ¢ dans k tels que ¢2b~(+) = zo+¢2
Nous aurons

&2 = p2h-CDA, = 77112,



52 B. ORIAT

ulAx = G202 Ax = z°Hc2h2Ax.

Mais z appartient & F. Cela prouve que z°Agx = z?Ag
et nous aurons:

uAx = (zcb)?Ax et u = (zcb)%e

avec ¢ dans Egx. Or (z¢b)! =% et zchb appartient
a B*. Donc ¢ appartienta E** et u appartient & B*2E**.

L’inclusion inverse ne présente pas de difficulté. Si ¢ appar-
tient & E** alors on a ¢Ag = Ag et on peut choisir pour
calculer f(e): & = A,, b =1. 1l s’en suit que si ¢+ = p4
f(e) est égal & K2NF+.

Prorosition 3b.
Dim, B*2E**/ + B*? = dim, E**/+ E*? < n,.

Démonstration. — La premiére égalité est immédiate. En
effet :

B*2E**/i_ B*z o~ E**/i_ B*2 Ia) E** — E**/i_ E*z.

Comme \/— 1 n’appartient pas 4 K, le 2-sous-groupe de
torsion de E** est + 1. D’autre part Ef est inclus dans
E** et cela prouve que dimz E** est égal & dim, Eg.
Nous aurons donc:

dim, E**/+ E**? —= dim, Ex.

Le groupe des unités de k, E, est inclus dans E*. Consi-
dérons 'homomorphisme de EZ dans E*2/E**2 qui associe
4 «® (« appartenant & E,), «*E**2. Il a pour noyau Ef.
Cela montre que:

dim, E2/E2 < dim, E*2/E**2,

Comme {/— 1 n’appartient pas & E,, le 2-sous-groupe
de torsion de E? est réduit & 1 et dim, E}/E} = dim,E,.
Enfin + E*?/+ E**2 = E*2/E**? et on aura: ’
dim, E**/+ E*? = dim, E**/ + E**? — dim, + E*2/+ E**2

< dimz EE _— dimz Ek - nl.
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Proposition 3c. — Dim, C N NK+/E2NF+ < n, + n,.
La démonstration de cette inégalité repose sur ’existence
d’un 1somorphisme :

C' n NK+/E2NF'+ = Ef n NK/E,%NE;‘K,
et de deux sultes exactes:

1 - C n NK+—=C N NK+ — H P[Py,
k*NF+[[*NF'+ — Ker j/P, n Kerj — 1.

Considérons 'inclusion Ef n NK < ¢’ n NK+ et appli-
cation naturelle f: Ef n NK — C' n NK+/k2NF'*+. Soit «
un élément de Ef N NK tel que ¢ appartienne & A2NF'+.
Nous aurons donc: e = u°tl¢®, avec ¢ dans k et u dans
F'+. Cet élément s’écrit donc u = ¢« avec ¢, dans kt
et « dans Eg. Comme u est totalement positif, o Dest
aussl. On a donc e = «a®(cyc)? et c¢oc appartient a E,.
Finalement ¢ appartient a EfNEL. Réciproquement, I'inclu-
sion EZNEL < E*NF'* ne pose pas de probleme. Nous avons
donc montré que le noyau de f est EZNEr.

Montrons maintenant que [ est surjective. Soit uw appar-
tenant & C' N NKt. Nous avons donc u = ¢°*1 avec ¢
dans K+ et u=c¢c® avec ¢ dans Ef et ¢ dans k. On
en déduit que ul*NF'+ = ek?NF'* et comme ¢ = (9c1)°H,
¢ appartient donc & Ej n NK. L’image de ¢ par [ est
uk®NF’+. L’isomorphisme est démontré.

Soit maintenant u appartenant & C N NK+*. Il existe
un idéal € de k tel que uA, = @2 Comme u est totale-
ment positif, la classe de € appartient & # et en asso-
ciant & u la classe de CI(€) modulo P,, nous obtenons
un homomorphisme de C N NK+ dans #@/P, qui a pour
noyau €' N NK+. Ceci démontre que la premiére suite est
exacte.

Soit u un élément de A2NF+. Il s’écrit u = ¢**¢® avec
¢ dans F+ et ¢ dans k. On a donc ¢Ax = GAx. La classe
de @ appartient & Kerj. Cette classe est définie modulo
P, N Kerj. En effet si on écrit u = ¢'*+1¢’* avec ¢ dans
F+ et ¢ dans k, on aura alors:

‘)IAE —_ @'Af et vc+1Ak — @2’ V’G“Ak — @/2
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d’ou:

CC 1 =cctA, et Cl(EE )
appartient & P,. Nous avons donc défini une application de
k2NF+ dans Kerj/P, n Kerj. C’est un homomorphisme
surjectif et A2NF'+ est inclus dans son noyau. En factorisant,

on obtient la derniére suite exacte.
Nous en déduisons :

dim, C N NK+/k*NF+ < dim, C n NK*/C' n NK+
+ dim, ¢’ n NK*+/k2NF'+ — dim, k2NF*/k2NF"+
< dim, #P/P, + n, — dim, Ker jP, /P, = ny + n,.

On déduit alors des propositions 3a, b et c¢ l'inégalité :
dim, B**/ + B*? < n; 4+ n, + n;. Compte-tenu du corollaire
énoncé a la fin du paragraphe 2, nous avons démontré :

TutortME. — Sotent ny, ny, ng les troits constantes défintes
par:
n, = dim, Ex — dim; E,,
n, = dim, (E; n NK)/E2NEZ,
n, = dim, #®/Ker jP,.
Pour toute puissance de 2, notée m, supérieure a 4 et telle
que QS5Y soit inclus dans le corps de base k, les différences

des m-rangs des groupes @ = #x|j(#,) et D = Hx[j(#,)
sont majorées par:

dim, 2 — dim, 9 < n; + ny + n,.

4. Deux autres inégalités.

Nous désignerons encore par k un corps de nombres ne
contenant pas \/— 1 et par m, le plus grand entier tel que
Q@@ soit inclus dans k. On posera k' = k(V/—1) et on
notera N au lieu de N,, la norme dans l'extension k'/k.
On désignera par #, et #, les 2-groupes des classes au
sens restreint de k et k' et par j° l'application de #,
dans #, déduite de I'injection canonique du groupe des
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1idéaux de k dans le groupe des idéaux de k’. On notera
P, le sous-groupe de #, engendré par les classes d’idéaux
principaux au sens ordinaire. On appellera E, et E, les

groupes d’unités de k' et k. La notation dim, conserve le
meéme sens.

Posons
n, = dimz E,, — dimz E,,
n, = dim, Ef N NK'/EZNE,,,
ng = dim, #@|/Ker j'P,.

En utilisant des méthodes analogues a celles qui sont dévelop-
pées dans les paragraphes précédents, on obtient:

ProrosiTioN 4a. — Pour toute puissance de 2, notée m
et comprise entre 4 et m,y, on a:

dim,, #, — dim, #,/j'(#,) < nj + nj + nj + 1.

Si 'on pose

n; = dimz E, et ny, = dim, #Q[P,,
on obtient:
Prorosition 4b. — Pour toute puissance de 2, notée m

et comprise entre 4 et m,, on a:

dim,, #,.[]'(#,) — dim,, #, < n; + n,.

5. Cas particuliers.

Revenons au théoréme énoncé au paragraphe 3. Si le corps
de base k est 2-principal, la constante ng est nulle. Si de
plus, on suppose que k est 2-principal au sens restreint et
totalement réel, alors Ei = E? et n, =0. Il s’en suit:

Prorosition 5. — Supposons que le corps de base k sout
2-principal (auw sens restreint) et totalement réel. Pour toute
puissance de 2, notée m, supérieure a 4 et telle que k con-
tienne Q(, les différences des m-rangs des groupes Hy et
Hx sont majorées par:

dim,, #x — dim,, #x < dim; Ex — dim; E,.
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1) Résultat de Damey-Payan [2]. Posons k = Q.

Désignons par a un entier sans facteur carré positif.
Pour d =a, on a:

my = dimg Eqqy — dimg Eq = 0
et pour d = —a, on a:
n, = dimy Egyz — dimy Eq = 1.
On en déduit:
0 < dimy # o= — dimy # oy < 1.

En affinant certains détails de la démonstration générale
on peut montrer de plus:

Si la norme de l'unité fondamentale de Q(\/a) est égale
a — 1 etst az=1(8), alors la différence des 4-rangs des

groupes des classes de Q(\/a) et Q(\/— a) est nulle.
Remarquons que si a = 1 (8), alors la différence en ques-
tion peut prendre 'une ou l'autre des valeurs 0 ou 1; (par
exemple: a =17 et a = 3 161).
On en déduit qu’il existe une infinité d’entiers a sans
facteur carré tels que la différence des 4-rangs des groupes

des classes de Q(\a) et Q(\/— a) prenne la valeur 0.
D’autre part, il ex1str= également une infinité d’entiers a sans
facteur carré tels que la différence en question ait pour valeur
1. En effet, lorsque p est premier congru a 1 modulo 8,
Q(\/p) est 2-principal et le 2-groupe des classes de Q_(\/—— p)
est cyclique d’ordre divisible par 4.

2) Résultat de L. Bouvier [1]. Posons k = Q(V/2). Dési-
gnons encore par a un entier sans facteur carré positif.
Pour d = a nous aurons: n; =0 etpour d = —a:n, = 2.
On en déduit les inégalités suivantes, qui améliorent [1]:

0 < dim,, # s v=s — dim,, #oys,va) < 2,

pour m =14 et 8.

Chacune des différences peut donc prendre trois valeurs.
Nous nous sommes demandés si les neuf cas existent réelle-
ment. Pour cela nous avons programmé le calcul des 4-rangs et

8-rangs des groupes des classes de Q (V2, Va) et Q(V/2, V—a)
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a ’aide de la méthode de Gras [3]. Nous avons mis en évidence
huit cas distincts,

Le tableau suivant contient un exemple de chacun d’eux.
On trouve sur la méme ligne que a, les 4-rangs et les 8-rangs

de Q(V2,Va) et Q(V2 vV—a).

|
a | 4-rangs 8-rangs a | 4-rangs 8-rangs
|
31 00 00 69 0 2 00
15, 0 1 0 0 257 1 2 0 2
3, 01 0 1 395 0 2 0 2
65i 1 1 0 1 573 0 2 0 1

Pour a variant de 3 a 3500, il n’existe pas d’exemple
ou la différence des 4-rangs soit nulle et la différence des 8-rangs
égale a 2.

3) Un exemple ou la différence des 4-rangs de 2 et 9
dépasse n,.

La propriété de Damey-Payan présente une grande analogie
avec la propriété de Scholtz [6]. De méme que nous généra-
lisons ict la premiére en essayant de remplacer Q par un
corps de base plus général, de méme nous avons essayé de
généraliser celle de Scholtz. (En fait, on peut méme le faire
avec le « Spiegelungssatz ». Le probléme ne présente d’ailleurs
aucune difficulté. La démonstration de Leopoldt se transpose
immédiatement. On pourra trouver les détails dans [5]). Le
résultat obtenu est le suivant:

Désignons momentanément par:

k un corps de nombres ne contenant pas \/ — 3,

d un élément de k tel queni \/d, ni \/—3d n’appartien-
nent a k,

K = k(\/d), K = k(\/—3d), k' = k(\/— 3),

Hyx, x5, £, #, les 3-groupes des classes de K, K, ¥’
et k,

7 ;, ]’ les applications de #, dans #y, #x, #, déduites
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des injections canoniques du groupe des idéaux de k dans les
groupes d’idéaux de K, K et K.

Les notations Eg, E,, E,, dim; ont toujours la méme
signification. Nous démontrons dans [b] les inégalités:

(1) dim,, #g[j(#,) — dim,, #x/j(#,) < dimz Ex — dim,, E,

(2) dim, #, — dim,, #, [;"(#,) < dimz E,, — dimz E, 4 1,

(3) dim,, #,[1'(#,) — dim,, #, < dim; E,,
pour toute puissance de 3 notée m et, telle que Q{“ soit
inclus dans k.

Le théoréeme du paragraphe 3 est donc I’analogue de I'iné-
galité (1). Les deux autres inégalités: (2) et (3) correspondent
aux propositions 4a et b. Il est curieux de constater, que les
bornes obtenues ne sont pas les mémes (alors que dans les
propriétés de Damey-Payan et Scholtz, elles coincidaient).
C’est la raison pour laquelle nous avons cherché un exemple
ot la différence des 4-rangs de 2 et P soit strictement
supérieure a n; = dim; Ex — dim, E,.

Posons k = Q(\/— 2). Ce corps est principal. Nous aurons

donc n3 =0, 2 = #x et 2 = #x. Prenons pour d un
entier sans facteur carré. La constante n; vaut alors 1 et
n, vaut 0 ou 1 suivant les cas:

— Si — 1 est norme d’une unité dans K/k, alors n, = 0.

— Si — 1 est norme dans K/k sans étre norme d’unité,
alors n, = 1.

— Si — 1 n’est pas norme dans K[k, alors n, = 0.

Nous avons programmé le calcul de la différence
dim, #x — dim, #x,

a laide de la méthode de Gras [3].
Pour d = 1679 cette différence vaut 2. Signalons que
ce fait ne se produit qu’une seule fois, lorsque d varie de

3 a 2500.
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