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EXISTENCE ET APPROXIMATION DES SOLUTIONS
DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES

ET DES ÉQUATIONS DE CONVOLUTION
par Bernard MALGRANGE

INTRODUCTION

Ce travail a pour objet l'étude des deux questions suivantes :
Étant donné un opérateur différentiel, ou un opérateur de

convolution :
D'une part, existe-t-il une solution de toute équation avec

second membre? En particulier, cet opérateur possède-t-il une
solution élémentaire, au sens où l'entend M. Schwartz dans
son livre « Théorie des Distributions »?

D'autre part, les solutions de l'équation homogène corres-
pondant à cet opérateur sont-elles toutes engendrées par cer-
taines solutions remarquables? Plus précisément: les solutions
d'une équation aux dérivées partielles homogène, à coefficients
constants, et d'une équation de convolution homogène sont-
elles limites de combinaisons linéaires des exponentielles-poly-
nômes solutions (dans le cas d'une variable, la réponse, due à
MM. Delsarte et Schwartz, est positive)? Les solutions d'une
équation aux dérivées partielles homogène, dans un ouvert,
sont-elles limites de solutions dans tout l'espace? Pour les
fonctions harmoniques, la réponse à toutes ces questions est
classique.

Le chapitre i est consacré à l'étude des équations aux
dérivées partielles à coefficients constants. On établit d'abord
qu'une telle équation possède toujours une solution élémen-
taire E, possédant la propriété suivante : si fest une fonction de
carré sommable à support compact, E * f est localement de
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carré sommable. Cela permet de montrer que, dans tout ouvert
convexe, une équation dont le second membre est indéfiniment
difïérentiable (resp. localement de carré sommable) admet une
solution indéfiniment difïérentiable (resp. localement de carré
sommable).

On montre aussi que, dans tout ouvert convexe, les solutions
d'une équation homogène sont limites de combinaisons linéaires
des exponentielles-polynômes solutions.

L'essentiel du second chapitre est consacré à la généralisa-
tion de ce résultat. Elle s'obtient en utilisant un théorème de
Lindelôf : le quotient de deux fonctions entières de type expo-
nentiel d'une variable complexe, s'il est une fonction entière,
est aussi de type exponentiel (résultat que l'on étend aisément
aux fonctions de plusieurs variables) ; et en étendant aux
fonctions de plusieurs variables un résultat, qui est à la base
de la théorie des fonctions moyenne-périodiques de M. Schwartz.

On trouve que toute solution d'une équation de convolution
homogène est limite de combinaisons linéaires des exponen-
tielles-polynômes solutions.

Il est connu que, pour les équations de convolution quel-
conques avec second membre, il n'est pas possible d'obtenir
des résultats aussi simples que pour les équations aux dérivées
partielles à coefficients constants (par exemple, si le noyau de
convolution est n'importe quelle fonction indéfiniment difïé-
rentiable, il est nécessaire, pour qu'il y ait une solution, que
le second membre soit indéfiniment difïérentiable; cela n'est
d'ailleurs pas suffisant). On peut néanmoins obtenir quelques
résultats, dont le suivant : s'il existe une solution élémentaire
(resp. une solution élémentaire somme finie de dérivées de
fonctions continues), on peut trouver une solution de toute
équation avec second membre indéfiniment difïérentiable
(resp. somme finie de dérivées de fonctions continues).

Pour les équations de convolution homogènes sur les fonc-
tions analytiques complexes, on démontre un théorème
d'approximation analogue au précédent (résultat obtenu, pour
les fonctions d'une variable, par Ritt et Valiron); et les équa-
tions avec un second membre analytique complexe ont tou-
jours une solution analytique complexe (pour les fonctions
d'une variable, résultat dû à M. Muggli; en fait conséquence
immédiate du théorème de Lindelôf cité plus haut).
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Le chapitre in est consacré aux équations aux dérivées par-
tielles. Quelques préliminaires servent à définir les équations
aux dérivées partielles à valeur dans des espaces fibres à fibre
vectorielle (dont l'introduction est rendue nécessaire par les
applications), et à en indiquer quelques propriétés générales.

L'essentiel des résultats de ce chapitre est relatif à certaines
équations elliptiques à coefficients analytiques, dont M. Pe-
trowsky a démontré que les solutions étaient analytiques dans
tout ouvert où le second membre l'est; on étudie ces équations
dans le cas où la variété sur laquelle elles sont définies n'est
pas compacte. En utilisant une variante d'un procédé dû à
M. Gârding on montre :

1° que toute équation avec second membre admet une solu-
tion.

2° que toute solution de l'équation homogène dans un ouvert
est limite de solutions sur toute la variété si et seulement si le
complémentaire de cet ouvert n'a pas de composantes connexes
compactes.

Enfin, en utilisant les produits tensoriels topologiques de
M. Grothendieck, on obtient pour ces équations, un « noyau
élémentaire bilatère très régulier » au sens de M. Schwartz.

Ces résultats s'appliquent en particulier :

A l'opérateur d,( = — d z } sur une surface de Riemann
\ ^ /

connexe, non compacte; on retrouve ainsi la généralisation du
théorème de Runge due à MM. Behnke et Stein, et le fait
qu'une telle surface est une variété de Stein.

A l'opérateur de Laplace A sur un espace de Riemann à ds2

analytique; cela montre, en particulier, que l'on peut calculer
les groupes de cohomologie à coefficients réels d'un tel espace
avec les formes différentielles à coefficients analytiques.

Les résultats essentiels de ce travail ont été résumés dans
quatre notes aux Comptes Rendus de l'Académie des Sciences
[19], [20], [2l], [22].

La plupart des résultats du chapitre i et les théorèmes ly
4, 5 du chapitre n ont été trouvés indépendamment par
M. L. Ehrenpreis ([36], [38]). (1)

(1) Récemment, M. L. Ehrenpreis a annoncé de nouveaux résultats sur le»
équations avec second membre [39], [40].
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D'autre part, M. L. Hôrmander a obtenu de nouveaux résul-
tats sur des sujets voisins, en particulier sur les équations ellip-
tiques à coefficients constants [41].

Qu'il me soit permis, en terminant, de remercier tous les
professeurs qui ont contribué à ma formation, en particulier
MM. H. Cartan, J. Dieudonné et L. Schwartz. Mes remercie-
ments vont tout particulièrement à M. Schwartz pour l'aide
constante qu'il m'a apportée tout au long de ce travail.

Je suis heureux de remercier aussi M. J. Leray de l'intérêt
qu'il a pris à ce travail et des suggestions qu'il m'a faites.



PRÉLIMINAIRES

l , — Espaces de distributions.

Nous utiliserons principalement les espaces définis par
L. Schwartz dans son ouvrage « Théorie des distributions » [26] ;
rappelons leurs définitions.

Soit Q un ouvert c R", et m un entier ;> 0 :
SQ (resp. 8^) désigne l'espace des fonctions indéfiniment

dérivables dans Q (resp. m fois continuement dérivables dans Q),
muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout
compact des fonctions et de toutes leurs dérivées (resp. et de
leurs dérivées d'ordre ^ m).

Soit K un compact c Q ; on désigne par S&K (resp. 2)g) le sous-
espace (fermé) de SQ (resp. ê^) formé des fonctions dont le sup-
port est dans K, muni de la topologie induite par ÊQ (resp. êg).

3)Q (resp. %) désigne la limite inductive des ®K, K c Q
(resp. 3)g, K c Q), muni de la topologie localement convexe
de limite inductive [8] ; c'est l'espace des fonctions indéfiniment
(resp. m fois) continuement dérivables à support compact
contenu dans Q.

ÊQ, ë^, ®Q, 3)̂  désignent respectivement le dual de SQ, ê§,
®Q, ®5î ^s sont munis de leur topologie forte de dual
(c'est-à-dire de la topologie de la convergence uniforme sur les
parties bornées, respectivement, de ÊQ, ëg, ®Q, 2)^). Ces
espaces s'appellent respectivement : espace des distributions
à support compact dans Q, des distributions d'ordre ̂  m à
support compact dans Q, des distributions dans Q, des distri-
butions dans û d'ordre ^ m.

00

On pose, en outre 3)̂  == M â)^ (espace des distributions
dans Q d'ordre fini). ^"^

Nous aurons également à utiliser quelques autres espaces,
dont voici la définition :

Ïg désigne l'espace des distributions qui sont des fonctions
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localement de carré sommable ainsi que leurs dérivées (au
sens des distributions) jusqu'à l'ordre m; il est muni de la
topologie de la convergence dans L2 sur tout compact c Q, des
fonctions et de leurs dérivées d'ordre <; m.

Soit K un compact çû; on désigne par 3îg le sous-espace
(fermé) de U^ formé des fonctions dont le support est dans K,
muni de la topologie induite par îlg.

?z^ désigne la limite inductive des «lî^, muni de sa topologie
de limite inductive [8] (c'est-à-dire, évidemment, l'espace des
fonctions à support compact dans Q, qui sont de carré som-
mable ainsi que leurs dérivées d'ordre <^ m).

Pour m == 0, il est facile de voir que ÏQ et 3ÎQ sont chacun
dual fort de l'autre : cela justifie les notations suivantes :

^m ((^ue nous noterons quelquefois 3î^) désigne le dual de
«Tî^, muni de sa topologie de dual fort; c'est, comme on le
vérifie facilement, l'espace des distributions dans Q qui sont
sommes finies de dérivées d'ordre <; m de fonctions localement
de carré sommable dans Q.

JÎQ"" (que nous noterons quelquefois HQ*) désigne le dual
de Ï^, muni de sa topologie de dual fort; c'est l'espace des
distributions à support compact dans Q, qui sont en outre
dans ÏQ^

Soit K un compact c Q ; en appliquant la proposition 2 de [8],
on vérifie aisément que la topologie induite respectivement par
^Q? %? % (m.>0) sur ®K, 3)S, 3Î2 est identique à la topologie
de ces espaces; nous noterons également SK, ëif, Si^ (m'^0)
le sous-espace respectivement de ËQ, ë^, Ky formé des
distributions à support dans K, muni de la topologie induite; il
est facile de vérifier que ces définitions ne dépendent pas de
l'ouvert Q 3 K choisi.

Le produit scalaire entre un espace et son dual (qu'il s'agisse
des espaces définis ci-dessus, ou d'autres espaces vectoriels
topologiques) sera toujours noté ( ,) ; lorsque nous parlerons
du dual d'un espace vectoriel topologique E, sans préciser de
topologie, il est entendu qu'il s'agira toujours du dual fort
(c'est-à-dire, muni de la topologie de la convergence uniforme
sur les parties bornées de E).

Lorsque Q == R/1, nous écrirons, lorsqu'aucune confusion
n'est à craindre ë, ^), K"1 etc... au lieu de ëan, iD^n, .1% etc...

Enfin, le support d'une distribution m. sera toujours noté : ^.
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Transformation de Fourier.
Comme dans [26], ^ désigne l'espace des fonctions indéfini-

ment dérivables à décroissance rapide, (c'est-à-dire : dont le
produit par tout polynôme est borné sur R"); îf désigne le
dual de S, et s'appelle « espace des distributions tempérées »
(ou à croissance lente) ; la transformation de Fourier sur ^ et
sur ^/ est définie dans [26] ; elle établit un isomorphisme (topo-
logique) de if sur if et de ^ ' sur ^ (sauf mention expresse du
contraire, les mots « homomorphisme » et « isomorphisme »
appliqués à des espaces vectoriels topologiques signifieront
toujours « homomorphisme topologique » et « isomorphisme
topologique »).

THÉORÈME DE PALEY-WIENER GÉNÉRALISÉ [26].——La traUS-

formation de Fourier échange l'espace ëiv* (resp. 3)^) et l'espace
des fonctions continues à croissance lente {resp. à décroissance
rapide) qui sont prolongeables analytiquement dans tout C71 en des
fonctions analytiques entières de type exponentiel.

NOTATIONS. — La transformation de Fourier est notée 9^,
et la transformation inverse 9.

Les espaces considérés dans le théorème de Paley-Wiener
sont notés ainsi :

a^ = Së^n, a^ = SS^
Nous renvoyons à [26] pour l'étude de la transformation de

Fourier.
Convolution.
L'opération * désignée dans [26] par « produit de composi-

tion » sera appelée ici « convolution ». La transformation de
Fourier échange la multiplication ordinaire et la convolution.

THÉORÈME DES SUPPORTS (Lions, [17]). — Soient a et^ deux
distributions à support compact', on a:
(enveloppe convexe de p.) + (enveloppe convexe de v)

== enveloppe convexe de fJ i*v.
Si ^ est une distribution de support l'origine, il existe un

polynôme différentiel (i. e. un opérateur différentiel à coeffi-
cients constants), D, tel que a == Dâ (S désignant la masse + 1
située à l'origine).
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Dans ce dernier cas, le théorème des supports affirme :
(enveloppe convexe de Dpi) = (enveloppe convexe de p.).

On désigne par ui, la symétrique de la distribution UL par rapport
à l'origine; pour piçê', vçë7, /^ë, on a :

<?•*/, ^=(f^^)=^^.f(0).

Si D est un polynôme différentiel, D désigne l'opérateur diffé-
rentiel transposé de D ; la formule précédente montre que
l'on a :

(Dâ^DS.

Pour les autres propriétés de la convolution (continuité, etc...)
nous renvoyons à [26].

Un mot enfin d'une question qui n'est pas traitée dans cet
ouvrage (voir à ce sujet [29], exposé n° 5) :

Soit a une distribution à support compact; pour tout
ouvert Q c R", et tout /ç3)Rn, la restriction de pi * f à l'ouvert
Q! == \x\ (x—jm.)cQ^ ne dépend, d'après les propriétés du
support du produit de convolution que de la restriction de f
à Q; par suite, pour tout gç3)Q, on pourra définir [^*g€3)Q'; (en
particulier, pour un opérateur différentiel D, on aura Dâ*gç3)o
et DS * g sera égal à Dg).

A l'aide de cette définition, l'opération de régularisation [26]
peut être étendue aux distributions ç2)Q : soit o^ une suite de
fonctions €3)Rn, dont les supports tendent vers 0, et qui tendent
vers S dans êjRn; les a»* g seront définis dans des ouverts QÎ, non
vides dès que i sera assez grand, et y seront indéfiniment
différentiables ; pour tout ouvert 0 relativement compact dans Q
on finira par avoir 0 c Q,7, et les restrictions des a,; * g à 0
tendront vers la restriction de g à 0.

2. — Matrices-distributions.
(p' g) , • ,ÊQ désigne l'espace des matrices à p lignes et q colonnes

(ou « du type (p, q) ») dont les coefficients sont des
(p, q) (p, q)

fonctions ÇÊQ. On définit de même ë^, S&Q, etc...; et l'on
0,^) ^ ^ (1,1)

identifie ë à ë , ë' à ë' , etc... Ces espaces sont munis des
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topologies produits naturelles. La multiplication (quand elle
est possible) se fait de la manière habituelle.

(?' y) (y. p)
DÉFINITION. — Soit g == (gij)^ 3)' ; on note ^ la matrice ç 3)'

(ç, p)
dont les coefficients sont g^ et g la matrice ç )̂' dont les coeffi-
cients sont gji.

Sur les matrices à coefficients distributions la convolution
s'effectue de la manière suivante : soient (/y) l^i^p, l<j^ç
et ((JL^) 1 <; /c <; g, 1 <^ <; r deux matrices telles que les
fij * (JL^ aient tous un sens; on définit (/y) * ((JL^) comme étant la
matrice de type (p, r) dont les coefficients gn sont donnés par

q

gil= S fij^jl'
J=*

Naturellement, la convolution n'est pas commutative en
général.

(P> î) (P, '7)
L'espace ë^ est le dual de ë^, le produit scalaire étant

donné par la formule suivante :
(P. Q) CP, î)

pour /€ ÊQ , pic ÊQ on pose :

(^/^S^/y).*.y
(p. v) (P. î)

De même, ®Q est le dual de ®Q, etc...
Si Q == R", cette formule s'écrit aussi :

<(., f} = Tr[(pL»/-)(0)] (= Tr[(/-»a)(0)] = Tr[(/^) (0)J
=Tr[(ix*/-)(0)j).

(p> ?) (p. )̂ (»•• g)
Pour f^jan, [^çëRn, veÊRn, on a

^a.v)^;!*/;^^/^, ^(^Tr^^a./1)^))).

Ces formules peuvent être étendues au cas d'un ouvert Q •=/=- R",
(par \é même procédé qui a été employé pour définir pi*/1,
f^ ^n).

Enfin, la transformation de Fourier se fait de la manière
naturelle sur espaces de matrices à coefficients distributions
tempérées; elle échange la multiplication ordinaire (des
matrices) et la convolution.



280 BERNARD MALGRANGE

3. — Espaces vectoriels topologiques.

Suivant la terminologie de [8], nous appelons espace (^) un
espace vectoriel topologique localement convexe, métrisable,
complet. Nous renvoyons à [8] et à la bibliographie qu'il
contient pour l'étude des espaces (S), et pour la définition et
l'étude des espaces (if^). Rappelons seulement les résultats
suivants :

THÉORÈME 1 (Banach). — Soient E un espace (^), E7 son dual,
et V un sous-espace de E'; pour que V soit faiblement fermé, il
faut et il suffit que son intersection avec toute partie faiblement
compacte de E7 soit faiblement compacte.

Ce théorème servira, entre autres, à établir que certaines
applications linéaires continues sont sur, grâce au :

THÉORÈME 2. — Soient E et F deux espaces (S), E' et F' leurs
duals, u une application linéaire continue de E dans F, ^ la
transposée de u; pour que u soit un homomorphisme (faible ou
fort), il faut et il suffit que ^(F') soit un sous-espace faiblement
fermé de E'.

En particulier, pour que u soit sur, il faut et il suffit que ^u soit
biuni^oque et que ^(F') soit faiblement fermé.

Les espaces ÊQ, %, 3) ,̂ ̂  (Q étant un ouvert c R") et ^K
(K un compact de R") sont des espaces (3) $ 3)^ est un espace de
Banach, 3î'g est un espace de Hilbert.

Les espaces ËQ, 3)o, 3t^ sont réflexifs.
Outre ce qui précède, et les résultats de [8], nous aurons

encore à utiliser le résultat suivant, dû, dans le cas des
espaces (3^, à Banach (pour les démonstrations, voir [2], [11]
et l'introduction de [12]) :

THÉORÈME DU GRAPHE FERMÉ. —— Si E et F SOUt dêUX CSpâCCS

du type suivant: « espaces (9} ou duals forts d'espaces (9)
réflexifs »

a) Toute application linéaire E —^ F dont le graphe est fermé
est continue.

b) Toute application linéaire continue de E sur F est un
homomorphisme.

Exemples d'espaces du type précédent: Tout sous-espace fermé
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de ÊQ, et tout quotient de §Q par un sous-espace fermé, car ce
sont des espaces (S) ; tout sous espace fermé V de ÊQ (la théorie
des espaces de Schwartz [11] montre en effet que V est le dual
fort de ÊQ/V-1-, V-1- désignant l'orthogonal de V).

4. — Un théorème sur les équations de convolution.

Nous allons terminer ces préliminaires par un résultat qui
jouera un rôle essentiel dans les deux premiers chapitres.

Rappelons d'abord quelques notions sur les séries formelles,
qui interviendront dans la démonstration. Soit ^(2) Panneau des
séries formelles de n variables Xi, ..., \ sur le corps C, muni de la
topologie de la convergence simple des coefficients; le dual êo
de S s'identifie à l'espace des distributions de support l'origine,
au moyen du produit scalaire suivant :

Pour /•==ïa,,.,^ ... ^
et Dâçëo (D est un polynôme différentiel)
on a <DS, f} == ïa, ,. ,/D§, X;< ... ^>

(cette formule a bien un sens, puisque tous les termes du second
membre sont nuls sauf un nombre fini. Notons par ailleurs que
cette formule s'écrit aussi : <Dâ, /*> = coefficient constant
de D/*).

Le produit /'.(Dâ)^ est défini par:
/\(Dâ)=Sa,.,^ . . .X^(Dâ)

(là aussi, tous les termes sont nuls sauf un nombre fini);
pour gç^, on aura <DS, fg) == ^.(DS), g>.

Lorsque f est une série convergente à l'origine, il est immé-
diat que ces définitions coïncident avec les définitions ordi-
naires (i.e. lorsque f est considéré comme çê^, 0 étant un
ouvert contenant l'origine).

(p, î)
9 désigne l'espace des matrices de type (p, q) à coefficients

(p, q) (q, r)
ç3s muni de la topologie produit; entre /SE 9 et gç 9 , le

(P, r)
produit /g€ «î est défini de la manière évidente.

(2) II ne peut y avoir aucune confusion entre cette notation, qui sera utilisée
exclusivement dans ce numéro, et celles du numéro précédent.
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Le dual de V s'identifie à l'espace V, au moyen de la
tormule suivante :

^D^^S^D^^^^, ,
?DS=(D,S)^?.

(P^Ç)
?

Pour/e^, et DSey, on définit/.(Dâ) par

[f'Wu.=.Jf,.W).
<P-,?) (P> '•) (r, î)•r» •»^ iv '— •/ vr> ' / l** 9J

Pour D^,/-^, gçg;, on a:

(1) <Dâ, /•g>=<('/^).(Dâ), g>=<g.'(DS), </•>.
Ici encore, pour les séries convergentes, ces définitions

coïncident avec les définitions ordinaires.
Avant (renoncer le théorème que nous avons en vue, donnons

une dehnition qui sera utilisée constamment :

DÉFINITION. — Une exponentielle-polynôme matricielle de
type (p, q) est une matrice

| P.A, ..., x^e-^^ • • • +ïn^> t

où ks P^sont des polynômes et les ̂  des nombres complexes.
Ai p — q = 1, on dira simplement: « exponentielle-polynôme ».

THÉORÈME 3. — Soient ^êi et v%;; pour qu'il existe une
matrice F de type (p, r) à coefficients fonctions analytiques
entières de n variables complexes vérifiant : ̂  = F. 3'u. (3), il faut
et il suffit que la condition suivante soit vérifiée :

Toute exponentielle-polynôme matricielle Q de type (a 1}
qui vérifie pi*Q = 0 vérifie aussi v *Q == 0. ^ \ï» ^

La nécessité est évidente, par transformation de Fourier
Pour montrer que la condition est suffisante, il suffit de le prou-
ver lorsque p = 1 (car alors, on pourra déterminer F ligne par
ligne). JNous nous placerons donc dans ce cas.

Jlf0" déslgneici .par^ (ou ̂ )' la foncti»" analytique entière qui prolonge la
transformée de Founer de u (ou v ) ; cette notation sera constamment utilisée par la

eÏntuerLTo s F , dl8tinction entre u"e transform^ de Fourier et sonéventuel prolongement analytique.
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On pose

(A == (P-v) ; ^ij = My(Xi, ..., ^) ; M, = (Mi,,..., M,,)
v==(v,) ; ^,=N,; N=(Ni, . . . ,N,) .

Appelons « polynôme de type (g, 1) » une matrice de type (ç, 1)
à coefficients polynômes.

LEMME 1. — Si tout polynôme P de type (g, 1) vérifiant
( X * P = = = O vérifie aussi v*P==0, il existe S,, ..., S,., holomor-
phes à l^origine qui vérifient, pour tout i : N< == S^M^ + • • • + S^M^.

Il résulte d'un théorème classique (voir, par exemple [4])
qu'il suffit de trouver des séries formelles Sî, ..., S^, qui vérifient
N. = SX. + — + S,M,.

Autrement dit, il suffit de démontrer que N == (Ni, ..., N^)
î1, î)

est dans le sous-^-module W de 9 engendré par les M,;
o. ç)

Comme 9 est un module de type fini, il résulte d'un théorème
de Krull (voir, par exemple, [4]) que W est fermé. Alors, par

0, q)
dualité, il suffit de démontrer : tout Do6 ëo qui annule W
annule aussi N.

Or, par transformation de Fourier, l'hypothèse entraîne :
tout polynôme de dérivation Dâ du type (g, 1) qui vérifie, pour
tout i : M,. (DS) = 0, vérifie aussi N . (Dâ) == 0, donc, en
particulier, d'après la formule (1) :

(W^)=^.w,i)=o
(q, 1)

et, d'autre part, les DSç ëo qui vérifient Mi.(Dâ)=0 sont
exactement ceux qui satisfont à :

'(D^çTO-»- W-»- : orthogonal de W

(car ^D^eW-1- équivaut à : quel que soit i (0 <; i ̂ î), et quel
que soit Rç^, ('(DS), M(R> = 0$ ou d'après (1) <M,. (Dâ), R> == 0,
ou M,. (Dâ) == 0). Le lemme est démontré.

LEMME 2. — Soit (^i, ..., QcC"; pour qu^il existe Si, ..., Sn
holomorphes au voisinage de Ci, ..., ̂  et vérifiant:

N, = SiM,, + • • • + S,M,
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il suffit que la condition suivante soit réalisée :
Tout polynôme P de type (ç, 1) qui vérifie

^ * ̂ W'to + • • • + ̂ n> P == 0

vérifie aussi :
V « ̂ <^+ • • • -̂ n^n) P == 0.

On se ramène immédiatement au lemme 1 : posons, en effet
ni.7 = g-2w(Ç^a•^+ • • • +^n> m.
^ == ^-2W<Ç^a;^ + • • • + ÇA> ̂

m/ (resp. V) a pour transformée de FourierM(Xi+^iî • • • » ^n+ ^r»)
(resp. N ( ^ + ^ , . . . , ^ + 0 ) .

D'autre part :
a * e27"^1 + • • • - + - to») p == [e2^^ + • • • - + - ̂ o) ̂ l

* ̂ ^«Ç^ + • • • + Çn^n) P] == ^2"<(Çl^ + • • • + W (m,'^ P)

donc pi * e27^——) P == 0 équivaut à : [A' * P == 0 ; même résultat
pour v ; d'où le lemme.

Démontrons maintenant le théorème :
Soit 36 l'espace des fonctions entières de n variables complexes,

et Oç l'espace des fonctions holomorphes au point ^ == (î^, ..., tn) î
d'après le lemme 2, si (C) est vérifié, N est dans le Oc-module
engendré par les M(, quel que soit ^. II résulte alors d'un théo-
rème de H. Cartan [3] que N est dans le 3ê-module engendré
par les M,. C.Q.F.D.

Remarques. — 1° Dans les applications que nous ferons,
nous supposerons toujours que ^ est de rang r, c'est-à-dire
qu'il existe a^, . . ., a,, compris entre 1 et ç, tels que

dét(M,J^O.

Alors, les S» du lemme 2 sont déterminés d'une manière unique :
par « recollement », ils donnent des fonctions entières F(; si
bien que, dans ce cas, il est inutile de faire appel à la théorie
globale des idéaux de fonctions analytiques.

2° Nous utiliserons le théorème 3 sous la forme suivante :
(r. q) . (^ 1)

soit (AçÊRn, et soit vçënn orthogonale à toutes les exponen-
tielles-polynômes matricielles Q de type (g, 1) qui vérifient
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pi • Q == 0; il existe alors des fonctions entières F,, . .., F^
telles que, pour tout i

^= S F,M,,
y = i

(en effet, si Q vérifie (JL * Q = 0, les « translatées » T^Q de Q
vérifient aussi y. * T^Q = 0; alors, pour tout açR", <v, T^Q) = 0
d'où v * Q == 0, et l'on peut appliquer le théorème 3 à v).

3° Si p == ç === r === 1, nous adopterons les notations
suivantes :

Soit [ACÊRn; on désigne par V(pi) l'ensemble des combinaisons
linéaires des exponentielles-polynômes Q vérifiant pi * Q ==- 0.

Soit vçÊRn; d'après la remarque précédente, les conditions :
« V([ji) c V(v) » et « v^V^l)]-1- » sont équivalentes. Alors,

d'après le théorème 3 : Pour que la fonction (méromorphe) ^~

soit entière, il faut et il suffit que l'on ait: V ( p i ) c V ( v )
(OU: <V((1)^).



CHAPITRE PREMIER

ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉS PARTIELLES
A COEFFICIENTS CONSTANTS

§ 1. Existence (Tune solution élémentaire.

LEMME 1. — Soit f{\) une fonction entière d'une variable
complexe et P(X) un polynôme unitaire de degré m. Pour tout
XçC, on a :

(1) 1/WK1 Max IP^OTI
r IX-XK-2^

On peut écrire P(X) == (X — Ci) ... (X — ^) ; en raisonnant
par récurrence, tout revient à démontrer que l'on a :

1/WK-1 Max |/\(X')| (^(^(X-î,)/^)).
^ IX'-XK'^

Si |X—*(i |^>r, c'est évident; si |X—Çi|<;r, on aura, d'après
le principe du module maximum :

|^(X)|< Max I/^QK-1- Max I/^K -1- Max l^^)].
n'-Çii=r r ix'-çj=r r ix'-xx^r'

1 1Dans la formule (1), on peut remplacer — Max par — Max
^" IX -X1^2mr ^ l^'-XKr

fcela se démontre facilement avec la formule de Jensen); c'est
le meilleur résultat possible, comme le montre l'exemple sui-
vant : f== l ; P = = z m ; X = = 0 .

LEMME 2. — Soit /*(X), avec A == o" + IT, îa transformée de
Fourier d'une fonction yç3); on posera \\\f\\\^ = fl/(o" + iT)|d!(j.
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Soit P(X) défini comme au lemme 1. Il existe une constante C, ne
dépendant que de m et r, telle que :

(2) l?<C^|||P/•!||,+|||P/•(||,+||[p/•|(|_^ (r>0)(4)

Soit 1 l'ensemble des points réels qui vériûent |P(o-)| < 1; et
soit J le complémentaire de 1 dans R; majorons séparément
^et S. ;a) ftfw^f^wfw^m^.

b) Pour tout oçR, on a, d'après le lemme 1 :

lA^K^V Max |P(X/)/•(X/)|<(/4m)mMax|P(XW)|.
v / IV-oKf \ r / |T|<-

Majorons le dernier terme de cette formule; posons g = Pf;
pour \' = v> + IT', M <y> on a, par la formule de Cauchy :

^)=1 f,^-"-) d.-1 r ^ + i r )
2TOJ À—o-+ir 2TtiJ À'—(T—ir

donc :

IgMK^Sj'I^- l̂̂ +J'I^+ l̂̂ ^ îiigiij.+iiigiî i
et enfin :

'^^(^y ̂ ii^+iiigiM-
Or, rensemble 1 a une mesure finie, majorée par 2m (en

effet, si a est dans I, l'un au moins des |(T—^| sera < 1). Par
conséquent :

^lA^l^^^^y^ll.lIglII.+llIglII-^ C.Q.F.D.

Plaçons-nous maintenant dans l'espace R", de coordonnées
x^ . . . , ̂ ; si ç est dans 2^", désignons par ^(Xi, ..., X,) sa
transformée de Fourier; nous poserons X, = o-; + IT^ et :

!i|9||[=J>9(Œ,, ..., aJI^, ..., ̂ .

(4) Remarquons que, en utilisant une inégalité de convexité, on pourrait supprimer
le terme en [||P/ |([o dans cette formule.
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PROPOSITION 1. — Soit D un opérateur différentiel à coeffi-
cients constants (Tordre m, défini sur R"; on suppose que le

>m
coefficient de — est égal à 1. Il existe alors une constante K ne

03C'^

dépendant que de r et m telle que :
(3) IHyllKK^pHi^^Dyili.

Soit en effet R(Xi, ..., X^) la transformée de Fourier de DS; on a

R(^, ..., \) = {^iW + H ̂ R,
les Ry étant des polynômes en ^2, . . . , \n'

Soit F(Xi, ..., Xn) la transformée de Fourier de 9; G= RF
est la transformée de Fourier de Dy $ d'après le lemme 2, quels
que soient 0-2, ..., o-n, on aura

FIF^, ..., CT,)I^<-——J|!G(^ a,, .... ^)|

+|G(Œi—ir, Œa, ..., o^)|+|G(^+ir, Œa, ..., Œ^ da,

en intégrant par rapport à cra, ..., On :
/, C /^

J|F((T,, ..., ̂ )|̂ , ..., 6(c^"</2^mJ î - - - ! ^ l » - • • ? ^n.

D'où, par transformation de Fourier, la formule (3).

THÉORÈME 1. — Tout opérateur différentiel D à coefficients
constants admet une solution élémentaire E(i.^. Eçâ)7, DE == à)
qui possède la propriété suivante :

Pour tout ççL2 n ë'(== Ht0), E * y est localement L2 (i.e. est
dans Ï°), ^ E * opère continuement de 3t° dans Ï°.

Pour démontrer ce théorème, nous pouvons supposer (en
faisant au besoin un changement de variables) que le transposé
î) de D vérifie les hypothèses de la proposition 1 ; cela étant,
munissons 2 de la norme :

^—sup |||̂ 4||| (r>0, fixé)
IFI ̂

et montrons qu'il existe une forme linéaire sur 3), soit E,
— __ v

continue pour cette norme, et vérifiant <E, D(p> == 9 (0)
pour tout 9^3). La dernière formule définit une forme linéaire
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sur D® (car Dy == 0 entraîne y == 0) ; elle est continue pour
la norme envisagée, car, d'après la proposition 1 :

iî(0)|<||iîl|i<Ksup|||^^Dy|||.
IPK»-

D'après le théorème de Hahn-Banach, cette forme linéaire se
prolonge en une forme linéaire sur 3), continue pour la norme
considérée, soit E ; montrons que E répond à la question.

a) E est a fortiori continue pour la topologie habituelle de 3) ;
donc c'est une distribution; et pour tout yç3), on a

<DE, y> = <E, Dy> = 9(0) donc DE = g.

b) Soient y et ^ dans ®$ il existe K tel que l'on ait :
j < E * y , ^>| =|Œ, y ̂ > |<Ksup 111^^(9^)111

\^\<r

<Ksup 1|| (e^y)*^27^) [ I I .

Mais, si u et v sont dans ®, et si l'on pose ||u||2 ===fuudx, ... dx^
on a, (d'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz et le théorème de
Plancherel) :

\\\u^\\\=f\9u.^\d^...d^^\\u\\. |H|.

Finalement :
j<E»y , ^>|<K sup lll^^yll.ll^^lli.

I F I < r

Cette dernière formule montre : si y et ^ç® gardent leurs sup-
ports dans des compacts fixes et restent bornées dans L2,
<E * y, ^> reste borné ; le théorème en résulte immédiatement.

Remarques:
1° Pour tout m ̂  0, E opère continuement de 3Î"1 dans ^m.
2° Toute distribution T telle que T * opère continuement

de 3Î° dans Ï° est somme de dérivées d'ordre < | -"-1 + 1 de

fonctions localement de carré sommable (c'est-à-dire : est dans
P1"1^ Pl-iXf[-2-ï /; en effet, si des y^3) tendent vers zéro dans 3^^

r m + i
les T * y , tendent vers zéro dans Ï1-2^ , on sait qu'alors les
T * y, tendent vers zéro uniformément sur tout compact [26] ;
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donc<T, ^>==T*9, (0) tend vers zéro. (Notons d'ailleurs que
. P1"1

la réciproque est fausse : Tç^i n'entraîne pas que T* opère
continuement de ^° dans Ï°).

Par conséquent : E est somme de dérivées (Koràre ^ | -^ j -)- 1
de fonctions localement de carré sommable.

Ce résultat est le meilleur possible, lorsque l'on considère
tous les opérateurs différentiels et que l'on cherche une majo-
ration ne dépendant pas de l'ordre de D; en effet, si D == iden-

pntité, S est la seule solution élémentaire de D$ or S^Ït'1-2-1.
3° Un problème important (et non résolu) de la théorie des

équations aux dérivées partielles est le suivant : existe-t-il une
solution élémentaire tempérée pour toute équation aux dérivées
partielles à coefficients constants?

Le théorème 1 ne permet pas de l'affirmer. On obtient néan-
moins un résultat sur la croissance des solutions élémentaires.

Supposons que la direction ^ === 0 n'est pas caractéristique
ô"1(c'est-à-dire que, m désignant l'ordre de D, le coefficient de —om[

dans D n'est pas nul) ; il existe alors une solution élémentaire E
qui vérifie

KE.^KKsuplll^^llJ.
IPI <r

Cela montre, en particulier : si e^^f tend uniformément vers
zéro dans tf pour |p| <; r, <E, y) tend vers zéro.

Soit a(o;i) une fonction indéfiniment différentiable de la
variable n?i, égale à 1 si rc, est assez grand, nulle pour a?, <^ 0;
aE pourra s'écrire e^^Ei, où Ei est tempérée: en effet, si
des ^i tendent vers zéro dans ^, les e^^a^p <^0), donc les

^w^-^a^,) (|p|<r)

tendent uniformément vers zéro dans î^, donc

<E, e-2^^) = (e-^aE, ^>

tend vers zéro, d'où
e-^aE^r.

De même, (1—a)E pourra s'écrire e^^E.^, où Ea est tempérée.
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Par conséquent : si la direction x^ == 0 n'est pas caractéris-
tique, quel que soit r > 0, il existe une solution élémentaire de la
forme: e^rxtE^ + e"2^^ avec E, et E.^ tempérées.

4° Nous avons obtenu dans la Proposition 1 et le théorème 1
des majorations qui ne dépendent pas de D, mais seulement du

^w

fait que D est d'ordre m et que le coefficient de —^ est égal à 1 ;
ooc^

il en résulte que, pour tous les D qui vérifient ces deux pro-
priétés, on pourra choisir des solutions élémentaires qui seront
toutes dans un ensemble borné de l'espace Ï(X°, ^°) des appli-
cations continues de 31° dans Ï°; en se ramenant au cas précé-
dent par des changements de variables, on voit que cette
propriété subsiste pour les D qui sont d'ordre égal à m et
vérifient en outre la condition suivante; le plus grand coefficient
des dérivées d^ ordre m dans D est borné inférieurement.

§ 2. — Équations homogènes.

1. On sait que toute fonction harmonique dans R/1 est limite,
uniformément sur tout compact, de polynômes harmoniques;
nous allons généraliser ce résultat.

PROPOSITION 2. — Soit D un opérateur différentiel à coeffi-
cients constants sur R"; on pose R(X^, . . . , X^) == ^(Dâ); pour
que vçê7 puisse s'écrire v == Dm, piç8' il faut et il suffit que

9^M == — soit une fonction entière,n.
Même énoncé, en remplaçant ê' par 3) ou W (p ̂  0).

Si vçë' vérifie v = Dpi, avec piçë', on aura M == S^ donc M
est analytique entière, çr

Réciproquement, soit vçê' avec M == -=- entière ; nous allonsK
montrer que M est de type exponentiel et à croissance lente pour
X , , . . . , \ , réels; d'après le théorème de Paley-Wiener, il
existera mçê' tel que M = ^pi; et l'on aura : v == Dm.

En faisant au besoin un changement de variables, nous
pouvons supposer que D vérifie les hypothèses de la propo-

TO

sition i; on aura donc R(Xi, ..., X,) == (2^)^ + ^ X^Rj,
;==i
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les Rj étant des polynômes en Xg, ..., ^; en appliquant le
lemme 1, paragraphe 1, il vient :

|M(X,, ..., ^)|< Max 1̂ , ^, .., X,)|.
IX'-Xii^m

Comme ^v est de type exponentiel, M le sera aussi en vertu de
cette formule; d'autre part, ^v est majoré, par un polynôme
en o"i, ..., o-^ dans toute la bande [ïi) <^ 2m, ïg = = • . . = = T^ == 0
[26] ; donc M sera à croissance lente pour Xi, ..., X^ réels.

Pour terminer la démonstration, il suffit maintenant de
montrer : si pi est dans ® (resp. ^p), et s'il existe vçë' vérifiant
p. === Dv, alors v est dans 3) (resp. SV).
Or, soit E une solution élémentaire de D qui vérifie : E*«TÎ° c Ï°;
le résultat découle de la formule : v == E * [JL.

COROLLAIRE. — Dé' est fermé.
En effet, la proposition 2 montre que l'on a : Dé' == [V^Do)]-1-

THÉORÈME 2. — Soit Q un ouvert convexe, et D un opérateur
différentiel à coefficients constants. Toute f^ê^ qui vérifie Df == 0
est limite dans ÊQ de combinaisons linéaires d9 exponentielles-
polynômes qui vérifient cette équation (autrement dit : est adhé-
rente dans ÊQ à V(DS)). Même énoncé en remplaçant ÊQ
par ®Q, Ï^, g^ ou Q^ faible.

a) cas de ÊQ ; raisonnons par dualité : soit vçë^ orthogonale
à V(Dâ); montrons que, si fé^Q vérifie D/*== 0, on a (v, f) = 0.
D'après l'hypothèse, on a: V(v)=>V(DS); donc (préliminaires
^v/â^DS) est une fonction entière; d'après la proposition 2, il
existe piçê' qui satisfait à: v==Dp.; d'après le théorème des
supports, on aura : (A c û (Q est convexe par hypothèse) ; par
suite

<v, / ->=<D^/->=<sx,D/->=0.
b) Le même raisonnement vaut pour Î&Q, et Ï^ (p ̂  0).

Les autres se déduisent de a) par régularisation.
2. Revenons un instant aux fonctions harmoniques ; dans ce

cas, le théorème d'approximation est plus précis que le théo-
rème 2; il dit en effet que toute fonction harmonique dans un
ouvert Q est limite uniformément sur tout compact de poly-
nômes harmoniques, pourvu que [ Q n'ait pas de composantes
connexes compactes ; cela suggère deux questions :
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d) A quelle condition un ouvert Q vérifie-t-il le théorème 2?
Cela sera étudié au chapitre 3, en particulier dans le cas des
opérateurs analytiques-elliptiques.

b) A quelle condition peut-on remplacer, dans le théorème 2
« exponentielles-polynômes » par « polynômes »?

Pour cela, il suffit que tout v€ê' orthogonal aux polynômes
cV(Dà) soit orthogonal à V(DS); autrement dit (voir les pré-

.—v v î.

liminaires, numéro 4) que « -^— holomorphe à l'origine »

3'v v

entraîne « ̂ ^- entière ». Soit R == II R< une décomposition

de R = a'(DS) en polynômes irréductibles; il est classique que
toute variété algébriquement irréductible est analytiquement
irréductible; en particulier, la variété V, définie par l'équation
R» == 0 est analytiquement irréductible.

Pour vçg', la variété polaire de ^/—^ est donc une réunion

de V,; si toutes les V. passent par l'origine (c'est-à-dire, si pour
^îfM

tout i, on a R,(0) == 0), et si ̂ ^ est holomorphe à l'origine,
CT^

sa variété polaire sera vide et ^-_. sera entière.

Supposons par contre que V^ ne passe pas par l'origine; il
existe vçê7 vérifiant :

A ^v

3?v== ^l; 3?fD^ est ^omorphe à l'origine, donc v est
orthogonal à tous les polynômes c V(DS); mais ï n'est pas de la
forme ^D(I, (xçê', donc (proposition 2), n'est pas orthogonal
à V(Dà). Par suite, les polynômes c V(Dô) ne sont pas denses
dans V(Dâ) pour la topologie induite par g; ils ne peuvent
pas non plus être denses dans V(Dâ) pour la topologie
induite par SY ou ^ (sinon, en régularisant, on trouverait
qu'ils sont denses pour la topologie induite par ë). Énonçonsle résultat : r / ^

THÉORÈME 2'. — Pour que, dans V énoncé au théorème 2, on
puisse remplacer « exponentielles-polynômes » par « polynômes »,
il faut et il suffit que tous les facteurs irréductibles de 3?(Dâ)
s'annulent à l'origine.
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Exemples : La propriété vaut pour

A — V ^ - A"*- -^-—V-0 2 - -
r̂ - ? ô( r̂

n=-^—v-^. -^-1/Aj,;-^
u ô^ ^ôrcr ôz 2 V ô ^ ' ôy/

Elle ne vaut pas pour A + ^5 ^ =7^ 0 (dans ce cas, où R(0) ̂  0,
il n'y a pas de polynômes ̂  0 solutions de l'équation).

§ 3. — Équations avec second membre.

THÉORÈME 3. — Soit Q un ouvert convexe de R", et D un opé-
rateur différentiel à coefficients constants. Si f est une fonction
indéfiniment différentiable dans Q {resp. C^o), il existe g indéfi-
niment différentiable dans Q (resp. çÏ^) et vérifiant : Dg = /*.

Soit/> donnée dans ëQ(resp. ï^) et soit ©i une suite croissante
d'ouverts convexes c Q, relativement compacts dans Û avec
u 0 f = = 0 ; on met f sous la forme S/» fi étant à support

compact c Q n ( Of et indéfiniment différentiable (resp. 6%).
Soit E une solution élémentaire de D, satisfaisant à la pro-

priété E * ̂ î° c Ï° ; on pose A; == restriction à Q de E * f^ Si la
série ^A( converge dans SQ (resp. ^o), elle répond à la question.
En général, elle ne convergera pas. Mais remarquons que,
dans un voisinage convexe de 0^ on a DA( == 0; on peut donc
approcher A, sur 0^ par une somme d'exponentielles-polynômes,
soit Qf vérifiant DQ, == 0; si l'on peut choisir Q, de manière
que la série g == S(Ai—Q() converge dans ËQ (resp. ^),
g répondra à la question.

Pour cela, si f est dans ë^, on choisira Q( de manière que
jD^Ai— Qt)| ̂  2-l dans 0,, les Dk étant tous les monômes de
dérivation d'ordre \k\ <; i. Si f est dans ^o(p^O), on
choisira Qi de manière que

FJD^—Q,)2^ ..., ^<2-1 pour |/c|<p.i/ î

On a donc démontré: DëQ==ÊQ,et DUQ=)^(p>0).
Soit enfin /6^(p < 0) ; on peut écrire f sous la forme d'une

somme finie de dérivées d'ordre <; p de fonctions localement-L2,
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f=^Dkflt^ on résoud dans Ï° les équations Dgk = />fc; et
g == ̂ D^ répond à la question.

Remarques : — 1° On démontrerait de la même manière :
si f est p 4- A* /bi5 continuement différentiable dans un ouvert
convexe iî, et s^il existe une solution élémentaire de D £ordre
k(i.e. çS)^), il existe gçë^ qui vérifie Dg ===/*; en particulier,
diaprés le théorème 1, pour tout ouvert Q convexe, on aura:

p^ [ n - ] - l
Dê^Dë^ L 2 J •

2° Le théorème 3 entraîne: si û est un ouvert convexe,
D®^ = £D^.

Nous avons donné ce résultat à cause de sa démonstration
relativement élémentaire; en voici maintenant une générali-
sation :

THÉORÈME 4. — Soit Q un ouvert çR/*, et D un opérateur
différentiel à coefficients constants, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

lo Dëû == ÊQ.
2o D3)^ == 3) .̂
3° Pour tout compact K c Q, il existe un compact K' c Q qui

vérifie ceci : y-të^ et Dpi c K entraînent a c K7.
a) 1° entraîne 3° Soit K un compact c Q, et soit ^ l'en-

semble des fonctions 9ç3)Q, telles que |Dç| ait son support
dans K et soit <; 1 $ D^ est un ensemble borné dans ë^ ;
montrons que ^ est aussi borné dans ë^.

Il suffit de montrer que <î> est faiblement borné dans ÊQ,
c'est-à-dire, pour tout /ÇÊQ, que |</*, 9>| reste borné quand ç
parcourt <1>. Par hypothèse, il existe gçë^ tel que Dg == f',
alors

sup|</', 9>|==sup|<Dg, ç ) |=sup]<g,D^>|<+ QO.
y€4) ?€(t> ?€4)

Comme <& est borné, les çç^ ont leurs supports dans un compact
v

fixe, soit K'; si maintenant 9ç®Q est telle que Dy ait son sup-
port dans K, il existe C > 0 tel que C^ê^, donc 9 aura son
support dans K/; cela montre 3° dans le cas particulier où aç3).

(Cette démonstration est encore valable si D est un opéra-
teur différentiel à coefficients variables sur une variété Û).

Soit L un voisinage compact de K, L c Q ; si p.eÊQ est tel que
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Ï)pL ait son support dans K, le support de a*Dp(.= D(a*m.)
sera contenu dans L dès que aç®Rr» aura son support assez
voisin de l'origine; alors, il existe L/ compact c Q tel que a* a
ait son support dans L/, et par passage à la limite (a—-S),
on aura aussi : pi c L/.

b) 2° entraîne 3° Soit K un compact c Q; considérons l'en-
semble des çç3)Q tels que Dy ait son support dans K; montrons
que les y ont leurs supports dans un compact K' c Q ; la propriété
3° s'en déduira par régularisation, comme en a).

Si la proposition annoncée était fausse, on pourrait trouver
une suite <p»ç3)Q, telle que les 69^ aient leurs supports dans K, et
que les ç, aient des supports dont la réunion ne soit contenue
dans aucun compact de Q. En multipliant au besoin les <p; par
des constantes convenables, on pourrait supposer que les Dç;
forment un ensemble borné dans ®K; on déduirait de là, en
raisonnant comme en a), que les <p, forment un ensemble
borné dans ÊQ, ce qui est absurde.

c) 3° entraîne 1° II suffit de démontrer (cf. préliminaires
numéro 3) que l'application D: ÊQ-^ÊQ est biunivoque, et
que DÊQ est fermé dans ê^.

La première propriété est immédiate par transformation de
Fourier. Pour montrer que Dê^ est fermé (fortement ou
faiblement, ce qui est la même chose, puisque ÊQ est réflexif),
il suffit de démontrer que l'intersection de DÊQ avec tout
ensemble borné faiblement fermé est faiblement fermée; les
distributions d'un ensemble borné ayant leurs supports dans un
compact fixe, il suffit de démontrer ceci : pour tout K compact c Q,
Dë^ n ÊK est fermé dans ÊQ.

Soit E une solution élémentaire de D; si des p-iCêQ sont tels
que les D^ aient leurs supports dans K et convergent vers v,
comme on a ^ = È * D;^, les a; tendent vers Ê * v = p.
dans ®Rn ; mais les ̂  ont leurs supports dans un compact fixe K'
d'après l'hypothèse; donc, on a: p. c K! et D m = = v ; par
conséquent, v est dans Dë^ n ÊK. ~

d) 3° entraîne 2°. Montrons que l'on a : DÏQ 3 ÎQ (cela entraîne
évidemment 2°).

Pour cela, considérons l'espace G formé des fé£^ qui vérifient
D/ÇÏQ; munissons G de la topologie localement convexe la
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moins fine pour laquelle les applications f—^f et f —>• Df sont
continues de G dans Ï^.

G est le sous-espace de ÏQ X ^Q formé des couples (/*, Df) ; ce
sous-espace est fermé, donc G est un espace (9^) (il est même
réflexif); toute forme linéaire continue sur G provient d'une
forme linéaire continue sur ^Q X ÏQ, donc d'un couple (Vi, Va)?
v^b, V^ÎQ. On a <(/; Df), (v,, v,)> = </; v,> + (D/*, v,> = </; v, + Dv,>
donc, le dual de G est formé des VÇÊQ qui sont de la forme

v,+Dv,, ^%, v,ç3îû.

Montrons que D envoie G sur ÏQ; l'application transposée :D
»%Q —>- G' est biunivoque ; si nous montrons que D3ÎQ est
(faiblement) fermé dans G', d'après la théorie des espaces (9r),
la proposition sera démontrée.v

Nous avons vu en c) que Dé' est fermé dans ë' ; donc, tout
vçD3ÎQ s'écrit v == D(A, [J^Q; d'autre part, v == Vi + ÔVa
avec v, et Va^Q- Soit alors E une solution élémentaire de D,
qui vérifie : E * 3Î° c Ï° ; on aura E * v = (E * v,) -p Vg == pi. Par

V V

suite, P.Ç3ÎQ, donc VÇDSÎQ et D3ÎQ est bien fermé. Le théorème
est ainsi complètement démontré.

Remarques:
1) De rf), on déduit immédiatement :
3° entraîne Dî^ D ̂  (p ̂  0)

et D% D ^û {p ̂  0) (résultats en apparence plus forts
que 2°).

2) Soit A* l'ordre d'une solution élémentaire de D; en raison-
nant comme en d), on trouve que 3° entraîne DÊQ D Ê^"^ (ici,
pour G, il faut prendre l'espace des couples (/*, Df) dans
^û ><%")•

3) On a vu en c) que 3° entraîne : Dé' est fermé ; par le théo-
rème du graphe fermé, il résulte alors que V application Dy—^y
est un isomorphisme fort de Dé' dans ê\

4) Si Q est convexe, le théorème des supports montre que 3°
est vérifié : on retrouve ainsi le théorème 3. Notons aussi que
le théorème 4 peut se démontrer comme le théorème 3, par un
procédé d'approximation « à la Mittag-Leffler » (voir, pour une
généralisation, chapitre ni, théorème 2).

20
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§ 4. — Systèmes (Téquations.

Soit Q un ouvert c R", et soit D une matrice différentielle à
coefficients constants de type (p, q) ; soit r le rang de D, et soit
D' une matrice de type (r, r) extraite de D, telle que
A = dét (D') ^= 0.

(p.^i) (p. 0
Problème (1).—fêtant donné dans ÊQ (resp. 3)^, déterminer

(^ *) (y, 0
g€ ÊQ (resp. ®Q ) telle que Dg = f.

Pour que le problème (1) admette une solution, il est
évidemment nécessaire que la condition de compatibilité sui-
vante soit satisfaite :

(C) Toute matrice de dérivation P à coefficients constants
de type (1, p) qui vérifie PD == 0 vérifie aussi Pf == 0.

La résolution classique des équations linéaires montre ceci :
(p. l) (P. 0 . . . . (î» 0 (?. 1)

soit /^ëa (resp. 3)^) qui vérifie (C)$ il existe gçë^ (resp. ®o)
qui vérifie Dg == A/*7. La solution du problème (1) est donc
conséquence de la solution du :

Problème^).— Étant donné f^ (resp. ̂  qui vérifie (C)
cp. i) (p,1)

trouver f^ê^ (resp. 3)^) qui vérifie (C) et A/*7 == f.

PROPOSITION 5. — a) Si p = r, et si Von a : AÊQ == ê^ [resp.
(p> 1 ) (p. o

A3)Q === 3)^), çu^ çue soit /çë^ (r^p. 3)^) ^ problème (1) admet
une solution.

b) Si f est à support compact, et vérifie (C), le problème (1)
admet toujours une solution (dans R'1, donc dans tout ouvert).

a) En effet, dans ce cas, la condition (C) est vide, on peut
donc résoudre (1').

b) Soit E solution une élémentaire de A; f = /"* E est une
solution de (l/).

Une solution élémentaire à droite (resp. à gauche) de D est une
(î.p)

Eç ®' vérifiant :
(p» p) ^ (?> fi) (?' p)

DE == ô 1 (resp. E * Dû == o 1 ), 1 désignant la matrice
identité de type (p, p).
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Une solution élémentaire bilatère est une solution élémentaire
à gauche et à droite.

PROPOSITION 6. — Pour que D admette une solution élémen-
taire à droite (resp. à gauche, resp. bilatère), il faut et il suffit
que Von ait: p == r (resp. q == r, resp. p = q == r).

a) Soit E une solution élémentaire à droite de D $ pour toute
matrice différentielle à coefficients constants P =/= 0 de type
(1, p), on a: PDE==P, donc PD^=0; donc p=r.

Même raisonnement « à gauche ».
b) Si p == r, il existe une solution élémentaire à droite

d'après la proposition 5 (il suffit de la déterminer colonne par
colonne). Si q == r, en transposant, on se ramène au cas précé-
dent.

Enfin, si p = q = r, il existe une solution élémentaire bila-
tère; en effet, on a dans ce cas : D' == D, et A == dét (D) =/= 0$
soit AJ( le mineur de Dy dans D; et soit F une solution élé-
mentaire de A; E = (A^F) répond à la question.

Pour les équations homogènes, on a le résultat suivant :
(<y.1)

PROPOSITION 7. — Si r = p, et si Q est convexe, toute /ç ËQ
(î.1)

(resp. ^o) vérifiant Df == 0 est limite de combinaisons linéaires
àHexponentielles- polynômes matricielles de type (q, 1) vérifiant
cette équation. ^ j-v N

Pour fixer les idées, supposons A = dét.( p11 ' * ' n / ^ ̂
<<?, i) V ̂ p; • • • ^pp/

Soit vç ËQ orthogonale à toutes les exponentielles-polynômes
matricielles qui vérifient l'équation envisagée; montrons que,

(9, 0
si /̂ û vérifie D/*== 0, on a <v, /*> = 0.

On sait (cf. préliminaires) qu'il existe des fonctions entières
F,, ..., Fp telles que

^,=i^[(D),,ô]F,

Considérons les p premières de ces équations; en appelant My
le mineur de ^[(0)^8], on aura :

^(Ao)F,== ^ M^vj.

Donc, ^(D^F, est transformée de Fourier d'une distribution à
support compact c Q ; la proposition 2 et le théorème des
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supports^ montrent qu'il existe ^I'Q tel que 3^,= F.; alors:
^ = .S (D)j.^.,, c'est-à-dire v = D^.
Par suite

<V, / ->=<D^, / ->=<(A,D/ ->=O.
(ç,1)

Pour /> donné dans ®Q, on raisonne de la même manière.



CHAPITRE II

ÉQUATIONS DE CONVOLUTION

§ 1. — Fonctions erftières de type exponentiel.

1. Dans ce numéro et le suivant sont démontrés les résul-
tats sur les fonctions entières de type exponentiel dont nous
aurons besoin dans la suite du chapitre ; les calculs faits dans le
numéro 1 sont dus à Lindelôf [16] (Lindelôf n'énonce le théo-
rème 1 que pour les fonctions d'une variable ; mais sa méthode
permet en réalité de démontrer la proposition 3, qui est un
résultat plus fort d'où l'on déduit immédiatement le théo-
rème 1).

LEMME 1. — II existe une constante K telle que^ pour tout
nombre complexe X, on ait :

|i_ XK^'^
Kl—À^Ke1^

Immédiat.

LEMME 2. — Soit fÇX) une fonction entière Sune variable
complexe, avec f{0) =^ 0, et \f(^}\ <^ |/*(0)| ̂ T(ixl); ^ étant une certaine
fonction positive. Sur le cercle [X[=r , les points qui vérifient:

\fW ^I/WI6"'1'^ forment un ensemble fermé de mesure
2-Tirm<

l + < r
En effet, la formule de Jensen :

y? ] j[ /»27t

log r. rp.. t =^f^loë\fWd<?-loëm\
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(où Ci, ..., Çp désignent les zéros de jfde valeur absolue <; r)
montre que la fonction F(r) == f^ïog\f{re^)\d(p—21^1og[/l(0)!
est une fonction croissante; F(0) == 0, donc F(r) ̂  0; par hypo-
thèse, on a 0<F( r )<— m crT( r )+ /2^—— y n ^T(r ) , d'où

. 2w r V r /
w<.——•

- l+O-

PROPOSITION 1. — Soit jf(X) une fonction entière Sune variable
complexe, de type exponentiel, avec f(0) =^ 0 ; on pose :

/•(^/•(o^nfi--^ (I^.I>IÎ.D
' = * \ î /

et Von suppose :
|/'(X)|<A<?1^

il existe alors des constantes C et D, ne dépendant que de A et B,
telles que :

n C10 T7T<T77nïï' pourtoutn>l.M ̂  IA.O)I
^ l D

2° ^S-^,./^ pour tout p>0.

DÉMONSTRATION DE 1° :

De la formule de Jensen, on déduit
r" A
-^TT^" d^K'-' l^^»-)-^.•.^rCTi

Pour tout n, on a donc

K.
<r" r" r" <"—"'—<»"'•< '̂ S: 1 ^//\\ t ^ •|^...^^|^...yi/-(0)|

MPrenons r == -- ; il vient : n
-B ' " '"""•• B|y

m^' i:|<|7̂ <•

<

i_
A" e et, comme

|AO)|"

DÉMONSTRATION DE 2° :

On pose / p \
fW^fWe^^^W^}
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avec

)̂=n(i-|)
?^)=Ùfi-

et

^(^ùfi—^U.p+» \ î. /
Majorons |çi(X)j : en appliquant le lemme 1, on aura :

K^l7 '!:———

|y.(X)|<e î7,
en appliquant 1°, on a

donc

i-'r<2
' ly

C • ï
7(0) "
p i.r i *
G ' Pmi'12K

lîiWK^ 1/(0)

On trouverait de même :

G |T —-L A
P ' IX i '

lî.WK^ 1/(0)

Par suite, si |X[=p, on aura :
G |t | C | »2K

l'F.Wî.WKc '-'̂ /w
t].

et, comme I^O)) <; A, cette dernière formule entraîne
K'

lî<Wî2(X)|<^^'1' (iX|==p)
K' étant une constante ne dépendant que de A et B.

a) p > 1. On peut appliquer le lemme 2 à Çi(X)(p2(X). On
—K'

trouve que, si |X|==p, l'inégalité lyiWç^Oe'l-WI^ est vérifiée
sur un ensemble fermé Ei de mesure w, ̂ 4TC p.

p A 3
Posons d'autre part a?= a + S- ; les points du cercle \\\ === p

qui vérifient * ^

^W)>ypiap (Éd == partie réelle)
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f\

forment un ensemble fermé Es de mesure m^= —p (évident
géométriquement).

E, et E, ont donc un point commun \; on a alors
p|a.>| K'p

/•(O)e •2 l/wi^iy^XAe^
d'où

21ogl/'(0)i+p|ap| ^p
1/"(0)1

-,<21ogA+2Bp

et, comme |/'(0) [ <; A, cette formule entraîne qu'il existe D', ne
dépendant que de A et B, tel que

, . . D'
l»p!<^^

b) p == 0. On a

a+-<"•i
_D_ 1 C _AÇ^
1/(0)|2 |X.i ̂  |AO)| ̂  |/"(0)|2

d'où le résultat.

PROPOSITION 2. — Étant donnés des nombres complexes a et
^i (|(i-^i|^|(i|) qui vérifient^ pour tout n et tout p :

n
IU<c et a+S^<D,

i ^i
1° Le produit (éventuellement infini)

1̂1(1-;̂
représente une fonction entière f(\) ;

2° On peut trouver des constantes A et B, ne dépendant que de
C et D, telles que Von ait (/^«Ae^l.

DÉMONSTRATION:
1° Des hypothèses et du lemme 1, on déduit :

^^^hi <^^-ÏC7
^ / 1

x \ 1

<7 /n(i 3 _-L 3.

p \

( \ \Donc le produit infini JI 1 —y- )^ l" est uniformément conver-
ti /

gent sur tout compact, et /'(X) est une fonction entière.
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2° II suffit évidemment de démontrer le résultat pour les
valeurs entières de [X[. Écrivons alors, comme dans la pro-
position 1 : / P \

fW=e\^\,W^W
avec : ï,w=A(i-^)

^=Q{l-^•
et

\ \ À

r)^1-P-K \ 4< /

Majorons ç,(X) (en utilisant le lemme 1 et les hypothèses)

K|î |"«^ — * JL * *
IpiWK^ t^ ^^^i^

on aura même
i^^K^^"4'!^^

et, pour |X| == p , on aura :

lîiW^WI^2^'1'-^ d'où I/P^J2^^)-^
C.Q.F.D.

Des propositions 1 et 2, on déduit immédiatement :

PROPOSITION 3. — Si f et g sont des fonctions entières d'une
variable complexe À, avec f(0) = g(0) = 1, \fÇX)\ < Ae1^,

IgP^KA^I et si h ( \ ) = î [ ) est une fonction entière, il

existe A" et W ne dépendant que de A, A', B, B', tels que Von ait:
IA^KA"^'.

Soient maintenant f{\, . . ., \) et g{\, . .., \} deux fonc-

tions entières de type exponentiel telles que h == -/- soit uneg
fonction entière $ montrons que h est de type exponentiel.

Nous pouvons supposer (en faisant au besoin une translation,
et en multipliant f et g par des constantes convenables) que
Pon a / • ( ( ) , . . . , 0 ) = g ( 0 , . . . , 0 ) = l .

Par hypothèse, il existe A, A', B, B' tels que l'on ait
\f{\, ..., ̂ KA^I^--^')

et |g(^ .... ^KA^i^----^').
Pour A == (Xi, . . . , X^) fixé, avec |XJ + • . • + |XJ = 1, posons :
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h^ÇQ == A(^Xi, . . . , ÇX,); d'après la proposition 3, quel que
soit A, on aura

I/IA^KAV^I.

Par suite, quels que soient X,, ..., X^ :
|A(À,, ..., À^AV^l^'--^"').

Enonçons le résultat :

THÉORÈME 1. — 5i le quotient de deux fonctions entières de
type exponentiel est une fonction entière, cette dernière fonction
est de type exponentiel.

2. Transformées de Fourier de distributions à support compact.
Nous allons ici généraliser un résultat qui, dans le cas d'une

variable, est à la base de la théorie des fonctions moyenne-
périodiques [27] et [15] ; rappelons que aiSn désigne l'espace des
transformées de Fourier des distributions çënn, et que dl^n
désigne l'espace des transformées de Fourier des fonctions ç3)Rn.

PROPOSITION 4. — Sous les hypothèses suivantes:

Qçct^m? Pça^(m^n), et R=—^-— est une fonction entière,
s. ÔÀ^

on a: S(X,, ..., X,) == P^O, X,, .... X,). R(X,, ..., X,)ça^.

DÉMONSTRATION. — R et S sont (d'après le théorème 1) des
fonctions de type exponentiel; pour montrer que Sçd^, il
suffit donc (théorème de Paley-Wiener) de montrer que S est
à croissance lente pour À,, . . . , X ^ réels. Nous supposerons
P(0, Xa, ..., \») =/= 0 (sinon, la proposition est évidente) ; remar-
quons d'abord que, quel que soit le point réel (Xg, ..., X^) = A',
P vérifie une inégalité de la forme : |P(Xi, Xg, ..., À^I^Ae81^1,
A et B ne dépendant pas de A7 (en effet, P est transformée de
Fourier d'une fonction indéfiniment dérivable à support
compact).

Prenons un tel point réel A', et considérons la fonction d'une
variable /'(X,) === P(Xi, Xg, ..., X^); nous supposons A' choisi de
manière que /*(0) =^0. Soient Ç. les zéros de /*, rangés par valeur
absolue croissante. D'après la théorie des fonctions entières :

ffii)=^V/_l_+l\
/"(À,) "-^x.-î,^
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ou encore yn \ i 4
/ \^t) — „_\ y 1 j py 1
^^-a À^+A^_^

et, par suite :
S(^i, A') . 0,^ .„

=<2(0)Q(^,AQ-V2(0)Q(X,A')S-+^r(0)5-^^
Si Si^Ai——(^

Majorons les trois termes du second membre quand \ est réel.
1° II existe C' et D' ne dépendant que de A et B, tels que :

|af(0)|<D'; f^S^C' (Prop.1)
4i

2° Dans la dernière somme :
a) Les termes pour lesquels IX i—^[^ l sont majorés par:

l^l^mi-.-^IQCA. AQL
M

b) D'après le principe du module maximum, les termes pour
lesquels JX, —^| < 1 sont majorés par:

l^^!AO)^lé2l^ A/)'
et, a fortiori, par :

IVIAO^^MaxJQ^, A'))

La dernière somme est donc majorée par :

l^lAO)!^^) Max |Q(a, A'XqXJ2 Max ̂  AQI.
\ |Ci| / |H--XJ<2 IP-^I^2

En ajoutant, nous obtenons finalement :
|S(X,, A^^D'+qX^+ClXJ) Max JQ(a, A')|.

Cette formule est valable pour tout A' réel, tel que P (0, A') =^= 0 $
par continuité, elle est valable pour tout A' réel. Elle entraîne
que S est à croissance lente pour Xi, ..., X^ réels (parce que

max |Q(p^ A^l est à croissance lente).
IP—XiK2

Remarque. — La proposition est évidemment encore vraie
si Fon remplace P(0, Xg, ..., XJ par P(&, Xa, ..., XJ, b étant
un nombre réel quelconque.
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§ 2. — Équations de convolution homogènes.

1° Soit p. une distribution à support compact (p^Rn), ^=^0;
rappelons que V(a) désigne l'ensemble des combinaisons
linéaires des exponentielles-polynômes P qui vérifient [JL * P == 0

S^vet que [V^)]-1" est formée des vçÊRn telles que — soit entière
(préliminaires). r

DÉFINITION. — Soit o-çÊRn, < T = ^ O ; on désigne par H([JL)
V idéal de êiv» {idéale au sens de l'opération *) formé des T qui
vérifient :

T'cvçpL'Kê' pour tout ^[^(ui.)]-1".

On désigne par H(a, cr) (açêan) l'ensemble des rçênn qui
vérifient : T * o-çH(a).

Nous donnerons au § 3 une caractérisation de H(pi) fondée
sur F étude des équations avec second membre; donnons main-
tenant sa principale propriété :

THÉORÈME 2. — Quel que soit piçê', pi -=f^ 0, îîÇy.) est dense dans ê\
Soit p^n. Nous dirons que H(a, o-) possède la propriété (§p)

(ou : €(§?)) si l'on peut trouver des distributions à support
compact o-i, ..., ovçÊjv. telles que :

a) ^* - - -*<T^H(a , Œ).

fc) Pour tout A*, 1 <; k <^ r, la transformée de Fourier S^ de (T^
ne dépend que de p variables; considérée comme fonction
de p variables, S^ est dans <9L^p. Nous désignerons ces p variables
par X^, ..., X^.

LEMME. — Soit T une fonction entière ^=- 0 des variables
\, ...,^i (P>0) e^p^i; et s(>it ^K" ^ î^ T==9<T. 5i
H(pi, ar*T) possède la propriété (Sp), H((JI, (r*^T) possède aussi
la propriété (Sp).

Par hypothèse, on peut trouver o-i, . . . , o-r vérifiant b) et telles
que, pour tout ^[V^pi.)]-1-, on ait: T*o-i* * • • *o'r*o'*vç^*Ê'. Par
transformation de Fourier, il vient

T.S, ...S^J?Wn.
t̂ Ul
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Appliquons maintenant la proposition 4 à P = T et
^M

Q==TS, ... S^cr-p.
- 3^

Quel que soit a réel, on aura

T2(a,^,..,^„)^S,...S^o^-ea^

On peut toujours trouver a tel que T(a, Àg, ..., Ap^i) ^=0,
puisque T est =7^0; l'on a T(a, \, ..., Xp^i)eatfp; enfin,
comme T est à décroissance rapide pour Xi, . . . , ^ p ^ i réels,
?^T
— ne peut être identiquement nul.
ôÀi

Cela étant, la dernière formule montre que H([^,(T*:CIT)
possède la propriété (âp) pour les fonctions S^ et T^a, Xg, ..., Xp_i)
d'où le lemme.

Nous allons maintenant montrer, par récurrence sur p : si
Vidéal H(a, o-) possède la propriété (âp), il est dense dans ê'.

Ce résultat est évident si p = 0, car alors les S^ sont cons-
tantes, donc SçH((x, (r) et, comme H(pi, Œ) est un idéal, il est
égal à ë'.

Supposons-le démontré pour p, et démontrons-le pour p + !•
Si H(a, G-) possède la propriété (§p^i) pour les distributions
o-i, . . ., or^, on a H([A, (T*^ * • •*o'r) == ê', donc H(pi, o-*ari* • • • *(r^)
possède la propriété (âp) ; d'après le lemme :

H(0, (T*(T i * - • •*0-r-i*^^r)ç(Sp)-

En itérant : quels que soient les monômes Mi, ..., M^, avec M^
dépendant seulement des variables x^, on a :

H((JL,a*M^*....M^)e(Sp)
d'après l'hypothèse de récurrence, il existe des

T,çH([JL, (T * MiO-i * . . . * M^)

qui tendent vers S.
On a : T,* MiO-i * • • • * Mr<3'rÇH((JL, cr) ; donc, en passant à la

limite :
MiO-i * ... * M^çH (a, o-)
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en ajoutant : quels que soient les polynômes P,, . . . , P,., avec P^,
dépendant seulement des variables x^i :

P^*.. .*P,Œ,ÇH(UL, Œ).

Pour tout A*, il est possible (voir [27], p. 894) de trouver une
suite P{ de polynômes en rc^, et un point ô^R/1 tels que :

lim P^== §(&fc) (S{bf,) désigne la masse + 1 au point ^).
/ -»- + 00

Par suite
S(^+-+Wi(uL,a)

et, comme H (a, a") est un idéal: H (a, a) = ê'.
Pour démontrer le théorème 2, il suffit maintenant de remar-

quer que tout H(^) possède la propriété (§„) : il suffit de prendre
r = 1, o- = S, et or, = p. * a (a quelconque dans ©(R")).

COROLLAIRE. — Pour que vçê' soit dans pL*^, i7 faut et il
9^

suffit que — soit une fonction entière (i.e. : ̂ [V^ùi.)]-1-).
. ^ , , . . . .^vLa nécessité est évidente ; réciproquement, si — est entière,

^Ut.

on pourra trouver des T^-^S tels que T, * vçpi. * ê', d'où le
résultat en passant à la limite.

2° Nous pouvons maintenant généraliser (au moins partielle-
ment) le théorème d'approximation des solutions d'une équa-
tion aux dérivées partielles homogène à coefficients constants.

THÉORÈME 3. — Soit p^êj^, p t .=^=0$ toute solution dans ê
(resp. 3)' resp. ë^ resp. â)^)" de l'équation u^*/^ 0 est adhé-
rente à V(a) dans ë (resp. 3)\ resp. ë"1, resp. 2)^ faible).

Montrons d'abord ce résultat pour ê. Soit f^ê tel que
p. * f = 0; raisonnons par dualité : si vçê' est orthogonal à V(m),
on pourra trouver des o\ tels que v = lim (1 * a",; alors :

<v, /*> = lim (^ * a,, /') = lim <(T,, (x * /*> = 0.
Si /ça)' vérifie pi * /*= 0, les régularisées a * /*de f(aç3)) vérifie-
ront encore cette équation; d'après ce qui précède, elles sont
adhérentes dans ê, donc dans âY, à V(a) $ il existe une suite a,
qui tend vers S dans ê', donc /'= lim ai*/çV(a). Même rai-
sonnement pour &71 et 2)^ faible. ' C.Q.F.D.
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On peut se demander si le théorème suivant est vrai : tout
sous-espace fermé de ê, invariant par translation, est engendré
par les exponentielles-polynômes qu^il contient. (Autrement dit :
la « synthèse spectrale » est-elle possible dans ê?)

Nous venons de le démontrer pour les sous-espaces définis
par une équation; on peut évidemment aller un peu plus
loin : si Vi, ...,¥„, sont définis chacun par une équation (de
convolution), et si ïi, . . . , T ^ sont dans ê', le sous-espace
V == TI * Vi + • • • + ^m * Vm sera, lui aussi, engendré par les
exponentielles-polynômes qu'il contient.

Pour n > 1, cette généralisation est plus ou moins illusoire,
tant qu'on n'a pas de caractérisation simple de ces sous-espaces
(de toute manière, on ne peut espérer obtenir ainsi tous les
sous-espaces fermés invariants par translation de ë, car les
(X,, ..., \n) qui vérifient : e^^' "-^"^çV forment une variété de
dimension complexe n— 1).

Par contre, pour n = 1, il est facile de voir que l'on obtient
par ce procédé tous les sous-espaces fermés de ê, invariants
par translation et engendrés par une seule fonction f(°).

Posons en effet, suivant [7]: f=f+-}-f~, avec /^Cê, f~^>,
f^ limité à gauche, et f~ limité à droite ; soit piçê7, a ^=f=. 0 tel
que a */*===0; comme a*/^ a son support limité à gauche et
pi * f~ a son support limité à droite, on a : a * />+ = — ^ */*"== rçë'.

Désignons enfin par W le sous-espace de ê formé des g qui
vérifient: pt .*g==0; je dis que T*W est exactement le sous-
espace fermé T(/1) engendré par f et ses translatées.

a) Si A==T*g, avec ^*g=0, on peut encore poser : g==g++ g~?
et Pon aura: ^ * g r + = = — [ L * g = ( 7 ^ ê /

A.==(T*g")+(T*g-)==(a*/ t +*g+)—(a*/•-*g-)=Œ*/';

donc T*W cr(/1).
b) Si vçê7 est orthogonal T*W, cela signifie que l'on a:

v * T * g = = 0 pour tout g vérifiant: pt .*g==0 et, par suite:
v*Tça*ë'.

D'après le théorème 2, il existe des O^ê', O f — ^ S tels que
0,^*T=p.^,, y^g'.

(s) II en résultera que la synthèse spectrale est possible dans ê(^ ; de là résulte [27]
que tout sous-espace fermé invariant par translation de 8 est engendré par une
seule fonction.
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Alors : O» * v * pi * f^ = — 0( * v * pi * /*" == pi * 5^
d'où: 0^v*/s-==—0i*v*/>-=y^
donc O^v*/^ 0, et, en passant à la limite :

^f=0, donc <v, /*>=0.

Par suite, on a : T(/*) CT*W, c. q. f. d.
Cela montre (d'ailleurs, par la même méthode que [15]) que la
synthèse spectrale est possible dans Ê^.

§ 3. — Remarques sur les équations avec second membre.

Contrairement au cas où piçê7 est un opérateur différentiel,
on n'a pas, en général: p. * 3)^ == â)^.

Par exemple, si pi est indéfiniment différentiable, pour
tout f^S)' pi*/' sera indéfiniment différentiable donc on ne
pourra pas avoir : pi * 3)^ == 3) .̂ Nous allons voir que, dans ce
cas, on ne peut avoir non plus : pi*8 == 8 (prop. 5', corol. 1).

Les propositions que nous allons donner permettent de
retrouver en partie le théorème 3 du chapitre 1, une fois
établie l'existetice d'une solution élémentaire, et ses propriétés
(je n'en connais guère d'autre application; peut-être est-il
néanmoins intéressant de les donner avec toute leur géné-
ralité).

1. Équations avec second membre dans ê.
PROPOSITION 5. — Soient piçê', vçê', avec pi ^= 0, v =7^ O. Les

propriétés suivantes sont équivalentes :
1° p.*ê D v*ê.
2° Inapplication pi * T -̂  v * T est continue de pi * ê' dans ê'.
3o vçH(pi).
DÉMONSTRATION :
1° entraîne 2°. Appelons i l'injection de v*ê dans pi*ë. Des

isomorphismes algébriques :
Ê/(JL*-«(O) ̂  RI * 8 ; Ê/v*-l(0) % V * Ê

on déduit que i définit canoniquement une application i de
ê/v*-i(o) dans ê/u^-^o); i est continue d'après le théorème du
graphe fermé (cf. préliminaires).
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La transposée i de i est une application continue :
pL*^-^v*ë'$ montrons que ï prolonge l'application : [I*T-»-V*T.

On a: <i '(m*T), g )==<a*T, i(g)> pour tout rçê' et tout
gçë'/v*-^0)* Soit g un représentant dans ë de g, et h un représen-
tant de i(g) ; la dernière formule s'écrit aussi :

<^(p.*ï), g>==<0*T, A>==<T, (X*A>

et comme p i* / i==v*g on obtient: (^(^v), g)=(v ' l tT5 g) et
finalement: I'((I*T)= V * T . L'application ( Ï , * T — ^ V * T est donc
continue, et 2° s'en déduit immédiatement.

2° entraîne 1° Si pi * T ->- v * T est une application continue,
v v

p * T - ^ v * T le sera aussi; cela étant, cherchons f^fo solution de
?.*/'== v*g(gçë); pour tout TÇÊ', on devra avoir

<0*/1, T>==<V*g, T> OU: </', (l*T>==<g, V*T>.

Cette dernière formule définit une forme linéaire sur pi*ê '$
par hypothèse, cette forme linéaire est continue $ on peut donc
la prolonger en un /*çë. Et f vérifiera bien : pi * f = v * g.

(Les raisonnements précédents peuvent se mettre sous une
forme plus générale : soient u et v deux applications continues
de ë dans ë; pour que l'on ait u(ë) =>^(ë) , il faut et il suffit
que ^(9) == 0 entraîne ^(9) = 0 (^çë') et que l'application
^(î) ~^ ^(î) s01^ continue de ^(ë') dans ^(ë'). Même résultat
en considérant des espaces de Fréchet-Schwartz [11], E et F,
et deux applications continues u et v de E dans F.)

Enfin, 3° est équivalent à 2°. Si l'application [JL*T-^V*T
est continue de UL * ë' dans 8', elle se prolonge en une applica-
tion continue w\ p i + ê ' — ^ ë ' ; pour tout arça * ë', on a, par
continuité v * (T == UL * w(^). D'après le corollaire du théorème 2,
cela entraîne : vçH(a). Réciproquement, si l'on a vçH(p.), pour
tout o-çui * ë', il existera w(Œ)çë' vérifiant v * (T == p. * w(cr) ;
w(o-) est unique, donc w définit une application linéaire
p.+ë '—^ê ' ; cette application est continue, parce que son
graphe est fermé; donc l'application ( J I * T — ^ V * T (qui est la
restriction de w à pi * ë') est bien continue.

PROPOSITION 5'. — Les propriétés 1°, 2°, 3° de la proposition
5 5on( entraînées par:

4° /f CO t̂e /ç3)' ̂  ÇMÔ (JL*/t= V.
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Les propriétés 1°, 2°, 3° entraînent:
5° Pour tout ouvert relativement compact 0, il existe f tel que^

dans 0, on ait [L * f = v.

LEMME. — Soi( gç3/, ̂  soit V ̂  sous-espace de ê' /or/ne dc5 <r
ÇMI vérifient o- * gçg7. V e^ /erwe, ^ l'application < r - ^Œ*g
e5( continue de V rfan^ ê'.

D'après le théorème du graphe fermé tout revient à démon-
trer que V est fermé. S'il est vide, c'est trivial; sinon soit
o-oÇV, et TQ == ŒO * g. Soit B un sous-ensemble faiblement compact
quelconque de g'; montrons que V n B est faiblement fermé
(cela entraînera bien que V est fermé, cf. préliminaires).
Considérons des Œ^V n B, tendant faiblement vers Œ; les Œ,
ont leurs supports dans un compact fixe K$ les T, = o-, * g
sont dans ê', et ils ont leurs supports dans un compact fixe K'
en vertu du théorème des supports etdelaformuleT^(ro=To*Œ,;
en passant à la limite, on aura donc <r * g c K/, en particulier
o-^gçê', donc o-çV; comme, d'autre part, o- est dans B, on a
o-çV n B, d'où le lemme.

Démontrons maintenant que 4° entraîne 2°. Soit /ç®'
vérifiant (J .*/ '==v. Appliquons le lemme avec g = f: (JL * g'
est évidemment dans V; et la restriction à pi * ê7 de l'appli-
cation <3•-^(T*/ > est l'application ( J L * T - ^ V * T ; elle est donc
continue d'après le lemme.

Montrons enfin que 2° entraîne 5°. Soit 0 un ouvert
relativement compact; montrons d'abord que l'application
p.*(p-^v*<p (9^3)0) est continue de a * 3)g (muni delà topologie
induite par 3)a") dans S&Rn.

Pour cela, considérons l'ensemble B des <f^S)^ qui vérifient
|(ï.*9|<l; (I*B est borné dans ÊBn; d'après l'hypothèse v * B
est aussi borné dans §K"; donc, v * B est contenu dans un ë^, et y
est borné.

Donc : si (1 * 9(963)g) est majoré en valeur absolue, ainsi que
toutes ses dérivées jusqu'à un certain ordre, m\ v * 9 est majoré
en valeur absolue; et si ui * <p est majoré en valeur absolue ainsi
que ses dérivées jusqu'à l'ordre k + w', (1 * ç est majoré en
valeur absolue ainsi que ses dérivées d'ordre < k\ cela prouve
que l'application considérée est continue.

Il en résulte que l'application (1 * <p -^ (ï * y) (0) = <v, œ)
est une forme linéaire continue sur (1 * 3)^; d'après le théorème
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de Hahn-Banach, il existe donc f^S^n qui prolonge cette forme
linéaire; et l'on a bien pi*/*== v dans 0, ce qui démontre la
proposition.

COROLLAIRE 1. — 5i pi est dans 3), on a toujours pi * 8 ^= ê.
En effet, pour tout /6®', y - ^ f est indéfiniment différentiable ;
donc, on ne peut pas avoir a * f == S dans un ouvert contenant
l'origine.

COROLLAIRE 2. — S'il existe f^ vérifiant y.^f= S, on a:
p. * g == ê.

Remarque. — Dans ce cas, on a même un peu plus : s'il
existe, pour tout ouvert 0 relativement compact, une /ç®'
vérifiant, dans 0: p. * /* === S, on a: pi * g === g (autrement dit :
si v == S, 5° est équivalent à 1°, 2°, 3°; j'ignore si ce résultat
subsiste pour v quelconque dans êQ. Il suffit pour cela de mon-
trer que a * §' est fermé dans ë'.

Pour le voir, considérons un sous-ensemble B faiblement
compact quelconque de ë'; il suffira de montrer que B n (a * ê')
est faiblement fermé.

Considérons des Œ^B n (a * ê'), tendant faiblement vers o";
posons <Ji = [1 * ï f ; les Œ, ont leurs supports dans un compact K,
donc (théorème des supports), les T( ont leurs supports dans un
compact K7; soit 0 un ouvert relativement compact, contenant
l'origine, et tel que K! + f 0 ne rencontre pas un voisinage 0'
de K', et soit /ça)' vérifiant u. * f = S dans 0$ dans 0', on a
o\*/*= ïf ; donc, les T( convergent faiblement dans ê^ vers T$
on a Œ == (1 * T, donc (rçui. * ë'.

Comme, d'autre part, o- est dans B, on a : o-çB n (ui.*^); et
B n (m * Ê') est bien faiblement fermé, d'où le résultat.

2. Équations avec second membre dans 2)^.
Rappelons que 3)̂  (espace des distributions d'ordre fini)

4-QO

désigne l'espace M 3)'".
/n =^ t.

Nous aurons besoin d'un résultat préliminaire sur les espaces
(̂ ).

PROPOSITION 6. — Soit E un espace (Ï^), Ep une suite de
définition de E, et M un connexe contenant zéro, tel que les
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M? == M n Ep soient compacts9, tout V c M convexe contenant zéro
et tel que, pour tout p, V n Mp soit ouvert dans Mp est un voisinage
de zéro dans M.

LEMME. — Soit Wp un voisinage convexe ouvert de zéro
dans E, tel que l'on ait : Wp n Mp c V n Mp; pour tout £p, 0 < £p < 1,
il existe Wp^i voisinage convexe ouvert de zéro dans E, qui
vérifie :

lo W p ^ n M p , , c V n M p ^ ,
2o W p ^ n E p D [ ( l — £ p ) W p j n E p .

Soient U» tous les voisinages convexes ouverts de zéro qui
vérifient 2°; supposons qu'aucun U, ne vérifie 1°.

Les H n Mp.^ n [V sont des compacts dont toute inter-
section finie est non vide ; ils ont donc un point commun x.

D'une part, on a : ̂ çEp, car tout voisinage convexe de Wp n Ep
dans E contient x.

D'autre part, on a : x^ — £p)Wp, car (1 — £p)Wp est un U,.
Par suite :

^(1 — £p)Wp n Mp c Wp n Mp c V n Mp,

donc, x(.y ce qui est absurde (puisque x^\ V).
Le lemme étant démontré, il suffit de choisir les £p de manière

00

que H (1 — £p) > 0 et de construire les Wp par récurrence.
W == n Wp est un voisinage de zéro dans E et l'on a :
W n M c V n M, d'où la proposition.

PROPOSITION 7. —Soient piçg', vçê', v ^ O ; pour que Von
ait: pi * 3)̂  D v * 3) ,̂ il faut et il suffit quil existe f^ qui
vérifie : a * f == v.

La nécessité est évidente.
Réciproquement, supposons qu'il existe f^S)^ vérifiant :

p. * f = v ; soit 0 un ouvert convexe de 3)° contenant zéro.

LEMME 1. — Pour tout compact K de R", il existe un ouvert
convexe ÔK de 3)^ contenant zéro, et qui vérifie : /** [(pi * ê') n 0^] c 0.

Cela revient à dire : si des <piÇpi,* ë' sont dans 3)̂  et y conver-
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gent vers zéro, les /** y, sont dans 3)° et y convergent vers
zéro; or, les /**yi sont à support compact (prop. 5'. lemme); de
la formule : p. * (/** (pf) == v * «p, et du théorème des supports on
déduit que les /**<pf ont leurs supports dans un compact fixe;
enfin, les /* y, sont continues et tendent vers zéro uniformé-
ment sur tout compact, d'où le lemme.

LEMME 2. — II existe un voisinage convexe, de zéro 0/ c 3)^ * qui
vérifie : f* f(p^') n 0'] c 0.

Soit L l'ensemble des fonctions ^ dont les dérivées d'ordre
<; k + i (au sens des distributions) sont des fonctions à sup-
port compact, mesurables et ^ 1 en valeur absolue; L n â)^1

est un voisinage de zéro dans â)^1.
Si ^ est dans L, ses dérivées d'ordre k sont continues (donc

Lcë^) ; en outre, elles vérifient une condition de Lipchitz
d'ordre 1 ; donc L n 3)^ est compact dans 3)\

Posons M == L n o*ë7; on a M c g^ n g' = 3)*; et soit 0" l'en-
veloppe convexe des M n OK.

a) On a évidemment /*0"c0.
b) 0" est un voisinage de zéro dans M pour la topologie

induite sur M par 3)'' : cela résulte de la proposition 6 appliquée
à E == à)", M et V == (T; a fortiori, 0" n S^1 est un voisinage
de zéro dans M n â)^1 = L n S)^1 n pL*Ê', pour la topologie
induite par â)^1. Comme L n 6S)fc+l est un voisinage de zéro dans
®^1, ©"nâ)^ est un voisinage de zéro dans pi*^ n â)^
pour la topologie induite par 3)^1. Alors, (Tn®^ 1 est la
trace sur pi+ë' n â)^^1 d'un 0' qui répond à la question, d'où le
lemme.

Le lemme 2 entraîne immédiatement : si des <p,ç3) sont telles
que les (l*(pi tendent vers zéro dans 3)^1, les v * Ç f = = (p-*9i)*/^ ten-
dent vers zéro dans 3)°.

Soit maintenant g donné dans 3)'0; montrons qu'il existe
^çgyfc+i q^ vérifie pi*/i == v*g.

Pour tout 9^3), on devra avoir <a*/i, < p ) = = < v * g , <p) ou
(A, (l*^)==(g, ^*9). Cette formule définit une forme linéaire
sur (1 * 2) ; cette forme linéaire est continue pour la topologie
induite sur pi * 2) par â)^1; elle se prolonge donc en Açâ)'^1;
et h vérifie bien: p i * / i = = v * g . On a donc: a*®'^1 => v*®'0,
d'où immédiatement : (JL * 3)̂  D v * 2)^.
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COROLLAIRE. — 5'i7 existe f^S)^ tel que p i * j f = = â , on a
RI* 3)̂  =2)^.

Exemples. — 1° Si D est un opérateur différentiel à coefficients
constants, en prenant pi = DS, le théorème 1 du chapitre i
montre que l'on a De == ë et D®^ == 3)^$ on retrouve ainsi
une partie du théorème 3 du chapitre i.

2° Soit pi6§' tel que l'enveloppe convexe de pi ne contienne
pas 0 ; la distribution S + a admet la solution élémentaire :

/ •=§——(A+jX^+. . .+(——l)n (X*n+. . .

(cette série est bien convergente, puisque le support du terme
général s'éloigne à l'infini) ; le corollaire 1 de la proposition 5'
montre que l'on a : (8 + p0 * ̂  == ^*

De plus, si pi est une mesure, f sera aussi une mesure, donc

(S+pL)*®'^®'17.

Ce résultat s'applique en particulier aux équations aux diffé'
rences finies à coefficients constants (que l'on peut toujours
ramener à la forme précédente par une translation); j'ignore
si, pour une équation différentielle aux différences finies à
coefficients constants, on a toujours des résultats analogues (6).

3° Si pi et v, distributions ce', admettent toutes deux une
solution élémentaire e®^, pi * v admettra aussi une solution
élémentaire 6®^$ en effet

(^v)*®'^^^®^)^^®'17^®^.

J'ignore si le résultat subsiste quand on remplace 3)^ par 3V.

§ 4. — Systèmes (^équations.

Le théorème 3 et la prop. 7 du chapitre i se généralisent
ainsi :

(P. 9) (ç. *)
PROPOSITION 8. — Soit piçÊR", de rang r = p; toute f^ê^n qui

vérifie pi * f = 0 est limite de combinaisons linéaires de matrices
exponentielles-polynômes de type (q, 1) qui vérifient cette équation.

(6) Cette question a été résolue par M. L. EHBENPREIS [37].
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Pour fixer les idées, supposons :
/P-n - • - ^p\

A=dét : =^0.
V^pi • • • y ' p p l

(î^)
Soit ^6 ë' orthogonal aux exponentielles-polynômes matri-
cielles Q qui vérifient l'équation p i * Q = = 0 ; montrons que
l'on a : <v, /*> == 0. On sait qu'il existe des fonctions entières
F,, ..., Fp qui vérifient 9^= S F^(^y).

Considérons les p premières équations; soit My le mineur de
(^ly);ona

9?(À).F,= | M^v,ça^.

(?•1) . .
Donc : pour tout açH(A), il existe rç ê' qui vérifie : ^(T.F,== 3 .̂
Pour tout i, on aura donc

O- • ̂ . === ̂  jly * T^ OU O- * V == [1 * T
t

par suite :
<^V, /')==<^T, /^(T, !X*/>>=0.

D'après le théorème 2, on peut trouver des a" tendant vers S$
en passant à la limite : (v, f) == 0. C.Q.F.D.

Naturellement, on obtient le même résultat en remplaçant ê
par 3Y (ou par divers autres espaces fonctionnels, comme au
théorème 2 du chapitre i).

Remarque. — On peut se demander si la restriction « r == p »
est nécessaire; sinon, cela entraînerait, en particulier, que le
sous-espace de ê formé des fqui vérifient p^i * /*== • • • == pt-p* /*== 0
([AI, ..., jApÇë') est engendré par les exponentielles-polynômes
qu'il contient, résultat que je ne sais pas démontrer si n > 1,
p > i .

Pour les équations avec second membre, on généralise sans
difficulté les propositions 5, 5' et 7 (en supposant toujours pi de
rang p); par exemple, on aura:

. (p< ?) . . . c^» p)
Soit pic ê' , possédant une solution élémentaire à droite Eç 3)'

(<?. P) (P»1) (P. 1) (î. 1) Cî, 0
(TWp. 3)^); pour tout gç. ë (re5p. 3)^), i7 î̂ e /ç ê {resp. ^/F)
et vérifiant [JL * /* == g.
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§ 5. — Équations de convolution
sur les fonctions analytiques complexes.

1. Soit 96 l'espace des fonctions analytiques de n variables
complexes. 36 est muni de la topologie de la convergence uni-
forme sur tout compact; c'est un sous-espace fermé de ÊR»»*,
donc un espace (9) réflexif; on désigne par W le dual de M).

Pour piç^ë', on définit la «transformée de Fourier-Borel » de a
par la formule :

^ (^i, •.., ^n) == <^ e-^^ - • • - ̂ )>.

Rappelons d'abord les propriétés classiques de cette trans-
formation; d'après le théorème de Hahn-Banach, [JL est pro-
longeable en une forme linéaire continue sur Kyn, soit T«; on
a donc, en particulier :

3?pL == <T^, e-^1^ + • • •+ ̂ ")> ;

donc, 9y. est une fonction entière de type exponentiel.
Réciproquement, soit M(Xi, . .., X^) une fonction entière de

type exponentiel; il existe A, B,, ..., B^ tels que :
|M(X,, ..., X^KA^I^"--^"^!.

Soit Sû^...^X;4 ... V^ le développement de Taylor de M à
l'origine; la formule de Cauchy donne immédiatement:

1^. J<,.^A^,eBlrl'+'•''4'Bn^
1 • • • •n

quels que soient les r^ > 0 ; prenons r^ == — si i\ ^=f=. 0, sinon
r^ = 1 ; il vient : *

K...J<CÇ(1^.
(î O) v /

A toute fonction analytique au voisinage de l'origine :

f{^ ...^n)==2^,..^ ... ̂

faisons correspondre la série :

y_ i j ! ... in ! i^(—a^)^---^^-"1 ' .^-"1»-
II résulte des inégalités précédentes que cette série est
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convergente dès que f est holomorphe dans un voisinage du
polydisque

•D "0

l2!]^ o-1' • • •? j^n!^ o-"» et que la somme de cette série tend
.ûIT Zît

vers zéro si f tend uniformément vers zéro dans un voisinage
de ce polydisque; en particulier, cette somme définit une
forme linéaire continue pi sur 3ë; et l'on a immédiatement:
^=M(^..,X,).

Par conséquent : la transfor:. 'a^ion de Fourier-Borel établit
une correspondance biunivoque entre W et V espace des fonctions
entières de type exponentiel.

Soit piçîê' et soit T^ une distribution ce' qui prolonge pi$
pour /*ç<%, T^.*/* est une fonction analytique complexe qui
dépend de f et de p., et ne dépend pas de T^; on la désigne par
p.*/*; pour vç^-É/, T^*Ty définit une forme linéaire continue
sur 56, qui ne dépend que de pi et v et que l'on désigne par pi*v.

Si l'on désigne par pi. la symétrique de (JL par rapport à l'ori-
gine, on a la propriété suivante: les applications f — ^ y - * f et
v —>- pi. * v sont continues respectivement de Vo dans 96 et de W
dans W \ elles sont transposées Vune de Vautre.

Enfin, ^(pi*v) ==3^.3\,.

2. Équations de convolution dans <%.
Soit piç^; on désigne ici par V(a) l'ensemble des combi-

naisons linéaires des exponentielles-polynômes complexes,
Q(z,, . . . ,^ )=P(^ , ...,z,)^^--+^"

(où P est un polynôme) qui vérifient l'équation : pi * Q = 0.
On démontre, comme dans le cas réel (préliminaires) : soient

S^vp. et v dans W^ ^ ̂  0, v ̂  0 ; pour çue _— 50^ UTÎ<? fonction
t^UL

entière, il faut et il suffit que Von ait V(a) c V(v) {autrement dit,
que <V(^).

PROPOSITION 9. — (1 * 3ë' = [V(^)]-1-. En particulier, pi * 3e'
e5( fermé.

Si o-çS-ê' est de la forme pi * T, rçS-ê', quel que soit l'exponen-
tielle-polynôme Q vérifiant pi * Q = 0, on aura :

<(T, Q)=<T, PL*Q>=0,

donc: (l^c^a)]-1-.
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Réciproquement, soit Œ donné dans [V^pi)]-1-; la fonction
Ct

-^ est alors entière; d'après le théorème 1, elle est de type
f^Ul

exponentiel; donc elle est transformée de Fourier-Borel d'un
TçS-ê, et l'on a o" === [1 * T.

Voici maintenant l'analogue du théorème 3 :

THÉORÈME 4. — Toute solution f de Véquation a * f = 0 (aç^ë7

donné ̂  0 ; f^) est adhérente à V(pL).
L'orthogonal de jl * W est évidemment l'espace des /*ç36 qui

vérifient : (JL * f = 0. __
D'autre part, l'orthogonal de [V^a)]-1- est l'adhérence V(a) de

V(pi) ; et il résulte de la proposition 9 que ces espaces sont iden-
tiques. C.Q.F.D.

Comme dans le cas réel, on peut se demander si tout sous-
espace fermé invariant par translation de 36 est engendré par
les exponentielles-polynômes qu'il contient; pour n == 1, la
réponse est affirmative (Valiron, [32]; Voir aussi [27]). Ç).

Pour les équations avec second membre, on obtient le résul-
tat très simple :

THÉORÈME 5. — Pour pLç3ë', [A ̂  0, on a toujours : (x * 96 == ^ë.
D'après les propriétés des espaces (^î), il suffit de vérifier :

a) que l'application v -^ (1 * v est biunivoque : c'est évident
par transformation de Fourier-Borel.

b) que pi * W est faiblement fermé; c'est bien le cas, d'après
la proposition 9.

Exemple. — Si pi est défini par un opérateur différentiel à
coefficients constants, ou plus généralement un opérateur
différentiel aux différences finies à coefficients constants, ce
théorème montre : dans 3e, on peut toujours trouver une solu-
tion d'une équation différentielle aux différences finies à
coefficients constants, avec second membre ç<%.

Pour n = 1, le théorème 5 est dû à Muggli [23].
Les théorèmes 4 et 5 se généralisent sans difficulté aux

(7) Signalons (sans entrer dans les détails) que l'on peut en donner une démons-
tration analogue à celle qui a été faite au § 2, n° 2.
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systèmes d'équations (avec des restrictions analogues à celles
du paragraphe 4 et du chapitre i, § 4) :

(P, Ç)

Soit (JLÇ W (notation évidente) ; on suppose m. de rang p ;
(î> 1) . .

a) Toute /*€ W> qui vérifie a */*=== 0 est limite de combinaisons
linéaires d^ exponentielles-polynômes matricielles qui vérifient
cette équation.

(P, 0 . . (q. 1)
b) Quel que soit gç 36, il existe f^ <% et vérifiant [^*f= g.



CHAPITRE III

ÉQUATIONS ELLIPTIQUES

§ 1. — Opérateurs différentiels.

1. Dans tout ce chapitre^ Q désignera une variété indéfiniment
différentiable, connexe ̂ dénombrable à V infinie sa dimension sera
désignée par n.

Pour simplifier^ 0 sera supposée orientable et orientée (cf.
remarque à la fin du § 3).

Un « espace fibre à fibre vectorielle sur Q », V, est un espace
fibre indéfiniment difîérentiable de base Q, de fibre-type C^,
de groupe structural le groupe linéaire complexe GLp(C) (les
changements de carte sont donc définis dans la fibre par des
matrices Mij à coefficients indéfiniment difîérentiables).

Si Q est une variété analytique-réelle, on définit de la même
manière un « espace fibre analytique-réel à fibre vectorielle
sur Q » (dans ce cas, les My doivent être analytiques-réels).

(On peut aussi prendre pour fibre R71 au lieu de C^, et pour
groupe structural le groupe linéaire réel GLp(R) ; suivant le cas,
les My doivent être indéfiniment difîérentiables ou analytiques-
réels; les résultats que nous établirons seraient aussi valables
dans ce cas, que nous appellerons « cas réel »).

Soit V un espace fibre à fibre vectorielle sur Q; on sait
(cf. [25], [31]) que l'on peut définir les « courants de degré m
(m <: n) sur Q à valeurs dans V » (il serait plus exact de dire :
« courants sur Q à valeurs dans le faisceau défini par V »). Pour
simplifier les énoncés, nous préférons n'utiliser que les cou-
rants de degré zéro, ce qui ne change évidemment rien à la
généralité des résultats. Nous adopterons donc pour la notion
d'espace fibre dual de V (noté V) la définition suivante, légère-
ment différente de celle de [31] :
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Soit V" l'espace fibre à fibre vectorielle de base Q, de fibre V,
tel que GLp(C) opère dans V77 par la représentation contra-

n
grédiente de celle par quoi il opère dans V; et soit /\f l'espace

n
des n-covecteurs tangents à V; on pose V = V"0 /\F.

&2
Explicitement : si Of et Oj sont deux cartes locales de Q, de

coordonnées locales respectivement x^ . . . ,a ;n , et y,, . . . , î / n
telles qu'au-dessus de 0, (resp. Oj), V soit identifié à 0, X ^p

(resp. Oj X C^, et si le changement de carte dans 0, n Oj est
défini par My(.Ti, . . . ,^J, le changement de cartes dans V

au-dessus de 0, n 0, est défini par M;,== j^_^^M^.

On note pv la projection de V sur 0. La dualité entre V et V
s'effectue de la manière suivante : si açV et a'çV ont même
projection, il correspond canoniquement au couple (a, a!) un
n-covecteur en p\[a) sur 0; désignons-le par d{a, a'); à une
section continue f de V, et une section continue f de V, il
correspond donc une n-forme différentielle d(/*, f) sur Q. Sup-
posons, par exemple, f à support compact; on définit alors un
produit scalaire entre l'espace des sections continues à support
compact de V et l'espace des sections continues de V par la
formule : <A f>-/^(A D-

Plus généralement, le dual d'un espace de fonctions diffé-
rentiables sur V peut être interprété comme un espace de dis-
tributions sur V (démonstration analogue à celles de [31]). Nous
ne nous étendrons pas sur les détails.

Voici les espaces que nous utiliserons :
g{V) (8), espace des sections indéfiniment différentiables de V.
3)(V), espace des sections indéfiniment différentiables à

support compact de V.
^(V), dual de ê(V'), qui sera appelé « espace des distribu-

tions à support compact dans Q, à valeurs dans V ».
3)'(V), dual de 3)(V7) qui sera appelé « espace des distribu-

tions sur Q, à valeurs dans V ».

(8) Remarquons que cette notation est en contradiction avec une notation usitée
dans laquelle ê(V) désigne l'espace des fonctions indéfiniment différentiables sur V.
Il ne peut en résulter aucune confusion dans ce travail, (où, par exemple, ce dernier
espace serait noté 8v(V X C), ou, plus simplement, 8v). La même remarque vaut
pour les notations qui suivent.
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On vérifie sans peine que les inclusions habituelles ont lieu;
on munit ces espaces des topologies habituelles; ils sont
réflexifs, les inclusions sont continues; enfin, ë(V) est un
espace {9) réflexif.

Nous utiliserons aussi l'espace SÎ^V) (m ̂  0) des sections à
support compact de V qui sont « de carré sommable ainsi que
leurs dérivées jusqu'à Fordre m » (cela signifie que, sur tout
compact d'une carte locale, une telle section est de carré
sommable ainsi que ses dérivées jusqu'à l'ordre w), et l'espace
.^"(V) des sections de V qui sont localement de carré sommable
ainsi que leurs dérivées d'ordre ^ m. On munit ^(V) de

(p. 1)
la topologie de la convergence dans %n au-dessus de toute
carte locale de Q; la topologie de ^"(V) est alors définie par
une limite inductive (suivant le procédé déjà employé dans
les préliminaires).

On désigne par Ï-^V), (resp. ^-^(V)) le dual de l'espace
^(V) (resp. ^(V)) (il est immédiat que, pour m = 0, ces
notations sont cohérentes avec les précédentes). Ï^^Y) est
l'espace des distributions sur V qui, au-dessus de toute carte
locale de Q sont sommes de dérivées d'ordre <; m de fonctions
localement de carré sommable; et ^"""(V) est le sous-espace
de Ï^ÇV) formé des distributions à support compact c ̂ "^(V).
Pour m ̂  0, ^"(V) est un espace (9) réflexif.

4-00

On pose enfin ̂ (V) == (J Ï-^V).
w== 1

Si0 est un ouvert c Q, on désigne par ê^(V) l'espace ̂ [pv'^Ô)];
de même pour 3)^(V) etc...

Si K est un compact contenu dans Û, on désigne par ^(V),
^K(V), 3t£(V) l'espace des distributions à support compact c K,
à valeurs dans V, et contenues respectivement dans 3)(V),
^(V), .^(V).

^ÎK(V) est un espace de Hilbert.

PROPOSITION 1. — Soit K un compact c Q; pour tout entier w,
Vinjection de 3ÎE(V) dans .Tîg'W) est complètement continue.

Supposons d'abord m > 0. Par une partition de l'unité, on
se ramène au cas où V est de la forme 0 X C^ 0 étant un
ouvert c R/1; le résultat découle alors d'une variante du
théorème d'Ascoli (voir, par exemple [34], p. 53).
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Supposons maintenant m <; 0 ; soit 0' un ouvert rela live-
ment compact contenu dans Q, avec K c 0'; de ce qui précède
résulte par dualité que l'application (^(V^'-^^Î^^^V'))'
transposée de l'injection ̂ ^^(V^—^ÎÎ^^V') est complètement
continue; mais 3î^(V) est canoniquement isomorphe à un
sous-espace fermé de (^^(V7))', et la restriction de l'appli-
cation précédente à 3iK(V) est Pinjection ^(V)—^"1^) :
cette dernière est donc aussi complètement continue.

2. Opérateurs différentiels. Soient V\ et Va deux espaces
fibres à fibre vectorielle sur Q, de fibres-type respectivement
0 et (X

DÉFINITION 1. — Un « (Vi, Va) opérateur différentiel » d'ordre
<; m est une application linéaire continue D: ^(V^-^SD^Vg)
qui possède les propriétés suivantes :

1° Pour tout /^(V,) et tout ouvert 0 c Q, les valeurs de Df
au-dessus de 0 ne dépendent que des valeurs de f au-dessus de 0.

2° Tout point x^iï possède un voisinage ouvert 0 vérifiant les
conditions suivantes : p\F/ (0) peut être identifié à 0 X C^ et
pv,1 (0) à 0 X Cp (0 c R") ; alors, au-dessus de 0, f peut être

-(g( 1)

identifié à une distribution /ç^'Q, et Von a:

^^^.•^.^••^^hTô^
(p, <?)

^^...^F)-
Si iî est analytique-réel, et si Vi et Va sont des espaces

fibres analytiques-réels, on définit de même les « (Vi, Va)
opérateurs différentiels à coefficients analytiques » (les o,^, ^
devront être analytiques quand les applications p7/(0)—^0 X C^
et p^(0)-^0 X V sont analytiques).

Nous désignerons dans toute la suite par D'le transposé de D.
D' est un opérateur 3)( Va) —3)(V;) ; il se prolonge en un (Va, V;)
opérateur différentiel, qui sera aussi noté D'.

Nous allons chercher à généraliser les théorèmes 2 et 4 du
chapitre 1 (ou, du moins, une partie des résultats qui y sont
contenus) ; nous aurons besoin pour cela de quelques nouvelles
notions.
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DÉFINITION 2. — Soit K un compact c Q, et D un (V\, Va)
opérateur différentiel sur Q$ nou5 appellerons « Df-enveloppe
réciproque de K » et yiou^ noterons Ko ^ pîu^ petit ensemble
fermé c [} çui possède les propriétés suivantes :

K c en ; et ^'(Va), D^. c K entraînent (x c 1̂ ..

Nous dirons que D' vérifie la propriété (C) 51 Za D '-enveloppe
réciproque de tout compact est compacte et si D' est biunivoque.

Nous dirons que D' vérifie la propriété (B) si, quel que soit K
compact c Q, D^VQ e^t /erme Am5 ^(V^.

La propriété (B) est équivalente à la suivante : D' est un
homomorphisme ^(V^-^ë^Vi) (cf. préliminaires).

THÉORÈME 1. — Si D' possède les propriétés (C) et (B), quel
que soit V ouvert relativement compact 0 c [}, il existe un ouvert
relativement compact 0' c Q, 0' D 0 qui possède la propriété
suivante :

Toute /€Ê0(V\) et vérifiant Df= 0 est limite, dans Ê^(V\), de
fonctions g6ëQ(V\) vérifiant Dg = 0.

De plus, on peut prendre pour ©/ n1importe quel ouvert
contenant [ O ) D ' '

DÉMONSTRATION. — Soit 0' un ouvert relativement compact
( ^ \

contenant 0)0'. (puisque (C) est vérifié, un tel ouvert existe),
et soit 0i un ouvert relativement compact contenant 0'.

LEMME. — Toute /*^y(Vi) vérifiant Df= 0 est limite dans 0
de fonctions g^ë^(Vi) vérifiant Dg = 0.

Soit en effet v une distribution çë^(Vi) orthogonale à toutes
les fonctions gç^i(Vi) qui vérifient Dg == 0; v est dans l'adhé-
rence de D'ë^Va) (dans ^.(V^)); puisque (B) est vérifié, il
existe p.Cë^Va) tel que ^ == D'pi; mais alors, d'après la définition
de (0)0, on a pi c 0', et par suite </*, v>== </•, D'ui>=<D/; ui>==0
d'où le lemme.

Considérons maintenant une suite d'ouverts relativement
compacts, 0 = 0i c 0^ c . . • c Q telle que u 0^ == Û ; et détermi-
nons par récurrence une suite d'ouverts relativements compacts

_ / ^ \
0[ tels que l'on ait : 0^_i c 0[ et [Qifo • <=- 0^ D'après le lemme qui
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précède, toute fonction /^^(V,) vérifiant Dfi = 0 est
limite dans 0^ de fonctions /Li^^(Vi) vérifiant D/^==0.

Par conséquent, si nous nous donnons une fonction /^ÎWVi)
vérifiant D/*== 0 et un voisinage fermé W de f dans ^(V,),
nous pouvons déterminer par récurrence une suite de fonctions
/^{^/(Vi) vérifiant D/^ == 0, dont les restrictions à 0 sont
dans W, et qui sur tout compact, convergent uniformément
ainsi que toutes leurs dérivées vers une limite (pour cela, on
peut procéder, par exemple, comme au chapitre i, théo-
rème 3); leur limite est une fonction grêo(Vi) qui vérifiera
Dg == 0, et dont la restriction à 0 est dans W, d'où le théorème.

Remarque. — L'hypothèse (C) n'est pas intervenue entière-
ment (en particulier le fait que D' est biunivoque de ^(Vg)
dans ë'(V;)); il suffit en fait de faire l'hypothèse suivante :
quel que soit K compact c Q, il existe K/ compact contenu
dans iî tel que les propriétés vçD^Va) et vçK entraînent
l'existence de (JLÇÊK '(Va) vérifiant D'p. = v. Cette remarque est
peut-être utile au cas où D' n'est pas biunivoque.

THÉORÈME 2. — Si D' vérifie les propriétés (B) et (C), on a:
D6(VO = ë(VO.

Nous allons donner deux démonstrations de ce résultat; la
première généralise celle du théorème 3 du chapitre i, l'autre
celle du théorème 4 du chapitre i.

PREMIÈRE DÉMONSTRATION. — ^(V,7) et ^(V^) étant, pour
tout compact K c î], des duals d'espaces (â^), les hypothèses
entraînent que l'application D' : ë^V^) —»- ^(Vg) a pour
transposée un homomorphisme sur. En appliquant ce résultat
à K === 0, 0 un ouvert relativement compact c Q, on trouve :
pour tout /^(Va), il existe gçë(VJ qui vérifie, dans 0, l'équa-
tion Dg == /*.

Considérons maintenant une fonction /6ë(Va), et montrons
qu'il existe gçê(Vi) vérifiant Dg^=f. Pour cela, considérons une
suite d'ouverts relativement compacts 0, c 0g c ..., U0i==Q
et, pour chaque 0,, déterminons un 0[ correspondant, comme
au théorème 1. Soit gi vérifiant Dg, == f dans 07,; dans 0i, on a
D(g^i — gi) = 0; on peut donc trouver, d'après le théorème 1,
une fonction A^ê(Vi), vérifiant DA, = 0, et approchant
g i -^ i—gi dans Oi autant qu'on veut; par récurrence, on peut
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4-00

déterminer des TI( tels que la série g== g, -)- ^ ( g i + i — g i — h ^ )
converge dans ë(V\) ; l'on a Dg == /, d'où le résultat.

DEUXIÈME DÉMONSTRATION. — II suffit de prouver :
a) que D': ^(Vg) —^ ^(V^) est biunivoque; or c'est vrai par

hypothèse.
b) que D'ë^V^) est fermé dans ^(Vi); soit B un ensemble

faiblement compact quelconque dans ^(Vi) ; montrons que
B n D'K^V^) est fermé, ce qui entraînera le résultat.

Toutes les distributions açB ont leurs supports dans un
^

compact fixe K; on a donc, d'après la définition de Ko':
BnD^V^BnD^V,) et B n D'Ê^V,) est fermé,

puisque KD est compact, d'où le résultat.

Remarque. — La biunivocité de D' et la propriété (B) sont
évidemment conséquence de la propriété suivante : D' a, dans
tout ouvert relativement compact 0 un noyau élémentaire à
gauche semi-régulier à droite, c'est-à-dire qu'il existe une appli-
cation continue E': ë^(Vi) -^^(V^) vérifiant E'Dui^^. pour
tout ^(V,).

Par exemple, si D est un système différentiel à coefficients
constants vérifiant p = r (notations du chapitre i, para-
graphe 4), D' sera biunivoque et possédera la propriété (B).

Les théorèmes 1 et 2 peuvent sans difficulté être étendus à
d'autres espaces que l'espace ë. Voici par exemple un résultat
que nous aurons à utiliser :

THÉORÈME 2'. — Soient k et k' deux entiers ̂  0 ; si D'vérifie (C)
et si, pour tout compact K c Q, D'^^Vg) est contenu dans
:r'(V;) et y est fermé, on a: m-^VQ = Ï-'(V,).

(Comme plus haut, tout revient à démontrer que D^Tî^Vg)
est fermé; ou encore que, pour tout B faiblement compact
c^V;), BnD^V,) est fermé; d'après (G) il existe un
compact K'tel queB n D'^V,) = B n D^V,) d'où le résultat).

§ 2. Équations elliptiques.

1. DÉFINITION 3. — Un (V\, Va) opérateur différentiel D est
dit elliptique (resp. analytique-elliptique) si f^ÇVi) est une
section indéfiniment différentiable de V^ au-dessus de tout ouvert
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où Df est une section indéfiniment différentiable de Vg (resp. si D
est à coefficients analytiques, et si f est une section analytique
de V, au-dessus de tout ouvert où Df est une section analytique
de V,).

Si D est elliptique, les distributions solutions de Df = 0 sont
toutes des sections indéfiniment différentiables ; désignons par
Ho l'espace formé par ces fonctions.

PROPOSITION 2. — a)'(V,) et 8(V,) induisent la même topo-
logiesur HD.

Considérons un ouvert relativement compact 0 c 0; le dual
de l'espace ®0(V;) (resp. ^(V,)) est un quotient de ^(V^)
(resp. ^(V,)) que nous noterons F, (resp. Fg); la transposée
de l'application D' : ̂ (V^) — ^(V;) est une application D' :
F, ->- Fg; soit N son noyau.

Il existe une application canonique i' : Fi-^^(Vi) (c'est
la transposée de l'injection i: ^(VO—^VO); elle envoie N
dans l'espace des /ç^)(V,) qui vérifient Df=0, donc dans
g^(Vi) d'après l'ellipticité.

Montrons que l'application i': N-^^) est continue:
comme ^(V;) est un espace (S) de Schwartz [11], N, muni de
la topologie induite par F,, est le dual fort de ^0(VÎ)/N-1-, lequel
est un espace (^) réflexif; d'autre part, ^(V,) est un espace (ff) ;
comme l'application i' : N-^ë^(Vi) a son graphe fermé (évi-
dent), il résulte du théorème du graphe fermé qu'elle est
continue.

Démontrons maintenant la proposition 2 : considérons
des fie HD qui convergent vers zéro dans ^(V^); les images f,
des fi dans F, sont dans N et y convergent vers zéro; d'après ce
qui précède, les i'(^) tendront donc vers zéro dans ë^(Vi); et
comme i^f,) est égal à la restriction de f, à 0, les f, tendront vers
zéro dans ë^(Vi); comme cela a lieu pour tout ouvert relative-
ment compact c Q, il s'ensuit que les f, tendent vers zéro
dans ê(Vi), d'où la proposition.

Nous voyons donc que, lorsque nous étudions les propriétés
d'approximation des solutions d'une équation elliptique homo-
gène, il n'y a pas lieu de distinguer entre l'approximation
dans 3)' et l'approximation dans ë.

Pour les équations avec second membre, on pourra souvent
aussi déduire les théorèmes d'existence de solutions dans ^
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des théorèmes d'existence de solutions dans ê, grâce au théo-
rème suivant :

THÉORÈME 3. — Soit D un (V^, Vg) opérateur différentiel
elliptique', désignons par loc[Dë(Vi)j (resp. loc. [Da)'(Vi)j) le
sous-espace de ^(Va) (resp. ^'(Va)) formé des f qui vérifient la
condition suivante:

Pour tout point a;6Û, il existe gçê(Vi) (resp. 3)'(Vi)) tel que
Dg == f dans un voisinage de x.

On a l^isomorphisme algébrique:

loc [DE (VQj/Dg (V,) ̂  loc [D3V (VOJ/D®' (VJ.

DÉMONSTRATION. — Tout d'abord, si /çloc [D^^V,)] est
indéfiniment différentiable, tout g vérifiant Dg == f est indéfi-
niment différentiable, puisque D est elliptique; donc l'appli-
cation r : loc Dë(VQ/Dë (V^loc D [^(VOJ/D^V,), quotient de
l'injection loc [Dë(Vi)J -^loc [DJ)'(Vi)J, est biunivoque.

Montrons que r est une application sur, ce qui démontrera
le théorème. Soit /^loc [D^Vi)] ; il existe un recouvrement
localement fini ^0,^ de 0 par des ouverts O, relativement
compacts et des g^^Vi) qui vérifient D^==/'dans 0,; soit \OL^
une partition de l'unité indéfiniment différentiable subordonnée
à ^0^, et soit h •== ̂ a^.

f— Dh est indéfiniment différentiable et est de plus dans
loc [Dë(Vi)J : car, dans O,, on a

f- Dh = Dg. - Dh = D[2:a,(g. - g,)]

et g, — gj est indéfiniment différentiable dans 0( n 0,, puisqu'il
y vérifie D(g, — g,) = 0.
Donc, f est dans loc [De (V,)] + D3)'(V,), d'où le théorème.

COROLLAIRE 1. — 5i D est elliptique, et vérifie Dë(Vi) = ë(Va)
et si l'on a: loc Dl-D^V,) = S'(V,), alors DaY(V,) = ̂ (V,).

COROLLAIRE 2. — 5i D est elliptique et vérifie DayCV,) =C5)"'('V^,
on a Dë(V,) = ë(V,) et Dd)'(V,) = a)'(V,).

Tout d'abord, pour tout/'€ê(V2), il existe ge3)"''(V,) qui vérifie
Dg = f; alors g est indéfiniment différentiable d'où la formule
Dê(V,) = ë(Va). D'autre part, toute /e®'^) est localement
dans ^(V,); on a donc locD^V,) = ^'(V,), et il suffit d'ap-
pliquer le corollaire 1.
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2. Équations analytiques elliptiques. — Si D' est analytique-
elliptique, la théorie faite au § 2, se simplifie, du fait que la
condition (C) est toujours vérifiée comme nous allons le voir.
Pour commencer, donnons encore une définition :

DÉFINITION 4. — Soit Q une variété qui, dans tout ce
numéro sera supposée non compacte et soit A un sous-
ensemble de Q ; décomposons A en ses composantes connexes ;
les unes, B,, sont relativement compactes, les autres By ne le
sont pas. On appellera « enveloppe de A dans Q » et l'on dési-
gnera par À l'ensemble : A u f i j ^ » ) 0-

LEMME 1.—5i A est fermé (resp. compact), A est fermé (resp.
compact).

Si A est fermé, les B( et les B^ sont des ouverts $ le complé-
mentaire de À est M Bj, qui est ouvert, donc À est fermé.

/
Supposons A compact, et soit V un voisinage compact de A;
F désigne la frontière de V. Les B^ forment un recou-
vrement ouvert du compact F n À ; donc F n À est recouvert
par un nombre fini d'entre eux, soient B,^, . . . , B,^; si
i=/=^, ..., i\, B,, qui est disjoint des B,^ ne peut rencontrer
F ; comme B, est connexe et adhérent à A, on a : B( c V.

Finalement, À c V u B^ u • • • u B^, et A est compact.

LEMME 2. — Si A est ouvert, À est ouvert, et c^est la réunion de A
et des sous-ensembles de ( A, à la fois ouverts et compacts dans A.

Compactifions Q en lui ajoutant un point à l'infini, noté oo.
| A u ^ oo ^ est compact; dans | A u j oo j , la composante connexe
de oo est ( A u \ oo j $ or on sait que, dans un espace compact,
la composante connexe d'un point est compacte, et que c'est
l'intersection des ensembles à la fois ouverts elr fermés qui
contiennent ce point; d'où le résultat.

DÉFINITION 5. — Un opérateur différentiel D est dit posséder
la propriété (A) si la condition suivante est vérifiée:

(9) Les « enveloppes » qui sont définies ici ont été considérées par GROTHEN-
DIECK [10], afn précisément de trouver des propriétés d'approximation des solu-
tions des équations elliptiques homogènes.
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(A) pour tout ouvert connexe 0 c Q, les hypothèses:
1° /ç^(^) est nu^ sur un ouvert 0' c 0.
2o Df^O

entraînent f === 0.
[/M opérateur elliptique vérifiant la propriété (A) est dit

« A.-elliptique ».
Il est évident qu'un opérateur analytique-elliptique vérifie

(A); et qu'un opérateur elliptique et analytique-elliptique est
A-elliptique.

Si D' vérifie (A), il est évident que l'on a, pour tout compact
K c Q : Ko c K et qu'en outre Q étant non compacte, D' est
biunivoque ^(V^)-^ë'(Vi).

Par conséquent, en appliquant le lemme 1 :

PROPOSITION 3. — 5i D' vérifie (A), D' vérifie (C).

PROPOSITION 4. — 5i D7 vérifie (A) et (B), et si 0 est un
ouvert c Q égal à son enveloppe Ô, toute /*^(Vi) vérifiant Df= 0
est limite de gi^ÇV^ vérifiant Dg, == 0.

Il suffit de démontrer que, pour tout ouvert relativement
compact 0^ 0, c 0, f est limite, dans ë^(V\), de ^çê^(Vi) qui
vérifient Dg, = = 0 ; or, cela résulte du théorème 1 et de la for-
mule :

(ê^cO.

La proposition qui suit va nous permettre d'établir une réci-
proque de la proposition 4.

PROPOSITION 5. — 5i D est elliptique et s'il opère biunivo-
quement de LD(Vi) dans ^(V^), ^(V\) et ë^(Vi) induisent la même
topologie sur le sous-espace de ê^(Vi) formé des solutions de
Inéquation Df == 0.

Sinon, il 'existerait une suite de fonctions /^(Vi), Df, = Q
qui tendraient vers zéro dans ë^(V\), mais non dans ë^(Vi);
soit K un compact c Ô n [ 0, ouvert dans [ 0, tel que les fi ne
tendent pas vers zéro dans ê^R(Vi); d'après la proposition 2,
les fi ne tendent pas vers zéro dans %UK(V,) ; en multipliant au
besoin les f, par des constantes, on peut supposer la suite fi
bornée dans ^u^i); ^le sera alors (prop. 2) bornée dans
^)uK(Vi), donc relativement comp&cte dans ë^)uK(Vi) (théorème
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d'Ascoli); elle a donc un point adhérent =/= 0 dans ê^i^Vi)
soit f: et l'on a : /^^(VJ, Df= 0, f=^ 0, ce qui est absurde.

COROLLAIRE. — Dans les hypothèses de la proposition 5, pour
que la fonction /Cê^(V\) vérifiant Df= 0 soit limite dans ë^(V\) de
fonctions çHo, il est nécessaire que f se prolonge en une fonction
/^(VJ vérifiant Df=0 (ce prolongement est d'ailleurs unique,
s'il existe).

Dans certains cas, (nous en verrons des exemples dans le
numéro 3 de ce §, et dans le § 3), on pourra montrer que, si
0 -=f^ 0, il existe toujours une solution dans ê^(Vi) de l'équation
D/* == 0 qui ne peut pas être prolongée de cette manière ; nous
aurons ainsi obtenu une généralisation du théorème de Runge,
et du théorème d'approximation des fonctions harmoniques : la
condition nécessaire et suffisante pour que toute solution de
l'équation Df = 0 dans un ouvert 0 soit limite de fonctions çHo,
est que l'on ait 0 == Ô.

3. Cas des équations à coefficients constants.
i) Cas d'une équation (p = q = 1).
Soit D un opérateur différentiel à coefficients constants

(sur R/1) et E une solution élémentaire de D; en dehors de
l'origine, on a : DE == 0; donc, si D est elliptique (resp. analy-
tique-elliptique), E sera une fonction indéfiniment différen-
tiable en dehors de l'origine (resp. analytique en dehors de
l'origine). Réciproquement, si D possède une solution élémen-
taire indéfiniment différentiable (resp. analytique) en dehors
de l'origine, on sait (voir p. ex. [29]) que D est elliptique (resp.
analytique-elliptique) ; donc :

PROPOSITION 6. — Soit D un opérateur différentiel à coeffi-
cients constants. Pour que D soit elliptique (resp. analytique-
elliptique) ; il faut et il suffit que D possède une solution élémen-
taire indéfiniment différentiable (resp. analytique) en dehors de
l^origine.

En particulier, « D analytique-elliptique » entraîne « D ellip-
tique ».

Ce dernier résultat est bien connu (mais à l'aide de considé-
rations beaucoup plus difficiles que celles faites ici). Un théo-
rème de Petrowsky [24] affirme en effet que les opérateurs



336 BERNARD MALGRANGE

analytiques-elliptiques d'ordre m à coefficients constants sont
ceux qui peuvent s'écrire :

Ô"1D ==Sa, ... i —:———- -(- termes d'ordre < mî^xy * • • ôay

avec la condition: 2Â<. . . in^-- • ^" = O» ^ réels, entraînent
Si = = • • • = = Sn = 0. Et l'on sait [14] que de tels opérateurs
ont une solution élémentaire indéfiniment différentiable en
dehors de l'origine (au moins locale, ce qui suffit pour montrer
qu'ils sont elliptiques).

Pour les équations elliptiques, une caractérisation analogue
au théorème de Petrowsky a été obtenue récemment par
Hôrmander dans sa thèse [41].

Le théorème 4 du chapitre i admet, pour les équations ellip-
tiques, les compléments suivants :

PROPOSITION 7.
a) Si D est elliptique, les propriétés 1°, 2°, 3° du théorème 4,

chapitre i sont équivalentes à la suivante :

Da)û==®a.
6) Si D est analytique-elliptique, les propriétés précédentes sont

vérifiées pour tout ouvert Q c R".
a) est une conséquence immédiate du théorème 3, corollaire 2.
b) Si D est analytique-elliptique, D (== D dans la notation

du chapitre 1) est aussi analytique-elliptique; donc D' vérifie
la condition (C) et (C) est équivalent à la propriété 3°).

PROPOSITION 8. — Soit Q un ouvert c R", et 0 un ouvert c Q ;
soit D un opérateur différentiel à coefficients constants analy-
tique-elliptique de degré ^ 1. Pour que tout f^Q vérifiant
D/* = 0 soit limite de g^ê^ vérifiant Dg^ = 0, il faut et il suffit
que V enveloppe de 0 dans Q soit égale à 0.

La propriété est suffisante, d'après la proposition 4 (la condi-
tion (B) est vérifiée, puisque D' possède une solution élémen-
taire). La propriété est nécessaire : supposons en effet 0 -=f=^ Ô,
soit x un point çô n [0, et soit f une solution (dans R") de
l'équation D/*== âa, (f est la translatée d'une solution élémentaire
de D) ; la restriction f^ de f à 0 est indéfiniment différentiable,
et vérifie D/^ == 0$ mais, elle ne peut pas être approchée par des
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solutions dans ÊQ de l'équation (sinon, d'après le corollaire de la
proposition 5, il existerait un prolongement /'i de /*i à & vérifiant
D/i ==0; si l'on désigne par K un compact contenant x,
contenu dans o n | 0, et ouvert dans [ 0, la restriction de f—f^
à un voisinage de K contenu dans 0 u K, est une distribution
gç^K, et vérifiant Dg == §3., ce qui est impossible parce que
D est de degré ^> 1, comme on le voit immédiatement par trans-
formation de Fourier).

ii) Cas Sun système pour lequel p = q.
Si D est une matrice différentielle à coefficients constants de

type (p, p), pour que D soit elliptique, (ou analytique-ellip-
tique) il est nécessaire que l'on ait r == p ; sinon, il existerait
une matrice différentielle P =/= 0 du type, (p, 1) vérifiant DP == 0.

Il existe donc une solution élémentaire bilatère E (chapitre 1,
proposition 6) ; comme c'est une solution élémentaire à droite,
elle est indéfiniment différentiable en dehors de l'origine
(resp. analytique en dehors de l'origine) $ et alors D' est ellip-
tique (resp. analytique-elliptique) en même temps que D,
car E est une solution élémentaire à gauche de D'.

On généralise alors sans difficulté les propositions 6, 7, 8.
(Dans la proposition 6, il faut remplacer « solution élémentaire »
par « solution élémentaire à droite ou à gauche ».)

iii) Cas (Sun système pour lequel p =7^= q.
Si D est elliptique (resp. analytique-elliptique), on a néces-

sairement q === r (même raisonnement qu'en ii), donc D possède
nécessairement une solution élémentaire à gauche; il serait
intéressant de savoir s'il possède nécessairement une solution
élémentaire à gauche indéfiniment différentiable (resp. ana-
lytique) en dehors de l'origine. Donc : si D' est analytique-
elliptique^ il vérifie (B) et (A) pour tout ouvert Q c R"; on aura

^ ^ ^ 1)
donc : D ÊQ == ëo ; et aussi, (comme on le vérifie aisément) :

(î. 0 (p, 0 ,
D3)̂  == 3)̂  ; si, en outre, D' possède une solution élémentaire à
gauche E analytique en dehors de l^origine, D possédera une
solution élémentaire à droite analytique en dehors de l'origine, E,
et l^on aura aussi :

(7. 0 (P,l)

D^=®Q

(Ce dernier résultat se prouve à l'aide d'une variante du théo-
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rème 3 : soit ^ 0 , j un recouvrement localement fini de Q par des
ouverts O» relativement compacts dans Q, soit \os.i\ une partition
de l'unité indéfiniment difîérentiable subordonnée à ce recou-
vrement, et soit, pour tout i, pi fonction ç3)Q, égale à 1 sur 0i;

(p. ») ^
ceci posé, soit f une distribution ç 3)Q, et soit g, == restriction
à Q de E*[î,/; dans 0, n 0,, on a g/—gj= E* (?,/•—^/>), et
comme ^f—^jf est nul dans 0» n Op (g,—gj) sera indéfiniment
différentiable dans Oi n Op alors, si l'on pose h = ̂ a^, /*—Dh
sera indéfiniment difîérentiable, d'où le résultat.)

§ 3. Équations de Petrowsky.

1. Nous garderons dans tout ce paragraphe les notations de
la définition 1; en particulier, D désigne un (V\, Vg) opérateur
différentiel, V\ (resp. V.^) étant un espace fibre à fibre vecto-
rielle de base Q, et de fibre C^ (resp. C^. On désigne par m
l'ordre strict de D.

DÉFINITION 6 :
a) D sera dit « opérateur de Petrowsky » (ou : du type (P)) si p = q

et si, au-dessus de toute carte locale, 0, les a^_j^ vérifient la
condition suivante: (P) Pour tout point (x^ ..., x^ô, et tout
système de nombres réels non tous nuls Ç,, ..., ^, la matrice

( S a,,,^(^,..,^)^...^)
\ h + " - - ^ J n = r n !

est de rang égal à p (== q)
b) D sera dit du type (PA) s^il vérifie les conditions (P) et (A).

(En particulier, un opérateur du type (P) analytique-elliptique
est du type (PA)).

« D du type (P) » équivaut à « D' du type (P) » (évident).
Les résultats qui suivent sont plus ou moins classiques (voir

notamment [86"]). Une démonstration courte et élégante en
a été donné récemment par Lax [15 ]̂.

PROPOSITION 9. — Soit D un (V\, V^-opérateur différentiel
d) ordre m du type (P), et soit k un entier (^0); tout point de Q
possède un voisinage 0 tel que Inapplication D: ^^^(V^-^JÎ^Va)
soit un isomorphisme (dans).
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THÉORÈME 4. — Soit D un (V,, V^-opérateur différentiel
d'ordre m du type (P). Pour que D/VÇ^V,)) soit dans ^(V^),
il faut et il suffit que f soit dans ^^(Vi).

En particulier, D est elliptique.

COROLLAIRE. — Un (V\, V^-opérateur différentiel à coefficients
analytiques du type (P) est analytique-elliptique (et, en particulier,
est du type (PA)).

Il résulte en effet d'un théorème classique de Petrowsky [24]
que, toute solution g^ÇVi) de l'équation Dg = f est analy-
tique au-dessus de tout ouvert çÛ où f est analytique et g
assez différentiable ; or, d'après le théorème 4, si f est analy-
tique, g est indéfiniment différentiable.

Remarque. — II serait intéressant de savoir si la condition (P)
entraîne toujours la condition (A), même si l'on ne suppose
pas les coefficients analytiques ; pour n==2,p=2,m=l une
réponse positive partielle a été donnée par Carleman [6] (elle
est à la base de la théorie des fonctions « pseudo-analytiques »;
voir à ce sujet Vekoua [33], et l'article de Bers dans [35]).
Des résultats plus généraux ont été annoncés récemment par
Aronszajn [1].

Il serait aussi intéressant de savoir si, au cas où p = 1,
« D analytique-elliptique » entraîne « D du type (P) »; pour les
équations à coefficients constants, la réponse est positive,
comme on sait (Petrowsky [24] (10)).

La proposition suivante joue un rôle fondamental dans le
reste de ce chapitre; sa démonstration est inspirée d'un
raisonnement employé par Gàrding dans l'étude du problème
de Dirichlet [9].

PROPOSITION 10. — Soit D un (V,, V^-opérateur différentiel
d^ ordre m du type (P); pour tout entier k(^0) et tout compact

(10) Voici, pour p ^- 1, un contre-exemple immédiat : prenons

û == R", V^ == Vg = l'espace des r-covecteurs tangents à R"

(ê(V\), par exemple, est alors l'espace des formes différentielles de degré r sur R"
à coefficients indéfiniment différentiables) ; munissons R" d'une métrique riemanienne
par exemple Hda;2, et prenons pour D l'opérateur ôd + c, c une constante =7^ 0; si
r ^- 0, D n'est pas du type (P) (ùd n'est même pas elliptique, puisque d ne l'est
pas) ; mais D est analytique-elliptique puisque (dû 4- c) (ôd 4- c) = cl 4- c2 est
analytique-elliptique !
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K c Q , D est un homomorphisme de KÏ^ÇV,) dans ^(V^), et
le noyau de cet homomorphisme est de dimension finie.

Soit en effet \ 0, ^ un recouvrement localement fini de Q par
des ouverts relativement compacts O, qui vérifient les conclu-
sions de la proposition 9, et soit |a^ une partition de l'unité
indéfiniment différentiable subordonnée à ce recouvrement.
Les ^.(Vg) sont des espaces de Hilbert, soient (,)^. des pro-
duits scalaires hilbertiens correspondants; il est évident que,
sur ^(Vs), qui est un espace de Hilbert, on peut prendre
comme produit scalaire hilbertien :

(A g)k=^if, a,g)̂ ..

(Puisque K est compact, tous les termes de cette somme sont
nuls, sauf un nombre fini).

D'autre part, étant donné la manière dont ont été choisi
les Of, on peut prendre comme produit scalaire hilbertien
sur 5t§^(VO l'expression (D/; Dg)^. et sur ^^(V,) :

(/t,g)m..=2(D(a,/l),D(a,g))0,.
On a alors :

(D/>,Dg),=S(aW,a,Dg)^
= (A é?)^+ S(aJ)/-D(a,/'), a,Dg)^

+S(D(a,/(),a,Dg-D(a,g))0,
Les opérateurs différentiels

/'— ̂ f— D (a^) et g — a.Dg— D (a,g)
sont d'ordre <; w; d'après la proposition 1, ils sont donc
complètement continus de ^î^k(V^) dans ^(V^); par suite,
on a :

(D/; Dg),=(/;g),^+S(K,/; L,g),+S(L;r, K;.g),
les Ki et les K^ (resp. les L» et les L^) étant complètement
continus (resp. continus) de ^"^(Vi) dans ^(Vg). Le résultat
découle alors du

LEMME. — Soient H, et Hg deux espaces de Hilbert, de produit
scalaire respectivement ( , ), et ( , )g; soient D, L., L\
(resp. Kf, K^) rfes applications linéaires continues (resp. compté'
tement continues) de H, dans Hg, qui vérifient la formule :

(D/; Dg), = (A g). + S (K,/; L,g), + 5 (L^, K.'g),.
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Alors, D est un homomorphisme de îl^ dans Hg et son noyau est de
codimension finie.

Soient D*, L?, Ki* respectivement les opérateurs Hg-^Hi
adjoints de D, L,, K^. L'opérateur Hi—^H^ :

D*D—SLrK,—SK;L*:

est l'application identique I, car

(D*D/-SW/-SKTO g), = (/•, g),

Comme g == S UK( + 2 K^L» est complètement continu,
D*D === 1 + Q a pour image un sous-espace fermé W de codi-
mension finie de H,; en vertu des inclusions W c D*Hg c Hi,
D^Hg sera aussi fermé et de codimension finie, d'où le lemme
en transposant.

2. Cas des variétés non compactes.

THÉORÈME 5. — Si D est un (V,, Vg) opérateur différentiel
(Cordre m et si D' est du type (PA), on a,
D^(VO = ̂ -W ; Dë(VO == ë(V,) ; D^V,) == 3)'(V,).

En effet D' vérifie (C) d'après la proposition 3, le théorème 2'
et la proposition 10 montrent alors que l'on a;

D^(VQ == ̂ -"(V,)
d'où

D^V,) == ̂ (V^)
D, étant du type (P), est elliptique (théorème 4); d'après le
corollaire 2 du théorème 3, on a donc : Dë(V\) == ê(Va) et
D3)'(V<) = a)'(V,).

THÉORÈME 6. — 5i D est un (V\, V^-opérateur différentiel,
et si D' ô5( du type (PA), pour tou( ouvert 0 c Q cgaî a ^on en^-
loppe, toutf^DQ^I^) vérifiant î)f= 0 e5t limite de gfÇë(V\) vérifiant
Dg, = 0 (i.e. g^Ho).

5i, en outre D vérifie aussi (A), e5( d9 ordre ̂  1, e<5i 0 c Qe^
un ouvert différent de son enveloppe, il existe une fonction /eê^(Vi)
vérifiant Df = 0 qui n'est pas limite de g^Ho.

En effet, de Dë(Vi) == ^(Va), on déduit (préliminaires) que
D'ë^Vg) est fermé, donc que (B) est vérifié. La première
assertion résulte alors de la proposition 4.
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Pour démontrer la deuxième, il suffit, d'après la proposi-
tion 5 (11), de trouver une fonction /^(^i) vérifiant Df= 0,
et qui ne peut pas être prolongée en une fonction ^ô(Vi)
vérifiant D^ == 0.

Soit b un point çÔ n ^ 0, soit §5 une mesure çê^Vg) dont le
support se réduit à b, soit /^'(V,) une solution de l'équation
Wi = âft, et soit /*la restriction de f, à 0; f vérifie bien D/'= 0;
mais elle ne peut pas être prolongée en une fonction /€^(Vi)
vérifiant Df == 0. Supposons en effet le contraire : soit K un
compact c Ô n [ 0, ouvert dans Ô, 6çK ; et soit O, c K u 0 un
voisinage de K ; la restriction de f—f, à 0, est une distribution h
à support compact dans K; comme elle vérifie T)h ==—^, et
que D vérifie (A), le support de h est réduit à b ; mais alors, Dh ne
peut être somme de dérivées d'ordre ^ m de mesures dont le
support se réduit à b (comme le montre un raisonnement élé-
mentaire); donc, puisque m ̂  1, on ne peut avoir Dh = ̂ , ce
qui démontre le théorème.

3. Cas des variétés compactes.
Si D est du type (P) et si Q est compacte, D sera, par exemple,

un homomorphisme ^(V^) ->- ^"(Vg), et son noyau N sera de
dimension finie, r; d'après l'ellipticité de D, N sera aussi le
noyau des applications D : ̂ (V,)^®^) et D : ̂ (VQ-^^^Va).
Montrons que ce sont des homomorphismes; soit N', de dimension
r ' le noyau de D', et soit W = D^V^) ; D applique 3)(V,) sur
^(Va) n W, qui est fermé dans ^(Vg), donc cette application
est un homomorphisme; ^(Vg) n W est de codimension /,
car son orthogonal est N'.

De même, D' est un homomorphisme 3)(V2)—2)(Vi)
(de noyau N') ; en transposant : D est un homomorphisme
^(V^âV^) (faible, donc fort d'après le théorème du
graphe fermé), et DSD^Vg) a pour orthogonal N'; finalement:

PROPOSITION 11. — Si Q est compacte, et si D est du type (P),
l'application D: 3)(Vi) -^®(V^) est un homomorphisme^ le
noyau étant de dimension finie r, et V image (fermée) de codi'

(11) Puisque D vérifie (A), D est biunivoque de 3)(VJ -^ ^(Vg) : la proposition 5
s'applique donc.
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mension finie r'. Même résultat (avec les mêmes r et r ' ) pour
l'application D : 2V(VO -^ ^(V.,) (12).

Souvent, D est un (V,, V^) opérateur différentiel; dans ce
cas, D' est aussi un (V,, V;) opérateur différentiel; si D = D',
on aura donc r == r'.

Si D est un (V\, V;) opérateur différentiel, si l'on est dans le
« cas réel », et si D est défini-positif c'est-à-dire, si, pour tout
/^(Vi), /^O, on a (D/', /•» 0, on aura r = r'= 0. Pour
l'étude des (Vi, Vi) opérateurs différentiels sur une variété,
(compacte ou non) et des problèmes aux limites liés à ces opé-
rateurs, nous renvoyons à [18].

Remarque : Variétés non orientables.
Si Q est une variété non orientable, on peut aussi définir des

espaces fibres à fibre vectorielle sur Q, et des (V,, Vg) opérateurs
différentiels sur Q. Leur théorie se ramène immédiatement à
la théorie analogue, faite sur le revêtement orientable d'ordre 2
deQ.

On peut aussi procéder directement : il faudra pour cela
modifier un peu la définition de l'espace fibre dual d'un espace
fibre V, de manière qu'à une section de V et une section de V^
corresponde une n-forme différentielle d'espèce impaire [25],
que l'on pourra intégrer sur Q ; et tous les raisonnements faits
ensuite sont encore valables, sans changement.

§ 4. — Exemples et applications.

Seules seront données ici quelques applications immédiates;
des résultats plus complets sur les variétés analytiques-réelles
seront publiés ultérieurement.

1. Surfaces de Riemann.
Une surface de Riemann 0 est une variété analytique

complexe connexe à une dimension complexe; on sait qu'une
(12),Comme me l'a signalé M. Schwartz, la proposition 10 peut se démontrer sous

les seules hypothèses : D est elliptique, loc D^fVi) == ^(V^). En effet:
a) N est de dimension finie : car, les topologies définies sur N par ê(Vi) et 3)'(Vi)

coïncident, donc l'application identique N ->• N est complètement continue (i. e.
tout voisinage de zéro est relativement compact).

b) De la formule 3V = ê + W (théorème 3) il résulte que l'application I 4- D :
ê Q 3V -^ 3)' est sur; on applique alors un théorème de complète continuité ana-
logue à [30], corollaire du théorème 2, et L'on trouve que D^'fVi) est fermé et de
codimension finie.



344 BERNARD MALGRANGE

telle surface est dénombrable à l'infini (théorème de Rado).
On prendra ici Vi == 0 X C; si f est une fonction indéfini-

ment différentiable sur Q (ce qui équivaut à : /6ë(V\)), sa
différentielle df se décompose en une forme d'f de type (1, 0) et

une forme df'fde type (0, 1) (localement : dff=-l-dz, dfff= -Ldz\
voir par exemple [4], [31]). ôz ôz

L'espace des formes de type (0, 1) sur û à coefficients
indéfiniment différentiables est évidemment l'espace des
sections d'un espace fibre Vg à fibre vectorielle sur Q;
l'opérateur d" est un (V\, Va) opérateur différentiel; on sait
qu'il est du type (PA), ainsi que son transposé; d'autre
part, les solutions de à"f == 0 sont exactement les fonctions
holomorphes sur Q; en appliquant le théorème 6, on retrouve
donc le résultat suivant, dû à Behnke et Stein [l6"] :

THÉORÈME 7. — Soit û une surface de Riemann connexe non
compacte, et 0 un ouvert c Q; pour que toute fonction fholomorphe
sur 0 puisse être approchée par des fonctions holomorphes
sur Q, il faut et il suffit que 0 coïncide avec son enveloppe (i.e. que
( 0 n'ait pas de composantes connexes compactes).

Rappelons les principales conséquences de ce résultat :
1° Sur toute surface de Riemann connexe non compacte, il

existe une fonction holomorphe non constante (« conjecture de
Carathéodory »). Il suffit, par exemple d'appliquer le théo-
rème 7 à 0 == un petit disque, et f = une coordonnée locale
sur 0.

2° Toute surface de Riemann connexe, non compacte est une
variété de Stein.

Il suffit de montrer ([4], [5]) :
a) que, étant donnés deux points x et y de Q, il existe une

fonction holomorphe qui vérifie g(x) =f=- g(y) ; pour le voir, il
suffit d'appliquer le théorème 7 à 0 == ©i u 0g, O, = petit disque
contenant x, 0^ = petit disque contenant y, 0^ n 0^ = ̂ ,
et f égal à 0 sur 0i et à 1 sur Og.

b) que, pour tout point a;çQ, il existe une fonction holo-
morphe sur Q qui soit une coordonnée locale en x, pour le voir
il suffit d'appliquer le théorème 7 à 0 == un petit disque conte-
nant x, et f = une coordonnée locale sur 0.

c) que, pour tout K compact contenu dans Q, l'ensemble K'
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des points reçu qui vérifient, pour tout f holomorphe
sur il

l/^Ksupi/^)!
^€K

est compact; or, il résulte aussitôt du théorème 7 que Kf est
contenu dans l'enveloppe de tout ouvert relativement compact
contenant K, donc est compact (et même égal à K).

2. Variétés analytiques-réelles.
Plaçons-nous dans le cas où Q est une variété analytique-

réelle, non compacte. Supposons que iî soit munie (Tun dsî

compatible avec sa structure analytique-réelle.
Soit ̂  l'espace des formes différentielles de degré p à coeffi-

cients indéfiniment différentiables ; si 'V? est l'espace des
p-covecteurs tangents à Q, on a : ̂ p == ^(V^.

On considère sur il les opérateurs habituels d, ô, A == dô + ̂ d
[25] (13) ; quelque soit p, A est un opérateur ^P-^^P du type (PA) ;
donc si l'on appelle « harmoniques » les formes différentielles a
qui vérifient Aa = 0, on aura, en appliquant les théorèmes
5 et 6:

THÉORÈME 8. — Soit Q une variété analytique-réelle non
compacte munie d'un ds2 analytique.

a) Quel que soit p, on a : A^ == ^p Même résultat en remplaçant
$? par l'espace des formes différentielles de degré p à coefficients
distributions (i.e. par l'espace des courants de degré p ) .

b) Soit 0 un ouvert c A ; pour que toute p-forme harmonique
sur 0 soit limite de p-formes harmoniques sur Q, il faut et il
suffit que 0 coïncide avec son enveloppe.

De a) résulte, en particulier, que toute forme aç^ peut
s'écrire sous la forme dp+^Y? pe^"1, y^I^1. Toujours dans
les mêmes hypothèses, soit Z^û) l'espace des p-formes a, à
coefficients analytiques qui sont ^-fermées (c'est-à-dire
vérifient dv. = 0) ; et soit B^Q) l'espace des p-formes qui
sont des rf-bords analytiques, c'est-à-dire qui peuvent
s'écrire sous la forme rfp, p étant une (p-l)-forme à coefficients
analytiques.

(13) L'opérateur noté 5 dans cet ouvrage est ici noté ô.
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PROPOSITION 12. — Dans les hypothèses du théorème 8
Z^Q^B^Q) est canoniquement isomorphe à H^O, C), p-ième
espace vectoriel de cohomologie de Q, à coefficients complexes.

Grâce au théorème de de Rham, il suffit de montrer :
a) Que toute p-forme rf-fermée à coefficients indéfiniment

difîérentiables est d-homologue à une p-forme ^-fermée à
coefficients analytiques.

b) Que toute p-forme à coefficients analytiques qui est
rf-bord d'une forme à coefficients indéfiniment difîérentiables
est d-bord d'une forme à coefficients analytiques.

a) Soit aç^ vérifiant da == 0; d'après le théorème 4, il
existe (îç^"1 et yç^"1 tels que a == d^ + ^T donc a ̂  ôy = a'.

Montrons que v! est à coefficients analytiques :

rfa'==rfa==0; ôa'==ôôy==0

donc Aa' == 0, et a' est harmonique, donc analytique.
b} Soit arf^, à coefficients analytiques, vérifiant a == d^

(îç^"1 ; on peut écrire [î == ^7 + ̂  Alors, a == rfôy' ou, si l'on
pose ^/ == ôy', a === d^. Montrons que p' est à coefficients
analytiques :

Ajî^ d^ + ôrfp' = rfôôY' + ôa == ôa

et comme ôa est analytique, ?' est aussi analytique.
On démontrerait de la même manière le résultat suivant: soit

^/p l'expace des formes différentielles c ̂ p qui sont harmoniques
et sont ô-bords ; soit Z^ le sous-espace de ^fp des formes qui sont
d-fermées, et soit WP = rf^-1; alors, on a : H^Q, C) = Z^/B'?.

Remarque. — Si Q est une variété analytique complexe non
compacte munie d'une métrique kahlérienne analytique-
réelle, si l'on désigne par (]>I'^q l'espace des formes différen-
tielles de type (p, ç), on sait que A opère de ^pïq dans ^plq, et

^
que, d'autre part, -^A == <W + ôV7; d'après le théorème 8,

Zi

on aura alors : A^'q = ̂ q ; en raisonnant ensuite comme
dans la proposition 12, on trouvera que la ^-cohomologie peut
se calculer avec les formes différentielles à coefficients analy-
tiques réels, ou avec les formes différentielles harmoniques et
ô^-bords.
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§ 5. — Noyaux élémentaires.

Tous les espaces vectoriels topologiques considérés ici seront
supposés complets. Rappelons d'abord rapidement quelques
notions sur les produits tensoriels topologiques et sur les
noyaux-distributions [10], [12], [131, [29].

Soient E et F deux espaces vectoriels topologiques localement
convexes; on peut définir sur E 0 F une topologie d'espace
localement convexe et une seule qui possède la propriété sui-
vante : quel que soit l'espace localement convexe G, il existe
une correspondance biunivoque entre les applications linéaires
de E 0 F (muni de cette topologie) dans G et les applications
bilinéaires continues de E X F dans G; le complété de E 0 F
pour cette topologie est noté E § F.

Deux applications continues étant données u^ : Ei-^F,
et Ug : Eg —^ Fa, on en déduit une application continue
Ui 0 Mg : F, § E^-^ Fi § Fg qui prolonge l'application u^u^:
F, 0 ES—^FI 0 Fg. Lorsque les applications u, et Ug sont sur et
que Ei, E^, F,, F 2 sont des espaces (^î), Ui 0 u^ est une applica-
tion de EI § Eg sur Fi ^ Fa.

Soit V un espace fibre à fibre vectorielle (n), de base Q, de
fibre type Çf et soit F un espace vectoriel topologique locale-
ment convexe; l'espace [ë(V)] § F coïncide avec l'espace
des sections indéfiniment différentiables de l'espace fibre
V ^ ( Q X F) (c'est-à-dire de l'espace fibre de base il, de fibre
Cp 0 F, les changements de cartes opérant trivialement sur F
et de la manière ordinaire sur C^ : l'espace [^(V)] §) F coïncide
avec l'espace Ï[3)(V7), F] des applications continues de a)(V)
dans F, et aussi, par transposition, avec l'espace Ï[Fc, ^(V)],
où FC désigne le dual de F muni de la topologie de la conver-
gence uniforme sur les parties compactes de F.

Certains espaces vectoriels topologiques, nommés par A.
Grothendieck « espaces nucléaires » possèdent des propriétés
particulières importantes relativement aux produits tensoriels
topologiques ; il nous suffira ici de savoir :

(u) Les résultats qui vont suivre ne sont donnés dans les ouvrages cités que pour
û == R", il n'y a aucune difficulté à les étendre au cas général.
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1° Que Ê(V), Ê'(V), 3)(V), aV(V) et leurs sous-espaces munis
de la topologie induite sont nucléaires.

2° Que, si EI et F, sont nucléaires, si Eg et F g sont des espaces
vectoriels topologiques localement convexes, et si u^ et u^ sont
respectivement des applications continues biunivoques Ei-^- F, et
Es —^ Fa, 1̂ 1 ̂  Ms est une application biunivoque Ei 0 Eg —'- F, §> Fa.

3° Que, si E est un espace nucléaire et F un espace localement
convexe, on a : E ^ F == Ï(Fc, E) = Ï(Ec, F) ([12], chapitre 11,
§ 2, théorème 6 ; et § 3, théorème 13, exemple 1, qui sera l'exemple
utilisé ici).

Soient V\ et V^ deux espaces fibres à fibre vectorielle
de base Q, de fibres-type respectivement C9 et C^ L'espace
Ï[®(Va), ^(V,)] = ^(VQ 0 ̂ (VJ sera appelé espaces des
(Vg, \^)-noyaux: il coïncide avec l'espace des distributions à
valeurs dans l'espace fibre de base il X iî, de fibre V 0 C7,
où les changements de cartes sont définis par le produit
tensorieldes matrices qui définissent les changements de cartes
dans V; et V, (18).

Un tel noyau est dit régulier s'il se prolonge en une applica-
tion çÏ^Va), ©'(V,)], et s'il applique 3)^) continuement
dans ë(Vi); autrement dit s'il est à la fois dans ^(Va) ^ ^(V,)
et dans 3)\Y^) § ë(VJ (remarquons que, d'après les pro-
priétés 1° et 2°, ces deux espaces sont des sous-espaces de
©'(Vg) § 3)'(Vi) et sont munis de topologies plus fines que ce
dernier). Il est dit très régulier, s'il est régulier et si, en outre,
la distribution qu'il définit sur Q X Q est indéfiniment
différentiable au-dessus de tout point de Q X Q qui n'appartient
pas à la diagonale.

Soit D un (Vi, Vg) opérateur différentiel; un (Va, V,) noyau
EçÏ^Vg), 2)'(Vi)] est dit « noyau élémentaire à gauche (resp. à
droite) de D si, pour tout çça)(Vi), on a : E(Dy) = y (resp., pour
tout ^3)(Va), on a: DEy = y).

Soit 0 un ouvert c Q; un « (Va, VJ-noyau défini sur 0 » sera
par définition un (Wa, Wi)-noyau, avec W\ == pv^), Wg = pv.^).

PROPOSITION 13. — 5i D est un (V,, Va) opérateur différentiel
elliptique, vérifiant Dë(Vi) == Ê(Va), et possédant, au-dessus
de tout ouvert relativement compact d'un recouvrement de û un

(18) Cela constitue le « théorème des noyaux » de L. SCHWARTZ. Notons aussi que
l'espace êjVg) § ê(VJ coïncide avec l'espace des sections indéfiniment différen-
tiables du fibre précédent.
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noyau élémentaire à droite régulier, et si F est un espace (S), on a :
(D®I) [8(VO§F]=g(V, )§F

(D^I^TOSFj^^V^F (1= application identique F—F)

La première assertion résulte de ce que D et 1 sont sur, et
que ë'(Vi), ê(Va), et F sont des espaces (â^).

A partir de là, nous allons démontrer la deuxième par le
même raisonnement qui nous a servi au théorème 3. Soit ^0^ le
recouvrement considéré dans l'énoncé, que nous pouvons sup-
poser localement fini ; soit ^ 0\ | un recouvrement plus fin, avec,
pour tout i, O'i c 0, ; soit \ a, j une partition de l'unité subordonnée
à ce dernier recouvrement, et soit, pour tout i, Ri une fonction
ç® .̂ égale à un sur 0{; soit E( le noyau à droite relatif à 0,.
L'application (î; : g-^fî/g de ^(Vg) dans ^.(Vg) définit une
application (3,0l : [2)TO] § F-^,(V,) § F; et E, définit
une application (E, <0 I) : ^(Va) § F-^SD^VJ § F vérifiant;
(D ® I) (E, 0 I)y = 9 pour tout 9^0, (V^) § F.

Ceci posé, soit /^[^(Vg)]® F, donné; on considère
g,==(E,0l)(j3^I)^; dans 0;.n0;==0,,, g,—g; est dans
^C^)017 et y vérifie (D 0 I)[g;—&] = 0, donc, en tant
qu'élément de Ï[Fc, ®o;,(V,)] est dans Ï[Fç, HD(O(,)] = H,)(0^) § F,
(HD(0y) désignant l'espace des solutions dans 0y de Dg==0);
en particulier, dans Oy, g^—gj est dans ê^..(VJ § F.

On considère alors la somme ^==^0^; /*—(D 0 I) h est
indéfiniment différentiable car dans 0\ :

^-(D0l^===(D0l)Sa,(g,-g,).

Donc, il existe ^ç[ê(V,)] ® F vérifiant (D 0 1)^ =7— (D <8) I)X
d'où le résultat.

THÉORÈME 9.
a) Dans les mêmes hypothèses çu'â la proposition, 13, D pos-

sède un noyau élémentaire à droite très régulier.
b) Si, en outre, D' vérifie les mêmes hypothèses, D possède un

noyau élémentaire bilatère très régulier.

DÉMONSTRATION.
a) Appliquons la proposition 13, avec F == ^(Va) : il vient

(D 0 WV,) § ê(V,) == 3)'(V,) 0 ê(V,).
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On sait que le noyau Iv.(16) est dans ^(V^) § 8(V,), donc
il existe un noyau Eç^Y,) § ë^) vérifiant (D 0 I) E = ly.;
E est un noyau élémentaire à droite de D. Mais, pour
tout 9^3) (V^), E considéré comme ^[3)(V^ 3)'(VOj vérifie
y==D(Ey)ç2)(Vi); comme D est elliptique, cela entraîne:
E9çë(Vi) ; il résulte alors du théorème du graphe fermé que E
est un opérateur linéaire continu de a)(Va) dans 8(VJ, donc est
dans ë(VO § ̂ (V;) ; E est donc régulier.

Soient enfin C\ et Og deux ouverts c Q, dont l'intersection
est vide; au-dessus de 0, X 0^ la restriction de E est dans
®ô,(VO§^(VO=Ï[g^(V,), ^(VQ], et vérifie ( D ^ I ) E = = 0 ;
on voit alors comme ci-dessus que E, au-dessus de 0i X Os?
est dans Ï[ë^(V,), ^(VQJ == ^(VQ § ̂ (V,); cela montre que
la distribution définie sur Q x U par E est indéfiniment diffé-
rentiable au-dessus de 0^ X 0a; donc E est très régulier
(cf. note (15)).

b) LEMME : Si D et W sont elliptiques^ tout noyau élémentaire
bilatère de D, s'il en existe^ est nécessairement très régulier.

En effet, l'équation (D <8) lyj E == Iv, montre, comme pré-
cédemment que E est dans £(Vi) § ©'(Va).

L'équation (ly, 0 D') E = Iy, montre que E est dans
^(VQ §Ê(V,). Enfin, au-dessus de 0, X 0^ 0, et 0, étant deux
ouverts c Q d'intersection vide, Eç3)^(Vi) § ̂ (VQ vérifie
(D 0l)E==0, donc appartient à ë^(VO§g^(V;) d'ou le lemme.

Ceci posé, il nous suffira de démontrer que D possède un
noyau élémentaire bilatère; soit E, un noyau élémentaire à
droite; montrons qu'il existe E'ç^Vi) § ̂ (Vg) qui vérifie:

(D0 lvJE '==0
(Iv, ̂  D7) E' == Iv,— (Iv, 0 D') E,.

Le second membre de la deuxième équation vérifie :

(D0lv, ) [ Iv ,—(Iv,0D')E,]=0

(en effet cela s'écrit aussi (D 0 Iy,) Iy, — (Iv, 0 D') Iy. == 0,
formule qui est équivalente à la définition de D'). Donc,
^—(Iv^DQEçHDâaTO; comme HD est un espace (^), il

(16) C'est-à-dire l'application identique ^(Vg) -^ ^(Va).
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existe, d'après la proposition 13 un E'çHo § ̂ (Vg) vérifiant
(I 0 D') = Iv,—(Iv^D') E,, d'où le résultat.

Alors E' + E, == E vérifie (D ® IvJE = Iy. et (Iv, ̂  D') E == Iy
donc est un noyau élémentaire bilatère, d'où le théorème.

COROLLAIRE. — Lorsque Q n^est pas compacte, si D' est du
type (PA), D possède un noyau élémentaire à droite très régulier.

Si D est aussi du type (PA), D possède un noyau élémentaire
bilatère très régulier.

D'après les théorèmes 5 et 9, il suffit de démontrer: tout
point rrçQ possède un voisinage 0 sur lequel D possède un
noyau élémentaire à droite très régulier; cette proposition
étant locale, nous pouvons supposer que V, et Vg sont
identiques à R" X C^ la proposition 9 montre que tout point
x^Q possédera un voisinage 0 tel que l'application D' :
3Î'~ —>- 3 Î - soit un isomorphisme.

Alors, l'application D D' : 3ÎS —>- (^S)' est un isomorphisme
sur; soit E^) l'application inverse; la restriction de EQ à «K^
est un noyau élémentaire bilatère de DD7 au-dessus de 0,
soit E^); le lemme précédent montre qu'alors E^ est très régu-
lier, donc que D'E^ est un noyau élémentaire à droite de D très
régulier.

Remarque. — Si D est du type (P) à coefficients analytiques,
D et D' seront du type (PA); donc D possède un noyau élé-
mentaire bilatère, E ; au-dessus d'un voisinage de tout point de
0 X Q n'appartenant pas à la diagonale, E vérifiera une équa-
tion du type (P) à coefficients analytiques sans second membre,
donc sera analytique ; par conséquent :

Tout opérateur différentiel de Petrowsky à coefficients analy-
tiques sur une variété non compacte connexe possède un noyau
élémentaire bilatère très régulier, analytique en dehors de la
diagonale.

Ce résultat s'appliquera notamment à l'opérateur A sur un
espace de Riemann à ds2 analytique.
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