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EXISTENCE ET APPROXIMATION DES SOLUTIONS
DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
ET DES EQUATIONS DE CONVOLUTION

par Bernard MALGRANGE

INTRODUCTION

Ce travail a pour objet I’étude des deux questions suivantes :

Etant donné un opérateur différentiel, ou un opérateur de
convolution :

D’une part, existe-t-il une solution de toute équation avec
second membre? En particulier, cet opérateur posséde-t-il une
solution élémentaire, au sens ou l’entend M. Schwartz dans
son livre « Théorie des Distributions »?

D’autre part, les solutions de I’équation homogéne corres-
pondant a cet opérateur sont-elles toutes engendrées par cer-
taines solutions remarquables? Plus précisément : les solutions
d’une équation aux dérivées partielles homogeéne, a coefficients
constants, et d’une équation de convolution homogéne sont-
elles limites de combinaisons linéaires des exponentielles-poly-
ndmes solutions (dans le cas d’une variable, la réponse, due a
MM. Delsarte et Schwartz, est positive)? L.es solutions d’une
équation aux dérivées partielles homogeéne, dans un ouvert,
sont-elles limites de solutions dans tout I’espace? Pour les
fonctions harmoniques, la réponse a toutes ces questions est
classique.

Le chapitre 1 est consacré a I’étude des équations aux
dérivées partielles a coefficients constants. On établit d’abord
qu’une telle équation posséde toujours une solution élémen-
taire E, possédant la propriété suivante : si f est une fonction de
carré sommable a support compact, E «f est localement de
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carré sommable. Cela permet de montrer que, dans tout ouvert
convexe, une équation dont le second membre est indéfiniment
différentiable (resp. localement de carré sommable) admet une
solution indéfiniment différentiable (resp. localement de carré
sommable).

On montre aussi que, dans tout ouvert convexe, les solutions
d’une équation homogene sont limites de combinaisons linéaires
des exponentielles-polynomes solutions.

L’essentiel du second chapitre est consacré a la généralisa-
tion de ce résultat. Elle s’obtient en utilisant un théoréme de
Lindel6f : le quotient de deux fonctions entiéres de type expo-
nentiel d’une variable complexe, s’il est une fonction entiére,
est aussi de type exponentiel (résultat que ’on étend aisément
aux fonctions de plusieurs variables); et en étendant aux
fonctions de plusieurs variables un résultat, qui est a la base
de la théorie des fonctions moyenne-périodiques de M. Schwartz.

On trouve que toute solution d’une équation de convolution
homogeéne est limite de combinaisons linéaires des exponen-
tielles-polyndmes solutions.

Il est connu que, pour les équations de convolution quel-
conques avec second membre, il n’est pas possible d’obtenir
des résultats aussi simples que pour les équations aux dérivées
partielles a coefficients constants (par exemple, si le noyau de
convolution est n’importe quelle fonction indéfiniment diffé-
rentiable, il est nécessaire, pour qu’il y ait une solution, que
le second membre soit indéfimment différentiable; cela n’est
d’ailleurs pas suffisant). On peut néanmoins obtenir quelques
résultats, dont le suivant: s’ existe une solution élémentaire
(resp. une solution élémentaire somme finie de dérivées de
fonctions continues), on peut trouver une solution de toute
équation avec second membre indéfiniment différentiable
(resp. somme finie de dérivées de fonctions continues).

Pour les équations de convolution homogénes sur les fonc-
tions analytiques complexes, on démontre un théoréme
d’approximation analogue au précédent (résultat obtenu, pour
les fonctions d’une variable, par Ritt et Valiron); et les équa-
tions avec un second membre analytique complexe ont tou-
jours une solution analytique complexe (pour les fonctions
d’une variable, résultat di & M. Muggli; en fait conséquence
immédiate du théoréme de Lindelof cité plus haut).



EXISTENCE ET APPROXIMATION DES SOLUTIONS DES EQUATIONS 273

Le chapitre 111 est consacré aux équations aux dérivées par-
tielles. Quelques préliminaires servent a définir les équations
aux dérivées partielles & valeur dans des espaces fibrés a fibre
vectorielle (dont I'introduction est rendue nécessaire par les
applications), et a en indiquer quelques propriétés générales.

L’essentiel des résultats de ce chapitre est relatif a certaines
équations elliptiques a coeflicients analytiques, dont M. Pe-
trowsky a démontré que les solutions étaient analytiques dans.
tout ouvert ou le second membre I’est; on étudie ces équations.
dans le cas ou la variété sur laquelle elles sont définies n’est
pas compacte. En utilisant une variante d’un procédé di a
M. Géirding on montre :

10 que toute équation avec second membre admet une solu-
tion.

20 que toute solution de I’équation homogéne dans un ouvert
est limite de solutions sur toute la variété si et seulement si le
complémentaire de cet ouvert n’a pas de composantes connexes
compactes.

Enfin, en utilisant les produits tensoriels topologiques de
M. Grothendieck, on obtient pour ces équations, un « noyau
élémentaire bilatére trés régulier » au sens de M. Schwartz.

Ces résultats s’appliquent en particulier:

s 4 0 ,- .
A Topérateur d;<= S:dz) sur une surface de Riemann
2z

connexe, non compacte; on retrouve ainsi la généralisation du
théoréeme de Runge due & MM. Behnke et Stein, et le fait
qu’une telle surface est une variété de Stein.

A P'opérateur de Laplace A sur un espace de Riemann a ds*
analytique; cela montre, en particulier, que ’on peut calculer
les groupes de cohomologie a coefficients réels d’un tel espace
avec les formes différentielles a coefficients analytiques.

Les résultats essentiels de ce travail ont été résumés dans
quatre notes aux Comptes Rendus de I’Académie des Sciences
[19], [20], [21], [22].

La plupart des résultats du chapitre 1 et les théorémes 1,
4, 5 du chapitre 11 ont été trouvés indépendamment par

M. L. Ehrenpreis ([36], [38]). (')

(1) Récemment, M. L. Ehrenpreis a annoncé de nouveaux résultats sur les
équations avec second membre [39], [40].
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D’autre part, M. L. Hormander a obtenu de nouveaux résul-
tats sur des sujets voisins, en particulier sur les équations ellip-
tiques a coefficients constants [41].

Qu’il me soit permis, en terminant, de remercier tous les
professeurs qui ont contribué & ma formation, en particulier
MM. H. Cartan, J. Dieudonné et L. Schwartz. Mes remercie-
ments vont tout particuliérement & M. Schwartz pour I'aide
constante qu’il m’a apportée tout au long de ce travail.

Je suis heureux de remercier aussi M. J. Leray de I'intérét
qu’il a pris a ce travail et des suggestions qu’il m’a faites.



PRELIMINAIRES

1. — Espaces de distributions.

Nous utiliserons principalement les espaces définis par
L. Schwartz dans son ouvrage « Théorie des distributions » [26];
rappelons leurs définitions.

Soit  un ouvert < R", et m un entier > 0:

6q (resp. &) désigne l'espace des fonctions indéfiniment
dérivables dans Q (resp. m fois continuement dérivables dans Q),
muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout
compact des fonctions et de toutes leurs dérivées (resp. et de
leurs dérivées d’ordre < m).

Soit K un compact < Q; on désigne par D (resp. DE) le sous-
espace (fermé) de &g (resp. 3) formé des fonctions dont le sup-
port est dans K, muni de la topologie induite par &g (resp. &3).

Dq (resp. D3) désigne la limite inductive des Dg, K< Q
(resp. g, K< Q), muni de la topologie localement convexe
de limite inductive [8]; c’est ’espace des fonctions indéfiniment
(resp. m fois) continuement dérivables & support compact
contenu dans Q. :

&g, 63, Dg, D& désignent respectivement le dual de &g, 83,
Dg, DG; ils sont munis de leur topologie forte de dual
(c’est-a-dire de la topologie de la convergence uniforme sur les
parties bornées, respectivement, de &g, &3, Do, Dg). Ces
espaces s’appellent respectivement: espace des distributions
a support compact dans Q, des distributions d’ordre < m a
support compact dans (), des distributions dans Q, des distri-
butions dans Q d’ordre <m.

On pose, en outre PDJ = U D& (espace des distributions
dans Q d’ordre fini). m=1

Nous aurons également a utiliser quelques autres espaces,
dont voici la définition:

43 désigne I'espace des distributions qui sont des fonctions
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localement de carré sommable ainsi que leurs dérivées (au
sens des distributions) jusqu’a I'ordre m; il est muni de la
topologie de la convergence dans L’ sur tout compact < (), des
fonctions et de leurs dérivées d’ordre < m.

Soit K un compact €Q; on désigne par Kf le sous-espace
(fermé) de 4y formé des fonctions dont le support est dans K,
muni de la topologie induite par 3.

Ry désigne la limite inductive des RF, muni de sa topologie
de limite inductive [8] (c’est-a-dire, évidemment, I’espace des
fonctions a support compact dans (), qui sont de carré som-
mable ainsi que leurs dérivées d’ordre < m).

Pour m =0, il est facile de voir que 48 et Ji4 sont chacun
dual fort de I’autre : cela justifie les notations suivantes :

45™ (que nous noterons quelquefois Kg) désigne le dual de
KRG, mun de sa topologie de dual fort; c’est, comme on le
vérifie facilement, I’espace des distributions dans  qui sont
sommes finies de dérivées d’ordre < m de fonctions localement
de carré sommable dans (.

Kg™ (que nous noterons quelquefois 4F) désigne le dual
de 4%, muni de sa topologie de dual fort; c’est I’espace des
distributions & support compact dans ), qui sont en outre
dans dg™.

Soit K un compact < Q; en appliquant la proposition 2 de [8],
on vérifie aisément que la topologie induite respectivement par
Dg, DG, K (m > 0) sur D, D, KR est identique a la topologie
de ces espaces; nous noterons également 6x, 6¢", Kix™ (m >0)
le sous-espace respectivement de &g, 6§, Jg™ formé des
distributions a support dans K, muni de la topologie induite; il
est facile de vérifier que ces définitions ne dépendent pas de
Pouvert Q > K choisi.

Le produit scalaire entre un espace et son dual (qu’il s’agisse
des espaces définis ci-dessus, ou d’autres espaces vectoriels
topologiques) sera toujours noté {, ); lorsque nous parlerons
du dual d’un espace vectoriel topologique E, sans préciser de
topologie, il est entendu qu’il s’agira toujours du dual fort
(c’est-a-dire, muni de la topologie de la convergence uniforme
sur les parties bornées de E).

Lorsque (Q = R", nous écrirons, lorsqu’aucune confusion
n’est & craindre &, 9, K™ etc... au lieu de Epn, Dpn, hifn etc...

Enfin, le support d’une distribution . sera toujours noté: .

i
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Transformation de Fourier.

Comme dans [26], J désigne I’espace des fonctions indéfini-
ment dérivables & décroissance rapide, (c’est-a-dire: dont le
produit par tout polyndéme est borné sur R"); 4’ désigne le
dual de S, et s’appelle « espace des distributions tempérées »
(ou a croissance lente); la transformation de Fourier sur J et
sur ' est définie dans [26]; elle établit un vsomorphisme (topo-
logique) de § sur J et de §' sur §’' (sauf mention expresse du
contraire, les mots « homomorphisme » et « isomorphisme »
appliqués a des espaces vectoriels topologiques signifieront
toujours « homomorphisme topologique » et « isomorphisme
topologique »).

TutorEME DE PALEY-WIENER GENERALISE [26]. — La trans-
formation de Fourier echange Pespace &y (resp. C‘)Rn) et Uespace
des fonctwns continues a croissance lente (resp. a décroissance
rapide) qui sont prolongeables analytiquement dans tout C* en des
fonctions analytiques entiéres de type exponentiel.

NortaTtions. — La transformation de Fourler est notée F,
et la transformation inverse 3. :
Les espaces considérés dans le théoréme de Paley-Wiener
sont notés ainsi :
ay, = Fépn, ay, = FDgn.

Nous renvoyons a [26] pour 'étude de la transformation de
Fourier.

Convolution.

L’opération » désignée dans [26] par « produit de composi-
tion » sera appelée ici « convolution » La transformation de
Fourier échange la multiplication ordinaire et la convolution.

TrEorEME DEs supporTs (Lions, [17]). — Sotent wu. et v deux
distributions a support compact; on a:

(enveloppe convexe de «) + (enveloppe convexe de v)
= enveloppe convexe de {xv.

Si w est une distribution de support Iorigine, il existe un
polynéme différentiel (i. e. un opérateur différentiel a coeffi-
cients constants), D, tel que » = D¢ (¢ désignant la masse + 1
située a I'origine).
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Dans ce dernier cas, le théoréme des supports affirme :

(enveloppe convexe de Du) = (enveloppe convexe de ).

On des1gne par & la symétrique de la distribution w parrapport
a Porigine; pour weé’, vet', fe6, on a:

<P‘*f9 V)= <f’ gL*V>= ﬁ*;*f(o)

Si D est un polynéme différentiel, D désigne 'opérateur diffé-
rentiel transposé de D; la formule précédente montre que
Pon a: .

(D¢)” = De.

Pour les autres propriétés de la convolution (continuité, etc...)
nous renvoyons a [26].

Un mot enfin d’une question qui n’est pas traitée dans cet
ouvrage (voir a ce sujet [29], exposé n° 5):

Soit u une distribution a support compact; pour tout
ouvert  c R, et tout feDgs, la restriction de w+f & I'ouvert
Q' = jz; (#—u) cQ} ne dépend, d’aprés les propriétés du
support du produit de convolution que de la restriction de f
a Q; par suite, pour tout geDg, on pourra définir p* gedDg,; (en
particulier, pour un opérateur différentiel D, on aura D¢« gedg
et DO« g sera égal & Dyg).

A T'aide de cette définition, 'opération de régularisation [26]
peut étre étendue aux distributions €9g : soit «; une suite de
fonctions €Dy, dont les supports tendent vers 0, et qui tendent
vers & dans &g; les a;* g seront définis dans des ouverts (Q;, non
vides dés que it sera assez grand, et y seront indéfiniment
différentiables; pour tout ouvert O relativement compact dans
on finira par avoir Oc (), et les restrictions des a;+g a O
tendront vers la restriction de g a 0.

2. — Matrices-distributions.

@ q
89 désigne D'espace des matrices a p lignes et ¢ colonnes

(ou « du type (p, q) ») dont les coefficients sont des
. . (o ¢

fonctions €6g. On défimit de méme &g, Pg, etc...; et I'on
P LU0 .

identifie 6 & & ,8 a &, etc... Ces espaces sont munis des
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topologies produits naturelles. La multiplication (quand elle
est possible) se fait de la maniére habituelle.

. ®, 9)
DErFINiTION. — Soit g = (g;)€ D’ ; on note g la matrice € ,D’

dont les coefficients sont g, et g la matrice € :D' dont les coeffi-
clents sont éﬁ.
Sur les matrices a coefficients distributions la convolution
s’effectue de la maniére suivante : soient (f;) 1 <i<{p, 1<j<q
t (k) 1<<hk<gq 1<<I<r deux matrices telles que les
fi * i alent tous un sens; on définit (f;) () comme étant la
matrice de type (p, r) dont les coefficients g, sont donnés par

g
8= 2 fij* ottt
=1

Naturellement, la convolution n’est pas commutative en
général.

@ 9) ()] . . ,
L’espace 6g est le dual de &g, le produit scalaire étant

donné par la formule suivante :
@ 9 e, 9
pour febg, u€ by on pose:

<\U" f> = lEJ(PnJ, fq)-

. (2, 9
De méme, 9 est le dual de Dy, ete...
Si Q) = R*, cette formule s’écrit aussi :

(s > ="Tr[(=£)(0)] (= Tr[(f+#)(0)] = Tr[(f~

(o) () (o)
Pour febps, p1€bpn, v€EGRn, 0N a

(fy wrvy = CBxfy ) =(fe3, wy (= Tr[(V+&+f)(0)]).

Ces formules peuvent étre étendues au cas d’un ouvert 2 == R",
(par le méme procédé qui a été employé pour définir w«f,
feDq, 1€bus).

Enfin, la transformation de Fourier se fait de la maniére
naturelle sur espaces de matrices a coeflicients distributions
tempérées; elle échange la multiplication ordinaire (des
matrices) et la convolution.
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3. — Espaces vectoriels topologiques.

Suivant la terminologie de [8], nous appelons espace (%) un
espace vectoriel topologique localement convexe, métrisable,
complet. Nous renvoyons a [8] et a la bibliographie qu’il
contient pour I’étude des espaces (¥), et pour la définition et

I’étude des espaces ({F). Rappelons seulement les résultats
suivants :

TutoriME 1 (Banach). — Soient E un espace (%), E’ son dual,
et V un sous-espace de E'; pour que V soit faiblement fermé, il
faut et il suffit que son intersection avec toute partie faiblement
compacte de E’ soit fatblement compacte.

Ce théoréme servira, entre autres, a établir que certaines
applications linéaires continues sont sur, grace au :

TutoriME 2. — Sotent E et F deux espaces (F), E' et F' leurs
duals, u une application linéaire continue de E dans F, ‘u la
transposée de u; pour que u soit un homomorphisme (faible ou
fort), il faut et il suffit que 'u(F’) soit un sous-espace faiblement
fermé de E'.

En particulier, pour que u sout sur, il faut et il suffit que ‘u sout
biunivoque et que ‘u(F’) soit farblement fermé.

Les espaces &g, 63, D&, 43 (Q étant un ouvert c R") et D¢
(K un compact de R") sont des espaces (F); DF est un espace de
Banach, Jif est un espace de Hilbert.

Les espaces 6qg, D, A sont réflexifs.

Outre ce qui précede, et les résultats de [8], nous aurons
encore a utiliser le résultat suivant, di, dans le cas des
espaces (¥), a Banach (pour les démonstrations, voir [2], [11]
et I'introduction de [12]):

TutorEME DU GRAPHE FERME. — St E et F sont deux espaces
du type suivant: « espaces (F) ou duals forts despaces (F)
réflexifs »

a) Toute application linéaire E — F dont le graphe est fermé
est continue.

b) Toute application lLinéaire continue de E sur F est un
homomorphisme.

Ezemples d’espaces dutype précédent : Tout sous-espace fermé
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de 8q, et tout quotient de &g par un sous-espace fermé, car ce
sont des espaces (%) ; tout sous espace fermé V de 8 (la théorie
des espaces de Schwartz [11] montre en effet que V est le dual
fort de 6g/V+, V4 désignant I'orthogonal de V).

4. — Un théoréme sur les équations de convolution.

Nous allons terminer ces préliminaires par un résultat qui
jouera un role essentiel dans les deux premiers chapitres.

Rappelons d’abord quelques notions sur les séries formelles,
qui interviendront dans la démonstration. Soit (*) 'anneau des
séries formelles de n variables 4,, ..., A, surle corps C, muni dela
topologie de la convergence simple des coefficients; le dual &
de J s’identifie a I'espace des distributions de support I’origine,
au moyen du produit scalaire suivant :

Pour f=2a;, . M ... An
et D3e6, (D est un polynéme différentiel)
on a (D2, fH=2a, . (DS A ... Am

(cette formule a bien un sens, puisque tous les termes du second
membre sont nuls sauf un nombre fini. Notons par ailleurs que
cette formule s’écrit aussi: (DS, f) = coefficient constant
de Df).

Le produit f.(D?%)e§, est défini par:

f-(D8) = Xa, s ... Az (D)

(la aussi, tous les termes sont nuls sauf un nombre fini);
pour ge%, on aura (D3, fg) = (f.(D3J), g).

Lorsque f est une série convergente a I’origine, il est immé-
diat que ces définitions coincident avec les définitions ordi-
naires (i.e. lorsque f est considéré comme €6y, O étant un
ouvert contenant I’origine).

9. . . . .
F désigne 'espace des matrices de type (p, q) a coefficients

. . . ®. 9 (¢ 1)
€7, muni de la topologie produit; entre fe ¥ et ge F, le

. (2] . .. , e
produit fge F est défini de la maniére évidente.

(?) 11 ne peut y avoir aucune confusion entre cette notation, qui sera utilisée
exclusivement dans ce numeéro, et celles du numéro précédent.
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®a . . 1 (p, 0
Le dual de ¥ s’identifie a I'espace &, , au moyen de la
formule suivante :

(f: DS) = 2<fja Du8> f (f) . 9)
(DS = (D)€ 8.

® 9 (q. 1 .
Pour fe 3, et Dée &, , on définit f.(D3) par

[f( )]ik— qu JkJ)

=1

s q (Pv r) r, q)
Pour D8eb feF, geF, on a:

(1) (D3, fgy=/{(f).(D3), g =<g.(D3), f.

Ici encore, pour les séries convergentes, ces définitions
coincident avec les définitions ordinaires.

Avant d’énoncer le théoréme que nous avons en vue, donnons
une définition qui sera utilisée constamment :

DerinNiTioN. — Une exponentielle-polynéme matricielle de
type (p, q) est une matrice

gPU(CB', .oy xn)e—!ﬁi(t.z,-k v +tnzu)¥

ou les Py sont des polynémes et les {; des nombres complezes.

St p=¢q=1, on dira simplement : « exponentielle-polynéme ».

r, 9) (p, q

TatorEME 3. — Sotent p.ebm. et vebm pour qu’il existe une
matrice F de type (p, r) a coefficients fonctions analytiques
entiéres de n variables complexes vérifiant : Fv =F .Fu (°), il faut
et il suffit que la condition suivante soit vérifiée :

Toute exponentielle-polynéme matricielle Q de type (q, 1)
qui vérifie pxQ = 0 vérifie aussi v+Q =10

La nécessité est évidente, par transformation de Fourier.
Pour montrer que la condition est suffisante, il suffit de le prou-
ver lorsque p = 1 (car alors, on pourra déterminer F ligne par
ligne). Nous nous placerons donc dans ce cas. :

() On désigne ici par Fp. (ou Fv), la fonction analytique entiére qui prolonge la
transformée de Fourier de u (ou v); cette notation sera constamment utilisée par la
suite; nous ne ferons pas la distinction entre une transformée de Fourier et son
éventuel prolongement analytique.
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On pose
= (l"'ij); gl*q = Mu(l,, ceey )\n); M= (Mm ceey Mri)
vy= (VJ); ng= Nj; N = (N" ooy Nq).

Appelons « polynéme de type (g, 1) » une matrice de type (g, 1)
a coefficients polyndomes.

Lemme 1. — Si tout polynéme P de type (q, 1) vérifiant
u*P =0 vérifie aussi v«P =0, il existe S,, ..., S,, holomor-
phes a lorigine qui vérifient, pour touti: Ny=S M,;+ --- + S,M,..

I1 résulte d’'un théoréme classique (voir, par exemple [4])
qu’il suffit de trouver des séries formelles Sj, . . ., S}, qui vérifient
Ni = S;Mli + vt + Srhin“

Autrement dit, il suffit de démontrer que N=(N,, ..., N,)

a

&9
est dans le sous-F-module N de JF engendré par les M;;

X
Comme J est un module de type fini, il résulte d’un théoréme
de Krull (voir, par exemple, [4]) que M est fermé. Alors, par

dualité, il suffit de démontrer: tout Dde (‘ao)qut annule M
annule aussi N.

Or, par transformation de Fourier, I’hypothése entraine:
tout polynéme de dérivation DS du type (g, 1) qui vérifie, pour
tout ¢: M;.(D8) =0, vérifie aussi N.(DS) =0, donc, en
particulier, d’apres la formule (1):

((D8), Ny = (N.{DJ), 1) =

@n X
et, d’autre part, les D3¢, qui vérifient M,.(D3) =0 sont
exactement ceux qui satisfont a:

‘Djem+  M+: orthogonal de M
(car {(D3)eM+ équivaut a: quel que soit i (0 < v < g), et quel

que soit Re%, ((D3), M{R) = 0; ou d’apres (1) <M,.(D23), R)=0,
ou M,.(D3) = 0). Le lemme est démontré.

Lemme 2. — Soit ({4, ..., C, )eC pour qu'il existe S,, ..., S,
holomorphes au voisinage de Ciy « o oy Gp et vérifiant:

Ni = SsM.i + -+ Seri
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il suffit que la condition sutvante soit réalisée :
Tout polynéme P de type (q, 1) qui vérifie

¥ eﬂxi({,z,+ o+ LI P = 0

vérifie aussi:
v *e‘lm‘(‘c,z‘,+ .. +§,,:z,,)P — O'

On se raméne immédiatement au lemme 1 : posons, en effet

p,l — 6—21:1'(:,1,4— -+ LaZ)
Y = o=@+ -+ L)y

u’ (resp. v') a pour transformée de Fouriter M(A, +¢,, .. ., A, + )

(resp. N(A, + Gy ooy Mo+ G).
D’autre part:

WL * e27:i(C1zi+ o+ Ty P _— [eaﬂi(tc'”a + e+ ) P’l]
v
* [627ri(‘(,a:,+ e oo+ L) P] — eﬁm’(Z,z‘+ ce +§,,z,,)(!$' - P)

donc .+ e™ P = 0 équivaut a: ' » P = 0; méme résultat
pour v; d’ou le lemme.

Démontrons maintenant le théoréme :

Soit # I'espace des fonctions entiéres de n variables complexes,
et O 'espace des fonctions holomorphes au point {=({,, ..., {,);
d’aprés le lemme 2, si (C) est vérifié, N est dans le O;-module
engendré par les M;, quel que soit {. Il résulte alors d’un théo-
reme de H. Cartan [3] que N est dans le #6-module engendré
par les M, C.Q.F.D.

Remarques. — 1° Dans les applications que nous ferons,
nous supposerons toujours que . est de rang r, c’est-a-dire
qu’il existe a,, ..., a. compris entre 1 et g, tels que

dét (M, ) 5=0.

Alors, les S; du lemme 2 sont déterminés d’une maniére unique :
par « recollement », ils donnent des fonctions entiéres F;; si
bien que, dans ce cas, il est inutile de faire appel a la théorie
globale des idéaux de fonctions analytiques.

20 Nous utiliserons le théoréme 3 sous la forme suivante :
() (g,
soit puetom. et soit VEbgn orthogonale a toutes les exponen-

tielles-polynémes matricielles Q de type (q,1) qui vérifient



EXISTENCE ET APPROXIMATION DES SOLUTIONS DES EQUATIONs 285

tw+*Q = 0; il existe alors des fonctions entiéres F,, ..., F,
telles que, pour tout ¢

Fv; = ,-Z, FM;

(en effet, si Q vérifie w+« Q = 0, les « translatées » 7,Q de Q
vérifient aussi . »1,Q = 0; alors, pour tout aeR" (v,7,Q)=0
d’ott v+ Q = 0, et 'on peut appliquer le théoréme 3 a V).

3 S1 p=g=r=1, nous adopterons les notations
suivantes :

Soit pebpn; on désigne par V(p.) Uensemble des combinaisons
linéaires des exponentielles-polynémes Q vérifiant pu» Q = 0.

Soit vebra; d’apres la remarque précédente, les conditions :

« V(w) e V() » et « ve[V(r)]* » sont équivalentes. Alors,

Fy

d’apres le théoréme 3 : Pour que la fonction (méromorphe) 3n

soit entiére, il faut et il suffit que lUon ait: V(u)c V(v)
(ou: ve[V(i2)]*).



CHAPITRE PREMIER

EQUATIONS AUX DERIVES PARTIELLES
A COEFFICIENTS CONSTANTS

§ 1. Existence d’une solution élémentaire.

Lemme 1. — Soit f(A) une fonction entiére d'une variable
complexe et P(A) un polynéme unitaire de degré m. Pour tout
AeC,on a:

1 / /
(1) fNI< &  Max [PQN)f(X)]
A= 2
On peut écrire P(A) = (A —,) ... (A —{,); en raisonnant
_par récurrence, tout revient & démontrer que I'on a:

1 /
FI<— n}i’lﬁiwlﬂ M) () = A—=TL)f()).
Si |A—U,|>r, c’est évident; si |A—7,|<r, on aura, d’apres
le principe du module maximum :

’ 1 Y3 1 ’
IFO < Max [f(V)|<=- Max |f,(M)[<-- Max [|f,(V)].
IN=%l=r F IX=Gl=r T ox=xiger

1 1
Dans la formule (1), on peut remplacer — Max par— Max
rmiv—xi<eme T PN -k
(cela se démontre facilement avec la formule de Jensen); c’est
le meilleur résultat possible, comme le montre I’exemple sui-

vant: f=1; P =2"; A = 0.

LemMe 2. — Soit f(A), avec A = ¢ + i, la transformée de
Fourier d’'une fonction 9€9; on posera ||f||l. = f If (¢ + ir)|do.
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Soit P(A) défint comme au lemme 1. Il existe une constante C, ne
dépendant que de m et r, telle que :

(2) Wil < CHIPFUl + IIPFI- + NIPFII-$ - (r>0) (")

Soit I 'ensemble des points réels qui vérifient |P(q)| << 1; et
soit J le complémentaire de I dans R; majorons séparément
/, et Jis

) Sif@)ds < [P (2)f(@)|ds <|[Pf]ll

b) Pour tout c€R, on a, d’apres le lemme 1 :

< () Max [P)fa0I< () MaxPOf(Y)L

IN—el<g ITI< 5
Majorons le dernier terme de cette formule; posons g = Pf;

pour X' =d¢' + 7, |7| < 2 » on a, par la formule de Cauchy :

f ggc—zr g(a+1ir)
~ 2m 7\———c+tr 2m )\’——c——tr
donc:

sW)I< =) [ lete—inida+ [ glo-+in)lds{=—-{llgll+llell}

et enfin :
1

nr

Fen< 2 (") el +ligll-o)

Or, ’ensemble I a une mesure finie, majorée par 2m (en
effet, si ¢ est dans I, 'un au moins des |c—{;| sera <{1). Par
conséquent :

Jirelds < (%) flell+llgll - C.QF.D.

r

Placons-nous maintenant dans I’espage R", de coordonnées
Ty ...y Loy S1 @ est dans Dgs, désignons par Fg(A,, ..., A,) sa
transformée de Fourier; nous poserons A; = o; 4 i7; et:

ligll= [19¢(s,, .., on)lds,, ..., do,.

(*) Remarquons que, en utilisant une inégalité de convexité, on pourrait supprimer
le terme en ||| Pf |||, dans cette formule.
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Prorosition 1. — Soit D un opérateur différentiel a coeffi-

cients constants d’ordre m, défini sur R"; on suppose que le
m

coefficient de Sb—x;' est égal a 1. Il existe alors une constante K ne

1

dépendant que de r et m telle que :
(3) gl < K sup|[je**=Dg];

Soit en effet R(A,, ..., a,) la transformée de Fourierde DJ; ona
R(hy -ory A) = (202 + 3 An—/R,
j:i

les R; étant des polyndmes en A&,, ..., A,

Soit F(A,, ..., 1,) la transformée de Fourier de ¢; G = RF
est la transformée de Fourier de D¢; d’apreés le lemme 2, quels
que soient oy, ..., G,, ON aura A

C
f)F(c,, cn)lda,<~@—n);f§}G(c,, Gay +evy G|
—I—IG(O',—I:I', Tay veoey G’,.)l+,G(°'1+ira Tay «eny cn)l; do,

en intégrant par rapport 4 g,, ..., 0y :

C
f] (Gyy vy Go)|dayy ey do‘,,<(2“)mf{--~} do,, ..., do,.

D’ou, par transformation de Fourier, la formule (3).

Tatoritme 1. — Tout opérateur différentiel D a coefficients
constants admet une solution élémentaire E (i.e. E€?’, DE = ¢)
qui posséde la propriété suivante :

Pour tout gel’nb'(= R’), E » ¢ est localement L’ (i.e. est
dans {°), et E « opére continuement de X° dans 1°.

Pour démontrer ce théoréme, nous pouvons supposer (en
faisant au besoin un changement de variables) que le transposé
D de D vérifie les hypothéses de la proposition 1; cela étant,
munissons 9 de la norme :

§—sup et (>0, fixe

et montrons qu’il existe une forme linéaire sur 9, soit E,
continue pour cette norme, et vérifiant (E, Dg) = ¢(0)
pour tout ¢€d. La derniére formule définit une forme linéaire
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sur D9 (car D¢ = 0 entraine ¢ = 0); elle est continue pour
la norme envisagée, car, d’aprés la proposition 1 :

1#(0) | <lligll < K sup jJle*=Del].

D’aprés le théoréme de Hahn-Banach, cette forme linéaire se
prolonge en une forme linéaire sur 9, continue pour la norme
considérée, soit E; montrons que E répond a la question.

a) E est a fortiori continue pour la topologie habituelle de 9;
donc c’est une distribution; et pour tout ¢€¢9, on a

(DE, ¢y = (E, Dg) = ¢(0) donc DE =3,
b) Soient ¢ et ¢ dans D; il existe K tel que ’on ait :
(Evg, DI=IE, §+HI<K sup [leen (G4
<K sup [[(e5) « (e

Mais, si u et ¢ sont dans 9, et si I'on pose ||ul* =fui dz, ... dz,

on a, (d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le théoréme de
Plancherel) :

llwsoll= [1Fu.F0|ds, ... ds, <||u]. |-
Finalement :

(Eeg PISK sup fleme=g]. ).

Cette derniére formule montre : si ¢ et }€d gardent leurs sup-
ports dans des compacts fixes et restent bornées dans L?
(Exg, {) reste borné; le théoréme en résulte immédiatement.

Remarques :
1° Pour tout m =0, E opére continuement de K™ dans ¢™.
20 Toute distribution T telle que T x opére continuement

de R’ dans £° est somme de dérivées d’ordre <C l%] + 1 de
fonctions localement de carré sommable (c’est-a-dire : est dans

LN P LN
3{’[2] >; en effet, si des ¢,€9 tendent vers zéro dans J{[g] ,

2]+
les T « ¢; tendent vers zéro dans ‘i[*] , on sait qu’alors les
T «¢; tendent vers zéro uniformément sur tout compact [26];
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donc (T, ¢) =T « ¢,(0) tend vers zéro. (Notons d’ailleurs que

R +1
la réciproque est fausse : TeJ‘f/[2] n’entraine pas que T *opére
continuement de h° dans {°).

. gy n
Par conséquent : E est somme de dérivées d’ordre < [—2—] +1
de fonctions localement de carré sommable.

Ce résultat est le meilleur possible, lorsque I’'on considére
tous les opérateurs différentiels et que ’on cherche une majo-
ration ne dépendant pas de 'ordre de D; en effet, si D = 1den-

n

tité, ¢ est la seule solution élémentaire de D; or 3&3{’[2].

3° Un probléme important (et non résolu) de la théorie des
équations aux dérivées partielles est le suivant : existe-t-il une
solution élémentaire tempérée pour toute équation aux dérivées
partielles a coefficients constants?

Le théoréme 1 ne permet pas de I'affirmer. On obtient néan-
moins un résultat sur la croissance des solutions élémentaires.

Supposons que la direction z, = 0 n’est pas caractéristique

m
(c’est-a-dire que, m désignant I'ordre de D, le coefficient de :—x”‘—
1

dans D n’est pas nul); il existe alors une solution élémentaire E
qui vérifie

KE, ¢)|< K sup [|e**=g .
er<r
Cela montre, en particulier: si ¢**g tend uniformément vers
zéro dans J pour |p| < r, (E, ¢) tend vers zéro.
Soit a(z,) une fonction indéfiniment différentiable de la
variable z,, égale 4 1 si z, est assez grand, nulle pour z, < 0;

«E pourra s’écrire ¢™*E,, ou E, est tempérée: en effet, si
des {§; tendent vers zéro dans J, les e (p < 0), donc les

e (e Mady) (o] <)
tendent uniformément vers zéro dans ¥, donc
(E, e—?nrx,¢¢i> = (e~ *"=qE, ¢‘>
tend vers zéro, d’ou
e o Ked'.

De méme, (1 —«)E pourra s’écrire e=E,, ot E, est tempérée.
9 b 2
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Par conséquent: st la direction z, = 0 n’est pas caractéris-
tique, quel que soit r > 0, il existe une solution élémentaire de la
forme : &*=E, 4 e ™=K, avec E, et E, tempérées.

40 Nous avons obtenu dans la Proposition 1 et le théoréme 1
des majorations qui ne dépendent pas de D, mais seulement du

. . o , N
fait que D est d’ordre m et que le coefficient de s Ot égalail;
Ly
il en résulte que, pour tous les D qui vérifient ces deux pro-

priétés, on pourra choisir des solutions élémentaires qui seront
toutes dans un ensemble borné de I'espace £(R°, £°) des appli-
cations continues de K’ dans £°; en se ramenant au cas précé-
dent par des changements de variables, on voit que cette
propriété subsiste pour les D qui sont d’ordre égal a m et
vérifient en outre la condition suivante; le plus grand coefficient
des dérivées d’ordre m dans D est borné inférieurement.

§ 2. — Equations homogénes.

1. On sait que toute fonction harmonique dans R" est limite,
uniformément sur tout compact, de polynémes harmoniques;
nous allons généraliser ce résultat.

ProrositioN 2. — Soit D un opérateur différentiel a coeffi-
cients constants sur R"; on pose R(A,, ..., .,) = F(D3); pour
que veb&' puisse s’écrire v = Du., ueb’ il faut et il suffit que

J v . . .8
M= R soit une fonction entiére.

Méme énoncé, en remplagant &' par D ou W* (p S 0).
Si vet’ vérifie v= Dy, avec pet’, on aura M = Fu donc M
est analytique entiére.

Réciproquement, soit ve6’ avec M = = entiére; nous allons

R
montrer que M est de type exponentiel et & croissance lente pour
Ay ...y A, réels; d’aprés le théoreme de Paley-Wiener, il
existera wed’ tel que M = Fp; et 'on aura: v = Du.
En faisant au besoin un changement de variables, nous
pouvons supposer que D vérifie les hypothéses de la propo-

sition 1; on aura donc R(A, ..., A,) = (2mi)"™A" + 3, AR,

J=1
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les R; étant des polynémes en A,, ..., A,; en appliquant le
lemme 1, paragraphe 1, il vient :
IM(A,, ..., A)|< Max |Fv(N,
PN

"~ Al <2m

Ay ooy Al

Comme Jv est de type exponentiel, M le sera aussi en vertu de
cette formule; d’autre part, Jv est majoré, par un polyndéme
en g, ..., o, dans toute la bande |7,| < 2m,7,=-..=1,=0
[26]; donc M sera a croissance lente pour A, ..., A, réels.

Pour terminer la démonstration, il suffit maintenant de
montrer : si i est dans D (resp. K?), et 5’1l existe vet’ vérifiant
. = Dy, alors v est dans D (resp. H?).

Or, soit E une solution élémentaire de D qui vérifie: ExX° c 4°;
le résultat découle de la formule: v=E*p.

CoroLLAIRE. — D& est fermé.
En effet, la proposition 2 montre que I'on a: D& = [V(Dg)]+

TakorEME 2. — Soit Q un ouvert convexe, et D un opérateur
différentiel a coefficients constants. Toute febg qui vérifie Df = 0
est limite dans 6g de combinaisons linéaires d’exponentielles-
polynémes quu vérifient cette équation (autrement dit : est adhé-
rente dans 8 & V(DS)). Méme énoncé en remplagant &g
par Dg, 49, 64 ou D§ faible.

a) cas de 6g; raisonnons par dualité : soit vebg orthogonale
a V(D¢); montrons que, si febg vérifie Df =0, on a (v, f) =
D’apreés I'hypothése, on a: V(v) > V(D$); done (prehmmalres
Fv/F(D8) est une fonction entiére; d’aprés la proposition 2, il
existe p.eﬁ’ qui satisfait a: v= Dy; d’aprés le théoréme des
supports, on aura: p.c () ((Q est convexe par hypothése); par
suite

o, =Dy, ) = (s, Df)=0

b) Le méme raisonnement vaut pour Dp, et ¥ (p = 0).
Les autres se déduisent de a) par régularisation.

2. Revenons un instant aux fonctions harmoniques; dans ce
cas, le théoréme d’approximation est plus précis que le théo-
réme 2; il dit en effet que toute fonction harmonique dans un
ouvert () est limite uniformément sur tout compact de poly-

nomes harmoniques, pourvu que EQ n’ait pas de composantes
connexes compactes; cela suggére deux questions:
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a) A quelle condition un ouvert Q vérifie-t-il le théoréme 2?
Cela sera étudié au chapitre 3, en particulier dans le cas des
opérateurs analytiques-elliptiques.

b) A quelle condition peut-on remplacer, dans le théoréme 2
« exponentielles-polynémes » par « polyndémes »?

Pour cela, il suffit que tout ve&’ orthogonal aux polym‘)mes
<V(D?) soit orthogonal a V(DS) autrement dit (voir les pré-

liminaires, numéro 4) que « holomorphe a I’origine »

70 q

entraine « entiére ». Soit R =[] R, une décomposition
1

Fv
F(Dg)
de R = 7(D?) en polynémes irréductibles; il est classique que
toute variété algébriquement irréductible est analytiquement
irréductible; en particulier, la variété V, définie par I'équation
R; = 0 est analytiquement irréductible.

Pour ve€', la variété polaire de est donc une réunion

Fv
F(Dg)
de V;; si toutes les V, passent par Porigine (c’est-a-dire, s1 pour

tout i, on a R,(0) = 0), et si ——= est holomorphe a l'origine,

7
(D3)

sa variété polaire sera vide et sera entiére.

(D3)
Supposons par contre que V, ne passe pas par l'origine; il
existe ve&’ vérifiant :

q
Jv=HR,«; 5—5% est holomorphe a l'origine, donc v est

orthogonal atous les polynomes ¢ V(D3); mais ¥ n’est pas de la
forme Dp, pe’, donc (proposition 2), n’est pas orthogonal
a V(D?). Par suite, les polynémes c V(D3) ne sont pas denses
dans V(Dd) pour la topologie induite par 8; ils ne peuvent
pas non plus é&tre denses dans V(DS) pour la topologie
induite par 9" ou ¥ (sinon, en régularisant, on trouverait

qu'ils sont denses pour la topologie induite par §). Enongons
le résultat:

TatoriMe 2. — Pour que, dans Uénoncé du théoréme 2, on
puisse remplacer « exponentielles-polynémes » par « polynémes »,
il faut et il suffit que tous les facteurs irréductibles de F(D3d)
s’annulent a Uorigine.
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Ezemples : La propriété vaut pour

d? d Y
A= —"—. Am. SRR \

szf-’ ? ot at’
_ d? d 1/» .0
I=—_——— L —_ = t1— |
H=a be",” 0z 2<bx+ by>

Elle ne vaut pas pour A + A, A 5= 0 (dans ce cas, ou R(0) £ 0,
il n’y a pas de polynémes == 0 solutions de I’équation).

§ 3. — Equations avec second membre.

TrtoriME 3. — Soit Q un ouvert convexe de R", et D un opé-
rateur différentiel a coefficients constants. St f est une fonction
indéfiniment différentiable dans Q (resp. €£), il existe g indéfi-
niment différentiable dans Q (resp. €4B) et vérifiant: Dg = f.

Soit f donnée dans &g (resp. 4B) et soit O; une suite croissante
d’ouverts convexes c (), relativement compacts dans Q avec
v0, = Q; on met f sous la forme Yf, fi étant 4 support
compact <Qn [:O,- et indéfiniment différentiable (resp. €43).

Soit E une solution élémentaire de D, satisfaisant a la pro-
priété E «1°c4’; on pose h; = restriction a Q) de Exf. Si la
série Y h; converge dans &g (resp. 4f)), elle répond a la question.
En général, elle ne convergera pas. Mais remarquons que,
dans un voisinage convexe de @, on a Dh; = 0; on peut donc
approcher &; sur 9; par une somme d’exponentielles-polynémes,
soit Q; vérifiant DQ, = 0; si 'on peut choisir Q; de maniére
que la série g= Y(h;— Q,) converge dans &g (resp. £p),
g répondra a la question.

Pour cela, si f est dans 8g, on choisira Q; de maniére que
|D¥(h; — Q)| < 27 dans O, les D* étant tous les mondmes de
dérivation d’ordre |k|<Ci. Si f est dans ${(p >0), on
choisira Q; de maniére que

V/:‘,]D"(hi— Q)fdz, ..., de,<27° pour [k| < p.

On a donc démontré: Dég=bg, et DU > 45 (p >0).
Soit enfin fedf(p << 0); on peut écrire f sous la forme d’une
somme finie de dérivées d’ordre < p de fonctions localement-L?,
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f=2YD"f*; on résoud dans 4¥° les équations Dg* = f*; et
g = Y D*g" répond a la question.

Remarques : — 1° On démontrerait de la méme maniére:
st f est p+ k fois continuement différentiable dans un ouvert
conveze (), et s’il existe une solution élémentaire de D d’ordre
k(ve. €2'%), il existe geth qui vérifie Dg = f; en particulier,
d’aprés le théoréme 1, pour tout ouvert () convexe, on aura:

p+[1'—]+4

p 2 2
20 Le théoréme 3 entraine: si () est un ouvert convere,
AV F —— Go)/F

Dﬁg —_— aDL)O .
Nous avons donné ce résultat a cause de sa démonstration

relativement élémentaire; en voici maintenant une générali-
sation :

TatoriME 4. — Soit Q un ouvert €R", et D un opérateur
différentiel a coefficients constants; les propriétés suivantes sont
équivalentes :

10 Dég = &q.

20 DD = D§.

3° Pour tout compact K c Q, il existe un compact K’ c Q) qui
vérifie ceci: pedly et Dy c K entrainent uc K.

a) 1° entraine 3° Soit K un compact c(, et soit ® I’en-
semble des fonctions ¢€Dg, telles que Iﬁq,l ait son support
dans K et soit <{1; D® est un ensemble borné dans 60;
montrons que ¢ est aussi borné dans &g.

Il suffit de montrer que ¢ est faiblement borné dans &g,
c’est-a-dire, pour tout febg, que [{f, ¢)| reste borné quand ¢
parcourt ®. Par hypothése, i1l existe gebg tel que Dg={;
alors 5

sup((f, )| = sup|(Dg, ¢)|=sup|(g, Dg)| T 4 .
PEP PED €D

Comme @ est borné, les ¢ed ont leurs supports dans un compact

fixe, soit K'; si maintenant ¢€Pq est telle que ]v)go ait son sup-
port dans K, il existe C > 0 tel que C4€®, donc ¢ aura son
support dans K’; cela montre 3° dans le cas particulier ot ped.
(Cette démonstration est encore valable s1 D est un opéra-
teur différentiel & coefficients variables sur une variété ().
Soit L un voisinage compact de K, L ¢ {; s1 ueb, est tel que
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bp. ait son support dans K, le support de a*ﬁp. = ﬁ(a*p.)
sera contenu dans L dés que «€Dr. aura son support assez
voisin de P’origine; alors, il existe L’ compact < Q tel que axp
ait son support dans L/, et par passage & la limite (a—3),
on aura aussi: . c L.

b) 2° entraine 3° Soit K un compact < Q; considérons I’en-

semble des ¢€Dg tels que ]v)? ait son support dans K; montrons
que les ¢ ont leurs supports dans un compact K’ « Q; la propriété
30 s’en déduira par régularisation, comme en a).

Si la proposition annoncée était fausse, on pourrait trouver

une suite g9, telle que les Dg, aient leurs supports dans K, et
que les ¢; aient des supports dont la réunion ne soit contenue
dans aucun compact de Q. En multipliant au besoin les ¢; par
des constantes convenables, on pourrait supposer que les lv)cp,.
forment un ensemble borné dans Dx; on déduirait de la, en
raisonnant comme en a), que les ¢; forment un ensemble
borné dans 63, ce qui est absurde.

¢) 3° entraine 1° Il suffit de démontrer (cf. préliminaires
numéro 3) que lapplication D: 8y —8; est biunivoque, et
que D8 est fermé dans 6.

La premiére propriété est immédiate par transformation de
Fourier. Pour montrer que ]v)féh est fermé (fortement ou
faiblement, ce qui est la méme chose, puisque 8q est réflexif),
il suffit de démontrer que lintersection de D&y avec tout
ensemble borné faiblement fermé est faiblement fermée; les
distributions d’un ensemble borné ayant leurs supports dans un
compact fixe, il suffit de démontrer ceci : pourtout K compact c (),
Dég n 8k est fermé dans &g,

Smt E une solution élémentaire de D; si des w6y sont tels
que les Dp., aient leurs supports dans K et convergent vers v,
comme on a ;= E « Du.,, les u; tendent vers Exy= 73
dans Dg~; mais les w; ont leurs supports dans un compact fixe K’
d’aprés I'hypothése; donc, on a: pwcK' et Du=v; par
conséquent, v est dans D&{ n 8. N

d) 3° entraine 2°. Montrons que I’on a : D{§, > 4§, (cela entraine
évidemment 20).

Pour cela, considérons ’espace G formé des fefy qui vérifient
Dfefy; munissons G de la topologie localement convexe la
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moins fine pour laquelle les applications f— f et f — Df sont
continues de G dans .

G est le sous-espace de £ X 4G formé des couples (f, Df); ce
sous-espace est fermé, donc G est un espace () (il est méme
réflexif); toute forme linéaire continue sur G provient d’une
formre linéaire continue sur £ X 44, donc d’un couple (v,, vg)

ViR, v,€hq. On a ((f, Df), (v, v2> (f, v +<Df, va)={f, v, + Dv,)
donc, le dual de G est formé des vebg qui sont de la forme

v, + Dv,, v,eRG, v,6RQ.

Montrons que D envoie G sur£y; Papplication transposée :D
Hg— G’ est biunivoque; si nous montrons que ]33{‘5 est
(faiblement) fermé dans G’, d’aprés la théorie des espaces (%),
la proposition sera démontrée.

Nous avons vu en ¢) que D& est fermé dans & donc, tout
veDRY, s'éerit v = Dy, peby; d’autre part, v=v, + Dy,
avec v, et v,efig. Soit alors E une solution élémentaire de D,
qui vérifie: ExR°c4’; on aura E«y= (E*v,) + v, =w. Par
suite, weky), donc veDXKY et DAY est bien fermé. Le théoreme
est ainsi complétement démontré.

Remarques :
1) De d), on déduit immédiatement :
30 entraine D%§ > 45 (p20)

et D&p > 8:;[;]“ (p > 0) (résultats en apparence plus forts
que 20)

2) Soit k 'ordre d’une solution &lémentaire de D; en raison-
nant comme en d), on trouve que 3° entraine D&f > 85" (ici,
pour G, il faut prendre I'espace des couples ( f, Df ) dans
8[7 x 8P+k)

3) On a vu en c¢) que 3° entraine : D6’ est fermé; par le théo-
réme du graphe fermé, 1l résulte alors que I’ appll,catzon D?——*?
est un isomorphisme fort de D&’ dans &'

4) Si Q est convexe, le théoréme des supports montre que 3°
est vérifié : on retrouve ainsi le théoréme 3. Notons aussi que
le théoréme 4 peut se démontrer comme le théoréme 3, par un
procédé d’approximation « a la Mittag-Leffler » (voir, pour une
généralisation, chapitre 111, théoréme 2).

20
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§ 4. — Systémes d’équations.

Soit Q un ouvert c R", et soit D une matrice différentielle a
coefficients constants de type (p, q); soit r le rang de D, et soit
D’ une matrice de type (r, r) extraite de D, telle que

A = dét (D) == 0.

Probléme( ) — f étant donné dans f‘oQ (resp. (fDQ, déterminer

, 1
ge?ag) (resp. 9)0) telle que Dg = f.

Pour que le probléme (1) admette une solution, il est
évidemment nécessaire que la condition de compatibilité sui-
vante soit satisfaite :

(C) Toute matrice de dérivation P a coefﬁczents constants
de type (1, p) qui vérifie PD = 0 ven/’ie aussi Pf = 0.

La resolutlon class1que des équations hnealres montre cec1

soit f’e bQ (resp. ;DQ) qui vérifie (C); il existe ge Z‘oQ (resp. J)Q)
qui vérifie Dg = Af’. La solution du probléme (1) est donc
conséquence de la solution du:

(. H (. 1
Probléme(i’) ——Etant donné fep(‘ég (resp. pEDb) qui vérifie (C)
Py 1) 1)
trouver f” ebg (resp. .DQ) qui vérifie (C) et Af' =f.

ProrosiTioN 5. — a) Sip=r, et si 'on a: Abg = 8q (resp.

ADG = Dg), quel que sott fE(?b;Q) (resp. (gDh)) le probléme (1) admet
une solution.

b) Su f est & support compact, et vérifie (C), le probléme (1)
admet toujours une solution (dans R", donc dans tout ouvert).

a) En effet, dans ce cas, la condition (C) est vide, on peut
donc résoudre (1').

b) Soit E solution une élémentaire de A; f' = f+ E est une
solution de (1').

Une solution élémentaire a droite (resp. a gauche) de D est une
EE(Z’DI’)) vérifiant :

. p) (X 29 ) . .
DE =341 (resp. ExDé=2¢ 1), I désignant la matrice

identité de type (p, p).



EXISTENCE ET APPROXIMATION DES SOLUTIONS DES EQUATIONS 299

Une solution élémentaire bilatére est une solution élémentaire
a gauche et a droite.

ProrosiTioN 6. — Pour que D admette une solution élémen-
taire @ droite (resp. a gauche, resp. bilatére), il faut et il suffit
que lon ait: p=r (resp. q=r, resp. p=q=r).

a) Soit E une solution élémentaire a droite de D; pour toute
matrice différentielle a coefficients constants P = 0 de type
(1, p), on a: PDE =P, donc PD=0; donc p=r.

Méme raisonnement « & gauche ».

b) Si p=r, 1l existe une solution élémentaire a droite
d’aprés la proposition 5 (il suffit de la déterminer colonne par
colonne). Si ¢ = r, en transposant, on se rameéne au cas précé-
dent.

Enfin, si p = q = r, il existe une solution élémentaire bila-
tére; en effet, on a dans ce cas: D' = D, et A = dét (D) == 0;
soit A; le mineur de D;; dans D; et soit F une solution élé-
mentaire de A; E = (3;F) répond a la question.

Pour les équations homogénes, on a le résultat suivant:

, 1

ProrosiTioN 7. — St r = p, et si Q est conveze, toute fé(%é

W1
(resp. (.?:!I)h)) vérifiant Df = 0 est limite de combinaisons linéaires
d’exponentielles-polynémes matricielles de type (q, 1) vérifiant
cette équation.

Pour fixer les 1dées, supposons A = dét.(D“ e D"’> =+ 0.
D, ...D,

. (. 1) . 1 .
Soit ve b orthogonale a toutes les exponentielles-polynémes
matricielles qui vérifient 'équation envisagée; montrons que,
. @y
si febg vérifie Df = 0, ona (v, f) = 0.
On sait (cf. préliminaires) qu’il existe des fonctions entiéres
F, ..., F, telles que

Considérons les p premiéres de ces équations; en appelant M,
le mineur de F[(D);¢], on aura:

v p

Jj=1
Done, #(D8)F; est transformée de Fourier d’une distribution a
support compact <(); la proposition 2 et le théoréme des
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supports montrent qu il existe u.eﬁg tel que Fu, = F;; alors:
vj = 2 (D)J‘y.,, c’est-a-dire v = Dp.

Par sulte

O, =Dy, f>=<(u, Df)=0

(CB))
Pour f donné dans EDQ, on raisonne de la méme maniére.



CHAPITRE 11

EQUATIONS DE CONVOLUTION

§ 1. — Fonctions eritiéres de type exponentiel.

1. Dans ce numéro et le suivant sont démontrés les résul-
tats sur les fonctions entiéres de type exponentiel dont nous
aurons besoin dans la suite du chapitre; les calculs faits dans le
numéro 1 sont dus a Lindelof [16] (Lindelof n’énonce le théo-
réeme 1 que pour les fonctions d’une variable; mais sa méthode
permet en réalité de démontrer la proposition 3, qui est un
résultat plus fort d’ou I'on déduit immédiatement le théo-
réme 1).

Lemme 1. — Il existe une constante K telle que, pour tout
nombre complexe A, on ait :
11— 2 <emlf
3
(A—n < om
Immédiat.
Lemme 2. — Soit f(A) une fonction entiére d’une variable

compleze, avec f(0) £ 0, et |f(A)| < |f(0)|e™*"; © étant une certaine

fonction positive. Sur le cercle |\|=r, les points qui vérifient:
If(A) <|f(0)|e=°*" forment un ensemble fermé de mesure

me 2%

M40

En effet, la formule de Jensen:

- .21; f“‘ log|f (re'%)| dg —log|f(0)|

0

rP

el
=y e+ Gp
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(o @, ..., {, désignent les zéros de f de valeur absolue < r)
montre que la fonction F(r f log|f(re®)|dg — 2n log|f(0)!
est une fonction croissante; F(O) = 0, donc F(r) > 0; par hypo-
thése, on a O0<F(r)<— " as(r) + <2ﬂ—ﬂ)¢(r), d’on

2nr r r
m<<

1+o

Prorosition 1. — Soit f(A) une fonction entiére d’une variable
complexe, de type exponentiel, avec f(0) = 0; on pose:

® A
fy=fOe [ (1=¢)e% (Gl
et Uon suppose: FO)]< Aet

il existe alors des constantes C et D, ne dépendant que de A et B,
telles que

C
o B~
lcnl\ If(0)]

20 a-l—E)i\I 7O pour tout p >0.

—, pour tout n>1.

DiMoNsTRATION DE 10:
De la formule de Jensen, on déduit

r A Br
C, P Cp <If(())‘e (le|<r, lz.p+{1>r).
Pour tout n, on a donc
r rt re A.

L < <A
STl ST o SiFoe

Prenons r=—§—; il vient: Bl’:: l<— " e et, comme
A o)
if0)<A, =< e.
DEMONSTRATION DE 2°:

On pose )
f(x>=f(0>e<“%‘ff>*qo. () 22(M)
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avec

et

Majorons |3,(A): en appliquant le lemme 1, on aura :
K ll' ‘p“

[AWIES L

en appliquant 19, on a
P

3

(<o S
l?

donc

0ol 7

On trouverait de méme :

JERE R |
Pt

los (M) < N<e \fw)

Par suite, si |A\|=p, on aura:

p

¢ v,c
sovsii<e T

et, comme [f(0)| < A, cette derniére formule entraine

_K ,
I8 (MBI <eVOr" (A= p)
K’ étant une constante ne dépendant que de A et B.
a) p > 1. On peut appliquer le lemme 2 & 9,(A)g,(A). On
—K’

. . ’ ey _p r_* ’
trouve que, si |A|= p, I'inégalité |p,(A)g,(A)| > e"f(""' est vérifiée
sur un ensemble fermé E, de mesure m, > >3 p

Posons d’autre part a,=a + 2 ; les points du cercle |A|=p
qui vérifient

R (a,h) > % pia,| (R = partie réelle)
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forment un ensemble fermé E, de mesure m,= g—Tfp (évident
géométriquement). 3
E, et E, ont donc un point commun A,; on a alors
plap| _Kp
f(0)e * |f(°)|2<|f (ho)] << Ae®
d’ou

210g|f(0)[+ play|— <2logA +2Bp

lf l2
et, comme |f(0)! < A, cette formule entraine qu’il existe D', ne
dépendant que de A et B, tel que

la’pl< lf(o)lz °
b) p=0. On a
D' 1 C AC
‘+ STOr Y ST S 1)

d’ou le résultat.

Prorosition 2. — Etant donnés des nombres complezes a et
G (Gisa| =>1C)) quu vérifient, pour tout n et tout p :

at+3t l

et

n
—<C
[
10 Le produit (éventuellement infini)
A
e“H(i —%)e G

représente une fonction entiére f(1);
20 On peut trouver des constantes A et B, ne dépendant que de
C et D, telles que Uon ait |f(A)|<C AePIAl,

DEMoONSTRATION :
1° Des hypothéses et du lemme 1, on déduit:

-3

EN
2

<e‘)kl)‘ P 2(‘2

i

e o A 2 : ,
Donc le produit infini H<1 ——.C—>e ti est uniformément conver-
=i
gent sur tout compact, et f(A) est une fonction entiére.
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20 11 suffit évidemment de démontrer le résultat pour les
valeurs entiéres de |A|. Ecrivons alors, comme dans la pro-
position 1:

avec: %()\):.1,:»[(1—%)

et A

p+1 i
Majorons ¢,(A) (en utilisant le lemme 1 et les hypothéses)
KT ﬁl_ * L4 s
B <e T TEL L emetaT
on aura méme s a4 s
TpoTIAT

f2 (V)] < ™€
et, pour |A| = p, on aura:

|90 () 50 (M) << ™% [ct4c] d’otr o< e[m(c%,, ¢¥)4nlp
C.Q.F.D.

Des propositions 1 et 2, on déduit immédiatement :

Prorosition 3. — Si f et g sont des fonctions entiéres d’une
variable complexe A, avec f(0) = g(0) =1, |f(A)|<< Ae®?,
1B AN ot si h(A) = %
existe A" et B" ne dépendant que de A, A’, B, B/, tels que l'on ait:
|R(A)| << AP,

Soient maintenant f(A,, ..., A,) et g(A,, ..., A,) deux fonc-

est une fonction entiére, il

tions entiéres de type exponentiel telles que A I soit une

fonction entiére; montrons que k est de type exponentiel.
Nous. pouvons supposer (en faisant au besoin une translation,
et en multipliant f et g par des constantes convenables) que
'on a f(0,...,0)=g(0,...,0)=1.
Par hypothése, il existe A, A’, B, B’ tels que I'on ait

IRy o eey )| AeBul+o+1a)

et [8(Aiy vovy A)] S A/BUMlH 210,
Pour A = (A, ..., &,) fixé, avec|A,|+ --- +|A,] =1, posons:
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ha(%) = h(CA,, ..., CA,); d’aprés la proposition 3, quel que
soit A, on aura

lha Q)| << A”eP1EI.
Par suite, quels que soient A,, ..., A,:
IR Aty oeny )| S A Bl 41k,

Enoncons le résultat :

TutorimME 1. — St le quotient de deux fonctions entiéres de
type exponentiel est une fonction entiére, cette derniére fonction
est de type exponentiel.

2. Transformées de Fourier de distributions a support compact.
Nous allons ici généraliser un résultat qui, dans le cas d’une
variable, est 4 la base de la théorie des fonctions moyenne-
périodiques [27] et [15] rappelons que @Y, désigne ’espace des
transformées de Fourier des distributions €6y, et que a9,
désigne I’espace des transformées de Fourier des fonctions €Dgn.

ProposiTioN 4. — Sous les hypothéses suivantes :
Qead,, Pead, (m >n), e¢ R= %% est une fonction entiére,
1

on a: S(hy «.oy A) =P 0, A, ..., A). R(A, ..., An)eads.

DémonsTrATION. — R et S sont (d’aprés le théoréme 1) des
fonctions de type exponentiel; pour montrer que Sead,, il
suffit donc (théoréme de Paley-Wiener) de montrer que S est
a croissance lente pour A,, ..., A, réels. Nous supposerons
P(0, A,, ..., A,) 5~ 0 (sinon, la proposition est évidente); remar-
quons d’abord que, quel que soit le point réel (A, ..., An) = A/,
P vérifie une inégalité de la forme: |P(A,, A,, ..., A;)|<C AePIM,
A et B ne dépendant pas de A’ (en effet, P est transformée de
Fourier d’une fonction indéfiniment dérivable a support
compact).

Prenons un tel point réel A’, et considérons la fonction d’une
variable f(A,) =P (A, A, ..., A,); nous supposons A’ choisi de
maniére que f(0) = 0. Soient {; les zéros de f, rangés par valeur
absolue croissante. D’aprés la théorie des fonctions entiéres:

g =2 (i Igt )
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ou encore ﬂ_} —a )\ 2 Cs + )\22

f(x) (A, ——C)Z’
et, par suite:
S()‘U A,)
= af* (0)Q0h, A) —A(0)QM, A)B 5+ N (0 a%%%)

Majorons les trois termes du second membre quand A, est réel.
10 Il existe C' et D' ne dépendant que de A et B, tels que:

laf*(0)| < |F

20 Dans la derniére somme :
a) Les termes pour lesquels |A,—{;|>1 sont majorés par:

b) D’apres le principe du module maximum, les termes pour
lesquels |A, — {;| << 1 sont majorés par:

PP s Max Qe )

<C  (Prop.1)

|Ad*-IFO)F

et, a fortiori, par:

MO s, Max[Qe, )

il [P—Al <2

La derniére somme est donc majorée par:

mww@i)mxmmwxmmzmxmwwn

1€ AT WES r—dl<z
En ajoutant, nous obtenons finalement:
S0 A< D'+ CPL+ ) Max Q(w, A)L

Cette formule est valable pour tout A’ réel, tel que P (0,A’) 5 0;
par continuité, elle est valable pour tout A’ réel. Elle entrame
que S est & croissance lente pour A, ..., A, réels (parce que
max |Q(w, A')| est & croissance lente).
I—=Al <2
Remarque. — La proposition est évidemment encore vraie
si 'on remplace P(0, A,, ..., &,) par P(b, A,, ..., A,), b étant

un nombre réel quelconque.
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§ 2. — Equations de convolution homogénes.

10 Soit  une distribution & support compact (w€8xs), . =~0;
rappelons que V(u) désigne ’ensemble des combinaisons
linéaires des exponentielles-polynémes P qui vérifient .« P =0

et que [V(i)]+ est formée des vebqn telles que ? soit entiére
(préliminaires). t

DeErFiNiTION. — Soit c€8p, 6 5~ 0; on désigne par H(p)
Pidéal de 6xn (idéal, au sens de Uopération x) formé des © qui
vérifient :

Txvew=8  pour tout  ve[V(%)]*.

On désigne par H(w, o) (c€bps) Uensemble des te€byn qui
vérifient: T « ceH(w).

Nous donnerons au § 3 une caractérisation de H(p) fondée
sur I’étude des équations avec second membre; donnons main-
tenant sa principale propriété :

TutoriME 2. — Quel que soit p.et’, .5~ 0, H(u) est dense dans &'.

Soit p<{n. Nous dirons que H(v, o) posséde la propriété (3,)
(ou: €,)) si 'on peut trouver des distributions a support
compact a,, ..., c,€bp telles que:

a) o x---xaeH(u, o).

b) Pour tout k, 1 << k<Cr, la transformée de Fourier S, de o,
ne dépend que de p variables; considérée comme fonction
de p variables, S, est dans aJ,. Nous désignerons ces p variables
par Ay, ..., e

Lemme. — Soit T une fonction entiére =0 des variables
Ay ooy ey (p=0) €ad,,,; et soit 1€bpn tel que T =Jr. Si
H(w, o+1) posséde la propriété (8,), H(w., o*z,t) posséde aussi
la propriété (3,).

Par hypothése, on peut trouver a,, . . ., o, vérifiant b) et telles
que, pour tout ve[V()]+, on ait: Txg,x---xg.xoxvEux&’. Par
transformation de Fourier, il vient

T.S, ... S50 2 ea,
N
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Appliquons maintenant la proposition 4 4 P =T et

Fv
Q=TS ... S’gc’g};'

Quel que soit a réel, on aura
T, ... 8,902 ead,.
A,

F.
On peut toujours trouver a tel que T(a, A, ..., A,.,) =0,
puisque T est £0; 'on a T(a, 2, ..., A,,)ead,; enfin,
comme T est & décroissance rapide pour A, ..., A,,, réels,

T (a, Ayy oo ey Aply)

oT Ay .
— ne peut étre identiquement nul.

A,

Cela étant, la derniére formule montre que H(w, o*z,7)
posséde la propriété (3,) pour les fonctions Sy et T*(a, A,, . . ., A,.,)
d’ou le lemme.

Nous allons maintenant montrer, par récurrence sur p:
Pidéal H(u, ) posséde la propnete (3,), il est dense dans &'.

Ce résultat est évident si p = 0, car alors les S, sont cons-
tantes, donc SeH{y, o) et, comme H(y, o) est un idéal, il est
égal a &

Supposons-le démontré pour p, et démontrons-le pour p 4 1.
S1 H(w, o) posséde la propriété (8,..) pour les distributions
Gyy + .y Gp, ON @ H(p., TxGy %0 ) =&, donc H(u, 6x0,%---x3,)
possede la propriété (3,); d’apres le lemme

H(‘U" C*O %+ %0, *:z:,-;d’,.)&(sp).

En itérant : quels que soient les monémes M,, ..., M,, avec M,
dépendant seulement des variables z;, on a:

H(l"’) a* M,O’, ook Mro-r)e(ep)
d’aprés ’hypothése de récurrence, il existe des
":,~€H(y., cxMo, .- » M,.c,.)

qui tendent vers o.

On a: 7;*Mg,*---xMo,eH(u, c); donc, en passant a la
limite :

Mo, x-..«Ms.€eH(v, o)
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en ajoutant : quels que soient les polynémes P,, ..., P, avec P,
dépendant seulement des variables x; :

Po,*---xPoeH(u, o).
Pour tout k, il est possible (voir [27], p. 894) de trouver une

suite P} de polyndmes en x;, et un point b,€R" tels que :

lim Pjo,=&(by) (3(b) désigne la masse + 1 au point b,).

j -+
Par suite
S(bot - + b)EH( o)

et, comme H(u, o) est un idéal: H(u, ¢) =8

Pour démontrer le théoréme 2, il suffit maintenant de remar-
quer que tout H(u) posséde la propriété (3,) : il suffit de prendre
r=1,06=2, et 6, = p*a (« quelconque dans D(R")).

CoroLLAIRE. — Pour que ve§' soit dans p.x&, il faut et il
suffit qu . vE[V(&)]h).
’ 4 r__* T . g LRy
La nécessité est évidente; réciproquement, si j& est entiere,

on pourra trouver des 7,—¢ tels que 7, +vew+8, d’ou le
résultat en passant a la limite.

20 Nous pouvons maintenant généraliser (au moins partielle-
ment) le théoréme d’approximation des solutions d’une équa-
tion aux dérivées partielles homogéne a coefficients constants.

Tutorkme 3. — Soit peby, w5~ 0; toute solution dans &
(resp. 9" resp. &™, resp. D) de Uéquation p.«f = 0 est adhé-
rente & V(u) dans & (resp. 9', resp. 8™, resp. D™ faible).

Montrons d’abord ce résultat pour 6. Soit fe& tel que

« f = 0; raisonnons par dualité : s1 ve&’ est orthogonal a V(u),
on pourra trouver des o; tels que v = lim p = o;; alors :

<V’ f>:]im<\6'*°'i) f> = 1im<ci7 P“*f> =0.
Si fed’ vérifie .« f= 0, les régularisées a « f de f(a€D) vérifie-
ront encore cette équation; d’aprés ce qui précéde, elles sont
adhérentes dans &, donc dans 9, & V(u); il existe une suite «;
qui tend vers ¢ dans &, donc f= lim «;*feV(x). Méme rai-
sonnement pour &™ et D™ faible. C.Q.F.D.
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On peut se demander si le théoréme suivant est vrai: tout
sous-espace fermé de &, invariant par translation, est engendré
par les exponentielles-polynémes qu’il contient. (Autrement dit :
la « synthése spectrale » est-elle possible dans §?)

Nous venons de le démontrer pour les sous-espaces définis
par une équation; on peut évidemment aller un peu plus
loin: siV,, ..., V, sont définis chacun par une équation (de
convolution), et si 7, ...,7, sont dans &, le sous-espace
V==xV,4+ ... +1,xV, sera, lui aussi, engendré par les
exponentielles-polynémes qu’il contient.

Pour n > 1, cette généralisation est plus ou moins illusoire,
tant qu’on n’a pas de caractérisation simple de ces sous-espaces
(de toute maniére, on ne peut espérer obtenir ainsi tous les
sous-espaces fermés invariants par translation de &, car les
(Ayy -« oy A,) qui vérifient : er@+ -+ MtV forment une variété de
dimension complexe n — 1).

Par contre, pour n = 1, il est facile de voir que I’on obtient
par ce procédé tous les sous-espaces fermés de &, invariants
par translation et engendrés par une seule fonction f(°).

Posons en effet, suivant [7]: f=[f"+f", avec f*€b, f€b,
f* limité & gauche, et f~ limité a droite; soit wet’, u.==0 tel
que ¢+ f=0; comme w*f* a son support limité a gauche et
w*f~ a son support limité a droite,on a: w*f* = —uxf"=r1ed'.

Désignons enfin par W le sous-espace de & formé des g qui
vérifient: uxg=0; je dis que ©vxW est exactement le sous-
espace fermé t(f) engendré par f et ses translatées.

a) St h=rxg, avec uxg=0, on peut encore poser: g=g"+ g,

et 'on aura: p*g*™ = —uxg=cet
h=(cxg")+ (vx87) = (wxf"+g") —(uxf"*g7) =0o+f;
donc 7+ W c (f).

b) Si ve8’ est orthogonal ©+«W, cela signifie que I'on a:
V+1+g=0 pour tout g vérifiant: wuxg=0 et, par suite:
VTew 8,

D’aprés le théoréme 2, il existe des 068, 0,—~0 tels que

OxVrr=pxy,, 78
(3) Il en résultera que la synthése spectrale est possible dans &f;,; de la résulte [27]

que fout sous-espace fermé invariant par translation de & est engendré par une
seule fonction.
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Alors : Oi*;*l"‘*f+:—0i*§*l~‘-*f—=P-*Xi
d’ou: Oi*\\')*f*—.————ﬁi*\{i*f-:xi

donc 0,x«vxf=0, et, en passant a la limite :
vf=0, donc ™, [Y=0.

Par suite, on a: 7(f) ct+W, ¢c. q. f. d.
Cela montre (d’ailleurs, par la méme méthode que [15]) que la
synthése spectrale est possible dans &y..

§ 3. — Remarques sur les équations avec second membre.

Contrairement au cas ou €6’ est un opérateur différentiel,
on n’a pas, en général: uxDF =DF,

Par exemple, si p est indéfiniment différentiable, pour
tout fed pxf sera indéfiniment différentiable donc on ne
pourra pas avoir : uxDF =PDF. Nous allons voir que, dans ce
cas, on ne peut avoir non plus: uxé=_8 (prop. 5, corol. 1).

Les propositions que nous allons donner permettent de
retrouver en partie le théoréme 3 du chapitre 1, une fois
établie I'existence d’une solution élémentaire, et ses propriétés
(je n’en connais guére d’autre application; peut-étre est-il
néanmoins intéressant de les donner avec toute leur géné-
ralité).

1. Equations avec second membre dans §.

Prorosition 5. — Soient p.eb’, veb', avec .. £ 0, v=£0. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

1o [ * 6o vxb.

20 L’application y.xt — v=7 est continue de 1«8 dans &'.

30 veH (u).

DEMONSTRATION :
1° entraine 2°. Appelons i I'injection de v+& dans u.*6. Des
isomorphismes algébriques :

g/y*—a(o)xH*G; 8/,,*_4(0)%\“8
on déduit que i définit canoniquement une application ¢ de

8[ye-10y dans &[u«-10); U est continue d’aprés le théoréme du
graphe fermé (cf. préliminaires).
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~

La transposée ¢ de i est une application continue:
g6 — V=& ; montrons que i prolonge Papplication : fix7—> V1.

On a: (/(%*1), g) = (%=1, 1(§)) pour tout 7e§’ et tout
g'et;'/v.-.(o) Soit g un représentant dans & de g, et A un représen-
tant de z(g); la derniére formule s’écrit aussi :

<" (["'*T)a g>=<y'*7’ >=<T’ P’*h>

et comme pxh=vxg on obtient: (Z'(k=v), g)=(V*1, g) et
finalement : 7/ (t+7) = v «7. L’application f.xt— 3«7 est donc
continue, et 2° s’en déduit immédiatement.

20 entraine 1° Si px 7T — v =7 est une application continue,
t*T — v+ 7 le sera aussi; cela étant, cherchons fe6 solution de
wxf=vxg(get); pour tout 7€', on devra avoir

(urf, y=(vxg, 7y ou: (f, kxT)={(g, V*1).

Cette derniére formule définit une forme linéaire sur w+§&’;
par hypothése, cette forme linéaire est continue; on peut donc
la prolonger en un fe6. Et f vérifiera bien: wxf=v=g.

(Les raisonnements précédents peuvent se mettre sous une
forme plus générale soient u et ¢ deux applications continues
de & dans &; pour que I'on ait u(8) > ¢(8), il faut et il suffit
que ‘u(y) = ‘0 entraine ‘v(¢) = 0 (3€6’) et que l'application
‘u(¢) = 'v(7) soit continue de ‘u(&’) dans ‘¢(6’). Méme résultat
en considérant des espaces de Fréchet-Schwartz [11], E et F,
et deux applications continues u et ¢ de E dans F.)

Enfin, 3° est équivalent a 2°. Si Papplication pxT—>v=*71
est continue de u « &’ dans &, elle se prolonge en une applica-
tion continue w: y.u‘a —- &' pour tout ceuwx&, on a, par
continuité v o = wxw(s). D’ apres le corollaire du théoréme 2,
cela entraine : veH(w). Réciproquement, si I'on a veH(w), pour
tout oew * &, 1l existera w(s)et’ vérifiant vxo = @ xw(o);
w(s) est unique, donc w définit une application linéaire
w=8 —§&; cette application est continue, parce que son
graphe est fermé; donc I'application w*7—>v=7 (qui est la
restriction de w & w * &) est bien continue.

ProrosiTion 5. — Les propriétés 1°, 20, 3° de la proposition
5 sont entrainées par:
40 11 exste fed' tel que pxf = v.

21



314 BERNARD MALGRANGE

Les propriétés 10, 29, 3° entrainent:
50 Pour tout ouvert relativement compact O, il existe f tel que,
dans O, on ait p.xf = v.

Lemme. — Soit ged', et soit V le sous-espace de & formé des
qui vérifient o« get’. V est fermé, et Uapplication ¢ —oxg
est continue de V dans &'

D’aprés le théoréme du graphe fermé tout revient 4 démon-
trer que V est fermé. S’1l est vide, c’est trivial; sinon soit
6.V, et T, = g, g. Soit B un sous-ensemble faiblement compact
quelconque de &; montrons que V n B est faiblement fermé
(cela entrainera bien que V est fermé, cf. préliminaires).
Considérons des ¢,V n B, tendant faiblement vers o; les o;
ont leurs supports dans un compact fixe K; les 7, =o,*g
sont dans &, et ils ont leurs supports dans un compact fixe K’
en vertu du théoréme des supports et de la formule T;x,=1,x0;;
en passant a la limite, on aura donc s * g< K/, en particulier
o x ge€’, donc ceV; comme, d’autre part, o est dans B, on a
o€V n B, d’ou le lemme.

Démontrons maintenant que 4° entraine 2°. Soit fed’
vérifiant w+f=v. Appliquons le lemme avec g=1/f: wx¥
est évidemment dans V; et la restriction &4 wx§& de l'apph-
cation ¢ — o = est 'application w*7—v=71; elle est donc
continue d’apres le lemme.

Montrons enfin que 2° entraine 5°. Soit O un ouvert
relativement compact; montrons d’abord que I'application
xg—>V*p (9€Dy) est continue de u Dy (muni de la topologie
induite par Dgs) dans Dga.

Pour cela, considérons I’ensemble B des ¢€Dg qui vérifient
|t*p|<<1; +B est borné dans y.; d’aprés I'hypothése v+ B
est aussi borné dans &i»; donc, v « B est contenu dans un &, et y
est borné.

Donc: si @ * qo(yeﬂ)a) est majoré en valeur absolue, ainsi que
toutes ses dérivées j ]usqu a un certain ordre, m/, v * ¢ est majore
en valeur absolue; et si u » ¢ est majoré en valeur absolue ainsi
que ses dérivées jusqu’:‘i Pordre k + m/, &+ ¢ est majoré en
valeur absolue ainsi que ses dérivées d’ordre < k; cela prouve
que 'application considérée est continue

Il en résulte que l'application Box@— (Vs cp)( )=, ¢
est une forme linéaire continue sur (& = 9g;.d’apres le théoréme
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de Hahn-Banach, il existe donc feDp» qui prolonge cette forme
linéaire; et I'on a bien wxf=v dans O, ce qui démontre la
proposition.

CoroLLAIRE 1. — St w est dans D, on a toujours v * 86 =~ 6.
En effet, pour tout fe?’, w [ est indéfiniment différentiable;
donc, on ne peut pas avoir u * f = § dans un ouvert contenant
’origine.

CoroLLAIRE 2. — S’il existe feD' vérifiant p+f =2, on a:
wxb =6
Remarque. — Dans ce cas, on a méme un peu plus: s’il
b

existe, pour tout ouvert O relativement compact, une fed’
vérifiant, dans O: u+f=2, on a: w+8 = § (autrement dit:
si v = ¢, b est équivalent & 1°, 20, 3°; j’ignore si ce résultat
subsiste pour v quelconque dans &'). Il suffit pour cela de mon-
trer que U * & est fermé dans &'

Pour le voir, considérons un sous-ensemble B faiblement
compact quelconque de &'; il suffira de montrer que B n (& * &)
est faiblement fermé.

Considérons des 0B n (& + &), tendant faiblement vers o;
posons g; = (& * T;; les o; ont leurs supports dans un compact K,
donc (théoréme des supports), les 7; ont leurs supports dans un
compact K’; soit O un ouvert relativement compact, contenant
Porigine, et tel que K’ + C O ne rencontre pas un voisinage ¢’
de K/, et soit fed' vérifiant o+ f= ¢ dans O; dans @, on a
o;* f = 7;; donc, les t; convergent faiblement dans &y vers t;
on ac = (7, donc ge » &'. »

Comme, d’autre part, o est dans B, on a: c€B n (1x8'); et
B n (& * &) est bien faiblement fermé, d’ou le résultat.

2. Equations avec second membre dans 9F,
Rappelons que 9F (espace des distributions d’ordre fini)
+
désigne I’espace U ™,
m=

Nous aurons besoin d’un résultat préliminaire sur les espaces

Prorosition 6. — Soit E un espace (4F), E, une suite de
définition de E, et M un conveze contenant zéro, tel que les
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M,=Mn E, sotent compacts; tout V c M convexe contenant zéro

et tel que, pour tout p, V n M, soit ouvert dans M, est un voisinage
de zéro dans M.

LemmMe. — Soit W, un voisinage convexe ouvert de zéro
? o . .
4ans E, tel que Uon ait: W,nM,cVnM,;pourtout e, 0 <e, << 1,.
il existe W, , voisinage convexe ouvert de zéro dans E, qui
vérifie :

10 W,,..nM,,,cVaM,, ,
20 W, nE, o [(1—¢)W,|nE,

Soient U; tous les voisinages convexes ouverts de zéro qui
vérifient 2°; supposons qu’aucun U; ne vérifie 1°.
Les UinM,  n (:V sont des compacts dont toute inter-

section finie est non vide; ils ont donc un point commun z.
D’une part, ona: 2¢E,, car tout voisinage convexe de W, n E,
dans E contient z. L
D’au'tre part, on a: z€(1 —¢,)W,, car (1 —¢,)W, est un U,.
Par suite:

ze(l—e,)W,aM,cW,aM,cVaM,

donc, zeV ce qui est absurde (puisque xe[:V).
Le lemme étant démontré, il suffit de choisir les ¢, de maniére

que H (1—¢,) >0 et de construire les W, par récurrence.

W =nW, est un voisinage de zéro dans E et l'on a:
WnMcVnaM, dou la proposition.

ProrosiTion 7. — Soilent wet’, ve&’, v 5= 0; pour que Uon
ait: px D ov«D¥ il faut et il suffit qu'il existe feD* qui
vérifie: wxf=v.

La nécessité est évidente.

Réciproquement, supposons qu’il existe fed* vérifiant:
¢ * f = v; soit O un ouvert convexe de 9° contenant zéro.

Lemme 1. — Pour tout compact K de R", il existe un ouvert
conveze O de Df contenant zéro, et qui vérifie: fx[(n+€) n O] < O.
Cela revient a dire : si des ¢,€u*& sont dans 9§ et y conver-
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gent vers zéro, les fxg; sont dans 9° et y convergent vers
zéro; or, les f+ g, sont & support compact (prop. 5. lemme); de
la formule: w«(fxqg,)=vxg, et du théoréme des supports on
déduit que les fx¢; ont leurs supports dans un compact fixe;
enfin, les fx¢; sont continues et tendent vers zéro uniformé-
ment sur tout compact, d’oit le lemme.

LemME 2. — Ilexiste un voisinage convexe. de zéro @ ¢ D*** qui
vérifie: fx[(ux&)n@]cO.

Soit L I'ensemble des fonctions ¢ dont les dérivées d’ordre
< k + 1 (au sens des distributions) sont des fonctions a sup-
port compact, mesurables et <{1 en valeur absolue; L n D**!
est un voisinage de zéro dans D**".

Si ¢ est dans L, ses dérivées d’ordre k sont continues (donc
L c&*; en outre, elles vérifient une condition de Lipchitz
d’ordre 1; donc L n Df est compact dans D*.

Posons M = L nu+8; on a Mc & n& =D*; et soit 9" I'en-
veloppe convexe des M n Ox.

a) On a évidemment fx0"c 0.

b) O" est un voisinage de zéro dans M pour la topologie
mdulte sur M par 9”: cela résulte de la proposition 6 appliquée

AE=9Met V=0 a fortiori, 0" n D**' est un voisinage
de zéro dans Mn D**'=LnD**' np+8&, pour la topologie
induite par D**'. Comme L n D*** est un voisinage de zéro dans
DE1 0" n D' est un voisinage de zéro dans px&' n D!
pour la topologie induite par D**'. Alors, 0" n D**' est la
trace sur p*8&' n D**' d’un O’ qui répond a la question, d’ou le
lemme.

Le lemme 2 entraine immédiatement : st des q:lEED sont telles
que les (.x g, tendent vers zéro dans D%, les v+ ¢, = (fixg,) [ ten-
dent vers zéro dans 9°.

Soit maintenant g donné dans 9°; montrons qu’il existe
heD™ "' qui vérifie uxh = v*g.

Pour tout q:eﬂ) on devra avoir (wxh, ¢)=(v+g, ¢) ou
¢h, p.* ¢ =(g, v*¢). Cette formule définit une forme lmealre
sur (. * D; cette forme linéaire est continue pour la topologle
induite sur [+ 9D par D**'; elle se prolonge donc en heD**;
et h vérifie bien: pxh=v=xg. On a donc: {J.*QD”‘HDV*@IO,
d’ou immédiatement : p*DF > v« DF,
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CororLaIRe. — S’il existe feD™ tel que pu+f=2, on a
o BF = DT,

Ezemples. —1°S1 D est un opérateur différentiel a coefficients
constants, en prenant w.= D3, le théoréme 1 du chapitre 1
montre que I'on a D§ = & et DDF = D'*; on retrouve ainsi
une partie du théoréme 3 du chapitre 1.

20 Soit peb’ tel que 'enveloppe convexe de . ne contienne
pas 0; la distribution ¢ + p admet la solution élémentaire :

f=8—p+psp4 (=) "+

(cette série est bien convergente, puisque le support du terme
général s’éloigne a I'infini); le corollaire 1 de la proposition 5
montre que 'on a: (¢ + p)*6=6.

De plus, si 1 est une mesure, f sera aussi une mesure, donc

(34 p)+ 97 = 9.

Ce résultat s’applique en particulier auz équations aux diffé-
rences ﬁnies a coefficients constants (que I'on peut toujours
ramener a la forme précédente par une translation); ]1gnore
si, pour une équation différentielle aux différences finies a
coeflicients constants, on a toujours des résultats analogues (°).

30 Si p et v, distributions €6’. admettent toutes deux une
solution élémentaire €9*, u xv admettra aussi une solution
élémentaire €DF; en effet

(y.*v) @’F—u*(v*ﬂ)m)—u*@m PF,

J’ignore si le résultat subsiste quand on remplace 9 par 9.

§ 4.

Le théoréme 3 et la prop. 7 du chapitre 1 se généralisent
ainsi :

Systémes d’équations.

@ 1
Prorosition 8. — Soit ue bﬁn de rang r = p; toute febu qui

vérifie uxf=0 estlimite de combinaisons linéaires de matrices
exponentielles-polynémes de type (q,1) qui vérifient cette équation.

(6) Cette question a été résolue par M. L. EnreNprEI1s [37].
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Pour fixer les idées, supposons :

Pegg oo Byp
A=dét| : =+ 0.

ot «ev iy

. @D . .
Soit ve &' orthogonal aux exponentielles-polynémes matri-
cielles Q qui vérifient I'équation w+Q = 0; montrons que
Pon a: (v,f) =0. On sait qu’il existe des fonctions entiéres
F, ..., F, qui vérifient v, = ZF,SI(;)’.,J)

Considérons les p premiéres équations; soit M;; le mineur de
(#5); on a

g(&) 'Fi = i Mugvﬁag'.
j=1

oo . ®H .
Donc: pour tout ceH(A), il existe te & qui vérifie: Fo.F,= Fr,.
Pour tout ¢, on aura donc

TR =Y hy* T ou TxY=[L*T
1]

par suite:
<°-*V, f>=<[-1*":’ f>=‘<7’ f“'*f>=

D’aprés le théoréme 2, on peut trouver des o tendant vers J;
en passant a la limite: (v, f)=0. C.Q.F.D.

Naturellement, on obtient le méme résultat en remplacant &
par &’ (ou par divers autres espaces fonctionnels, comme au
théoréeme 2 du chapitre 1).

Remarque. — On peut se demander si la restriction « r = p »
est nécessaire; sinon, cela entrainerait, en particulier, que le
sous-espace de & formé des f qui vérifient u,xf=--- = w,xf=0
(oay = ooy peb’) est engendré par les exponentlelles polynomes
qu’il contlent résultat que je ne sais pas démontrer si n > 1,
p>1

Pour les équations avec second membre, on généralise sans
difficulté les propositions 5, 5" et 7 (en supposant toujours @ de
rang p); par exemple, on aura:

. P, D . . . . . (O]
Soit pe &', possédant une solution élémentaire a droite Ee 9’

("‘,E) (1) ®n . (@ 1) g 1)
(resp. DF); pour tout ge & (resp. DF), il existe fe & (resp. D)
et vérifiant p.x f = g.



320 BERNARD MALGRANGE

§ 5. — Equations de convolution
sur les fonctions analytiques complexes.

1. Soit # I'espace des fonctions analytiques de n variables
complexes. # est muni de la topologie de la convergence uni-
forme sur tout compact; c’est un sous-espace fermé de &g,
donc un espace (F) réflexif; on désigne par #' le dual de 6.

Pour pe#6’, on définit la «transformée de Fourier-Borel» de
par la formule :

5(& (7\,, . ony 7\,,) = <!J,’ e Tz + - - +1nz")>.

Rappelons d’abord les propriétés classiques de cette trans-
formation; d’aprés le théoréme de Hahn-Banach, p est pro-
longeable en une forme linéaire continue sur &gw, soit T,; on
a donc, en particulier:

gy. = <TI“" e_zni(l‘z' +oree lnzn)> H
donc, Fy. est une fonction entiére de type exponentiel.

Réciproquement, soit M(A,, ..., A,) une fonction enti¢re de
type exponentiel; il existe A, B,, ..., B, tels que:

(A ey A)| S AcBIl Bl
Soit Maj,.. . At ... A le développement de Taylor de M a

n

P'origine; la formule de Cauchy donne immédiatement :

A

eB‘r‘ 4 e 4 Bn"n’
rh..

las, ...l <

.

. e .+ - .
quels que soient les r, > 0; prenons r, ==% si {,50, sinon

r,=1;1l vient: B,
B,e\*
Ia'i,...i,,‘<c IkI (l_k> .
WE0 "~

A toute fonction analytique au voisinage de I’origine :

f(y oovy zs) =2by...i30 ... 2,

faisons correspondre la série :

gl il
i i i,

Camiyer v O

Il résulte des inégalités précédentes que cette série est
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convergente dés que f est holomorphe dans un voisinage du
polydisque

B » L .
lz,| < 21ir’ A A 2—1":, et que la somme de cette série tend

vers zéro si [ tend uniformément vers zéro dans un voisinage
de ce polydisque; en particulier, cette somme définit une
forme linéaire continue w sur #6; et I'on a immédiatement :
Ju=M(,, ..., A,).

Par ccnséquent: la transfor..-u*ton de Fourier-Borel établit
une correspondance biunivoque entre ¥’ et Uespace des fonctions
entiéres de type exponentiel.

Soit pe#b’ et soit T, une distribution €' qui prolonge w;
pour fe#6, T,+f est une fonction analytique complexe qui
dépend de f et de i, et ne dépend pas de T, ; on la désigne par
wxf; pour ve¥t’, T,+T, définit une forme linéaire continue
sur 6, qui ne dépend que de v et v et que 'on désigne par w*v.

Si I'on désigne par ¢ la symétrique de p par rapport a I’ori-
gine, on a la propriété suivante: les applications f— uxf et
vy — . v sont continues respectivement de ¥ dans ¥ et de ¥’
dans #'; elles sont transposées Uune de Uautre.

Enfin, F(xxv) = ,.9,.

2. Equations de convolution dans 6.
Soit we#b’; on désigne ici par V(u) 'ensemble des combi-
naisons linéaires des exponentielles-polynémes complexes,

Q(z“ ceey z“) == P(z“ ceny zn)e)\m+-.. + AnZn

(ou P est un polyndéme) qui vérifient I’équation: px Q = 0.
On démontre, comme dans le cas réel (préliminaires) : sotent
Fv
T
entiére, il faut et il suffit que Uon ait V(w) c V(v) (autrement dit,

que ve[V(3)]4).

i et v dans ', .0, v==0; pour que soit une fonction

ProrositioN 9. — px %' = [V(u)]*. En particulier, p %'
est fermé.

Si oe¥6’ est de la forme @« 7, T€#6’, quel que soit ’exponen-
tielle-polynéme Q vérifiant u+ Q = 0, on aura:

(6, Q=(z, pxQ=0,
donc: px 6 < [V (u)] L
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Réciproquement, soit ¢ donné dans [V(u)]+; la fonction

[g

Fo .\ s A
g et alors entiére; d’aprés le théoréme 1, elle est de type
\

exponentiel; donc elle est transformée de Fourier-Borel d’un
7€¥6, et 'on a ¢ = g« 7.
Voici maintenant ’analogue du théoréme 3 :

TutoriME 4. — Toute solution f de Uéquation v« f = 0 (e’
donné = 0; fe36) est adhérente a V (u.).

L’orthogonal de (x + # est évidemment I’espace des fe#6 qui
vérifient: pxf= 0. L

D’autre part, 'orthogonal de [V(u)]+ est 'adhérence V(u) de
V(u); et il résulte de la proposition 9 que ces espaces sont 1den-
tiques. C.Q.F.D.

Comme dans le cas réel, on peut se demander si tout sous-
espace fermé invariant par translation de # est engendré par
les exponentielles-polynémes qu’il contient; pour n =1, la
réponse est affirmative (Valiron, [32]; Voir auss1 [27]). (7).

Pour les équations avec second membre, on obtient le résul-
tat trés simple :

TakorEME 5. — Pour pedb’, p. 5= 0, on a toujours : p. = 36 = 6.
D’aprés les propriétés des espaces (F), il suffit de vérifier:

a) que l'application v — (& * v est biunivoque: c’est évident
par transformation de Fourier-Borel.

b) que = ¥ est faiblement fermé; c’est bien le cas, d’aprés
la proposition 9.

Ezxemple. — Si p. est défini par un opérateur différentiel a
coeflicients constants, ou plus généralement un opérateur
différentiel aux différences finies a coefficients constants, ce
théoréme montre : dans #6, on peut toujours trouver une solu-
tion d’une équation différentielle aux différences finies a
coeflicients constants, avec second membre €76.

Pour n =1, le théoréme 5 est dit & Muggli [23].

Les théorémes 4 et 5 se généralisent sans difficulté aux

() Signalons (sans entrer dans les détails) que I'on peut en donner une démons-
tration analogue a celle qui a été faite an § 2, n° 2.



EXISTENCE ET APPROXIMATION DES SOLUTIONS DES l;‘.QUATIONS 323

systémes d’équations (avec des restrictions analogues a celles
du paragraphe 4 et du chapitre 1, § 4) :

Soit y.e% (notatlon évidente); on suppose w de rang p;

a) Toute f€3‘6 qui vérifie pxf = 0 est limite de combinaisons
linéaires d’exponentielles-polynémes matricielles qui vérifient
cette équation.

(p, 1) (q. 1)
b) Quel que soit ge 56, il existe fe 76 et vérifiant uxf=g.



CHAPITRE III

EQUATIONS ELLIPTIQUES

§ 1. — Opérateurs différentiels.

1. Dans tout ce chapitre, ) désignera une variété indéfiniment
différentiable, connexe, dénombrable a U'infini; sa dimension sera
désignée par n.

Pour simplifier, Q sera supposée orientable et orientée (cf.
remarque a la fin du § 3).

Un « espace fibré a fibre vectorielle sur Q », V, est un espace
fibré indéfiniment différentiable de base (), de fibre-type C?,
de groupe structural le groupe linéaire complexe GL,(C) (les
changements de carte sont donc définis dans la fibre par des
matrices M; a coefficients indéfiniment différentiables).

Si Q) est une variété analytique-réelle, on définit de la méme
maniére un « espace fibré analytique-réel a fibre vectorielle
sur () » (dans ce cas, les M; doivent étre analytiques-réels).

(On peut aussi prendre pour fibre R” au lieu de C’; et pour
groupe structural le groupe linéaire réel GL,(R); suivant le cas,
les M;; doivent étre indéfiniment différentiables ou analytiques-
réels; les résultats que nous établirons seraient aussi valables
dans ce cas, que nous appellerons « cas réel »).

Soit V un espace fibré a fibre vectorielle sur Q; on sait
(cf. [25], [31]) que 'on peut définir les « courants de degré m
(m < n) sur Q a valeurs dans V » (il serait plus exact de dire:
« courants sur ( & valeurs dans le faisceau défini par V »). Pour
simplifier les énoncés, nous préférons n’utiliser que les cou-
rants de degré zéro, ce qui ne change évidemment rien a la
généralité des résultats. Nous adopterons donc pour la notion
d’espace fibré dual de V (noté V') la définition suivante, légére-
ment différente de celle de [31]:
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Soit V" 'espace fibré a fibre vectorielle de base (), de fibre C?,
tel que GL,(C) opére dans V" par la représentation contra-

grédiente de celle par quoi il opére dans V; et soit AI' 'espace
des n-covecteurs tangents & V; on pose V.= V'® AT.

Explicitement : si 0; et 0; sont deux cartes locales de Q, de
coordonnées locales respectivement z,, ..., %, et y,, ..., ¥,
telles qu’au-dessus de 0; (resp. 0;), V soit identifié a 0, X Cr
(resp. 0; X C?), et si le changement de carte dans 0,n0; est
défim par My(z, ..., =,), le changement de cartes dans V’
D(zy, ..., ), 1
D(yn sy yn) v

On note py la projection de V sur . La dualité entre Vet V’/
s’effectue de la maniére suivante: si aeV et a’e€V’ ont méme
projection, il correspond canoniquement au couple (a, a’) un
n-covecteur en py(a) sur (; désignons-le par d(a, a’); & une
section continue f de V, et une section continue f’ de V’, il
correspond donc une n-forme différentielle d(f, f’) sur Q. Sup-
posons, par exemple, f a support compact; on définit alors un
produit scalaire entre ’espace des sections continues a support
compact de V et I'espace des sections continues de V' par la

formule : (f, f") =fd(f, -

Plus généralement, le dual d’un espace de fonctions diffé-
rentiables sur V' peut étre interprété comme un espace de dis-
tributions sur V (démonstration analogue a celles de [31]). Nous
ne nous étendrons pas sur les détails.

Voici les espaces que nous utiliserons :

&(V) (*), espace des sections indéfiniment différentiables de V.

D(V), espace des sections indéfiniment différentiables a
support compact de V.

&(V), dual de (V’), qui sera appelé « espace des distribu-
tions & support compact dans (), a valeurs dans V ».

P'(V), dual de D(V’) qui sera appelé « espace des distribu-
tions sur (), & valeurs dans V »,

au-dessus de 0,n 0; est défini par Mj;=

(8) Remarquons que cette notation est en contradiction avec une notation usitée
dans laquelle §(V) désigne I’espace des fonctions indéfiniment différentiables sur V.
Il ne peut en résulter aucune confusion dans ce travail, (ou, par exemple, ce dernier
espace serait noté 8v(V X C), ou, plus simplement, 8v). La méme remarque vaut
pour les notations qui suivent.
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On vérifie sans peine que les inclusions habituelles ont lieu;
on munit ces espaces des topologies habituelles; ils sont
réflexifs, les inclusions sont continues; enfin, §(V) est un
espace (¥) réflexif.

Nous utiliserons aussi ’espace A™(V) (m > 0) des sections a
support compact de V qui sont « de carré sommable ainsi que
leurs dérivées jusqu’a 'ordre m » (cela signifie que, sur tout
compact d’une carte locale, une telle section est de carré
sommable ainsi que ses dérivées jusqu’a I'ordre m), et 'espace
4m(V) des sections de V qui sont localement de carré sommable

ainsi que leurs dérivées d’ordre <{ m. On munit ™(V) de
1

la topologie de la convergence dans ?ﬁ:‘: au-dessus de toute
carte locale de Q; la topologie de :A™(V) est alors définie par
une limite inductive (suivant le procédé déja employé dans
les préliminaires).

On désigne par £7"(V), (resp. Ki~"(V)) le dual de I'espace
Km(V') (resp. 4"(V')) (il est immédiat que, pour m = 0, ces
notations sont cohérentes avec les précédentes). £™™(V) est
I’espace des distributions sur V qui, au-dessus de toute carte
locale de () sont sommes de dérivées d’ordre < m de fonctions
localement de carré sommable; et H~"(V) est le sous-espace
de £™(V) formé des distributions a support compact < £™(V).
Pour m = 0, 4"(V) est un espace (¥) réflexif.

+o

On pose enfin D*(V)= U &Lm(V).

m=1

Si0 est un ouvert < (), on désigne par 6y(V)’espace &§[pv'(9)];
de méme pour Dy(V) etc...

Si K est un compact contenu dans (), on désigne par Dk(V),
&x(V), RE(V) Iespace des distributions & support compact < K,
a valeurs dans V, et contenues respectivement dans D(V),
&(V), R™(V).

JE (V) est un espace de Hilbert.

Prorosition 1. — Soit K un compact c Q; pour tout entier m,
Uinjection de Rg(V) dans Rg='(V) est complétement continue.

Supposons d’abord m > 0. Par une partition de 'unité, on
se raméne au cas ou V est de la forme O X C?, O étant un
ouvert < R"; le résultat découle alors d’une variante du
théoréme d’Ascoli (voir, par exemple [34], p. 53).
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Supposons maintenant m < 0; soit O un ouvert relative-
ment compact contenu dans O avec Kc @'y de ce qui précéde
résulte par dualité que l’application (V) — (™ (V)
transposée de l’1n]ect10n g™ (V) —»JFO»"‘(V’) est complétement
continue; mais RE(V) est canoniquement 1somorphe a un
sous-espace fermé de (%5"(V')), et la restriction de I'appli-
cation précédente a Nh{(V) est I'injection Kg(V)—Kg~*(V):
cette derniére est donc aussi complétement continue.

2. Opérateurs différentiels. Soient V, et V, deux espaces
fibrés a fibre vectorielle sur (), de fibres-type respectivement

C? et Cr.

DeérinitioN 1. — Un « (V,, V,) opérateur différentiel » d’ordre
< m est une application linéaire continue D : D'(V,)— D'(V,)
qut posséde les propriétés suivantes :

10 Pour tout feD'(V,) et tout ouvert O c (), les valeurs de Df
au-dessus de O ne dépendent que des valeurs de f au-dessus de 0.

20 Tout point x€() posséde un voisinage ouvert O vérifiant les
conditions suivantes: pv'(0) peut étre identifié. ¢ O X C! et
pv.(©) & 0 x C» (OcR"; alors, au-dessus de O, f peut éire

. . . . ~(q' 1) £
udentifié a une distribution fed'y, et Uon a:

D~f = 2 Qj,...jn

Ji+ e+ jp<m O:I)" b.’L‘!,"

bia coHin o

», 9
avec a;, ... € &y.

Si Q) est analytique-réel, et si V, et V, sont des espaces
fibrés analytiques-réels, on définit de méme les « (V,, V,)
opérateurs différentiels a coefficients analytiques » (les a;, . ;
devront &tre analytiques quand les applications py'(0)—0 x C
et pv'(0) =0 x C? sont analytiques).

Nous désignerons dans toute la suite par D’ le transposé de D.
D’ est un opérateur D(V,) — D(V;); il se prolonge en un (V}, V)
opérateur différentiel, qui sera aussi noté D'.

Nous allons chercher a généraliser les théorémes 2 et 4 du
chapitre 1 (ou, du moins, une partie des résultats qui y sont
contenus); nous aurons besom pour cela de quelques nouvelles
notions.
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DérintTion 2. — Soit K un compact < Q, et D un (V,, V,)
opérateur différentiel sur Q; nous appellerons « D’-enveloppe

réciproque de K » et nous noterons Ky le plus petit ensemble
fermé < Q qui posséde les propriétés suivantes :

Ke f(D'; et web'(V,), D'wc K entrainent y.c I%D'.

Nous dirons que D' vérifie la propriété (C) si la D’-enveloppe
réciproque de tout compact est compacte et st D’ est biunivoque.
Nous dirons que D’ vérifie la propriété (B) st, quel que soit K
compact <, D'6x(V,) est fermé dans 6x(V}).
La propriété (B) est équivalente a la suivante: D’ est un
homomorphisme &x(V,) = 6x(V,;) (cf. préliminaires).

Tutorime 1. — St D’ posséde les propriétés (C) et (B), quel
que soit Vouvert relativement compact O c (), il existe un ouvert
relativement compact 0'cQ, 0’50 qui posséde la propriété
suivante :

Toute fe6y(V,) et vérifiant Df = O est limite, dans &y(V,), de
fonctions gebo(V,) vérifiant Dg = 0.

De plus, on peut prendre pour O' n’importe quel ouvert

contenant (@ ) D

DimonsTRATION. — Soit 0" un ouvert relativement compact

contenant (@)n', (puisque (C) est vérifié, un tel ouvert existe),
et soit O, un ouvert relativement compact contenant O’

Lemme. — Toute febo(V,) vérifiant Df = 0 est limite dans O
de fonctions geby (V,) vérifiant Dg = 0.

Soit en effet v une distribution €b(V,) orthogonale & toutes
les fonctions ge6y, (V,) qui vérifient Dg = 0; v est dans I’adhé-
rence de D'6; (V,) (dans &,(V))); puisque (B) est vérifié, il
existe uets;(V,) tel que v=D'y; mais alors, d’apreés la définition
de ((%)D, on a uc®, et par suite {f,v) =(f, D'u)=(Df,uy=0
d’ou le lemme.

Considérons maintenant une suite d’ouverts relativement
compacts, 0 =0,c0,c ... c( telle que vO,=(); et détermi-
nons par récurrence une suite d’ouverts relativements compacts

A
~

O; tels que 'on ait : O;_,cO et (@z)u' c 0. D’apres le lemme qui



EXISTENCE ET APPROXIMATION DES SOLUTIONS DES EQUATIONs 329

préceéde, toute fonction figby(V,) vérifiant Df,=10 est
limite dans O; de fonctions f;, &8y  (V,) vérifiant Df;,,=0.

Par conséquent, si nous nous donnons une fonction feég(V,)
vérifiant Df=0 et un voisinage fermé W de f dans 8y(V,),
nous pouvons déterminer par récurrence une suite de fonctions
f€ba(V,) vérifiant Df; = 0, dont les restrictions a O sont
dans W, et qui sur tout compact, convergent uniformément
ainsi que toutes leurs dérivées vers une limite (pour cela, on
peut procéder, par exemple, comme au chapitre 1, théo-
réme 3); leur limite est une fonction gebo(V,) qui vérifiera
Dg = 0, et dont la restriction a O est dans W, d’ou le théoréme.

Remarque. — L’hypothése (C) n’est pas intervenue entiére-
ment (en particulier le fait que D’ est biunivoque de &'(V,)
dans &'(V})); il suffit en fait de faire I’hypothése suivante:
quel que soit K compact < (, il existe K’ compact contenu
dans () tel que les propriétés veD't'(V,) et veK entrainent
Iexistence de pebx(V,) vérifiant D'u. =v. Cette remarque est
peut-étre utile au cas ou D’ n’est pas biunivoque.

TatoriME 2. — St D’ vérifie les propriétés (B) et (C), on a:
D&(V,) = §(V,).

Nous allons donner deux démonstrations de ce résultat; la
premiére généralise celle du théoréme 3 du chapitre 1, I'autre
celle du théoréme 4 du chapitre 1.

PREMIERE DEMONSTRATION. — &¢(V]) et &(V,) étant, pour
tout compact Kc (), des duals d’espaces (), les hypothéses
entrainent que Dapplication D’: &(V;) — 6x(V,) a pour
transposée un homomorphisme sur. En appliquant ce résultat

Ly

4 K =0, O un ouvert relativement compact < Q, on trouve:
pour tout fe6(V,), 1l existe geb(V,) qui vérifie, dans 0, I’équa-
tion Dg = f.

Considérons maintenant une fonction feé(V,), et montrons
qu’il existe ge6(V,) vérifiant Dg = f. Pour cela, considérons une
suite d’ouverts relativement compacts 0, c0,c .-, U0, =Q
et, pour chaque 0, déterminons un O; correspondant, comme
au théoréme 1. Soit g; vérifiant Dg, = f dans O;; dans O}, on a
D(gi., — &) = 0; on peut donc trouver, d’aprés le théoréme 1,
une fonction hgb(V,), vérifiant Dh,= 0, et approchant
8i.. — & dans 0, autant qu’on veut; par récurrence, on peut

22
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+ o0

déterminer des h; tels que la série g=g,+ Y (g.,—g—h)
1
converge dans 6(V,); T'on a Dg={f, d’ou le résultat.

DeuxiiME pDEMONSTRATION. — Il suffit de prouver:

a) que D’: &(V,) — &(V]) est biunivoque; or c’est vrai par
hypothese.

b) que D'&(V,) est fermé dans &(V}); soit B un ensemble
faiblement compact quelconque dans &(V]); montrons que
B n D'¢'(V,) est fermé, ce qui entrainera le résultat.

Toutes les distributions uweB ont leurs supports dans un

compact fixe K; on a donc, d’apres la définition de Kp :
Bn D’o’(V) B n D6 (V,) et BnD¥EZ (V) est fermé,

puisque KD est compact, d’ou le résultat.

Remarque. — La biunivocité de D’ et la propriété (B) sont
évidemment conséquence de la propriété suivante: )’ a, dans
tout ouvert relativement compact O un noyau élémentaire a
gauche semi-régulier a droite, c’est-a-dire qu’il existe une appli-
cation continue E': §4(V,)— 9y (V;) vérifiant E'Du =y pour
tout weby(V,).

Par exemple, si D est un systéme différentiel a coefficients
constants vérifiant p = r (notations du chapitre 1, para-
graphe 4), D' sera biunivoque et possédera la propriété (B).

Les théoremes 1 et 2 peuvent sans difficulté étre étendus a
d’autres espaces que ’espace &. Voici par exemple un résultat
que nous aurons a utiliser:

TutoritME 2. — Soient ket k' deuz entiers = 0; si D’ vérifie (C)
et si, pour tout compact Kc(, D'Ri(V,) est contenu dans
RE(V)) et y est fermé, on a: DL (V) = 47KV,).

(Comme plus haut, tout revient & démontrer que D'H*(V,)
est fermé; ou encore que, pour tout B faiblement compact
c Z¥(V,), Bn DA V,) est fermé; d’aprées (C) il existe un
compact K'tel que B n D’R¥(V,) = B n D’R{(V,) d’ou le résultat).

§ 2. Equations elliptiques.

1. Dérinition 3. — Un (V,, V,) opérateur différentiel D est
dit elliptique (resp. analytique-elliptique) st fed'(V,) est une
section indéfiniment différentiable de V, au-dessus de tout ouvert
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ot Df est une section indéfiniment différentiable de V, (resp. st D
est a coefficients analytiques, et s [ est une section analytique
de V, au-dessus de tout ouvert ot Df est une section analytique
de V,).

S1 D est elliptique, les distributions solutions de Df = 0 sont
toutes des sections indéfiniment différentiables; désignons par
H, Pespace formé par ces fonctions.

Prorosition 2. — ¥'(V,) et &(V,) induisent la méme topo-
logie sur Hy,

Considérons un ouvert relativement compact O c Q; le dual
de T'espace Dg(V]) (resp. Dy(V;)) est un quotient de D'(V,)
(resp. 9(V,)) que nous noterons F, (resp. F,); la transposée
de Papplication D’ : Dg(V,) — L5(V,) est une application D" :
F, — F,; soit N son noyau.

Il existe une application canonique t': F,—%4(V,) (c’est
la transposée de Pinjection i: Dy (V]) —Dg(V})); elle envoie N
dans D'espace des fedy(V,) qui vérifient Df =0, donc dans
69(V,) d’apres Dellipticité.

Montrons que I'application i': N—6&g(V,) est continue:
comme P5(V,) est un espace (F) de Schwartz [11], N, muni de
la topologie induite par F,, est le dual fort de Dg(V,)/N+, lequel
est un espace () réflexif; d’autre part, £y (V,) est un espace (J);
comme l'application ¢': N — 64(V,) a son graphe fermé (évi-
dent), il résulte du théoréme du graphe fermé qu’elle est
continue.

Démontrons maintenant la proposition 2: considérons
des f;e Hp qui convergent vers zéro dans 9'(V,); les images f;
des f; dans F, sont dans N et y convergent vers zéro; d’apreés ce

qui précede, les i'(f;) tendront donc vers zéro dans &,(V,); et

comme #/(f;) est égal a la restriction de f; 4 O, les f, tendront vers
zéro dans 69(V,); comme cela a lieu pour tout ouvert relative-
ment compact <, il s’ensuit que les f; tendent vers zéro
dans &(V,), d’ou la proposition.

Nous voyons donc que, lorsque nous étudions les propriétés
d’approximation des solutions d’une équation elliptique homo-
gene, 1l n’y a pas lieu de distinguer entre I’approximation
dans 9’ et 'approximation dans 6.

Pour les équations avec second membre, on pourra souvent
aussi déduire les théorémes d’existence de solutions dans <4
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des théorémes d’existence de solutions dans 8, grace au théo-
rérae suivant:

TrtoriME 3. — Soit D un (V,, V,) opérateur différentiel
elliptique; désignons par loc [D&(V,)] (resp. loc.[DD'(V,)]) le
sous-espace de &(V,) (resp. D'(V,)) formé des f qui vérifient la
condition sutvante :

Pour tout point z€Q), il existe get(V,) (resp. 9'(V,)) tel que
Dg =f dans un voisinage de z.

On a Uisomorphisme algébrique :

loc [D&(V,)}/D&(V,) azloc [DD' (V,)]/DD’ (V).

DeimonstraTION. — Tout d’abord, si feloc[DD'(V,)] est
indéfiniment différentiable, tout g vérifiant Dg = f est indéfi-
niment différentiable, puisque D est elliptique; donc I’appli-
cationr :loc D&(V,)/Dé(V,)—~loc D[9'(V,)|/D9'(V,), quotient de
Iinjection loc[Dé(V,)] —loc [DX'(V,)], est biunivoque.

Montrons que r est une application sur, ce qui démontrera
le théoreme. Soit feloc|D?'(V,)|; il existe un recouvrement
localement fini {O0;{ de Q par des ouverts O; relativement
compacts et des g€d'(V,) qui vérifient Dg, = f dans O;; soit }a,}
une partition de ’'unité indéfiniment différentiable subordonnée
a {0,f, et soit h = Ja.g.

f— Dh est indéfiniment différentiable et est de plus dans
loc[Dé&(V,)]: car, dans O;, on a

f— Dh = Dg;— Dh = D[3a(g: — gj)]

et g, — g; est indéfiniment différentiable dans O; n 9;, puisqu’il
y vérifie D(g; — g;) = 0.
Donc, f est dans loc|D&(V,)] 4+ DD'(V,), d’ou le théoréme.

CororrLAIrE 1. — Si D est elliptique, et vérifie Dé(V,) =§6(V,)
et st Pon a: locDY'(V,) = D'(V,), alors DI'(V,) = 9'(V,).

CororLAIRE 2. — Si D est elliptique et vérifie DDF(V,) =D*(V,),
on a D&6(V,)=4§6(V,) et DD'(V,)=D'(V,).

Tout d’abord, pour tout fe6(V,), il existe geD'*(V,) qui vérifie
Dg = f; alors g est indéfiniment différentiable d’ou la formule
DEé(V,) = &(V,). D’autre part, toute fed'(V,) est localement
dans 9F(V,); on a donc loc DY'(V,) = 9'(V,), et il suffit d’ap-
pliquer le corollaire 1.
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2. Equations analytiques elliptiques. — Si D’ est analytique-
elliptique, la théorie faite au § 2, se simplifie, du fait que la
condition (C) est toujours vérifiée comme nous allons le voir.
Pour commencer, donnons encore une définition :

D#rFiniTioNn 4. — Soit Q une variété qui, dans tout ce
numéro sera supposée non compacte et soit A un sous-
ensemble de Q; décomposons E A en ses composantes connexes;

les unes, B, sont relativement compactes, les autres B; ne le
sont pas. On appellera « enveloppe de A dans Q » et 'on dési-

gnera par A I'ensemble: A v <UB,) ).

LemmE 1. — Si A est fermé (resp. compact), A est fermé (resp.
compact).
Si A est fermé, les B; et les B; sont des ouverts; le complé-

mentaire de A est U Bj, qui est ouvert, donc A est ferms.

i
Supposons A compact, et soit V un voisinage compact de A;
F désigne la frontiere de V. Les B, forment un recou-

vrement ouvert du compact F nA; donc FnA est recouvert
par un nombre fini d’entre eux, soient B,, ..., B,; si
LE 1Ty .y Uy By qui est dlS]Olnt' des ‘B,-j, ne peut rencontrer
F; comme B; est connexe et adhérent 4 A,ona: B;cV.
Finalement, Ac VuB, u---uB,, et A est compact.

LeMME 2. — Si A est ouvert, A est ouvert, et c’est la réunion de A
et des sous-ensembles de E A, ala fois ouverts et compacts dans [: A.
Compactifions () en lui ajoutant un point a I'infini, noté oo.
[:A u {0 { est compact; dans [: A v {0}, la composante connexe
de o est [:A u foo}; or on sait que, dans un espace compact,

la composante connexe d’un point est compacte, et que c’est
I'intersection des ensembles a la fois ouverts et fermés qui
contiennent ce point; d’ou le résultat.

DérinitioN b. — Un opérateur différentiel D est dit posséder
la propriété (A) si la condition suivante est vérifiée:

(%) Les « enveloppes » qui sont définies ici ont été considérées par GROTHEN-
pieck [10], afn précisément de trouver des propriétés d’approximation des solu-
tions des equations elliptiques homogénes.
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(A) pour tout ouvert connexe O < Q, les hypothéses :

10 feDy(V,) est nul sur un ouvert 0' c 0.

20 Df=0
entrainent f=0.

Un opérateur elliptique vérifiant la propriété (A) est dit
« A-elliptique ».

Il est évident qu'un opérateur analytique-elliptique vérifie
(A); et qu’un opérateur elliptique et analytique-elliptique est
A-elliptique.

Si D’ vérifie (A), il est évident que I’on a, pour tout compact
KcQ: KpcK et quen outre (2 étant non compacte, D’ est
biunivoque & (V,)— &' (Vy).

Par conséquent, en appliquant le lemme 1:

Prorosition 3. — Si D' vérifie (A), D’ vérifie (C).

Prorosition 4. — Si D’ vérifie (A) et (B), et st O est un
ouvert < () égal a son enveloppe O, toute feby(V,) vérifiant Df =0
est lumite de gebo(V,) vérifiant Dg, = 0.

Il suffit de démontrer que, pour tout ouvert relativement
compact O,, 0,0, f est imite, dans §,(V,), de giebg(V,) qui
vérifient Dg; = 0; or, cela résulte du théoreme 1 et de la for-
mule :

(\“35,)0' c 0.

La proposition qui suit va nous permettre d’établir une réci-
proque de la proposition 4.

Prorosition 5. — Si D est elliptique et s’il opére biunivo-
quement de D(V,) dans D(V,), 65(V,) et 65(V,) induisent la méme
topologie sur le sous-espace de 85(V,) formé des solutions de
Péquation Df = 0.

Sinon, il ‘existerait une suite de fonctions fi€6y(V,), Dfi=0
qui tendraient vers zéro dans &y(V,), mais non dans &3(V,);
soit K un compact <O n [:0, ouvert dans [:O, tel que les f; ne
tendent pas vers zéro dans &y x(V,); d’apres la proposition 2,
les f; ne tendent pas vers zéro dans 4yyk(V,); en multipliant au
besoin les f; par des constantes, on peut supposer la suite f;
bornée dans L) k(V,); elle sera alors (prop. 2) bornée dans
épux(V,), donc relativement compacte dans &,yx(V,) (théoréme
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d’Ascoli); elle a donc un point adhérent == 0 dans &,,x(V,)
soit f: et 'on a: feDx(V,), Df = 0, f 5~ 0, ce qui est absurde.

"CoroLLAIRE. — Dans les hypothéses de la proposition 5, pour
que la fonction feby(V,) vérifiant Df = 0 soit limite dans 6,(V,) de
fonctions €Hy, il est nécessaire que f se prolonge en une fonction
fe@a(V,) vérifiant Df = 0 (ce prolongement est d’ailleurs unique,
s’1l existe).

Dans certains cas, (nous en verrons des exemples dans le
numéro 3 de ce §, et dans le § 3), on pourra montrer que, si

0 == 0, il existe toujours une solution dans &g(V,) de I'équation
Df = 0 qui ne peut pas étre prolongée de cette maniére; nous
aurons ainsi obtenu une généralisation du théoréeme de Runge,
et du théoréme d’approximation des fonctions harmoniques : la
condition nécessaire et suffisante pour que toute solution de
I’équation Df = 0 dans un ouvert O soit limite de fonctions ¢Hp,

est que l'on ait O = 0.

3. Cas des équations a coefficients constants.

1) Cas d’une équation (p = q = 1).

Soit D un opérateur différentiel a coefficients constants
(sur R") et E une solution élémentaire de D; en dehors de
I'origine, on a: DE = 0; donc, si D est elliptique (resp. analy-
tique-elliptique), E sera une fonction indéfiniment différen-
tiable en dehors de l'origine (resp. analytique en dehors de
Porigine). Réciproquement, si D posséde une solution élémen-
taire indéfiniment différentiable (resp. analytique) en dehors
de I'origine, on sait (voir p. ex. [29]) que D est elliptique (resp.
analytique-elliptique); donc:

Prorosition 6. — Soit D un opérateur différentiel a coeffi-
cients constants. Pour que D soit elliptique (resp. analytique-
elliptique) ; il faut et il suffit que D posséde une solution élémen-
taire indéfiniment différentiable (resp. analytique) en dehors de
Porigine.

En particulier, « D analytique-elliptique » entraine « D ellip-
tique ».

Ce dernier résultat est bien connu (mais a I’aide de considé-
rations beaucoup plus difficiles que celles faites ic1). Un théo-
reme de Petrowsky [24] affirme en effet que les opérateurs
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analytiques-elliptiques d’ordre m a coefficients constants sont
ceux qui peuvent s’écrire:

bm
— 4 termes d’ordre << m
n

D=3a,.. .70
2a "o - - - o]

avec la condition: Ya, ... kt...Eh=0, E réels, entrainent
§, =..-=E =0. Et l'on sait [14] que de tels opérateurs
ont une solution élémentaire indéfiniment différentiable en
dehors de I'origine (au moins locale, ce qui suffit pour montrer
qu’ils sont elliptiques).

Pour les équations elliptiques, une caractérisation analogue
au théoréme de Petrowsky a été obtenue récemment par
Hérmander dans sa theése [41].

Le théoréme 4 du chapitre 1 admet, pour les équations ellip-
tiques, les compléments suivants :

Prorosrition 7.

a) St D est elliptique, les propriétés 19, 20, 3° du théoréme 4,
chapitre 1 sont équivalentes a la suivante :

DD, = Dg,.

b) St D est analytique-elliptique, les propriétés précédentes sont
vérifiées pour tout ouvert () c R

a) est une conséquence immédiate du théoréme 3, corollaire 2.

b) Si D est analytique-elliptique, D'(= D dans la notation
du chapitre 1) est aussi analytique-elliptique; donc D’ vérifie
la condition (C) et (C) est équivalent a la propriété 3°).

Prorosrtion 8. — Soit Q un ouvert < R", et O un ouvert < (};
soit D un opérateur différentiel a coefficients constants analy-
tique-elliptique de degré >1. Pour que tout feby, vérifiant
Df = 0 soit limite de gebq vérifiant Dg, = 0, il faut et il suffit
que Uenveloppe de O dans () soit égale a O.

La propriété est suffisante, d’apres la proposition 4 (la condi-
tion (B) est vérifiée, puisque D’ posséde une solution élémen-
taire). La propriété est nécessaire : supposons en effet O = 0,
soit z un point €d n [O, et soit f une solution (dans R") de
Péquation Df = ¢, (f est la translatée d’une solution élémentaire
de D); la restriction f, de f a O est indéfiniment différentiable,
et vérifie Df, = 0; mais, elle ne peut pas étre approchée par des
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solutions dans &g de I’équation (sinon, d’aprés le corollaire de la
proposition 5, il existerait un prolongement 7, de f, & O vérifiant
Df, = 0; si I'on désigne par K un compact contenant z,
contenu dans O n EO, et ouvert dans [:O, la restriction de f—f,
a un voisinage de K contenu dans O u K, est une distribution
gebx, et vérifiant Dg = ¢,, ce qui est impossible parce que
D est de degré > 1, comme on le voit immédiatement par trans-
formation de Fourier).

i1) Cas d’un systéme pour lequel p = q.

Si D est une matrice différentielle & coeflicients constants de
type (p, p), pour que D soit elliptique, (ou analytique-ellip-
tique) 1l est nécessaire que ’on ait r = p; sinon, il existerait
une matrice différentielle P = 0 du type, (p, 1) vérifiant DP =0.

Il existe donc une solution élémentaire bilatére E (chapitre 1,
proposition 6); comme c’est une solution élémentaire a droite,
elle est indéfiniment différentiable en dehors de I’origine
(resp. analytique en dehors de I’origine); et alors D’ est ellip-
tique (resp. analytique-elliptique) en méme temps que D,
car E est une solution élémentaire 4 gauche de D'.

On généralise alors sans difficulté les propositions 6, 7, 8.
(Dans la proposition 6, il faut remplacer « solution élémentaire »
par « solution élémentaire a droite ou a gauche ».)

1) Cas d’un systéme pour lequel p 5~ q.

Si D est elliptique (resp. analytique-elliptique), on a néces-
sairement ¢ = r (méme raisonnement qu’en i1), donc D posséde
nécessairement une solution élémentaire a gauche; il serait
intéressant de savoir s’il posséde nécessairement une solution
élémentaire 4 gauche indéfiniment différentiable (resp. ana-
lytique) en dehors de lorigine. Donc: st D' est analytique-

elliptique, il vérifie (B) et (A) pour tout ouvert QO c R*; on aura
@ @ . , . .,
donc: Dég = &g ; et aussi, (comme on le vérifie aisément):
@y D ) )
DDE = DS ; st, en outre, D' posséde une solution élémentaire a

gauche B analytique en dehors de Uorigine, D possédera une

solution élémentaire a droite analytique en dehors de Uorigine, E,

et Uon aura ausst :
(o’l\r/’) (Pr[’)

Ce dernier résultat se prouve a I’aide d’une variante du théo-
p
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réme 3 : soit {O;} un recouvrement localement fini de Q par des
ouverts O, relativement compacts dans (, soit {«;{ une partition
de I'unité indéfiniment différentiable subordonnée a ce recou-
vrement, et soit, pour tout i, 3; fonction €Dq, égale a 1 sur O;;

, 1
cecl posé, soit f une distribution E(g’bb), et soit g; = restriction
a Q de E«Bf; dans 0;n0;, on a g;—g;=Ex(B:f—B;f), et
comme B3;f— f;f est nul dans 0; n 0, (g;—g;) sera indéfiniment
différentiable dans O, n 0;; alors, si 'on pose h = Y8, f— Dh
sera indéfiniment différentiable, d’ou le résultat.)

§ 3. Equations de Petrowsky.

1. Nous garderons dans tout ce paragraphe les notations de
la définition 1; en particulier, D désigne un (V,, V,) opérateur
différentiel, V, (resp. V,) étant un espace fibré a fibre vecto-
rielle de base (), et de fibre C? (resp. C?). On désigne par m
Pordre strict de D.

DérFiNiTION 6

a) D sera dit «opérateur de Petrowsky» (ou : dutype (P))si p=gq
et si, au-dessus de toute carte locale, 5, les aj, . ; vérifient la
condition suivante: (P) Pour tout point (x,, ..., z,)€0, et tout
systéme de nombres réels non tous nuls &,, ..., %, la matrice

( @y e ) B Ei.")
it ia=m
est de rang égal é p (= q)

b) D sera dit du type (PA) s’il vérifie les conditions (P) et (A).
(En particulier, un opérateur du type (P) analytique-elliptique
est du type (PA)).

« D du type (P) » équivaut & « D’ du type (P)» (évident).

Les résultats qui suivent sont plus ou moins classiques (voir
notamment [8°“]). Une démonstration courte et élégante en
a été donné récemment par Lax [15%“].

Prorosition 9. — Soit D un (V,, V,)-opérateur différentiel
d’'ordre m du type (P), et soit k un entier (=0); tout point de Q
posséde un voisinage O tel que Uapplication D: K73(V,)—J(V,)
soit un isomorphisme (dans).



EXISTENCE ET APPROXIMATION DES SOLUTIONS DES EQUATIONS 339

Tutorkme 4. — Soit D un (V,, V,)-opérateur différentiel
d’ordre m du type (P). Pour que Df(fed'(V,)) soit dans 4%(V,),
il faut et il suffit que f soit dans 4™~ *(V,).

En particulier, D est elliptique.

Cororratre. — Un (V,, V,)-opérateur différentiel a coefficients
analytiques du type (P) est analytique-elliptique (et, en particulier,
est du type (PA)).

Il résulte en effet d’un théoréme classique de Petrowsky [24]
que, toute solution ged'(V,) de I'équation Dg = f est analy-
tique au-dessus de tout ouvert € ou f est analytique et g
assez différentiable; or, d’apres le théoréme 4, si f est analy-
tique, g est indéfiniment différentiable.

Remarque. — 1l serait intéressant de savoir si la condition (P)
entraine toujours la condition (A), méme s1 'on ne suppose
pas les coeflicients analytiques; pour n=2, p=2, m =1 une
réponse positive partielle a été donnée par Carleman [6] (elle
est 4 la base de la théorie aes fonctions « pseudo-analytiques »;
voir & ce sujet Vekoua [33], et l'article de Bers dans [35]).
Des résultats plus généraux ont été annoncés récemment par
Aronszajn [1].

Il serait aussi intéressant de savoir si, au cas ou p = 1,
« D analytique-elliptique » entraine « D du type (P) »; pour les
équations a coefficients constants, la réponse est positive,
comme on sait (Petrowsky [24] (*)).

La proposition suivante joue un role fondamental dans le
reste de ce chapitre; sa démonstration est inspirée d’un
raisonnement employé par Garding dans I’étude du probléme

de Dirichlet [9].

Prorosition 10. — Soit D un (V,, V,)-opérateur différentiel
d’ordre m du type (P); pour tout entier k(Z0) et tout compact

(%) Voici, pour p 5 1, un contre-exemple immédiat : prenons
Q=R", V, = V,; =l'espace des r-covecteurs tangents 4 R»

(8(V,), par exemple, est alors I'espace des formes différentielles de degré r sur Rr
a coefficients indéfiniment différentiables); munissons R" d’'une métrique riemanienne
par exemple Xdz?, et prenons pour D l'opérateur dd 4 ¢, ¢ une constante 5% 0; si
r 0, D n’est pas du type (P) (3d n’est méme pas elliptique, puisque d ne l'est
pas); mais D est analytique-elliptique puisque (do + ¢} (3d + ¢) = cA + ¢? est
analytique-elliptique !
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KcQ, D est un homomorphisme de $3+*(V,) dans Kk (V,), et
le noyau de cet homomorphisme est de dimenstion finte.

Soit en effet {O;} un recouvrement localement fini de Q par
des ouverts relativement compacts O; qui vérifient les conclu-
sions de la proposition 9, et soit {«;} une partition de I'unité
indéfiniment différentiable subordonnée & ce recouvrement.
Les J5(V,) sont des espaces de Hilbert, soient (,)g, des pro-
duits scalaires hilbertiens correspondants; il est évident que,
sur HE(V,), qui est un espace de Hilbert, on peut prendre
comme produit scalaire hilbertien :

(f’ g)k=2(aif’ aig)(‘)x’
(Puisque K est compact, tous les termes de cette somme sont
nuls, sauf un nombre fini).
D’autre part, étant donné la maniére dont ont été choisi

les 0, on peut prendre comme produit scalaire hilbertien
sur K3 *%(V,) I'expression (Df, Dg)e, et sur Kx**(V,):

(f’ g)m+k = Z(D(“if)’ D(“ig))f)i'

On a alors:

(Df, Dg)i = X (.Df, 2. Dg)o,
= (f; 8)n.x + (Df —D(a:f), xDg)o,
+ 2(D(«f), ©:.Dg—D(aig))o.
Les opérateurs différentiels
f—«Df— D (af) et g—>uDg—D(x;g)
sont d’ordre < m; d’aprés la proposition 1, ils sont donc

complétement continus de Xx**(V,) dans Xk (V,); par suite,
ona:

(Df, Dg)i= (f, 8)m..x + X (Kif, Lig)e + X (Lif, Kig)k
les K; et les K; (resp. les L, et les L) étant complétement

continus (resp. continus) de Xg**(V,) dans K%(V,). Le résultat
découle alors du

Lemme. — Soient H, et H, deux espaces de Hilbert, de produit
scalaire respectivement ( , ), et ( , ),; sotent D, L, L;
(resp. K, Ki) des applications linéaires continues (resp. complé-
tement continues) de H, dans H,, qui vérifient la formule :

(Df, Dg). = (f, &), + X(Kif, Lig), + X(Lif, Kig)s.
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Alors, D est un homomorphisme de H, dans H, et son noyau est de
codimension finie.

Soient D*, L}, Ki* respectivement les opérateurs H,— H,
adjoints de D, L, Ki. L’opérateur H,—H, :

D*D — 3 LIK,— Y KL
est 'application identique I, car
(D'Df —2LiKf—Z KL, g) = (f, &)

Comme ¢=YL{K,+YK*L; est complétement continu,
D*D = I + ¢ a pour image un sous-espace fermé W de codi-
mension finie de H,; en vertu des inclusions W e D*H,<c H,,
D*H, sera aussi fermé et de codimension finie, d’ou le lemme
en transposant.

2. Cas des variétés non compactes.

Tatoritme 5. — St D est un (V,, V,) opérateur différentiel
d’ordre m et su D’ est du type (PA), on a;

D¢X(V,) = 4¥"™(V,); D&(V,) = 8&(V,); DY (V,) = 9'(V,).

En effet D’ vérifie (C) d’aprés la proposition 3; le théoréme 2’
et la proposition 10 montrent alors que I’on a;
DEK(V,) = 4¥™(V,)
d’ou

DI*(V,) = D*(V,)

D, étant du type (P), est elliptique (théoréme 4); d’apreés le
corollaire 2 du théoréme 3, on a donc: D§(V,) =8(V,) et
D' (V,) = 9D'(V,).

Trtorikme 6. — St D est un (V,, V,)-opérateur différentiel,
et st D' est du type (PA), pour tout ouvert O c Q) égal a son enve-
loppe, tout feto(V,) vérifiant Df = 0 est limite de g€(V,) vérifiant
Dgi =0 (1.e. g€eHy).

St, en outre D vérifie aussi (A), est d’ordre > 1, etsi O c Qest
un ouvert différent de son enveloppe, il existe une fonction fe6q(V,)
vérifiant Df = 0 qut n’est pas limite de g€Hp.

En effet, de D&(V,) = §(V,), on déduit (préliminaires) que
D’¢'(V,) est fermé, donc que (B) est vérifié. La premiére
assertion résulte alors de la proposition 4.
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Pour démontrer la deuxiéme, il suffit, d’aprés la proposi-
tion 5 ('), de trouver une fonction fe6y(V,) vérifiant Df = 0,

et qui ne peut pas &tre prolongée en une fonction fe§g(V,)
vérifiant Df = 0.

Soit b un point € n [:(“), soit ¢, une mesure €¢'(V,) dont le
support se réduit a b, soit f,€2'(V,) une solution de I’équation
Df, = &, et soit fla restriction de f, & O; f vérifie bien Df = 0;
mais elle ne peut pas étre prolongée en une fonction fe&iO(V,)
vérifiant Df = 0. Supposons en effet le contraire: soit K un
compact < On CO, ouvert dans O, beK; et soit O,c KuO un

voisinage de K; la restriction de f—f, & O, est une distribution k
a support compact dans K; comme elle vérifie Dh = —2¢,, et
que D vérifie (A), le support de A est réduit a b; mais alors, Dh ne
peut étre somme de dérivées d’ordre <_m de mesures dont le
support se réduit & b (comme le montre un raisonnement élé-
mentaire); done, puisque m > 1, on ne peut avoir Dh = ¢,, ce
qui démontre le théoréme.

3. Cas des variétés compactes.

Si D est du type (P) et si ) est compacte, D sera, par exemple,
un homomorphisme K"(V,) — R’(V,), et son noyau N sera de
dimension finie, r; d’aprés Dellipticité de D, N sera aussi le
noyau des applications D : D(V,) = D(V,) et D : '(V,)=D'(V,).
Montrons que ce sont des homomorphismes; soit N’, de dimension
r le noyau de D', et soit W= DJ&"(V,); D applique 9(V,) sur
D(V,) n W, qui est fermé dans D(V,), donc cette application
est un homomorphisme; 9(V,)n W est de codimension 7/,
car son orthogonal est N

De méme, D’ est un homomorphisme D(V,)—D(V))
(de noyau N'); en transposant: D est un homomorphisme
Y'(V,)—92'(V,) (faible, donc fort d’aprés le théoréme du
graphe fermé), et D9(V,) a pour orthogonal N'; finalement:

Prorosition 11. — St Q est compacte, et st D est du type (P),
Papplication D: D(V,)>D(V.) est un homomorphisme, le
noyau étant de dimension finie r, et 'vmage (fermée) de codi-

(') Puisque D vérifie (A), D est biunivoque de D(V,) > D(V,): la proposition §
s’applique donc.
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mension finie ¥'. Méme résultat (avec les mémes r et ¥') pour
Papplication D: 9'(V,) — D'(V,) (**).

Souvent, D est un (V,, V]) opérateur différentiel; dans ce
cas, D’ est aussi un (V,, V]) opérateur différentiel; s1 D = D,
on aura donc r = r'.

S1 D est un (V,, V) opérateur différentiel, si 'on est dans le
« cas réel », et si D est défini-positif c’est-a-dire, si, pour tout
feD(V), f#0, on a (Df, f)>0, on aura r =r = 0. Pour
Pétude des (V,, V;) opérateurs différentiels sur une variété,
(compacte ou non) et des problémes aux limites liés a ces opé-
rateurs, nous renvoyons a [18].

Remarque : Variétés non orientables.

Si () est une variété non orientable, on peut aussi définir des
espaces fibrés a fibre vectorielle sur Q, et des (V,, V,) opérateurs
différentiels sur Q. Leur théorie se raméne immédiatement &
la théorie analogue, faite sur le revétement orientable d’ordre 2
de Q.

On peut aussi procéder directement: il faudra pour cela
modifier un peu la définition de ’espace fibré dual d’un espace
fibré V, de maniére qu’a une section de V et une section de V,
corresponde une n-forme différentielle d’espéce tmpaire [25],
que ’on pourra intégrer sur (); et tous les raisonnements faits
ensuite sont encore valables, sans changement.

§ 4. — Exemples et applications.

Seules seront données ic1 quelques applications immédiates;
des résultats plus complets sur les variétés analytiques-réelles
seront publiés ultérieurement.

1. Surfaces de Riemann.
Une surface de Riemann () est une variété analytique
complexe connexe a4 une dimension complexe; on sait qu’une

(*2) Comme me 1'a signalé M. Schwartz, la proposition 10 peut se démontrer sous
les seules hypothéses: D est elliptique, loc DD/(V,) = 9'(V,). En effet:

a) N est de dimension finie : car, les topologies définies sur N par §(V,) et 9/(V,)
coincident, donc l'application identique N - N est complétement continue (i. e.
tout voisinage de zéro est relativement compact).

b) De la formule @' = § + DP' (théoréme 3) il résulte que I'application I 4+ D:
& D D > D est sur; on applique alors un théoréeme de compléte continuité ana-
logue a [30], corollaire du théoréme 2, et Ion trouve que DD'(V,) est fermé et de
codimension finie.
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telle surface est dénombrable a I'infini (théoréeme de Rado).

On prendra ici V, = Q X C; si f est une fonction indéfini-
ment différentiable sur Q (ce qui équivaut a: fe§(V,)), sa
différentielle df se décompose en une forme d'f de type (1, 0) et

une forme d'f de type (0, 1) (localement : d'f = bfd ,d'f= bf dz,
voir par exemple [4], [31]).

L’espace des formes de type (0, 1) sur Q a coefficients
indéfiniment différentiables est évidemment Iespace des
sections d’un espace fibré V, a fibre vectorielle sur Q;
Popérateur d" est un (V,, V,) opérateur différentiel; on sait
qu’ll est du type (PA), ainsi que son transposé; d’autre
part, les solutions de d"f = 0 sont exactement les fonctions
holomorphes sur Q; en appliquant le théoréme 6, on retrouve
donc le résultat suivant, di & Behnke et Stein [1%¢]:

TutortmE 7. — Soit ) une surface de Riemann connexe non
compacte, et O un ouvert < Q; pour que toute fonction f holomorphe
sur O puisse étre approchée par des fonctions holomorphes
sur (), il faut et il suffit que O coincide avec son enveloppe (i.e. que
E(’) n’ait pas de composantes connexes compactes).

Rappelons les principales conséquences de ce résultat:

1° Sur toute surface de Riemann connexe non compacte, il
existe une fonction holomorphe non constante (« conjecture de
Carathéodory »). Il suffit, par exemple d’appliquer le théo-
réme 7 & O = un petit disque, et f = une coordonnée locale
sur O.

20 Toute surface de Riemann connexe, non compacte est une
variété de Stein.

Il suffit de montrer ([4], [5]):

a) que, étant donnés deux points z et y de Q, il existe une
fonction holomorphe qui vérifie g(z) % g(y); pour le voir, il
suffit d’appliquer le théoréme 74 0 = 0, v 0,, O, = petit disque
contenant z, O, = petit disque contenant y, O,n0, = g,
et fégal 4 0 sur O, et & 1 sur O,.

b) que, pour tout point z€(), il existe une fonction holo-
morphe sur () qui soit une coordonnée locale en z; pour le voir,
il suffit d’appliquer le théoréme 7 & O = un petit disque conte-
nant z, et f = une coordonnée locale sur Q.

c) que, pour tout K compact contenu dans ), I’ensemble K’
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des points z€Q) qui vérifient, pour tout f holomorphe
sur

lf(x)|<s!glr‘>|f(y)i

est compact; or, il résulte aussitét du théoréme 7 que K’ est
contenu dans I’enveloppe de tout ouvert relativement compact

contenant K, donc est compact (et méme égal & K).

2. Variétés analytiques-réelles.

Plagons-nous dans le cas ou () est une variété analytique-
réelle, non compacte. Supposons que  soit munie d’'un ds*
compatible avec sa structure analytique-réelle.

Soit 97 'espace des formes différentielles de degré p a coeffi-
cients indéfiniment différentiables; si VP est l’espace des
p-covecteurs tangents a 2, ona: PP =§(V?P).

On considére sur () les opérateurs habituels d, 3, A = dd + dd
[25](**); quelque soit p, A est un opérateur P —@? du type (PA);
donc si 'on appelle « harmoniques » les formes différentielles a

qui vérifient Ae = 0, on aura, en appliquant les théorémes
5 et 6:

Tutorime 8. — Soit Q0 une variété analytique-réelle non
compacte munie d’un ds® analytique.

a) Quel que soit p, on a: AD? = ©» Méme résultat en remplagant
®? par Uespace des formes différentielles de degré p @ coefficients
distributions (i.e. par Uespace des courants de degré p).

b) Soit O un ouvert < A; pour que toute p-forme harmonique
sur O soit limite de p-formes harmoniques sur Q, il faut et il
suffit que O coincide avec son enveloppe.

De a) résulte, en particulier, que toute forme «ed? peut
s’écrire sous la forme df§ + oy, fe®?~', ye@?*'. Toujours dans
les mémes hypothéses, soit Z?(Q) I'espace des p-formes a, a
coefficients analytiques qui sont d-fermées (c’est-a-dire
vérifient da = 0); et soit BP(Q) 'espace des p-formes qui
sont des d-bords analytiques, c’est-a-dire qui peuvent

s’écrire sous la forme df§, § étant une (p-1)-forme a coefficients
analytiques.

(*%) L’opérateur noté & dans cet ouvrage est ici noté d.

23
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Prorosition 12. — Dans les hypothéses du théoréme 8
ZP(Q)/BP(Q) est canoniquement isomorphe a HP(Q, C), p-iéme
espace vectoriel de cohomologie de ) a coefficients complexes.

Grace au théoréme de de Rham, il suffit de montrer:

a) Que toute p-forme d-fermée a coefficients indéfiniment
différentiables est d-homologue & une p-forme d-fermée &
coefficients analytiques.

b) Que toute p-forme a coefficients analytiques qui est
d-bord d’une forme a coefficients indéfiniment différentiables
est d-bord d’une forme a coefficients analytiques.

a) Soit aed? vérifiant da = 0; d’aprés le théoréme 4, il
existe BedP~" et yeDP*' tels que & = df + dy donc a Loy =«

Montrons que o' est a coefficients analytiques :

do' = da=0; oo’ =y =0

donc Ao’ = 0, et o’ est harmonique, donc analytique.

b) Soit ae®?, a coefficients analytiques, vérifiant a = df,
Be®*~'; on peut écrire B = dy + dy'. Alors, @ = ddy’ ou, si I'on
pose ['=20y, a=df’. Montrons que [’ est a coefficients
analytiques :

AR = dof’ 4 3df’ = dody’ + da = da

et comme dx est analytique, (' est aussi analytique.

On démontrerait de la méme maniére le résultat suivant: soit
@ I’expace des formes différentielles c 97 qui sont harmoniques
et sontd-bords; soit Z” le sous-espace de ®”? des formes qui sont
d-fermées, et soit B? = d®?~'; alors, on a: H?(Q, C) = Z"”?/B".

Remarque. — Si Q est une variété analytique complexe non
compacte munie d’une métrique kahlérienne analytique-
réelle, si 'on désigne par ®P? I'espace des formes différen-
tielles de type (p, q), on sait que A opére de ®»? dans 979, et
—;—A = d"v" + ¥'d"; d’apres le théoréme 8,
on aura alors: AQ”»? = PP ?; en raisonnant ensuite comme
dans la proposition 12, on trouvera que la d’-cohomologie peut
se calculer avec les formes différentielles a coefficients analy-

tiques réels, ou avec les formes différentielles harmoniques et
d"-bords.

que, d’autre part,
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§s. Noyaux élémentaires.

Tous les espaces vectoriels topologiques considérés ici seront
supposés complets. Rappelons d’abord rapidement quelques
notions sur les produits tensoriels topologiques et sur les
noyaux-distributions [10], [12], [13], [29].

Soient E et F deux espaces vectoriels topologiques localement
convexes; on peut définir sur E ® F une topologie d’espace
localement convexe et une seule qui posséde la propriété sui-
vante : quel que soit I'espace localement convexe G, il existe
une correspondance biunivoque entre les applications linéaires
de E ® F (muni de cette topologie) dans G et les applications
bilinéaires continues de E X F dans G; le complété de E ® F
pour cette topologie est noté E ® F.

Deux applications continues étant données u,: E,—F,
et u,: E, > F,, on en déduit une application continue
uw,®u,: E,®E,—~F, ®F, qui prolonge 'application u, ® u,:
E,® E,—~F,®F,. Lorsque les applications u, et u, sont sur et
que E,, E,, F,, F, sont des espaces (), u, ® u, est une applica-
tion de E,® E, sur F,® F,.

Soit V un espace fibré a fibre vectorielle ('), de base (), de
fibre type C? et soit ' un espace vectoriel topologique locale-
ment convexe; 'espace [6(V)]| ® F coincide avec I'espace
des sections indéfiniment différentiables de I’espace fibré
Vo (Q X F) (c’est-a-dire de I’espace fibré de base (), de fibre

Q

C?® F, les changements de cartes opérant trivialement sur F
et de la maniére ordinaire sur C?) : espace [9’ (V)] ® F coincide
avec l'espace 4[D(V'), F] des apphcatlons continues de (V')
dans F, et aussi, par transpoqltlon avec 'espace 4[F¢, 9'(V)],
ou Fg de31gne le dual de F muni de la topologie de la conver-
gence uniforme sur les parties compactes de F.

Certains espaces vectoriels topologiques, nommés par A.
Grothendieck « espaces nucléaires » possédent des propriétés
particuliéres importantes relativement aux produits tensoriels
topologiques; il nous suffira ici de savoir:

(1#) Les résultats qui vont suivre ne sont donnés dans les ouvrages cités que pour
Q = R, il n’y a aucune difficulté a les étendre au cas général.
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1° Que 6(V), &(V), D(V), D'(V) et leurs sous-espaces munis
de la topologie induite sont nucléaires.

20 Que, si E, et F, sont nucléaires, si E, et F, sont des espaces
vectoriels topologiques localement convexes, et si u, et u, sont
respectivement des applications continues biunivoques E,—~F, et
E,—F,, u, ® u, est une application biunivoque E, ® E, ~F,® F,.

3° Que, si E est un espace nucléaire et F un espace localement
convexe, on a: E ® F = 4(Fg, E) = 4(E¢, F ([12} chapitre 11,
§2,théoréeme6;et § 3, théoréme 13, exemple 1, quiseral’exemple
utilisé ic1).

Soient V, et V, deux espaces fibrés a fibre vectorielle
de base (Q, de fibres-type respectivement C? et CP. L’espace
4qD(V,), D(V,)]=9D'(V,)®9D(V,) sera appelé espaces des
(V,, V,)-noyaux : il coincide avec 'espace des distributions a
valeurs dans I'espace fibré de base X Q, de fibre C* ® C¢,
ou les changements de cartes sont défimis par le produit
tensoriel des matrices qui définissent les changements de cartes
dans V, et V,(*).

Un tel noyau est dit régulier s’il se prolonge en une applica-
tion ef[&'(V,), D'(V,)], et s’il applique D(V,) continuement
dans §(V,); autrement dit s’il est a la fois dans §(V,) ® D'(V,)
et dans 9(V,) ® §(V,) (remarquons que, d’aprés les pro-
priétés 1° et 20, ces deux espaces sont des sous-espaces de
D(V;) ® D'(V,) et sont munis de topologies plus fines que ce
dernier). Il est dit trés régulier, s’il est régulier et si, en outre,
la distribution qu’il définit sur Q X Q est indéfiniment
différentiable au-dessus de tout point de Q X (2 qui n’appartient
pas a la diagonale.

Soit D un (V,, V,) opérateur différentiel; un (V,, V,) noyau
Eed[D(V,), D'(V,)] est dit « noyau élémentaire & gauche (resp.
droute) de D si, pour tout g€D(V,), on a: E(Dg) = ¢ (resp., pour
tout ¢€d(V,), on a: DEg =¢)

Soit @ un ouvert c(; un « (V,, V,)-noyau défini sur O » sera
par définition un (W,, W,)-noyau, avec W, = pv(0), W, = pv'(9).

Prorosition 13. — Si D est un (V,, V,) opérateur différentiel

elliptique, vérifiant D&(V,) = 6(V,), et possédant, au-dessus
de tout ouvert relativement compact d’'un recouvrement de ) un

(*8) Cela constitue le « théoréme des noyaux » de L. ScawarTz. Notons aussi que
I'espace 8(V)) ® &(V,) coincide avec l'espace des sections indéfiniment différen-
tiables du fibré précédent.
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noyau élémentaire a drotte régulier, et si F est un espace (%), on a :

(D®I)[§(V,)®F]=6(V,)®F
(DeI)[P'(V,)®F]=9(V,)®F (I=application identique F-F)

La premiére assertion résulte de ce que D et I sont sur, et
que §(V,), §(V,), et F sont des espaces (F).

A partir de 13, nous allons démontrer la deuxiéme par le
méme raisonnement qui nous a servi au théoréme 3. Soit {O0,{ le
recouvrement considéré dans I’énoncé, que nous pouvons sup-
poser localement fini; soit {O;} un recouvrement plus fin, avec,
pour tout ¢, 0; c O;; soit {e,{ une partition de’unité subordonnée
a ce dernier recouvrement, et soit, pour tout ¢, ; une fonction
€Do, égale a un sur O}; soit E; le noyau a droite relatif a 0,
L’application f;: g—f;g de 9'(V,) dans &p,(V,) définit une
application B;®I: [9'(V,)]®8F—8,(V,)®F; et E;, définit
une application (E;®I): 85(V,)® F—>94(V,)® F vérifiant;
(D®I)(E;® I)§ =7¢ pour tout Feby,(V,) ® F.

Ceci posé, soit fe[?'(V,)]®F, donné; on considére
gz=(EI)(p:® I)?; dans 0;n0;=0; 7 —g est dans
Doy, (V) BF et y vérifie (D®I)[gi—g]=0, donc, en tant
qu’élément de 4[F¢, Dy (V)] est dans 4[F¢, Hp(0y)] = Hn(0) ® F,
(Ho(0j) désignant I'espace des solutions dans O; de Dg=0);
en particulier, dans 0}, g—g; est dans &y (V,)® F.

On considére alors la somme Z=Za,-gj; f*——(D® I) h est
indéfiniment différentiable car dans O;:

f—(Dehh=Del)SeF—§)

Donc, il existe k,e[6(V,)] ® F vérifiant (D ® )k, =f— (D ® )k
d’ou le résultat.

TrEtorEME 9.

a) Dans les mémes hypothéses qu’a la proposition_13, D pos-
séde un noyau élémentaire a droite trés régulier.

b) Si, en outre, D' vérifie les mémes hypothéses, D posséde un
noyau élémentaire bilatére trés régulier.

DEMONSTRATION.
a) Appliquons la proposition 13, avec F = §(V,): il vient
(D HP'(V,) ® (V) =D'(V,) ® §(V,).
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On sait que le noyau Iy () est dans 9'(V,) ® §(V,), donc
il existe un noyau Ee?'(V,) ® §(V;) vérifiant (D ® I) E = Iy;
E est un noyau élémentaire a droite de D. Mais, pour
tout ¢eD(V,), E considéré comme €£[D(V,), D'(V,)] vérifie
¢ = D(Eg)eD(V,); comme D est elliptique, cela entraine:
Eqget(V,); 1l résulte alors du théoréme du graphe fermé que E
est un opérateur linéaire continu de D(V,) dans §(V,), donc est
dans §(V,) ® 9(V,); E est donc régulier.

Soient enfin O, et 0, deux ouverts c (), dont l'intersection
est vide; au-dessus de 0, X 9,, la restriction de E est dans
D5 (V,) 8 b,(V3) = 4[60(Vs), Dp(V,)], et vérifie (D@ I)E=0;
on voit alors comme ci-dessus que E, au-dessus de O, X O,,
est dans 4[8y,(V,), 8y,(V,)] =89,(V,) ®8y,(V,); cela montre que
la distribution définie sur Q X ( par E est indéfiniment diffé-

rentiable au-dessus de 0, X 0,; donc E est trés régulier
(cf. note ('%)).

b) Lemme: St D et D’ sont elliptiques, tout noyau élémentaire
bilatére de D, s’il en exuste, est nécessairement trés régulier.

En effet, 'équation (D ® Iy) E = Iy, montre, comme pré-
cédemment que E est dans §(V,) ® D'(V,).

L’équation (Iy, ® D’) E = Iy, montre que E est dans
D(V,) ®6(V,). Enfin, au-dessus de O, X 0,, 0, et 0, étant deux
ouverts c{) d’intersection vide, EeDy (V,) ® &y (V,) vérifie
(D®I)E=0, donc appartient a &4, (V,)®&4,(V,) d’ou le lemme.

Ceci posé, il nous suffira de démontrer que D posséde un
noyau élémentaire bilatére; soit E, un noyau élémentaire a
droite; montrons qu’il existe E'e¢d'(V,) ® '(V,) qui vérifie:

(Dely)E =0
(Iy,® D) E' = Iy, — (I;, ® D) E,.

Le second membre de la deuxiéme équation vérifie:
(D ® IV,) [Ivl— (Iv1 ® D’) E’] = O

(en effet cela s’écrit aussi (D@ Iy) Iy,— (Iy,® D) Iy,=0,
formule qui est équivalente a la définition de D’). Donc
Iv,— (Iy,® D) E€H, ® 9(V;); comme Hj est un espace (%), il

(1€) C’est-a-dire I'application identique D(Vy) - D(V,).
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existe, d’aprés la proposition 13 un E’eH, ® 9'(V;) vérifiant
(I® D) = Iy,—(Iy,® D') E,, d’ou le résultat.
Alors E'+ E, = E vérifie (D® Iy )E=1Iy, et (I, ® D)E =1y

donc est un noyau élémentaire bilatére, d’ou le théoréme.

CoroLLAIRE. — Lorsque Q n’est pas compacte, si D’ est du
type (PA), D posséde un noyau élémentaire a drotte trés régulier.

St D est ausst du type (PA), D posséde un noyau élémentaire
bilatére trés régulier.

D’apres les théorémes 5 et 9, il suffit de démontrer: tout
point 2€() posséde un voisinage O sur lequel D posséde un
noyau élémentaire a droite trés régulier; cette proposition
étant locale, nous pouvons supposer que V, et V, sont
identiques & R"” X C?; la proposition 9 montre que tout point
z€Q) possédera un voisinage O tel que I'application D’:
Jiy— i}y soit un isomorphisme.

Alors, I'application D D': Rz — (%75)" est un isomorphisme
sur; soit Ky 'application inverse; la restriction de Eg a %3"
est un noyau élémentaire bilatére de DD’ au-dessus de O,
soit Ey; le lemme précédent montre qu’alors Eg est trés régu-
lier, donc que D'Ey est un noyau élémentaire a droite de D trés
régulier.

Remarque. — Si D est du type (P) a coeflicients analytiques,
D et D’ seront du type (PA); donc D posséde un noyau élé-
mentaire bilatére, E; au-dessus d’un voisinage de tout point de
Q x Q n’appartenant pas a la diagonale, E vérifiera une équa-
tion du type (P) a coefficients analytiques sans second membre,
donc sera analytique; par conséquent :

Tout opérateur différentiel de Petrowsky d coefficients analy-
tiques sur une variété non compacte connexe posséde un noyau
élémentaire bilatére trés régulier, analytique en dehors de la
diagonale.

Ce résultat s’appliquera notamment a I'opérateur A sur un
espace de Riemann a ds* analytique.
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