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PARALLELISMES ABSOLUS
DES VARIETES LORENTZIENNES

par M. CAHEN et M. PARKER

Une description des variétés riemanniennes admettant un paral-
lélisme absolu a été donnée par Cartan et Schouten en 1926 [2].
En 1972, J. Wolf étend ces résultats aux variétés pseudo-riemanniennes
qui sont le produit d’un espace plat et de facteurs irréductibles [3].

Nous montrons que tout parallélisme absolu d’une variété
lorentzienne compléte et simplement connexe respecte une décompo-
sition de de Rham de cette variété. De plus, un espace symétrique
lorentzien faiblement irréductible qui admet un parallélisme absolu
est un groupe de Lie. Nous construisons des tores lorentziens non
plats admettant un parallélisme absolu.

1. Généralités.

Soient (M, g) une variété pseudo-riemannienne connexe, de
classe C~ et M, I’espace tangent a M au point x de M.

1.1. DEFINITION. — Un parallélisme absolu ¢ sur (M , g) compatible
avec la métrique g est une famille d’isomorphismes linéaires

C Oyt My M,
tels que

1)pourtousx,y,z€M:¢zy¢yx= o, et ¢,.=1
2) Si &, € M,, le champ de vecteurs ¢, &, est de classe C™
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3) les ¢, sont des isométries, c’est-a-dire si

x yEM e £, N, EM,:g,(@, 5,00 =8 (&sm)

4) les ¢-géodésiques sont les g-géodésiques (modulo la para-
métrisation)

Précisons 4) :

les vecteurs tangents £, €M, et £, €M, sont dits ¢-paralleles si
et seulement si £, = ¢, &,. Ceci définit une relation d’équivalence
sur I’ensemble des vecteurs tangents a M, les classes d’équivalence
sont des champs de vecteurs différentiables, appelés champs de
vecteurs ¢-paralléles. La connexion ?I" associée a ¢ est univoquement
déterminée par la condition que le ¢-parallélisme soit le ®I-paral-
l1élisme. On montre, grice a 1), 2), 3) et 4) (cf. [3]) que la paramé-
trisation des g-géodésiques par la longueur d’arc est une paramé-
trisation affine des ¢-géodésiques, ce qui permet de supprimer la
parenthése.

La notation (M, g, ¢) signifiera dorénavant que (M, g) est une
variété pseudo-riemannienne connexe, admettant un parallélisme absolu
¢ compatible avec la métrique g.

M,g,¢) est dite compléte si elle est géodésiquement compléte
pour la connexion I" (ou pour I", en vertu de 4))

1.2. Courbure et torsion. — Soient R, ¢T les tenseurs de courbure
et de torsion de la connexion °I', R et 8T ceux de la connexion
de Levi-Civita I". On a ¢ T= 0.

Soit {£;} une base de champs de vecteurs ¢-paralléles.
¢ty E,’ E,' =0
implique YR = 0.

On vérifie que °T (¢, ¢, = — &, %], ce quifournit immédia-
tement une classe de parallélismes absolus :

1.3. ProrosiTION [3]. — Soit (M, g, ¢) compléte. °T est paral-
léle si et seulement si M = G/D = {Dg |g € G} ou G est un groupe
de Lie simplement connexe muni d’'une métrique bi-invariante non
singuliére et D est un sous-groupe discret de G. Le parallélisme ¢
est induit par les translations a gauche de G.
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1.4. ProPOSITION [3]. — Soit Q [l’espace vectoriel des champs
de vecteurs ¢-paralléles de (M , g, ¢). Si &, n, ¥ € Q, alors

Dg(&,nl,¥v)+g,[E,¥D=0

2) g (¢ ,m) est constante

3) Q est inclus dans lalgébre de Lied des champs de vecteurs
de Killing de (M, g)

4) [[£,n],¥] € Q. Q est donc un systéeme triple de Lie (abrége
STL)

SR E,m v =—1/41[&,n] V]

6) (M, g) est localement symétrique

7 Si M, g, ¢) est compléte, le revétement universel ﬁ de M
admet un parallélisme absolu 25 tel que, si Il est la projection canonique
de M sur M, dIl soit un zsomorphzsme de STL appliquant ’ensemble
Q des champs de vecteurs ¢-paralleles de M sur Q.

2. Parallélismes absolus des variétés simplement connexes.

Soit (M,g,¢) compléte et simplement connexe. (M,g) est
donc un espace globalement symétrique.

2.1. Notations. — Soient 1 (M) le groupe des isométries de M,J son
algébre de Lie. Soit x un point de M, la symétrie géodésique s,
induit un automorphisme involutif de ¥ noté 0. On a J = ¥ + P,
ou Jtet Psontles espaces propres de o de valeur propre + 1 et — 1.

Le groupe des transvections § (M) est le sous-groupe de I (M)
comprenant les produits d’un nombre pair de symétries géodésiques.
Son algébre de Lie G est un idéal de J et on a G=K + P ou
K =g+ N G est I'algébre de Lie du sous-groupe K de g (M) fixant
le point x.

La projection canonique de S (M) sur M ~ g(M)/ﬂc induit un
isomorphisme de vectoriels entre P et I'espace tangent M,. Cet
isomorphisme permet de transporter la métrique g sur P. Il existe
alors une et une seule forme bilinéaire B sur G, invariante par ad G
et par o, qui étend g.



254 M. CAHEN et M. PARKER

Soit Q ’ensemble des champs de vecteurs ¢-paralléles de (M , g , ¢).
On sait que Q CJ et que g (£, n) est constante.

D'ou g (§,7) = g, (§,,n,) = B (§p, m,) avec
E=E" + EETET L EP)

2.2. PrROPOSITION [3]. — L’application Q > P:§—~>(1 —0) ¢ est
un isomorphisme de STL.

11 suffit d’observer que R (¢,7) ¥ = — 1/4 [[¢, n], ¥] pour tous
£,n, Y E€QetquedR (X,Y)Z =—[[X, Y], Z], pour tous X, Y,ZEP.

Décomposition de de Rham de M , g , ¢)

2.3. DEFINITIONS — 1) Soit M’ une sous-variété pseudo-rieman-
nienne de (M,g,¢). On dit que ¢ induit un parallélisme absolu
sur M’ si et seulement si - M, = M;, pour tous x, y € M'.

2)Si (M,g) est isométrigue au produit (M',g") x (M" ,g"),
on dit que le parallélisme absolu ¢ respecte cette décomposition
s’il existe un parallélisme absolu ¢' sur M' compatible avec g' et

un parallélisme absolu ¢'' sur M"' compatible avec g'' tels que pour
tous (x',x"), o', y'"YEM x M, on ait

¢(x',x"),(y',y") = ¢’x:y- @ ¢;”}'"'
On écrit alors ¢ = ¢' x ¢'' et
M,g,9)=M,g",¢")x (M",g",¢").

3) Un idéal Q' du STL Q est un sous-ensemble Q' de Q tel
que [Q'QQ] C Q.

2.4. ProrosiTioN [3].— Si (M,g,¢) est compléte et égale d
M, g, ¢)x M’ ,g",9") et si Q (resp. Q' et Q") désigne le STL
des champs de vecteurs ¢ (resp. ¢' et ¢'')paraliéles, alors Q est
isomorphe a la somme directe orthogonale

1
QeQ et [Q,Q1,CQ,,[Q",Q"],CQ;.
Réciproquement, si (M ,g,¢) est simplement connexe, compléte

1
et si Q=Q @ Q" avec [Q',Q'], CQ.,[Q",Q"], CQY, pour tout
x €M, alors M, g, ¢) = M ,g",¢") x M" ,g", ¢").
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2.5. COROLLAIRE. — Soit (M, g , ¢) compléte, simplement connexe
et telle que M,g)=M',g")x M",g"). Soit x=(x",x")EM
et notons M (x'")=M x (x"} et M' (x")= {x"} xM". Si M'(x")
et M" (x') sont stables par la composante connexe du groupe
d’isotropie de x, alors il existe des parallélismes absolus ¢' et
Q" surM' et M"” tels que M ,g,9)=M',g',¢)x M",g",¢"").

Démonstration. — P, étant isomorphe a I’espace tangent M,

est une somme directe orthogonale P = P’ ® P" ; Iisomorphisme de
STL entre Q et P implique Q=Q @ Q"”. Si £, 7€ Q,g(t,n) =
B (£p, mp), et les idéaux Q' et Q" sont orthogonaux. Enfin si ¢, n =Q’,
E=t 4+ ol EP €Y et £ EP, et donc [£,n] = [£Y,nel, —
[n*, Ep]x € Q;

Si (M, g, ¢) est compléte et simplement connexe, on sait, par le
théor¢eme de de Rham-Wu, que M est isométrique i un produit
d’espaces pseudo-riemanniens symétriques My x M; x ... x M, ou M,
est plat et pour tout i> 0, M; est faiblement irréductible sous
action du groupe d’holonomie linéaire. (Rappelons que M; est dit
faiblement irréductible si aucun sous-espace propré non singulier
de M; n’est stable sous I'action de I’holonomie).

2.6. COROLLAIRE. — Soient (M ,g,9) compléte et simplement
connexe et (M ,g)=M,,8,) x (M, ,8) x...xM,,g,) une décompo-
sition de de Rham de (M ,g). Si M; est irréductible, pour tout i >0,
alors ¢ respecte la décomposition dede Rham : ¢ = ¢po X ¢y X ... ¢, ,
ou ¢, est le parallélisme euclidien sur M, et pour tout i> 0, ¢,
est un parallélisme absolu sur M;.

Démonstration. — Soit G Palgébre de Lie du groupe des trans-
vections de M. On sait que G=G,© G, ®... G, ou G, est
abélien et G; est semi-simple pour tout i = 1. Si £ €J+, ¢ agit comme
dérivation de G, donc conserve le centre G, et son orthogonal égal
a ; G;. La restriction de la dérivation § a Ialgébre semi-simple
®; G; est intérieure et conserve donc chacun des facteurs G;.
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3. Variétés simplement connexes lorentziennes.

Une variété pseudo - riemannienne (M,g) de dimension n est
dite lorentzienne si g est de signature (n — 1, 1), c’est-a-dire qu'’il
existe au voisinage d’un point x quelconque de M des coordonnées

locales x',...,x" dans lesquelles la métrique au point x s’écrit
n—1

ds?= X (dx)? — (dx")?.
=1
Si (M, g) est une variété lorentzienne admettant une décompo-
sition de de Rham (M,g) = (My,g,) x... x(M,,g,) ou M, est
euclidien et les M; (i>0) sont faiblement irréductibles, deux cas
sont & envisager :

1) tous les espaces M;(i=0) sont riemanniens. Alors dim
M,=1.

2) 'un des facteurs admet une métrique lorentzienne. Il est
nécessairement unique.

3.1. ProproSITION. — Soit (M, g, ¢) compléte, simplement connexe,
lorentzienne et My x My x ... x-M, une décomposition de de Rham
de (M, g). Si la restriction de g a l'un des facteurs est de signature
lorentzienne, ce facteur est soit plat, soit irréductible, soit non
irréductible, et les autres facteurs sont riemanniens.

a) Si le facteur lorentzien est plat, ¢ respecte la décomposition
de de Rham et induit sur M, le parallélisme euclidien.

b) Si le facteur lorentzien est irréductible, il est égal au revé-
tement universel de SL(2,R) et ¢ induit un parallélisme absolu
sur chacun des facteurs.

c) Si le facteur lorentzien M, est non irréductible, ¢ induit un
parallélisme absolu sur My x M, et sur chacun des M; (i = 2).

d) Les facteurs riemanniens non plats sont des groupes compacts
simples ou SO (8)/SO (7).

Si la restriction de g d chacun des facteurs est définie, M;(i = 0),
est irréductible, donc ¢ respecte la décomposition de de Rham.

Démonstration. — Si le facteur lorentzien est plat ou irréduc-
tible, tous les facteurs M; (i = 1) sont irréductibles, et donc

=@y X... X0,
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en vertu du corollaire 2.6. Il résulte de [3] que I'espace plat M,,
riemannien ou lorentzien, n’admet d’autre parallélisme absolu que
le parallélisme euclidien, d’ou a).

Si M, est lorentzien et irréductible, la classification donnée
dans [3] implique que M, est un groupe simple, muni d’une métrique
bi-invariante de signature lorentzienne. Il s’agit donc du revétement
universel de SL (2, R), d’ou b).

L’algébre de Lie G du groupe des transvections est une somme
d’idéaux G=Z,eG,®... G, ou Z, est central. Si M, est
lorentzien non irréductible, G, est résoluble [1], et G, (i = 2) est
semi-simple. L’algébre * conserve le radical Z, ® G, de G, donc
aussi son orthogonal pour B, égal 4 G, ® ... ® G,. Cette derniére
algébre étant semi-simple, J* conserve chacun des idéaux G, (i = 2),
d’ou ¢). Enfin, d) est démontré dans [3].

3.2. ProvosiTiON. — Soit (Mg x M, ,g. ¢) compléte, simplement
" connexe, ou M, est euclidien et M, est lorentzien, faiblement irréduc-
tible, non irréductible. Alors ¢ = ¢y x ¢, ¢, est le parallélisme
euclidien sur My, M, est un groupe résoluble non nilpotent, ¢, est
induit par les translations du groupe M,.

Démonstration. — 11 résulte de [1] que l'algébre de Lie

G=17,9G,
admet une base {z;,,z,w,,z,wX} telle que a=1,...,n—2 ;
i=1,...,p;{z}soit une base de Z, ; {z, w,, z} soit une base de

P, =P NG, ; {w} soit une base de K.

La forme bilinéaire B est définie par B(w,, wg) = 5aa ;
B(iz,z)=—1 ; B (z;, z) = 6,.,-, les autres produits scalaires étant
nuls.

Les seuls crochets non nuls sont [z, w,] = w¥, [w¥, z] = A\, w,
et [wy, wgl = N\, 8,52

Les éléments de J*+ sont des dérivations de G, qui commutent
avec o et qui laissent B invariante. Par conséquent, 2+ conserve
[K,P]=W®eRz (o W est le sous-espace de base {w,), le centre

Z=127,+ Rz de G et ZN Z'= Rz. On vérifie alors par un calcul
direct que y*=K+ ¥ + @ + @ ou
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ge= {HE End Z,| B (Hz,, z)) + B (z,Hz) = 0}

A= {A€End (W+ W*)| Aw, = Aaawﬁ,Aw;"= Aaﬁwg ,
Ayt Ap =0 et AN\ —N=0}

®= {DE End (Rz + RZ + Z,) | Dz = d;z;, Dz;=d,z, Dz = 0}

1“1

L’ensemble Q des champs de vecteurs ¢-paralléles est un sous-
ensemble de J vérifiant les 3 conditions :

A)[[Q,Q],QlcQ

B) Pl'application Q—=>P: ¢—->(1—-0) £ =2§&, est un isomor-
phisme de STL

C) la forme (¢,7m) = B (&, np) sur Q est invariante

Par un raisonnement donné en appendice, on déduit de ces
conditions que Q est le vectoriel de base

{z;, 2, wy— A2 Y wk  Z + A2 ]}

“ou A est la matrice diagonale A,;= 8,4\, et J € Q esttelle que
J2 = — 1. On vérifie immédiatement que Q est une algébre de Lie,
somme des 2 idéaux orthogonaux Q, et Q,, ot Q, = Z, est central
et Q, est I'idéal résoluble non nilpotent de base

(z,we— AT2T Wk Z+ A2 ]}

M, est donc difféomorphe au groupe simplement connexe Q, d’algebre
de Lie Q, .

3.3. Remarque. — On sait [1] que la classe d’isométrie de M,
est déterminée par {A,,...,A\,_,Jou les A\, sont donnés i un
facteur positif commun prés. De plus, le groupe des automorphismes
de G, qui commutent avec o et laissent B invariante opére transi-
tivement sur les structures complexes J intervenant dans lqv table
de multiplication de Q,. On en déduit que Q,, et donc Q,, est
déterminé a isomorphisme prés par la classe d’isométrie de M,.

3.4. COROLLAIRE. — Soit (M, g) un espace symétrique lorentzien
simplement connexe, faiblement irréductible, a groupe de trans-
vections § résoluble. M admet un parallélisme absolu compatible
avec g si et seulement si les constantes de structure N\, de § sont
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positives et de multiplicité paire. Dans ce cas, M admet une structure
de groupe de Lie résoluble, non nilpotent, de dimension paire.

En réunissant les propositions 3.1. et 3.2. on obtient :

3.5. THEOREME. — Soit (M, g, ¢) compléte, simplement connexe,
lorentzienne et My x M; x ... x M, une décomposition de de Rham
de M, g). Alors

— ¢ respecte cette décomposition et induit sur M, le parallélisme
euclidien

— les facteurs riemanniens non plats sont des groupes compacts
simples ou la sphére S’

— le facteur lorentzien est soit plat, soit le revétement universel

de SL (2, R), soit le groupe résoluble non nilpotent Q, .

4. Parallélismes absolus des variétés lorentziennes non
simplement connexes.

Si(M,g,¢) est compléte, son revétement universel M admet

un parallélisme absolu ¢. La classification globale des parallélismes
absolus du facteur plat et des facteurs irréductibles d’'une décompo-
sition de de Rham de M est donnée dans [3]. Il reste & étudier
M, g, ¢) complet, lorentzien, faiblement irréductible et non irréduc-
tible. Le § 3 montre que M admet comme revétement universel

le groupe résoluble Q,. Parmi les espaces (M, g, ¢) admettant Q,
comme revétement universel, certains sont globalement symétriques.

Ils s’obtiennent en faisant agir sur Q, un sous-groupe discret du
centralisateur du groupe des transvections § (M) dans le groupe
des isométries I (M), que nous noterons Z;, §(M).

Pour déterminer les groupes de transvections et d’isométries
de M, munissons I’espace R” de coordonnées x0. x*(«=1,...,n-2),
x° dans lesquelles la métrique s’écrit :

ds® = 2 dx° [dx5 —(Z A a?) ax ] + X (dx*)?

ou les nombres A, sont les constantes de structure de I’algébre de
Lie G, et sont donc positifs et de multiplicité paire.
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4.1. PROPOSITION. — Le groupe des isométries] (M) de [’espace
R"™ muni de la métrique ci-dessus est formé des transformations :
xX°=ex+n
U, x® + M, cos k,x'® + N_ sin k, x"°

= € Ug, kg (Mg sin kg x'0— N cos kg x'%) x'* + ¢ x'0

=
®
I

€ . ) ’
+ Zk" {(MZ — N}) sin 2ky x"% — 2 My Ng cos 2k, x"} + ¢

ou €2 =1;k2=2%;U,,U; =8, et U, Q,—~2)=0

Démonstration. — Les seules composantes non nulles du tenseur
de courbure de R”" sont Ry, = — 2 A, 6,5 Le sous-espace engendré

G .
par P est stable par I'isotropie et la famille des courbes intégrales

x

de ce champ de vecteurs est donc stabilisée par I (M). D’autre part,
le groupe d’isotropie conserve le sous-espace

RX,YZ|IX,Y,ZEP}
d
0x°’ ox®
correspondantes sont donc permutées par I(M). La proposition
s’établit alors par un calcul direct.

de base } (a=1,...,n—-2) $ et les variétés intégrales

4.2. ProrosiTiON. — Le centralisateur Z;y § (M) comprend les
éléments :

x°=x""+noun= Z—“ ™ avec q,, entier, pour tout o= 1,...,n—2
o — la @
¥ T Ha X tug=(-1gq
— — et u = {—
x0=x"0+¢ * ¢
Démonstration. — Le groupe des isométries I (M) est paramétrisé
par les nombres €,n, M,, N, ¢, U,z Le sous-groupe des transvections
§(M) correspond aux paramétres n, M,,N,,¢. Les éléments de
Ziomy §(M) se déterminent par calcul. Notons que n n’est non

nul que si les rapports k,/k; sont 2 & 2 rationnels.

4.3. THEOREME — Les espaces symétriques lorentziens faiblement
irréductibles, non irréductibles, admettant un parallélisme absolu
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sont les groupes Q,/T" ot Q, est un groupe de Lie résoluble simplement
connexe de dimension paire, non nilpotent, et I est un sous-groupe

central de 61 isomorphe a Z.

Démonstration. — Ces espaces, admettant Q, comme revétement

universel, sont des quotients Q,/I" ou I' est un sous-groupe discret du
centralisateur Z;y, ¢(M), qui conserve les champs de vecteurs
¢-paralleles de Q,. Or les champs de vecteurs

] ) )
Pyl kax°—5x—a—JaBsm kﬁxow+
+(x* : 1] B8 0 0 =1
(x*kysink, x° +J, 5% k‘,coskﬂx)ao-(a— yeoo,—2),

1 o VA 0 b}
— =t T (x"‘ — xP )
V2ax°® 4 oxh ox®
constituent une base de la sous-algebre Q, deJ . On vérifie alors

simplement qu’un élément de Z;,,, §(M) conserve ces champs
de vecteurs si et seulement si n = 0, d’ou

u, =1 pour tout a=1,...,n—2.

D’autre part, I'action du groupe Q, sur R"” est définie par :

xX°=x""+n

x® = (exp—z- KJ), 5 x'# + A* cos k, x' — (JA)* sin k, x'°

%% = x + x'2 (exp % KJ) o5 kg (APsin kyx'® +UA) coskyx'®) +1

ou K est la matrice diagonale K,; = 8,5 k,
Les isométries

x0 = x'0

x* = x'®

x0=x""+¢

étant centrales dans Q,, le quotient Q,/I" est un groupe.
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4.4. COROLLAIRE. — Un espace symétrique lorentzien faiblement
irréductible qui admet un parallélisme absolu est un groupe.
Démonstration. — Un tel espace admet en effet comme revé-

tement universel Q, ou le revétement universel de SL (2, R). Il
résulte de [3] qu’un espace symétrique qui admet un parallélisme

absolu et a SL(2,R) comme revétement universel est le quotient
de SL (2, R) par un sous-groupe central.
Remarque. — Tous les quotients Q,/A, ol A est un sous-groupe

discret, admettent un parallélisme absolu. Parmi ceux-ci, certains
sont compacts :

4.5. PROPOSITION. — Il existe un espace (M ,g,¢) complet,
lorentzien, non plat, difféomorphe a un tore.

Démonstration. — Choisissons dans R” des coordonnées x°, x¢, x0
telles que les x“ soient adaptées a la structure complexe J, c’est-a-dire
sia=1,...,n=2=2m,a=1,...,m: Yy 12,= " s, = 1.

Posons y% = x* + i x**! avec a = 2a — 1
L’action du groupe Q, sur R” s’écrit des lors :
x0=x"04+pn

—  —ink, ) . ‘0
ya = g~in a/2ya + etka* Ba
x°=x"+k, Im (" B, ¢i*a €'o+3)y + ¢

ou B, = A, +i~Am+1 avec a = 2a — 1, y désigne le conjugué de y

z—z
et Imz= -
2i
Supposons les rapports k,/k, 2 a 2 rationnels. Il existe donc
s
des entiers g, tels que n = 3q;( . pourtouta=1,...,m.

a
Les éléments du groupe Q, sont paramétrés par (n, B, ..., B,,.?).
Les n éléments

(n,0,...,0)

. 2mie 3 N 4qa1r
(n,0,...,e*3 B, ...,0) oun=—3—k——
(2n,0,...,B,,...,0) ‘
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sont linéairement indépendants sur les réels. Ils engendrent un sous-
groupe isomorphe 4 Z", qui agit librement et proprement disconti-

nument sur R”. Le quotient Q,/Z" est difféomorphe a un tore.

Appendice.

gt=K + g6 + A +® a été définie en 3.2. On a alors

[D.Kl=lw,.al=lw,n]=[5,.Kl=B .a]=0
et Jg=9++P. Si XeQX=X'+X,
avec X*tegt X, €P

Comme I’application Q> P: X > 2 X, est un isomorphisme
de STL, il existe une base de Q de la forme
mz=z+a,wr+A'+D' +H
T w, =W, + bygw + A* + D* + H*
mz=z+c,w¥X+A+D+H
mz;=2z;+ h,wt + A"+ D' + H
on A, A', A, A*€@, D, D', D, D*€®, H, H', H', H* €5¢
Condition (B) :
L’isomorphisme de STL : X = 2 X, s’écrit, pour tous X,Y,Z€ Q,
[[XP ’ Y+]’ Z+] + [[X+ > YP]: Z+] + [[X+ > Y+]’ ZP] = 3 [[XP > YP], ZP]
Condition (A) :
Compte tenu de la condition (B), la condition [[X, Y], Z] € Q,
pour tous X, Y, Z € Q, s’écrit :
4 [[XP 3 YP]’ ZP] + [[XP ’ YP]: Z+] + [[XP > Y+]’ ZP] + [[X+ 3 YP]aZp]+
+[[X*,Y*],Z1€ Q
Nous écrirons A (X,Y,Z) et B(X,Y,Z) pour “la condition
A appliquée a X, Y, Z” et “la condition B appliquée a X, Y, Z”.
B(mz;, mw,, nz;) implique A’ = 0

B@z,aw,, nz) implique A =0
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L’élément z étant central dans P, mz est central dans Q, d’ou
[[mz ,mw,], 7z] = 0 ce qui implique [[H, H*], H] = 0. Comme Hgest
isomorphe a l'algébre de Lie du groupe orthogonal de Z,, sa forme
de Killing 8 est définie négative, d’ol

B8(H,H*, [H,H*]) = B([[H,H*], H, H%) = 0
et donc [H,H*] = 0.
A (mz ,mw,, 7z) implique

-2 A;‘, +t by Ngta, AL Ay — b, A,'Y“A:‘ﬂ +a,[A", A%,,=

=4 N, by (1)
[[A", A*,A'] = 4 A, A~ 2)
[[D',H*), H'] + [[H',D*], H'] + [[H',H*], D’'] = 4A,D* (3)
([H', H*,H'] = 4 \, H* 4)
A (rz,mw, ,mwp) implique
[[A", A%], A¥]1=0 (&)
[[D’, H*], Hf] + [[H', D°], HP] + [[H', H*], D’] =4 §,,\, D (6)
[(H',H], H]=458,,\, H @)

d’ou B ([[H',H*,H*, H) = 4\, B(H,H) = 8 ((H',H*],[H*,H]) =0
et donc H = 0.

D’autre part,
B(H',H*, [H',H*]) = — B([[H', H*], H*], H') = 0

d’ou [H',H*] =0 et donc H*= 0 compte tenu de (4). Dés lors,
(6) implique D = 0.

La forme de Killing de l'algébre de Lie & étant aussi définie
négative, (2) et (5) implique A* = 0.

Les relations obtenues précédemment impliquent alors ¢, = 0
[[rz;, 7z, 72, ] = 0 implique
(H HY),,, — (H H"),m + [H,H],, =0 (®
([H,H],H]=0 9)
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De (9) on déduit [H ,H] = 0. Il existe par conséquent une base de
Z, dans laquelle les produit H' H sont des matrices diagonales.
Mais (8) implique alors H' = 0.

B (7w, , Tz, 7z) implique
ALg a5 Ng— bygN\ya, = DfDy (10)
A;B A;iu_ ay vA'w ba‘yAw)‘n_ 300y Ao an
[[7z;, nz], mz) = 0 implique
(H' D), — (H?); =0 (12)
[H,[H',D]1=0 (13)
De (13) on déduit H'D' = 0, d’ot H' = 0 en vertu de (12).
A (nz ,mw,, mz) implique
[[H',D*,H']=4A,D* dou D*=0
Désignons par B la matrice (b,g) et par A la matrice diagonale
Ay = o5 A
(1) devient —2A"+BA-BA?=4AB
B (mw,, Tz, mw,) implique
A A B-BA’B-BA'A=—3A (14)
(11) s’écrit A?2-BAA —BA'A=—3A

Comme A’ A = A A’, on déduit de (11) que BA’ est symétrique
et commute avec A. On peut donc la diagonaliser et poser BA' = A

(11) devient A?2=2AA-3A (15)

En multipliant (1) par A’ on obtient A2+ 2 A — 3 1 = 0(16).
On en déduit que A, B et A’ sont inversibles. Comme A et A’ commu-
tent avec A, B commute avec A, et (1)s’écrit —2 A' — A A'=3AB
(17), d’ott B et A’ commutent. En remplacant dans (14) la valeur
de B tirée de (17) et en comparant avec (16) on trouve A = 1.

De (15) on tire A'? = — A, d’ou A, est positif et de multiplicité
paire pour tout a.

En posant A' = AY2J,onalJ?=— L JA=AJetB=—A"12],
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De [[nZ, 7z;], mw,] = 0, on déduit alors &, = 0.

La relation (10) implique a, = 0.

De [[7z,mz;], m2;] = 0 il résulte D' = 0

Enfin, la métrique g sur Q étant invariante, on a

g(mz,mz),m2) + g(mz;,[7z,7z)) =0 dou D'=0

On vérifie alors sans peine que le vectoriel Q de base
(zirz,mw, =w, — A"V2 T w¥ 7z =z + AV2]}

satisfait bien aux 3 conditions requises.

Les crochets non nuls de I'algébre de Lie Q sont
(AW, Twgl = — 24/ X Jop 2

Mz 7w, 1= 2N, Jgmw,
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