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QUELQUES RESULTATS SUR LES SOLUTIONS
DE SYSTEMES D’'INEQUATIONS
DE TYPE PARABOLIQUE

par Gérard REYNAUD

NOTATIONS ET HYPOTHESES

Soient, £ un ouvert de I’espace euclidien R”, T un réel positif,
S le cylindre £ x [0, T]. Nous noterons x = (x, ,...,Xx,) un ¢élément
de R", |x| la quantité /x? + - -- + xZ et ¢t un élément de [0, T].

La boule ouverte, de centre l'origine de rayon p dans R” sera
notée Bp,

S, sera la sphére de centre l'origine, de rayon p, dans R".
Nous noterons par :

w, I’ensemble B, N Q

o, I’ensemble Sp N

r la frontiére de 2.
Si f est une fonction différentiable, définie dans S, nous noterons
par :
D; f la dérivée partielle de la fonction f par rapport a la variable
i
D, f la dérivée partielle de la fonction f par rapport a la variable ¢.

Soient u = (u;,...,uy) et v=(v,,...,vy) des_applications
définies dans S a valeur dans RN, nous noterons par :

u. v la fonction définie par :

u.v=uv, +--tu, +-+ugy,
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D;u Tapplication, définie dans S a valeurs dans R™, définie par :
D;u = (D;u, ; Dju, ;... ; D;uy)

D,u P'application, définie dans S & valeurs dans RN, définie par :

D,u = (D,u, ; D,u, ;... ; Duy)
Nous considérerons 'opérateur suivant :
E L. )
Lu = ( Y D2, )] — 2 Dla, ] \ = A(u) — D,Bu
i=1 k=1

o, u est une application de S dans RN vérifiant certaines propriétés,
L, p(u) sont des opérateurs du premier ordre vérifiant certaines pro-
priétés et a, , sont des fonctions définies dans S.

Nous noterons toujours par i et j deux indices qui varieront de
1 4 n et par p et k deux indices qui varieront de 1 a N.

Pour simplifier, nous écrirons » , ¥, Y ,...
i i P
n n N
. %l %
auheude}_,z ,5 yee s

e
i=1 i,j=1 p=1

Nous utiliserons des fonctions poids que nous noterons par ® et
y. Elles seront définies, en général, dans R, x [a, b], ou [a, b] repré-
sente un segment de R.

Nous leur associerons de nouvelles fonctions que nous noterons
toujours par ¢ et ¢ définies dans R” x [a, b] par :

x,t) > &, =&(xI,D

ol x appartient 2 R" et ¢ appartient 4 [a, b] ; de méme pour V.

Pour simplifier, nous noterons par,

@, P, P, ... lesfonctions D, ® ; D, ; D,®...

INTRODUCTION

Dans ce travail, nous avons cherché a obtenir des théorémes
relatifs aux solutions d’inéquation du type :
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» [ Wrar< fw [clv2 te X (D,.v)z] dx ,

r 1

ou L est un opérateur du type parabolique, w, défini dans les Nota-
tions p. 1.

Si L est linéaire, elliptique ou hyperbolique, on sait que a) peut
étre considérée comme une inéquation du type Calderon donnant lieu
a4 des théorémes d’unicité du probléme de Cauchy (séminaire de
Schwartz 1960).

Ceci n’est plus valable dans le cas ou L est parabolique : pour
I’équation de la chaleur par exemple, il n’y a pas unicité si on n’impose
pas un ordre de croissance aux solutions [5].

On connait d’autre part dans le cas ou L est parabolique certains
résultats donnant lieu a des théorémes d’unicité rétrograde (voir par
exemple [1], [6], [7], [8]).

Nous nous sommes intéressés principalement aux problémes
d’unicité directe étudiés entre autres par M. Nicolescu et C. Foias [10],
P. Mustata [9] et J. Chabrowsky [3].

L’idée de ce travail nous a été suggérée a la lecture des travaux
de D.E. Edmunds et Valérie Williams [4].

Bien que nous ne traitions pas du méme sujet, notre lemme 0,3
permet d’améliorer les résultats obtenus par ces auteurs.

En effet, ils considérent un ensemble £ inclus dans R” vérifiant
les propriétés suivantes :

1) Q est le complémentaire d’'un borné de R",
2) On peut utiliser la formule de Green a I’ensemble w,.

En utilisant le lemme 0,3 leurs théorémes restent valables quand
§2 est un ouvert quelconque.

Sur les conseils de Monsieur H. Morel, nous avons introduit dans
la formulation du probléme et les démonstrations, des fonctions poids
permettant ainsi d’obtenir des théorémes d’unicité dans des classes de
fonctions non bornées.

D’autre part, sur I’avis de Monsieur J. Leray, nous n’avons pas
cherché uniquement a obtenir des théorémes d’unicité, mais des théo-
rémes plus généraux qui peuvent étre considérés comme des résultats
d’estimation a priori.
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Dans le chapitre I, nous traitons le cas ou L est non linéaire.
Pour généraliser, nous considérons un systéme de N équations

B R

Z Di[@i,p(u)]— 2 Dt[ap,kukl
( i=1 k=1 5

Lu

et nous étudions les solutions de I'inéquation suivante :

b) fw ~uluax < [ [cl @Y 2w D,-u,,] dx
L,p

r

ou u est une constante positive inférieure a 2.

A notre connaissance, les auteurs ayant étudié certains problémes
sur les solutions de a), ont considéré le cas o L est linéaire et vérifie
la condition d’ellipticité uniforme suivante :

doned
i,j,p,k

Y afDiu,Dyu, =a Y (Du,)’
i,p
ou o est un nombre strictement positif et

.l p —

2 af Djuy =%y ()
ik

Dans ce cas particulier b) est plus générale que a). Or, dans ce

travail, nous n’imposons pas la condition d’ellipticité uniforme, mais

la condition plus faible suivante :
X ®;,w)Du,>0
i,p
Ce qui nous a amené a étudier les solutions de b).
Nous obtenons comme résultat principal dans ce chapitre que,

sous certaines conditions que doit vérifier la fonction poids &, la

fonction ¢t — f ®2p2? dx est décroissante.
Q

Dans le paragraphe 2 (chap. I), nous nous intéressons au cas
ou N = 1, et nous obtenons ainsi des résultats semblables a ceux du
paragraphe précédent mais ne portant que sur la partie positive ou la
partie négative des solutions.
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Dans le chapitre II (cas linéaire), nous avons cherché principa-
lement a déterminer des fonctions poids &, vérifiant les conditions
demandées dans le chapitre I, pour le cas particulier ol on connait
un ordre de croissance des coefficients intervenant dans b). Nous en
déduisons alors des théorémes analogues aux précédents et dont nous
nous servons dans le chapitre III pour obtenir des théorémes d’unicité.

Nous insistons plus particuliérement sur le paragraphe 2 (chap.III)
ol nous obtenons (cas N = 1) des théorémes d’unicité en n’imposant
une restriction de croissance qu’a la partie négative de la solution. Les
résultats obtenus sont plus forts que ceux de J. Chabrowsky [3] qui,
déja, généralise ceux de [9] [10].

Rappelons brievement ses hypotheses et son théoreme :

Il considére une équation parabolique de la forme :
¢) Lu=7Y a;D;[Djul + Y b;Dju+cu—Du=0
ij i
a; = aj .

I Si les coefficients de I’équation sont holdériens par rapport aux
variables (x, f) dans R” x [0, T] et de classe C*(R"” x [0, T]) par rap-
port aux variables spatiales x = (x,,...,Xx,),

II [ s’il existe une constante positive K telle que :

la;(x, D1 <K ; IDja;(x, 01, 1b;(x, )| <K + ix1)
1D;[D;a;(x, D)1, 1D b;(x, 01, 1ex, i <K + 1x1)?,

III /si la forme quadratique

A =2 a;(x, 0 &%

ij
est uniformément elliptique, c’est-a-dire qu’il existe o > 0 tel que
A Z a1k,
si u est une solution de b) vérifiant :

" u,D,u, D;u, D;[D;u] continues dans R" x [0, T]

T 2
[ at [ u_x,0exp(—mixP)dx < + oo
0 R
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ol m est une constante positive et u_(x, t) = max[0,— u(x, t)],
ux,0 =0

alors u(x, t) = 0 dans R"” x [0, T].

En se référant a4 notre paragraphe 2 (chap. III), si les coefficients
vérifient I, II' (ou II""), III :

r s lay G, D<K + 1x )

1b;x, 0%, IDa;x, 0P, lel <K + 1x)?~*

( A\ constante vérifiant 0 <\ <2
I"( 1a;0e, )1 <K + |x1)? [Log(2 + x1]?

1b;Gx, 1, 1Dya;(x, 017, lel <K[Log(Z + Ix)*~"

v constante vérifiant 0 <p <1
et si u est solution de b) vérifiant :

. u,D,u, D;u, D;[D;u] continues dans R" x [0, T]

T
f dt f u_ (x,t)exp(—mlix > Madx
Y R?
dans le cas de la condition II'
ou
T 2—-v
f dt f u_(x,t)exp[— m[Log(2 + Ix D}*""]dx
0 R"
dans le cas de la condition II"”
u(x,00=0
alors, en utilisant les théorémes 3.2.1, 3.2.2, nous obtenons
u(x,t) =20 dans R” x [0, T].
En utilisant le théoréme de G. Aronson et P. Besala [2], il obtient :
u(x,?) =0 dans R” x [0,T].

Dans le cas II', avec des conditions plus faibles nous pouvons,
nous aussi, utiliser le résultat de [2] et obtenir que si

u(x,0) = 0 alors u(x,t) = 0 dans R” x [0,T].
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Dans le paragraphe 3 (chap. III), nous donnons des exemples
montrant que, dans un certain sens, nous ne pouvons pas améliorer
les résultats précédents.

Dans le chapitre 1V, nous démontrons un théoréme relatif aux
fonctions poids, éliminant la possibilité d’obtenir, dans un certain
sens, de nouvelles fonctions poids donnant de meilleurs résultats que
ceux du chapitre II

Enfin, nous montrons sur quelques cas particuliers, que la mé-
thode utilisée est applicable a la recherche de théorémes d’unicité dans
des cas non linéaires.
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CHAPITRE 0

RESULTATS ET LEMMES DE REFERENCE

LeEMME O.1. — Si f est une fonction définie sur le segment |a, b]
décroissante, continue, positive. Si g est une fonction intégrable sur
la, b] alors il existe X vérifiant a < X < b tel que

b X
[ rwewar=r@ [“ewar.

Démonstration. — C’est une conséquence directe du deuxiéme
théoréme de la moyenne. Il suffit d’approcher dans L'[a, b] la fonc-
tion g par des fonctions continues.

DEFINITION 0.1. — Soit u une application définie dans § x [t,, t,]
d valeurs dans RN, nous noterons par @ lapplication définie dans
R” x [t,,t,] a valeurs dans RN par :

a(x,t) = u(x,t) pour tout (x,t) appartenant a & x (t,,t,]
4(x,t) = 0 pour tout (x,t) appartenant é (R* — ) x [t,,2,].

_ LemMe 0.2. — Si u est lipschitzienne dans tout borné de
Q x [t,,t,]; si u est nulle sur T' x [t,, t,],

alors 0 est lipschitzienne sur tout borné de R" x [t,,t,] et on a :
D;u = D,it presque partout dans 2 x [t t,]
D;4 = O presque partout dans (R" — Q) x [t,, t,].

Démonstration. — Pour démontrer que @ est lipschitzienne sur
tout borné de R" x [¢,, ¢,] il suffit de démontrer que :
u,(M,) — a,(M,) <

<K,,
IM, M, | P

ol M, et M, sont deux points d’un borné B de R" x [, ,] et K,
sont les constantes de lipschitz sur BN & x [¢,,¢,] des fonctions
up(Kp =0si BNQ x [t,,8,]=¢).
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Cette inégalité est évidente si on étudie les trois cas possibles :

M, et M, appartenant a £ x [t,.¢,]

M, et M, appartenant 4 (R" — Q) x [¢,, £,]

M, appartenant a & x [¢,,¢,] et M, appartenant 4 (R" — ﬁ) X
x [¢, 1]

Les résultats sur les dérivées de & sont évidents dans le cas ou la
mesure de [ dans R” est nulle. Dans le cas ou la mesure de I' dans
R" n’est pas nulle, il suffit alors d’utiliser le théoréme de densité de
Lebesgue.

Remarque 0.1. — L’intervalle [¢,,t,] n’intervient pas effecti-
vement dans la démonstration et on a pour tout ¢ € [¢,, £,].

D;u = D;i1 presque partout dans £2 x {t},

D;& = 0 presque partout dans (R" — ) x{¢} ol le presque partout
est pris dans le sens de la mesure de R”.

LemMme 0.3. — Soit [ une fonction définie dans S x [t,t,],
lipschitzienne sur tout borné de S x [t,,t,] nulle sur T" x [t,, t,],
admettant une dérivée D, f continue sur & x [t,, t,] ; alors nous avons
pour tout t appartenant a [t,,t,]

’ - ~ X X
D, fdx = D;fdx = 2 dS = —Lds.
J, pirax fB fax= [ 72 [z
Démonstration. — D’aprés la remarque précédente, on a bien :

j;D,.fdx=fB D, fdx.

Comme f est lipschitzienne sur tout borné de R” x {r}, elle est
absolument continue sur toutes paralléles aux axes ; si on utilise le
théoréme de Fubini et si on intégre d’abord par rapport a la variable
x;, on obtient :

jl; D,.fa’x= j; fnidS=/;r fn;dS

ou dS est I'élément d’aire de S,, n = (n;) est la normale extérieure a

X
S, (n,- = —ri) Ce qui démontre le lemme.
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DEFINITION 0.2. — Soit f une fonction définie dans B CRP a4
valeurs dans R nous définissons deux nouvelles fonctions notées f, et
f_ définies dans B par :

fi(x) = max[0, f(x)], x €EB
f_(x) =max[0,— f(x)], xEB.

LemMe 0.4. — Soit 2 un ouvert de R". Soit f une fonction ap-
partenant @ C'(Q). On a les résultats suivants :

1) la fonction f, admet presque partout dans S des dérivées
partielles et, si on appelle 2, l'ensemble des points x de S tel que
f(x) > 0 et 2, I'ensemble des points x de & ou f(x) <0, on a :

les restrictions a §, de D, f, et de D, f sont égales,
la restriction a S, de D; f, est nulle presque partout ;

2) la fonction f, est lipschitzienne sur tout borné de 2.

Démonstration. — L’ensemble §2;, est un ouvert. Nous avons
donc :

les restrictions & §2, des fonctions f, et f sont égales, et les restrictions
a 2, de D, f, et D, f sont, elles aussi, égales.

Montrons que sur §2,, f, admet presque partout des dérivées
partielles qui sont nulles.

Soit P, de composantes (x, ,...,x,) un point de £, et consi-
dérons la droite A(P,,i) passant par P, et paralléle & I’axe des x; .
Notons par :

Q(P,,i) Iensemble QNAP,, D)
Q,(Py,i) Tensemble £, NA(P,,I)
Q,(Py,i) lensemble £, NAP,,7).

Soit P, un point de £2(P,,i) de composantes (x,,...,x;_, ,
x; +h,x;4y,...,X,) et étudions le rapport :
I (P — fL(Py)
h

Si P, appartient a £, (P, ,i) le rapport précédent est nul (numé-
rateur nul).
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Si P, appartient a Q,(P,,i), on a : Q,(P,, i) est un ouvert de
Q(P,, ).

Soit (P,,P,) le plus grand intervalle ouvert contenant P, et
contenu dans £, (P,, i). On supposera que P, se trouve entre P, et P,

PO Pl Ph P2
Comme f appartient a C' (), on a :

I f(P) —f(PHIS<MI|P, — Pyl ou M est un majorant de |D, f
quand on se limite 2 un borné de &, ce borné contenant les points P,
et P,. Comme (P, i) est un ouvert, on pourra toujours prendre P,
suffisamment proche de P, de telle sorte que le segment [P, ,P,] soit
inclus dans 2, c’est-a-dire que P, n’appartienne pas a la frontiére de
€. On a donc, pour tout point P, appartenant a {,, et pour P, ap-
partenant a Q,(P,, 1)

f+(Ph) f+(P0) f+(Ph) f+(P )’ 'f(Ph) -
h

car f,(Py) = f,(Py) = 0 = f(P)).

Si P, est un point de densité de £2,(P,, i), nous savons que ce
rapport tend vers zéro quand |A| tend vers zéro. En conclusion, si
P, est un point de densité de £2,(P,, ), alors D, f, existe et on a
D;f, = 0 en P,.

D’aprés le théoréme de densité de Lebesgue, presque tous les
points de £2,(P,, i) sont points de densité. Donc en presque tout
point de £,(P,, i) D;f, = 0. En utilisant le théoréme de Fubini, on
en déduit que, en presque tout point de £,, D;f, = 0 ; ce qui dé-
montre la premiére partie du lemme (le presque partout est pris dans
le sens de la mesure de R).

P, —P, 1
Tl

La deuxiéme partie du lemme est évidente, il suffit pour cela de
remarquer que pour tous X, y appartenant 4 §2, on a :

L) — FI<If(x)— O

et que, de plus, comme f appartient a C' (), alors f est lipschitzienne
sur tout borné de 2.
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DeFINITION 0.3. — Nous dirons que l'application u définie dans S
d valeurs dans RY, appartient a [C***(S)IN si u appartient ¢ [C*(S)|Y

et si pour tout couple (i,j), D,-[D,-u] est une application continue
dans S.

LiMMEO.5.—Soit F; ,  des fonctions appartenant a CY(Q x [t,,1,])

(0 <t, <t, <T) vérifiant la propriété suivante : ¥, , , =F,; .
Soit v appartenant a [C*2(S$)IN. v nulle sur T x [0 . T].

X;

. —~ j N\ ) \
si ¥ T F, kv, et Y v, v, D;(F; ;) appartiennent d
jp.k j,p.k

L' x [¢t,, t,]),

alors, pour tous 1, , 7, vérifiant t, <1, <71, <t,, pour toute cons-
tante positive R donnée, il exzste une suite r,, tendant vers l'infini,
telle que :

T2 .
f fa 3. 2F,0,DyudSdr <
p

1 m j,p,k

Démonstration. — Soit,

1(o) = flsz

D’apres la propriété que F;,, = F;,, on a:

jkp
Y 2 F/pk pDivk ‘> D [Fpk vp Uk] yk Up Uk D/’[Fipk]

ipk Up Dj U dx dt.
p I.p.k

Y 2F
p

On a donc :

T2 ~
I(p) = fn pr i,z_,p D; [Fjep vp v ] dx dt

T2 .
_/;l pr X v, u Dy(Fppp) dxdt.

j.k.,p

D’apres les hypothéses faites sur F;,,,

sont lipschitziennes sur tout borné de Q ; de plus, elles sont nulles
sur la frontiére de §2 ; on peut donc utiliser le lemme 0.3. De plus,
par hypotheése, la derniére intégrale est convergente quand p tend vers
l'infini, on a donc :

les fonctions F; . v, v,
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< [*f ¥ ZF

ik Up Ve dSdt+ R,
1 "% jp.k

ou R, est une constante indépendante de p.

Posons :
72 N
w=["[ Y ZF, v, dsdt
1 "% jkp P
On a :
72
1< [ [ |3 2F,,v,0|dsd=1,0.
1 "% | frp

D’aprés les hypothéses du lemme, on sait que :
T2 X p
i =
/, fw,, a7 Fios vl dxdr = [0, 0 du

179

est convergente quand p tend vers Plinfini. La fonction J, (u) étant
positive, I’ensemble des u tel que J;(u) > R, > 0 (R, constante

fixée), est de mesure finie dans [0 + oof.

Donc il existe une suite réelle croissante (p,,),,<n tendant vers

Pinfini telle que :
1, () <R,

D’ou :
(o) <R, +R,.
Mais :
Pm 72 N o
o = f, " J. f jox 0 Dy vedSeit dp = [ 1,(0) dp.

Montrons que, pour tout p,,, il existe r,, supérieur ou égal a

p,, tel que :
I(r,) <R

(R constante positive donnée).

En effet, supposons que :
I, (0) > R pour tout p supérieur ou égal a p,, .

Alors, pour tout m' supérieur a m, on aurait :
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P!
1) = o) + [ " 145> 1) + (0 — £ R

Comme p,, tend vers I'infini quand m' tend vers linfini, alors
I(p,,) tend vers P'infini, ce qui est contraire a :

I(p,,) <R, + R, pour tout m.

Donc, quitte d extraire une sous-suite, il existe une suite mono-
tone (r,,),,«n tendant vers I'infini telle que :

I, (r,,) <R, ce qui démontre le lemme.

LEMME0.6. — Soient F; des fonctions appartenant a Cl(Q x [t,.5,])
ou t t, vérifient 0 <t, <t, <T.

Si pour tout v appartenant a C"Z(S), v, nulle sur T x [0, T],
on a:

X; \
> L Fvl et )
7 lx| 7
pour tout T, T, vérifiant t, < 7, < T, < t,, pour toute constante posi-
tive R donnée, il existe une suite (r,,),, N tendant vers l'infini, telle

que :

v? D]'.[Fi] appartiennent a L' (S x [ty t,]), alors

T2
Y 2F,v,D,; <R.
le /[ 2 2F;v,D;vasdr <R

m

Démonstration. — Comme v appartient a C!2(S), on peut utiliser
le lemme 0.4 et on a :

2v,D;jv = D;v} presque partout dans S.

e De plus v, est lipschitzienne sur tout borné de S.
Soit :

T2
1(p) = fn pr 3 2Fv,D;vdxdt
7

On a :

Ty . L0
1(p)=fT fw Y D;(F;v3) dx dr — j;l fw viD;(F)) dx dt .
1 p o
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Comme v(x, t) < 0 pour (x, t) appartenant a I' x [0, T], on peut
appliquer le lemme 0.3 a la fonction F; v? qui est lipschitzienne dans
tout borné de S et qui est nulle sur I' x [0, T]. De plus, la derniére
intégrale est convergente. On a donc :

72 X;
i 2
1(p) < ff, fop “LFuidsdt + R,
ou R, est une constante positive indépendante de p. La suite de la
démonstration est identique a la démonstration du lemme 0.5.
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CHAPITRE PREMIER

DEUX THEOREMES DONNANT LIEU A DES
MAJORATIONS A PRIORI

1. Cas général.

Hypotheses 1.1.1. (Hypothéses sur I’opérateur L).

i) Les opérateurs %; , sont des opérateurs différentiels du premier
ordre.

ii) Pour tout u appartenant a [Cl'z(S)]N, ‘JZ,.’p(u) et D,.[GJZ,.,p(u)]
sont des fonctions définies, continues dans S.

iii) Si on note P, ,(u,D;u) =%, ,(u), il existe une fonction
F positive définie dans S, telle que pour tout &£ = (&), 8 = (BF) ap-
partenant a R"*N, pour tout u appartenant a [C*2(S)]N, pour tout
A\ réel strictement positif, on ait :

. 1 @
> E P, B) SAF Y (D + - X B

i,p i,p i,p

iv) Les coefficients a, ;, sont des fonctions définies localement
lipschitziennes dans S admettant une dérivée D, «, , continue dans S.

v) Pour tout u appartenant a [CI’Z(S)]N, il existe deux fonctions
continues positives G et H définies dans S, telles que

. 2. ¥ U2
Y o, g, =Gut Y wu, Do, =~ Hu? .

i p

p.k p.k

vi) QUp g = O p-

THEOREME 1.1. — On suppose que l'opérateur L vérifie les hypo-
theses 1.1.1.

— Soit v appartenant a [C*2(S)IN, vérifiant v(x, 1) = 0 pour
(x, t) appartenant a I x [0,T]), v solution de l'inéquation suivante,
1.1.1) Pour tout r =r, (r, constante positive donnée), pour

tout t €[0,T] il existe une constante u(0 < u < 2) et une fonction
C, appartenant a C(S) telle que :
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f _2uLudx<f [C,0? + 1 Y Dyu, @, )] dx

Wy i,p

— Soit ® une fonction définie dans R, x [¢t,,t,] a valeurs dans
R¥ (0 <1t, <t, <T) vérifiant :

1.1.2) ® et D, ® sont continues dans S.

1.1.3) ®(ix |, 1) = ®(ry, t) pour tout |x|<r

1.1.4) Les fonctions t > ®(ix|,t) et |x| > ®(Ux|,t) sont
décroissantes.

1.1.5) ® est solution presque partout de l'inéquation suivante :

32
— ¢, G — <I>2[H+C]— q>2

x|

F=0

si ® et v vérifient la condition suivante :

/ pour tout (1,,7,) vérifiant t, <1, < T, < t,, il existe
une suite r,, tendant vers l'infini et une suite R, tendant

vers zéro, telles que :
1.1.6)

Ty - 2
. . <
fn fwrm }; D, (280, 2, , ()] dx dt <R

alors,

1) la fonction a valeurs dans R définie par
t > j;z Y o, v, v,.dx
p.k
est décroissante pour t € [t,, t,],
2) si il existe ty appartenant a [¢,, t,] tel que,

f S“ o o, 1 U,V dx soit fini pour t = t;, alors,

i Y ®*a, v, v dx <+ pour tout t appartenant d [ty t,]

dond

ty .
fr3 [ ee,c + 92 Sp D;v, %2, , ()] dx dt <+ oo

~
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Remarque 1.1.1. — Le théoréme précédent est valable sans la
condition v mais la fonction ® doit vérifier la condition 1.1.5" qui
remplace la condition 1.1.5.

1.1.5") Pour tout u appartenant a [C*"*(S)]N on a :

z [—2 <I><I>tap,k + & Dt(ap,k)] UpU, —
p. k

32
— (@, + == @7, F)u? > — 9®,Gu?
2—p
ou G est une fonction continue, positive, définie dans S.

Démonstration du théoréme 1.1.1. — Soit ® une fonction définie
dans R, x [#,,1,] oi 0 < ¢, <1, <T, a valeurs dans R}, vérifiant les
propriétés 1.1.2, 1.1.3, 1.1.4. Nous lui associons la fonction, que nous
noterons encore par ®, définie dans R” x [¢,, ¢,] & valeurs dans R}
par :

x,t) > &, =2(Uxl,0).
Soit v appartenant a [CI’Z(S)]N et considérons ’identité suivante :
1.1.7) —2®*yLov=—2d*vA(v) + 29*vD,av

En utilisant les hypothéses 1.1.1,1.1.2, 1.1.3, 1.1.4, nous obtenons
I'inégalité suivante :

1.1.8) —2@*vLv >— Y D;[290%v,%,; ,(v)] +
ip

+ 2 D[P0, v,v,] + [~20P,G— *H— 4N &7, F]v? +
p.k

2 3
+ 2 ¢? [l —YJ ?_; Divp‘J?.i’p(v) .
Soit v solution de 1.1.1. Considérons la quantité pour ¢t € [¢,, t,]

1= [ @C,v? +u Y Du,2,,@ + 2vLvldx
Lp

“r
¥
=) [ @Civ* +u Y D2, ,0) + 20LoldSdp,
%p i.p '

ou dS est I’élément d’aire de 0,
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D’aprés les propriétés de ® (la fonction ® ne dépend que de r
et de ¢, et est indépendante de |x| pour [x|<rj)ona:

a2 7o r 2
1=9 (ro,t)fo dep+fr0 @, dp

on 3= [ [Co*+u ¥ D, ) +20Lo]ds,
g,

i,p

En utilisant le Lemme 0.1, on obtient :
rl
=&y, 0 /; J,dp =0 ou r'vérifie ro <r' <r,
on en déduit donc que si v est solution de 1.1.1, alors v est solution de :

[ —20*vLvax< [ ®[C,0? +u Y Du,@, ,0)]dx.
wr o

@y i,p

8 ,
Soit v solution de 1.1.1 et \' = . Si on intégre I'inégalité

1.1.8 sur w, x [7,,7,], our=ry et t, <7, <71, <1t,, on obtient :

T2 2
1.1.9) frl fw [-280,G - B+ C)) -

2 \
o2, Flv? dxdt+f f “@23_ D, v, 2, ,(v) dx dt <
T2
< [T XY petv,wldd -
T YW i,p
T2
Y 2
-[ fw %k D, [®% &, , v, v, ] dx dt .

D’aprés les hypothéses faites sur v, ®, @, , on peut assurer que

la fonction ' ®? @, U, Uy est absolument continue sur tout segment
p.k
paralléle a I'axe des ¢ contenus dans & x [¢,, t,]. De plus, ® vérifie la

propriété 1.1.5 et (P ,v) vérifie la propriété 1.1.6. Si dans 1.1.9 on
fait r = r,, (r,, qui intervient dans la propriété 1.1.6), on obtient :
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m
2—u 2§
+—2—<I> b3 Divp‘ﬁi,p(v)]dxdt<
i,p

~ 2 _
<R, + [j; > @ oz‘!,’kvpvkdx]t_f
N

r D,k

- [f > <I>2ap,kvpvkdx]

“rpm bk t=17,

D’aprés 'hypothése 1.1.1 (ii) nous déduisons que :

> i1 Pi,p(u’Bik) > 0 pour tout u appartenant a [C"*(S)|N
ip

De plus, $®, < 0 et u <2, nous pouvons donc faire tendre r,,
vers I'infini et on obtient :

T2 2—# ~
- 2 2 @
0< fn _/;2[ ®d, Go? + 5 ) ?,T;,Divpi.i,p(v)]dxdt<

< [/;z ) cbzap,kvpvkdx] [_/;z Zk <I>2ap,,‘vpvkdx:|
p,

p.k t=1,
Donc, pour tout (7,,7,) telque 0 < ¢, <7, <7, <¢, <T,on

I:Tz

=7

[f > <I>2ozp,kvpvkdx]
Q p,k t

ce qui démontre la premieére partie du théoréme. La deuxieéme partie
du théoréme est une conséquence de la premiére partie.

> fnz ®a, v, v, dx
t=7,

P,k

COROLLAIRE. — — Si en plus des hypothéses précédentes L vérifie :
les %; ,(u) sont localement lipschitziennes dans S pour tout

uc[Ct2(SN.

— Si en plus des hypothéses précédentes & est localement
lipschitzienne dans R, x [t,, t,].
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Alors le théoréme précédent reste valable si on remplace la condi-
tion 1.1.6 par 1.1.6' :

1.1.6") Pour tout (7, ,7,) (¢, <71, <71, <t,), il existe une suite
r,. tendant vers linfini et une suite R, tendant vers zéro telles que :

T2 . x.

2

f,l fa Z 29 —u,®, ,0)dSd <R, .
m P m

Pour démontrer ce corollaire, il suffit de montrer qu’avec les
nouvelles hypothéses, 1.1.6 entraine 1.1.6" (résultat du lemme 0.3).

2. Cas particulier N = 1.

Dans ce paragraphe, nous étudions les parties positives et néga-
tives des solutions d’inéquation du type 1.1.1.

THEOREME 1.2. — On suppose que l'opérateur L vérifie les hypo-
theéses 1.1.1.

— Soit v appartenant d ch2(S), vérifiant v, (x,t) = 0 pour
(x, t) appartenant a T x [0,T], v solution de l'inéquation suivante :

1.2.1) = 20Lv < C,02 + u 2, D;v®; , (v) pour tout (x,t) ap-
i
partenant a 2 x [0, T] ou C, appartient a C(S) et u est une constante
positive inférieure a 2.

Soit ® une fonction définie dans R, x [t,,t,), a valeurs dans
R,, ou (¢,,t,) vérifie 0 <t, <t, <T, vérifiant 1.1.2, 1.1.4, 1.1.5.

Si ® et v vérifient la condition suivante : pour tout (T,,T,)
vérifiant t, < 7, < T, < t,, il existe une suite r,, tendant vers l'infini
et une suite R, tendant vers zéro, telles que :

T2
f,l fw . 2 D;[®*v,2; ;(»)]dxdt <R,,,
alors,

1) la fonction d valeurs dans R définie par

t > fn 2 al,lvi dx, est décroissante pour t < [t,, t,]
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2) Si il existe t, appartenant a [¢t,,t,] tel que,
fn ®*a v2dx <+ o pour t = t, alors,

-£z ®>a, ,v3 dx est fini pour tout t appartenant d [t;, t,]
et

t
[? [ 1-2®,Gt + @ =D,v,2, ()] dxdt < + o
t; ‘a i ’

Remarque. — Nous pouvons faire la méme remarque que la re-
marque 1.1.1.

Démonstration. — Utilisons I'inégalité 1.1.8 et 'hypothése que v
est solution de 1.2.1, on a :

[—28®,G— ®*H— ®*C, — 4N & Flov? +

Ix|

2 |
1.2.3) ) + 22 [1 ——):,——u] Y Dve; () <

< X D290, , )] D,[®% o, , v*].

1

Posons \' =

. Comme & vérifie 1.1.5 nous obtenons :
—u

i

2- .
— 30,Gv? +T“q>2 Y D2, ) <

1

1.2.4)
( < Y D;[29%v®2, ,(v)] — D, [®% oy , v?].
i

Montrons que presque partout dans §2 x [¢;, t,] nous avons

2 ,
g ~ ®d, Gu? + 2”¢2 Y Do, () <

13

1.2.5)
z < Y D, 290,22, ;] — D,[®a, , v?].

Les quantités qui interviennent dans 1.2.5 sont définies en presque
tout point de £ x [¢,, #,] (on utilise le lemme 0.4). De plus, si on note



SOLUTIONS DE SYSTEMES D’INEQUATIONS DE TYPE PARABOLIQUL 189

par S, 'ensemble des (x, ) appartenant a 2 x [¢,,#,] tel que v(x, ) > 0
alors 1.2.5 n’est autre que 1.2.4 pour les (x, ) €S,. Si on note S,
I'ensemble des (x,¢) appartenant a Q x [¢,, t,] tel que v(x, ) <O,
alors sur S, (1.2.5) est vraie presque partout car les deux membres de
I'inégalité sont nuls presque partout. Intégrons 1.2.5 sur w, X [7,,7,]
(t, <7, <1, <t,,r, étant la suite qui intervient dans la condition
1.2.2).

La suite de la démonstration est identique a celle du théoréme 1.1.

COROLLAIRE 1.2. — Si en plus des hypothéses précédentes L
vérifie : les ®; | (u) sont localement lipschitziennes dans S pour tout
u € CY'2(S). Si en plus des hypothéses précédentes ® est localement
lipschitzienne dans R, x [t,, t,].

Alors le théoréme 1.2 reste valable si on remplace la condition
1.2.2 par :

1.2.2") Pour tout 7,, 7,(¢t; <7, <7, <t,), il existe une suite
r,, tendant vers I'infini et une suite R, tendant vers zéro, telles que :

T .
[P yee _:c_ v, ®;  (v)dSdt <R,,.
71 "m i

m

Démonstration identique a celle du corollaire 1.1.
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CHAPITRE 1I

CAS LINEAIRE

Dans ce chapitre, nous étudions le cas particulier d’'un opérateur
linéaire :

Lou=§ .2 D; [ab, D, u] — S‘ D, [, )
Ici, les opérateurs 92,.’1, sont définis par :
pour tout u appartenant a [C'(S)]N, nous avons
R ) =, al Dyuy
ik
ou af}k appartient a C'(S).

Suivant I’ordre de croissance des coefficients qui interviennent
dans L,, nous déterminerons des fonctions poids qui vérifieront les
propriétés demandées dans le théoréme 1.1. De plus, nous détermi-
nerons un ensemble K, de telle sorte que, si nous cherchons les so-

lutions de l'inéquation dans K, nous serons assurés que la condition
1.1.6" est bien vérifiée.

Hypothéses sur les coefficients :

a) a,f’ik appartient a C'(S) ;

b) Il existe une fonction F positive, telle que, pour tous £ = (£f),
B = (BP) appartenant a R"*N, pour tout u appartenant a [C***(S)|N,
pour tout A réel strictement positif, on ait :

Y ab EBf <NF Y (£P) iy ak, BP Bf

- b

i,j, k,p tp i,p

¢) ID;afy | < F, ou F, appartient a C(S) :
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d) pour tout i, j, p, kK on a :

k _ _p
dijp = Gij

e) a,; vérifie les hypothéses iv, v, vi

f) pour tout v appartenant a [C""*(S)]Y, on a :
y o, 1 U, U S Gy v?,
p.k

ou G, appartient a C(S).

1. Définition.

Soit ¥ une fonction définie dans R” x [0, T] a valeurs dans R, ;
on appelle K, I'ensemble des applications v appartenant a [C''2(S)]V,
vérifiant les propriétés suivantes :

1) v(x, t) = 0 pour (x, t) appartenant a I x [0, T],

2) Vv, appartient a L?(S) pour tout p.

Remarque. — La fonction ¥ peut étre définie aussi dans S seul.
Dans ce qui suit, nous étudierons trois cas particuliers suivant
I'ordre de croissance des coefficients.

Nous dirons que v est solution du probléme A, si v vérifie :

pour tout r supérieur ou égal a r, (r, constante positive donnée)
et pour tout ¢ appartenant a [0,T] :

A fw,_ 2uL,vdx<fwr[c,v2 +yil_}_“kp afy D; v, D, v, ] dx

ou, C, appartient a C(S) et u est une constante positive ou nulle,
inférieure a 2.

THeOREME 2.1.1. — Soient F, F,, G, G,, H, C, vérifiant :

2] F(x, 1)

<K, (l+ A
G(x, 1) 1( I[x1)

G,(x,t) <K,l[expm, |x|
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H(x, ) + C,(x, 1)
G(x,?)

<K, (1 + x>

F,(x,1)

m < Kl exp[mo(l + Ix |)2_>\]

ou my, et K, sont des constantes positives et \ une constante positive
ou nulle, inférieure a 2.

Soit la fonction ¥ de R"*! dans R,, définie par :
(x,1) > ¥(x,t)=exp —m |x |22 (m, constante positive).

Soit v appartenant a Ky, v solution du probléme A.

Soit la fonction <I>m'ﬁ’f de R" x ['r,‘r + g ]dans R,, définie par

m( + |y ?~*
x,0 > ®,,,(x,1) =exp— T >

ou |y|=max(ry,ix|), m et B (B < 1) constantes positives.

Alors il existe deux constantes positives (3, et (B, indépendantes

m
de 7 telles que, si m <, et F > B,, on ait :
1) la fonction, a valeurs dans R définie par :

t > /Q zk <I>fn, 6,7 %,k Up U dx décroissante pour tout t appar-
P,

tenant d [1' , T+ g ]ﬂ [0, T] et ceci pour tout 1

2) f p> @ 5. (x, T1) Qp U, U dx < + o pour tout t appar-
Q p'k

tenant a 10, T] et tout T, vérifiant

8
0<r, —7<—
T, T )

3) ¥ 5. (. 7) X afD; v,D; v, appartenant d
i,j,k.p

L'"Q x [r,,T) ot 7,>0 et 0<TI—T<'§"
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Démonstration. — Nous allons démontrer que les hypothéses du
corollaire 1.1 sont vérifiées. D’aprés les hypothéses faites sur les coef-
ficients a,.’l’.k, % > Popérateur L, vérifie les hypothéses 1.1.1, de plus,

%, p(V) ( _: afy D; vk) est localement lipschitzienne dans S pour

tout vE[Cl 2(S)] Dapres la définition de P
1.1.2, 1.1.3, 1.1.4 sont vérifiées et de plus

les propriétés
est localement

m,B, 7>

m,B, 7

lipschitzienne dans R" x ['r,‘r + -g ] On vérifie facilement que si

2 —
P4k, et m<s ——%
8 64K, (2 — M)

1.1.5. 11 reste a démontrer 1.1.6". Pour cela nous utiliserons le lemme
0.5.

= B,, alors ®,, ;. est solution de

. 2 p
Posons : F;p = &, 5, Y x; ajjx
i

On a bien F;,, = Fj,,
De plus, d’aprés ’hypothése b), on a :

<L af 818 <4F L @&

ijkp i,p
Donc, si on pose, £ = x, v,, On a:
0< ¥ ZLF = §? vy Lo <
= ik Vp Vi m,p,r  aw o Y XiVpXjUp
e 1X1 ifpk 1X1
< 4F |x|<I>m g7V

D’aprés la définition de @,
coefficients de L,, on a :

.5, €t les hypothéses faites sur les

2
<4KTIx 11+ 1x D) exp. [(——ﬁ"i+m(,) (1+ |y|)H] v?

De plus,
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Z vpka (Fpk) Z vpka (X auk m,B, 1') =
j.p,k i,j,p,k

+

— 2 3
- Z vpvk 81/ ijk (I)m B, 7 }-d v ka D; (aqk) q)m B, 7

i,j.p.k i.i,p.k

+ 2 vpvk i x]kD [(I)mﬁ'r]'
i,j,p,k

En majorant chaque terme du 2°™ membre, on obtient :

Y v, 0D F | <[4nKi(l + IxD* + n2N?K] |x| +
j.p.k

8 2
+—§Kf|x|(l +1iyDlexp. [(———gl—+2m0)(1 +IJ’I)2_)‘]-

.2m -
Nous remarquons que si T > 2mg + my, alors les Fj, , vérifient

les hypothéses demandées dans le lemme O.5.
Donc :

Pour tout 7,, 7, vérifiant
_ . B
t, =max(0,7) <7, <7, <t,=min(T,7 + )

il existe une suite (r,,),,cN tendant vers l'infini et une suite (R,,),,eN

R
(Rm = —) tendant vers zéro, telles que :
rm

T2 ® 2 X;
[ X 29}, 4., =~ aficv, Dy, dSdt <R,,
m

St Yo, ik
On peut donc utiliser le corollaire 1.1. pour m <, et

m 2my, + m
—>p, =max(4K,, —2 !
B 2 ( 1 )

conclusion du théoréme.

, ce qui démontre la premiére

Supposons que :

L, B
~/;z }_k P 5.0, T, Vv dx + 0 pour t= 1
p.
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appartenant a ]0,T] et pour 7, appartenant a ]'r,'r + g ]

On en déduit que :

f de)mﬁ’ts_flﬂapkpvkdx—+°° pour t =1,
2

Donc, d’aprés ce qui vient d’étre démontré :

j;z > <1>3n5,3_1 4770 gV, U dx = + o pour tout ¢ tel que :
p.k

max(0,¢; — 7, + 7) <t <1t;. Ce qui entraine, d’aprés le choix des
parameétres, que v n’appartient pas a K, contraire & I’hypothése ;
d’ou la conclusion 2 du théoréme.

Soient 7 et 7, donnés, vérifiant 0 <7, — 7 < g Soient ¢ et

t, €10, T] vérifiant ¢, — t; = 7, — 7, on a (résultat du corollaire 1.1).
ta .
/ f q)mﬂf+t4—rl ; Z af, D;v, Djvdxdt < + oo
k.p

Comme pour tout ¢ appartenant au segment [#;3¢,] on a :
(I)m.ﬁ-”m—n (x,n= q)m»ﬁ:”m*n (x,t4)20ona:
“I e Y D +
f f mBrrtg—1, Ko 1) 2 afpDiv,Dyvpdxdt <+ oo
3 YQ iL,j.k,p

(x,7,), on a pour tout

Comme @m,ﬁ’“%_rl(x, ty) = @m,ﬁ’f

t;, t, appartenant a J0,T] vérifiant ¢, — t3 =7, — 7.
ta [* ~
L% @5 .m0 L aBDyv,Dyvedrdr <+ oo
3 w i,i,k.p

Pour démqntrer la partie 3 du théoréme, il suffit de recouvrir
Pintervalle [7,,T] par des intervalles d’amplitude 7, — 7.

THEOREME 2.1.2. — Soient F, F,, G, G,, H, C, vérifiant :
G] (x, t) < Kl exp. [mo(Log(z + |x |))2—vl :
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F(x,t)
G(x, )

<K, (1 +IxD*[Log2 + ix D) ;

Hix,6) + C,(x, 0
G(x,1?)

<K,[Log(2 + ixD]*7" ;

F,(x,1)
G(x,1)

<K, exp[my(Log(2 + Ix1))*7"] ;

ou mg et K, sont des constantes positives, v un réel vérifiant 0 < v < 1.
Soit la fonction ¥', de R**! dans R,, définie par :
(x,t) > ¥'(x,t) = exp. [—m,(Log(2 + 1x))*7"],
ou m, est une constante positive.
Soit v appartenant a K, v solution du probléme A.

’

Soit la fonction ®,, 5 ., de R" x [T,T +§ ]dans R, définie

par .

+ 2-v
(6, 8) > By, (x, 1) = exp. — m[L(;sg(_z(r lyfi))]

ou iyl = max(ry,|x|), m et B (B<1) des constantes positives.

Alors il existe deux constantes positives 3, et (3, indépendantes

m
de T telles que si m < f3, etF > B, on ait :
1) la fonction a valeurs dans R, définie par :
t > /; Zk CIJ:,Z,, 8,7 %k Up Vk dx décroissante pour t appartenant
P,

d [r,r +g] N[0, T] et ceci pour tout T,

2) jn Ek @2 5 (x, T, v, v, dx <+ o pour tout t appar-
b,

tenant a 10, T] et tout 7, fixé (0 <7 - 1<§).

3) @Z’B,T(x, 7)) Y af D;v, D; v, appartenant a
i,j, k,p

L'(Q x [r,,T]) ou 72>0et0<71—7<-§—~
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Démonstration. — Elle est identique a celle du Théoréme 2.1.1,
on obtient ici :

2—n

b= ax.c

2my +myp + 3\
)
C,(x,t)+H(x, ) <

Gk, !
(K, constante positive). Soit la fonction ¥", de S dans R,, définie par :

et B, = max (4Kl ,

THEOREME 2.1.3. — Soient H, C, , G vérifiant

x,0) > ¥'(x,n) =+ix[.max[F(x,0),G,(x,n,F,(x,0].
Soit v appartenant a Ky», v solution du probléme A.
Soit la fonction ®,,, de R" x [0,T] dans R,, définie par :
x,t) > ®,(x,t)=e"™

Alors il existe une constante positive B,, telle que, si m > 3, on
ait :

1) la fonction, a valeurs dans R,, définie par :

t > js; > ¢fnap'kvp v, dx décroissante pour tout t < [0, T].
p.k

2) Jn _“k &, U,V dx < + oo pour tout t appartenant a 10, T].
2

3 Y af D; v, D; v, appartenant a L' (2 x [r,,TD ot 7,> 0.
i,j,k,p

Démonstration. — Comme pour le théoréme 2.1.1, on montre
que si m > B, = 2K, le corollaire 1.1 est applicable. On en déduit
alors facilement le théoréme,

2. Cas particulier : N = 1.

DEFINITION. — Soit ¥ une fonction définie dans R" x [0,T], a
valeurs dans R, on appelle K, , (respectivement K_,,) l'ensemble des
applications appartenant a C''2(S), vérifiant les propriétés suivantes :
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i) v,(x,t) = 0 (respectivement v_(x,t) = 0) pour (x,t) appar-
tenant a I' x [0, T].

ii) Vv, (respectivement Yv_) appartient a L%(S).
Remarque. — La fonction ¢ peut aussi n’étre définie que dans S.
Nous dirons que v est solution du probléme B si v vérifie :

ij1

‘ —~20Lv<C;v* +u Y q D;vD;v pour tout (x, ) apparte-
i,j

B nant a £ x [0,T],
ou C, appartient a C(S) et u est une constante positive ou nulle,
inférieure a 2.

THEOREME 2.2.1. — (Y et @m’BJ sont les fonctions définies dans

le Théoréme 2.1.1, r, = 0).

Soient F, F,, G, G,, H, C, vérifiant les mémes hypothéses que
pour le théoréeme 2.1.1.

Soit v appartenant a K., v solution du probléme B.

Alors il existe deux constantes positives 3, et (8, indépendantes

m
de 7 telles que si m < f, et E = (B, on ait :

1) la fonction & valeurs dans R définie par :
t > jﬂ @2, 5 0y vidx

décroissante pour t € [1' , T+ —g] N [0,T] et ceci pour tout .

2) jﬂ ®2 5., 1)y v2dx <+ o pour tout t€10,T] et

tout T, (O<1’l —~'r<§)-

3) ‘I’fn,g,,(x,‘rl) by a,.lilD,-v+Div+€Ll(Q x [r,,TD
i,
ou 12>0et0<11—1<§.
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Démonstration. — On montre que les hypotheéses du corollaire 1.2
sont vérifiées et pour cela, on utilise le Lemme 0.6. La démonstration
est du méme type que celle du théoréme 2.1.1.

THEOREME 2.2.2. — (Y et @, , _ sont les fonctions définies dans
le théoréme 2.1.2, ry = 0).

Soient F, F,, G, G,, H, C, vérifiant les mémes hypothéses que
dans le théoréme 2.1.2.

Soit v appartenant a K, ,, v solution du probléme B.

Alors il existe deux constantes positives B, et B, indépendantes

m
de 7 telles que si m <, et E > B, on ait :
1) la fonction a valeurs dans R définie par :

t - jn @, 5,0 vidx

, B .
décroissante pour t € [‘r , T+ —2- N[0, T] et ceci pour tout .

2) jn (b::’,,’,(x,fl)a,,l v2(x, 1) dx < + % pour tout t €10, T]

et tout T, (0<'rl—'r<-§-)-

3) &2, . (x. 1) 2 af; Dyv, Djv, EL(Q x [1,,T]
iJ
out,>0et 0<7, —7<p/2.

Démonstration. — Elle est identique a celle du théoréme 2.2.1.

THEOREME 2.2.3. — (Y et ®, sont les fonctions définies dans le
théoreme 2.1.3).

Soient G, H, C, vérifiant les mémes hypothéses que pour le théo-
réme 2.1.3. Soit v appartenant a K, ,», v solution du probléme B.

Alors il existe une constante positive B,, telle que si m > (3, on
ait :
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1) la fonction a valeurs dans R définie par :

t > f @, «, , v} dx décroissante pour t €[0,T]
Q
2) j a, , v2 dx < + % pour tout t€10,T]
Q

3) X a Do, Do, L@ x [7, T ot 0<7 <T.
i

Démonstration. — Elle est identique a celle du théoréme 2.2.1.

Remarque. — On peut démontrer des théorémes analogues a ceux
de ce paragraphe pour la partie négative v_.
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CHAPITRE 111

APPLICATIONS

Nous allons utiliser les résultats du chapitre II, pour résoudre des
problémes d’unicité. Nous donnerons ensuite des contre-exemples,
montrant qu’il est impossible dans un certain sens d’améliorer ces
résultats.

1. Unicité.

Position du probléme : soit le systéme du type suivant :

z + }7 cfv,

=L,v+Bv+ecv,

ou lopérateur L, vérifie les propriétés demandées dans le Chapitre II,
bh et CP appartenant a C(S).

On dira que v est solution du probleme C, si

v(x,0)=0
C¢ v(x,t) = 0 pour (x, ¢t) appartenant a I' x [0, T]
L,v=0

Montrons que, sous certaines conditions, si v est solution du pro-
bleme C, alors v est aussi solution du probléme A.

En effet, comme L,v =0, on a :

Lv=—Bv—o
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—2vL,v =), 20,65 D;v + Y 2¢fv,v, .
ikp k.p

Si les hypothéses faites sur les coefficients nous permettent
d’affirmer que :

Y 20,65 Dyv + Y 2¢fv,v, <Cpv? +u Y, af,D;v,D;u
i,p,k k,p i,j,k,p

ou, plus généralement, s’il existe r, tel que, pour tout r = r, et pour
tout ¢ appartenant a [0, T]

f [Z 2vpb,.’;cDivk+’?_: c,fvpvk]dx<
P

Wr i,k,p

<[ [C,vz tuo Y a,-’;kDiva,-vk] dx, (3.1.2)
r i,j,k,p
ou C, appartient a C(S) et u est une constante positive ou nulle infé-

rieure a 2, alors les solutions du probléme C sont aussi solutions de
(3.1.3) :

pour tout r = r, et pour tout ¢ appartenant a [0, T]

i,j,k,p

[ —2Lpax< [ [Clv2+# Y ang,.upD,.uk]dx.(&l.a)
wr wr

Dans toute la suite, nous supposerons que les coefficients de
L,v vérifient la condition (3.1.2).

THEOREME 3.1.1. — (¢ étant la fonction définie dans le théoréme
2.1.1D.

Soient F, F,, G, G,, H, C, vérifiant les mémes hypothéses que
dans le théoréeme 2.1.1.

Si v appartient a K, si v est solution du probléme C, alors v est
identiquement nulle dans S.

Démonstration. — Comme v est solution du probléme C (on a vu
que v était solution de I'inéquation 3.1.3), vues les hypothéses faites,
on peut utiliser les résultats du théoréme 2.1.1, ou la fonction &, 6,
déja définie, vérifie :

T
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m<B, et %>32.

On obtient en particulier :

0< f Y @ 5.9, ,v,v,dx fonction décroissante de ¢ pour
p.k

t appartenant a [1 , T+ g ]ﬂ [0,T] et ceci pour tout 7.

Si 7 = 0, par hypothése comme v(x,0) = 0, alors, pour t = 7 = 0,
Iintégrale,

.
2
j;) >—'k ¢m,B.0ap,k Up Vi dx
p,

est nulle. On en déduit donc :

fn y @fn,ﬁ,o ®, U,V dx =0 pour tout ¢ appartenant a [0 ’g ]
p.k

Si on recouvre lintervalle [0, T] par des intervalles d’amplitude

g, on obtient :

J,

[1 g s (L4 1) g] N[0, T], ou [ est un entier. Mais comme,

1

¢3n,ﬁ’ ,ﬁ% Q, 1 Up Vg dx = 0 pour tout ¢ appartenant a
k

]

Z oy Vp Vg = G(x)v?,
D,k
on a donc : fn G(x) (I);Zn,ﬁ, ,g_ v2dx = 0 pour ¢ appartenant a

[l—g—’(l+ l)g]ﬂ[O,T].

Comme G(x) est différent de zéro, on en déduit que v = 0 pour

t appartenant a [l g’ (7+1 g] N [0, T] et ceci pour tout /, donc

v est identiquement nul dans S.
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THEOREME 3.1.2. — (' est la fonction définie dans le théoréme
2.1.2). Soient F, F,, G, G, H, C, vérifiant les mémes hypothéses que
dans le théoreme 2.1.2.

Si v appartient a K, si v est solution du probléme C, alors v
est identiquement nulle dans S.

Démonstration. — Elle est identique a la démonstration du théo-
réme 3.1.1, mais nous utiliserons le théoréme 2.1.2 au lieu d’utiliser
le théoréme 2.1.1.

THEOREME 3.1.3. — (Y’ est la fonction définie dans le théoréme
2.1.3). Soient F, IF|, G, G,, H, C, vérifiant les mémes hypothéses
que dans le théoréme 2.1.3. Si v appartient a K », si v est solution
du probléme C, alors v est identiquement nulle dans S.

Démonstration. — Elle est identique a la démonstration du théo-
réme 3.1.1, mais nous utiliserons le théoréme 2.1.3 au lieu d’utiliser
le théoreme 2.1.1.

2. Cas particulier : N = 1.
Nous démontrons ici des théorémes semblables aux théorémes

3.1.1, 3.1.2, 3.1.3, mais les résultats ne porteront que sur les parties
positives ou négatives des solutions.

Position du probléme : soit I’équation aux dérivées partielles suivante :

L,v

Y Dila; Dyjv] — D, [av] + ¥ b, Div+cv  (3.2.1)
i i

)
=L,v+Bv+ecv,

ou L, vérifie les mémes propriétés que celles demandées dans le
chapitre II, b; et ¢ appartenant a C(S).

On dira que v est solution du probléme C,; si
v,(x,0)=0

C, < v,(x,t) =0 pour (x,¢) appartenant a I" x [0, T]
L,v=0.
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Nous supposerons que les coefficients b; et ¢ vérifient

damend

i t,]

Y 20b,D,v + 2cv> <Cpo? + Y, a;DoD;w

ou C, appartient a C(S) et u est une constante positive ou nulle infé-
rieure a 2.

Alors, comme précédemment, on démontre que les solutions du
probléme C, sont aussi solutions de 3.2.2.

—2vL,w<Cyv* +u X a;D;uD;v (3.2.2)
i,j

THEOREME 3.2.1. — (Y est la fonction définie dans le théoréme
2.1.1). Soient F, F,, G, G,, H, C, vérifiant les mémes hypothéses
que dans le théoréme 2.1.1.

Si v appartient a K., si v est solution du probléme C,, alors v
est négative ou nulle dans S.

Démonstration. — Elle est identique a celle du théoréme 3.1.1
mais au lieu d’utiliser le théoréme 2.1.1, on utilisera le théoréme
2.2.1.

THEOREME 3.2.2. — (Y’ est la fonction définie dans le théoréme
2.1.2). Soient F, F,, G, G,, H, C, vérifiant les mémes hypothéses
que dans le théoréme 2.1.2.

Si v appartient a K, -, si v est solution du probléme C,, alors v
est négative ou nulle dans S.

Démonstration. — On utilise le théoréme 2.2.2.

TureoREME 3.2.3. — (Y" est la fonction définie dans le théoréme
2.1.3).Soient F, F,, G, G,, H, C, vérifiant les mémes hypothéses que
dans le théoréme 2.1.3.

Si v appartient a K, ,», si v est solution du probléme C,, alors v
est négative ou nulle dans S.

Démonstration. — On utilise le théoréme 2.2.3.
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Remarque. — On peut démontrer des théorémes analogues a ceux
de ce paragraphe pour la partie négative de v_.

3. Contre-exemples.

Cas du théoréme 3.1.1.

Nous avons montré, théoréme 3.1.1, 'unicité du probléme mixte
et en particulier du probléme de Cauchy (2 = R"), dans la famille des
applications appartenant a K, .

Nous allons montrer ici, qu’il n’est pas possible d’améliorer ces
résultats dans un certain sens.

Le probléme, que nous nous posons, est la détermination d’une
solution non identiquement nulle appartenant a C"z(R x [0,T)), de
I'équation aux dérivées partielles suivante :

‘A()azu Ou dans R x [0,T]
xX) — —— = ans x [0,
ox? ot

( ux,0 =0,

ou A(x) est déterminée par :

A(x) appartenant a C'(R),

A(x) vérifiant :

AX) =1 + 1xD
Ax)=(1 +1xD* pour [x|=>1

) d A(x)
dx

< M(1 +| x D!, M constante positive,

A une constante positive ou nulle, inférieure a 2.
Nous remarquons facilement qu’une telle fonction A(x) existe.
De plus, si Y, représente la fonction définie dans R x [0,T], a
valeurs dans R, , par :

(x,1) > Y. (x,t) =exp— [x 7M€,

€ étant un nombre positif quelconque, la solution cherchée, devra
vérifier,
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V. lulx, 1)1 <K, K constante positive, c’est-d-dire que u appar-
tiendra a sz .
€

Montrons d’abord qu’une telle solution est aussi solution du pro-
bléme C.

En effet, on a :

Pu  du a[ bu] du dA(x) du _

Il faut vérifier que les coefficients de L, vérifient la condition

On doit avoir :

— U

dA(x) du u 2
— < Cu* + pA —) -
dx 0x 1 HAX) (ax)

D’aprés les hypothéses précédentes, nous avons :

— U

dA(x) du ) Ae2 ou \?
— < M*(1 + 2+ + M=) -
T B M~ ( IxD™ "u + (1 +ixD (ax)

Comme \ est inférieur a 2, on a :

dA(x) du ) ou \?
— <M u? + —) -
dx Ox “ AX) (ax)

— U

Donc les coefficients vérifient bien la condition 3.2.2 avec
u=1,et C, =M.

Dans ce cas particulier, nous avons aussi :

F=2"1+x)

G,=G=1;F, <M+ x)*"';H=0;C, = M?;donc, F, F|,
G, G,, H, C, vérifient les hypothéses demandées dans le théoréme
3.1.1.

Recherche de la solution : Nous cherchons une solution W(x, )
sous forme de série. Formellement, nous posons :
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+ oo
We,n=3Y a,x ™,
m=0

ou a,,(x) sont des fonctions de x et f(”')(t) est la dérivée d’ordre m
d’une certaine fonction de .

Identifions, nous avons :
+g\a + o N
AX) Y an) e = Y a0 @ =0
m=0 m=0 .
D’ou : ay =0, AWX)a,.,=a,-

Nous déterminons les fonctions a,, par la récurrence suivante :

ay,(x) = ax
_ x e a, (u)
a,,, () = fo [fo "o du] dp |

ou «a est une constante positive.

+ oo
Nous allons montrer que la série formelle : Z a,,(x) f('")(t),

m=0
converge absolument et que sa somme est une fonction appartenant a
C"?(R x [0,T)), pourvu que f("')(t) vérifie une certaine condition.

Pour cela, nous allons majorer a,, ainsi que ses dérivées premicres
et secondes. On a :

n ’
ay, =0 ; agy=a ; lagl=alx]|

D’aprés la récurrence, on a :

ax

A(x)

ay(x) =
Donc :

laf)l<alxi'™ et |l <alxl pour |xi<I

04
. < 2-A
A(p) x 2 -2 1

o) = [ a@)dp: 1a,(01<

—_a__ Ix '3_)‘
2-M)3@B =N
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Montrons par récurrence, que nous avons :

alx M@0 F(_z_lz_;\)

la,, ()| <
@=2"mt T (m+ —)
' 22
1
alx ™M F(E—)\)
la,,(x) | < l
@0t v (m— 1+ =)
I
a'xl(m—x)(z—x)n—x F( 1 )
”n 2—‘)\
la,,(x) | < ]
_ 2m-—2 _ 1 _ -
(2 = N2 1).r(m 1+2_>\)
et
alxl(m—l)(Z—}\)+l F(zl__)\)
lay,(x) < pour |x|<1
Q2=N""2(m — 1)! F(m—l + 2——7:)

ou I' est la fonction eulérienne.

Supposons 1 vraie pour m, on a :

a,,(x)
A(x)

’
Ty (X) =

Donc,

alx Im(2—7\) +1 —A F(z—l_).\)

Ia::;+1(x)|<
(2 - N m! r(m +;)
22

et pour [x|<1,o0na:

alx O r(—z-l_—)\)

lay . ()<
2 =N m! F(m +—]——)
22
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G @) = [ i (o)

s me-n p( =)

@ =N+ D1 T (m+ 1_)\)

Ia:n+1(x) | <

apes ) = [ iy () dp

1
(m+1) (2-A)+1
alx| F(——2 )\)

la,,,, ()< 7
2m+2 + ] + +
Q2 =N 20m + 1) F(m 1 2_)\)

Comme 1 est vraie pour m = 1, le théoréme de récurrence prouve
que I est vraie pour tout m.

Nous poserons 2 — X = k.

Si £ (t) vérifie la condition suivante :
1
r(m+—
’ 1
l" —_—
(%)

ou €,, tend vers zéro quand m tend vers l'infini;, alors la série

M < (€,)" K™ m

Y 4,0 ™)

m=0

converge uniformément sur tout borné de R x [0,T]. De plus, en
dérivant chaque terme de la série, on obtient de nouvelles séries uni-
formément convergentes sur tout borné de Rx [0, T].

Ce qui prouve, en particulier, que si W est la somme de cette série,
alors W appartient a C**>(R x [0, T]).

Nous voulons de plus que f ainsi que ses dérivées soient nulles
pour ¢ = 0, ce qui entrainera W(x,0) = 0.

Voyons si une telle fonction f, non identiquement nulle, existe.
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Soit p I’entier déterminé par :

1
<—<p+1,
p<SL<p
On a :
'm+p+up
L™ @)1 < ()" K™ m ! ————
4 " Fp +w

1
ou u est défini par ; =p + u ; u est donc compris entre 0 et 1.

Utilisons la propriété de la fonction eulérienne suivante :

g u étant un réel compris entre 0 et 1,

I'(k+n)
( m—>+°° n! n*

=1

et la formule de Stirling.
On a :

|7 (01 <Me, )" 12m(2) \/’z—(’”“’) JIGFDY (m + p)

ou M est une constante positive qui ne dépend pas de m.
Nous posons :

§—1

€, =m ou 6 est un réel inférieur a 1.

Dans ce cas particulier, on a :
|f(m)(t)l < Ml m(1+8)m 4 p+2

ou M, est une constante positive qui ne dépend pas de m.

Nous connaissons I’existence de fonctions indéfiniment dérivables,
s’annulant ainsi que toutes leurs dérivées pour ¢t = 0, ces fonctions
n’étant pas identiquement nulles et vérifiant 'inégalité -

(<M mOEm Voir [10]

Si f est une telle fonction, alors la fonction W somme de la série :

+ o0

Z a,,x)f ('")(t), non identiquement nulle, vérifie :
m=0
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A LYW
‘ *) ox? or
( W(x,0) =0

W appartenant a C**(R x [0,T]).

Nous remarquons aussi que la fonction W est solution du probléme
mixte ou le domaine 2 est R, .

En effet, ona W(0,?) = 0.
De plus, la fonction W croit moins vite que
L
exp ix'7%  voir [10]
Donc, pour 6 assez petit, vérifiant :

k
1—5 <k+e€e=2—A+e¢g, lafonction W est une des solutions

demandées.

Cas du théoréme 3.1.2.

Comme précédemment, nous allons déterminer une solution non

identiquement nulle, appartenant a C"%(R x [0, T)) de I’équation aux
dérivées partielles suivante :

‘A()azu % _ 0 dams R x[0.T]
—_———= ns x [0,
VA e T e :
(u(x,0)=0

ou A(x) est déterminée par :

A(x) appartenant 4 C'(R)
A(x) vérifiant :

A(x) = max [(1 + |x)? [Log(1 + |xDJ", 1]

Ax) = (1 +x)?[Log(l + Ix)])” pour |x|=>1

l dA(x)
dx

< max [M(1 + |x|) (Log(l + |x )", 1]
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ol M est une constante positive, » un réel positif ou nul, inférieur a 1.

Nous traiterons ensuite le cas ¥ = 1 ol A(x) sera une nouvelle
fonction.

Nous remarquons qu’une telle fonction A(x) existe. De plus, si
Y. représente la fonction définie dans R x [0, T], 4 valeurs dans R,
par :
G, 1) > Yo(x, 0 =exp —[Log(2 + [xD*7""°.

la solution cherchée devra vérifier :
1112 lu(x,t)| <K, K constante positive,
C’est-d-dire u appartiendra a K%e.

Comme précédemment, il faut d’abord montrer qu’une telle so-
lution est aussi solution du probléme C. Nous devons avoir ici :

—2u

dA(x) ou ou \2
—<Cu*+ —) .
dx ox SO “A(x)(ax)

D’aprés les hypothéses faites sur A(x), nous avons :

dA(x) ou
—2u—— — <2
“ dx Ox lul

%—3\ max [M(1 + |x|) [Log(1 + |xD]”, 1]

Si M(1 + |x]) [Log(1 + |x ]’ <1, nous avons :

L, dAG) du 2+(au

ou ¢
dx 0x ! Wt pAX) (ax )

N—"

Si M(1 + |x1) Log (1 + |x|)’ > 1, nous avons :

dA(x) 9
) % M2 [Log(l + 1x P u® +
dx Ox

— U

ou \
(4 1x D (Logl + 1x (5=
ox
Donc, dans tous les cas, nous avons :

dAGx) du _ du y

— < 2 4 _
2u dx 0x Cu' +pAX) (ax)

ol u est une constante positive, inférieure a 2 et
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C,(x, t) = max[1,M*[Log(1 + Ix D]’

Dans ce cas particulier, nous avons aussi :

F=K,(l + |x)?[Log2 + [x )’
G, =G=1
F, <K;(1 + |x|)[Log2 + Ix D]
H=0
C, <K,[Log2 + Ix D}’
ou K, est une constante positive.

Donc F, F,, G, G,, H, C, vérifient les hypothéses demandées
dans le théoréme 3.1.2.

Recherche de la solution :

Comme précédemment, nous cherchons une solution W'(x, )
sous forme de série.

Formellement, nous posons :

W, 0= 2 a,x ™

m=0

ou a,,(x) sont des fonctions de x et f (m) (t) est la dérivée d’ordre m
d’une certaine fonction de t.

En identifiant, nous avons :

% ag =0
" _
. AX)a,,,, =a,.
Nous déterminerons les fonctions a,, par la récurrence suivante,

ay(x) = x

[ * P a,,(u)
am+l(x)=j; [j; AG) du]dp.

+o0
Nous allons montrer que la série 2 a,(x)f ("')(t) converge
m-=0
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absolument et que sa somme est une fonction appartenant a
C"*(R x [0,TD),

pourvu que f ("')(t) vérifie une certaine condition.

Pour cela, majorons a,, ainsi que ses dérivées premiéres et se-
condes. Nous avons :
”n
a, =0

ay =1
lagl <1+ |x|.

D’aprés la récurrence, nous avons :

n_ X*
T AR
Donc,
1
n <
lay (x) 1 0+ 1) [Log + IxIF pour tout x # 0
et .
lay )<+ |x]) pour Ix|<1;
a, = j; ay (u) du
Log(l + v
Ia’l(x)l<[ g( Ix D]
1 —v»
a,(x) = ‘/;xa'l(u)du
x 1
la;(x)l<|j; 1—_—;[Log(l + lu D]V du
* [Log(1 + lui)]'™
<
a1 <| [ T ey (O e
1
la, ()| K—————— (1 + Ix|) [Log (1 + Ix D]*".

ad-»2-v

Comme précédemment, nous montrons par récurrence que :
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1
P (= 575) @+ 1xD [Log(l + 1x e
la,, ()| <

Q2-v)"m! I‘(m—ziv)

1
r (— 2__7) [Log (1 + |x )™ @—)-!

Q-9 n—-1)! T (m— 211})

la,, ()| <

1
r (— i_—p) [Log(1 + |x ')](M—l)(g_v)_v

1
_ p)2m-—2 _ ] —_1] - —
2-v) (m—1)! I‘(m 1 2_v)(1+|xl)

et

1
D= ;=) +1xD[Log(l + 1x PI™~VC—
a0 | <

- 1
Q=" m—1)! T m—l—z_v)

pour |x|<1.

Si f™(¢) vérifie : 2 —v =K)
1
rlm—1+1——
m 1 k)

r(1-)

€n tend vers zéro quand m tend vers l'infini, alors la série

L™ < (e,)" K*™ m!

Z a,x)f ('")(t) converge uniformément sur tout borné de R x [0,T].

m=0

De plus, en dérivant chaque terme de la série, nous obtenons de

nouvelles séries uniformément convergentes sur tout borné de R x [0, T].

Ce qui prouve en particulier que si W’ est la somme de cette série,

alors W' appartient a C'"2(R x [0, T]). Nous voulons de plus que f,

ainsi que ses dérivées soient nulles pour ¢ = 0, ce qui entrainera
W (x,0)=0.
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Voyons I'ordre de croissance de f ("‘)(t). Comme précédemment,
on trouve :

k 2m
™ OI<M " (T) m™m

ou, M, est une constante qui ne dépend pas de m.

Posons, €,, = m®~!

ol 6 est un réel inférieur 4 1, nous avons :
LF™ @) <M, m@+om gy

Nous connaissons I’existence de fonctions indéfiniment dérivables
s’annulant ainsi que toutes leurs dérivées pour ¢t = 0, ces fonctions
n’étant pas identiquement nulles, et vérifiant I'inégalité :

L™ (1) | < M, mG*+&m
Si f est une telle fonction, alors la fonction W', somme de la

série : 2 a,x) f ™ (¢) non identiquement nulle vérifie :

m=0
g A(x) LA L =0
ox? ot
z W (x,0)=0
W' appartient a C*>(R x [0, T)).

De plus, cette fonction W' croit moins vite que

k_
exp [mo [Log(l + IxI)]l's] .

2—v
C’est-d-dire que pour & suffisamment petit, I—6< 2-v+te

la fonction W' appartient a Ky -

Nous traitons ici le cas v =1 que nous avons exclus précédemment.

Nous définissons A(x) par :
A(x) appartenant a C'(R) et vérifiant :
A(x) = (e + 1x )* [Log(e + |x D]
A(x)=(e+ Ix)*Log(e + Ix|) pour |x|>1
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dA(x)
dx

< M(e + |x|) Log(e + [x|). (M constante positive).

Nous montrons comme précédemment que nous avons :

dA(x) du

-2
“ dx Oox

<Cu®+ A(x)(-Z—Z)z

et que les hypothéses demandées dans le théoréme 3.1.2 sont vérifiées.
Nous cherchons une solution sous forme de série.

Nous posons formellement :
+
W, 0= X a,0x) ™,
m=0

ou, a,,(x) sont des fonctions de x, et f ("')(t) est la dérivée d’ordre m
d’une certaine fonction de ¢.

En identifiant, nous avons :
ag =0
{ AX)a,,, =a,,-

Nous déterminons les fonctions a,, par la récurrence suivante :

a,(x) =x

x| re a,,(u)
amen @ = [ [fo e du]dp

Majorons a,, ainsi que ses dérivées premiére et seconde, nous
avons : )

1
(e + |x 1) Log(e + |x1)

lay ()| <

laj(x)| < Log Log(e + |x )

x  Log Log(e + |ul)
|a,(x)|<'f0 (e+Iul)Log(e_l_lul)(e+|ul)Log(e+lul)du

1
la, (x)| <5 [Log Log(e +1x Di% (e +|x ) Log(e + |x 1)
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Comme précédemment, nous montrons par récurrence que :

1
|2,,(x)| < 5— [Log Log(e + |x DI*™ (e + |x 1) [Log(e + x)I™

] 2m-—-1 m
la, ()] < Gm -1 [Log Log(e + Ix )] [Log(e + 1x1)]
2m-2 m-—2
la" ()| < 1 [Log Log(e + |x )] [Log(e + [x )]

2m - 2)! e+ Ix1)
Si ™ (¢) vérifie :
| f (m) ®O1<(,)"2m!, ou €,, tend vers zéro quand m tend vers

+
Pinfini, alors la série Z a,x)f (™) (£) converge uniformément sur
m=0 :
tout borné de R x [0, T]. De plus, sa somme W' (x, t) appartient a
C"2(R x [0,T]).
Posons €,, = m®~! ou § est un réel inférieur a 1.
Nous connaissons I’existence de fonctions indéfiniment dérivables
s’annulant ainsi que toutes leurs dérivées pour ¢ = 0, ces fonctions
n’étant pas identiquement nulles et vérifiant I'inégalité :

IF™ @) | <M, m@+om

Si f est une telle fonction, alors la fonction W'’ somme de la série :

+
Y a,,(x) f®™(#) non identiquement nulle, vérifie :

m=0
*wW”  aw”
AR) ax? ar
W'x,0)=0

W" appartenant 4 C'*2(R x [0, T)).

De plus, cette fonction W', non identiquement nulle, croit moins
1+2¢€

vite que : exp [mo(Log(l +lxnt? ] pour tout €' positif.

En effet, €’ étant donné, on sait que :.
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Log Log(e + |x ) <K, [Log(e + |x D]¥

ou K, est une constante positive.

Nous avons donc :

1

2m!

lay, ()| < (e + Ix 1) [Log(e + |x [)]m(1+2€)

et comme précédemment, nous trouvons que W' (x, ) croit moins
vite que :

1+2¢
exp [mo[Log(l +xp]t? ]

€
<l+e€

1
Cest-a-dire que pour § et €’ suffisamment petits

la fonction W'’ appartient a K, -
€



SOLUTIONS DE SYSTEMES D’INEQUATIONS DE TYPE PARABOLIQUL 221

CHAPITRE 1V

REMARQUES GENERALES

Dans le chapitre II, nous avons montré que les fonctions ®,, 5 .,
@:n, g,r» Pm Vérifiaient les hypothéses demandées pour ’application du
théoréme 1.1.1 et 1.2.1, suivant I’ordre de croissance des coefficients.

Pour obtenir de telles fonctions, nous avons cherché a déterminer
des solutions de :

® lipschitzienne dans R, x [0, T] 4 valeurs dans R, , les fonctions
t > ®(x|,t)et|x| > ®(x]|,t) sont décroissantes, P est solu-
tion de l'inéquation suivante : .

q)2

—®®,G—®*H+C,) — T F=0

2—p
sous forme exp. —u(¢).v(x).

Nous avons vu dans ce chapitre, I'intérét d’obtenir des fonctions
® qui décroissent le plus rapidement possible, car les théorémes du
chapitre II sont applicables dans les espaces K, ou ¢ décroit d’une
maniére analogue 4 ® (théorémes 2.1.1, 2.1.2).

La question que ’on se pose ici est la suivante : est-il possible
d’obtenir des solutions de B qui décroissent plus vite que les ¢

’
<I>m’ b7 obtenues ?

La réponse, dans un certain sens, a cette question est donnée par
les théorémes suivants :

m,3,7°

THEOREME 4.1.1. — Supposons qu’il existe r, tel que, pour tout
x| 2= ry, on ait :

|

>K, 1+ Ix)

O Q

El =K, (1+ [x)?*?
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ou N\ et K, sont des constantes positives, \ inférieure a 2. Alors, il
n’existe pas de solution ® de B telle que :

® = 0(¥,) quand |x| tend vers linfini, ou la fonction v, est
déterminée par :

2—A+te

V. (x|, 1) =exp. — |x| et ceci pour tout € > 0.

THEOREME 4.1.2. — Supposons qu’il existe r, tel que, pour tout
Ix|=ry on ait :
1]

=K, (1 + |x)? [Log(2 + Ix D],

O Q.

1 > K, [Log(2 + Ix D]*~”,

ol

ou v et K, sont des constantes positives, 0 <v < 1.
Alors, il n’existe pas de solution ® de B telle que :

® = 0(¥,) quand |x| tend vers linfini, ou la fonction V. est
déterminée par :

¥l (lx|,t)=exp. — [Log(l + |xD]>~"*¢

et ceci pour tout € > 0.

Démonstration. — Supposons I’existence d’un €, et d’une solution
q)ﬁ de B telle que :

<I>el = 0(\Ilel) quand |x | tend vers Pinfini.

’

T
Soit la fonction <I>el A définie dans R, x [0 ,—] a valeurs dans

R,, par :
(xl,r) > & x|, =@, (rg,N't) pour 0<|x|<r,
= <I>€1(Ix|,)\'t) pour |x|>r,

Montrons qu’il existe Aq tel que, pour tout X' > X, &,y soit
solution de,
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xl
fonctions t > ®(|x|[,?) et | x| > P(ix |, #) sont décroissantes,
¢ est solution presque partout de I’inéquation suivante :

T
g ® lipschitzienne dans R, x [0 —] a valeurs dans R,, les
B'

—®d, - M, 1+ x)**? M, + Ix) P, =0

x| =

ou M, M, sont des constantes positives, A, dépendant de M, M, et
de r,.

I1 suffit de montrer que q’e,,a' est solution de I'inéquation.

Si |x| > ry, nous devons avoir :

NG, S M1+ X D - Myl 4 XD [ 5
&\ o1 A+ XD e — Ma( 1x1) EYET =0
M, M,
Inégalité vraie si ' > sup |—= > —=|, car, par hypothése, ®,
K, K, 1
vérifie :
0P, ad)e 2
-, — o —K(1+|x|)”<1>2—1<(1+|x|) |_| >0

pour |x|>r, .
Si |[x| <r,, nous devons avoir :

3%, (o, )

— N, (o, 1) —

- M1+ Ix** <1>§l(ro, =0

M -
Inégalité vraie si A 2?1( 1+ 7).

X Ky .
Dot @, , sera solution de B’ si X' =1, avec

’ [Ml
Ao =sup |—,

M2 Ml 2—-A
=+ .
K, Kl( o)

Kl
Considérons maintenant le contre-exemple du théoréme 3.1.1.
Nous avons déterminé une solution W non identiquement nulle
vérifiant : ,
« W W
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ol A(x) vérifie : Ax)= (1 + |x

A)=(1+IxD pour |x|>1
De plus W vérifie :
‘1

2-A+=

IW(x, t)lexp. — Ix| 2 <K K constante positive.

Montrons que si (I)el existe, alors on peut appliquer le corollaire
1.1 aWeta®, , pour A’ assez grand.

En effet, nous avons vu que W était solution de :
OW) aw

— 2w [ (A(x) o

<C W+ A(x)(

ou C, = M;(1 + |x I)z_)‘, M, étant une constante positive.

De plus, la fonction @el‘,\' vérifie :

T
@el’,\: lipschitzienne dans R, x [0’7] a valeurs dans R, (on
prendra r, = 1).
les fonctions t —> @El’h'(lxl,t) et |x| —~ Qel',\'(lxl,t) sont
décroissantes,

la fonction ‘I)El’)" est solution presque partout de :

32
— @0, - M (1 + |x)**@* — 5 —— A +1xD e, =0

Ix|

M 32 M _
pourvu que A = sup(K3 m ,EQ(Z)2 ")-
1 - 1 1

Il reste & montrer la condition 1.1.6' qui s’exprime ici par :
T ,
pour tout 7,,7, (0 <7, <7,< X)’i] existe une suite (r,,),, < Ny tendant
vers Pinfini et une suite (R,)),,en tendant vers zéro telles que :

[T 2 aw _
L=/ [[2<bel,k.WA(x)g]

1 =
X=rm

. W
~ 222 WA dt
x=’m

N
=
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En effet, nous avons, sir =1 :

72 oW
I < W —
71

ow
+ |W —
0x ‘ ox

] 207 (1 +ntdr =1,

X =r X="r

Considérons I’'intégrale :

Ty pr oW (x, 1)
J, = ‘/;1 _/; 2(1)21)\.(1 + x) “W(X,t) o '4'

oW(—x, 1)

+ |W(x, 1)

] dx dt.

Nous savons que :

2—7\+€—l
exp — Ix| 2|W(x,nl <K.
Nous démontrerons de méme (voir le contre-exemple) que :

22+ aW(x, 1)

<l
ox K

ou K et K’ sont des constantes positives.
Donc l’intégrale J, converge quand r tend vers I'infini.

Mais nous avons (théoréme de Fubini)

r
L= [ rax

Soit R et s deux constantes positives quelconques et supposons

que pour tout x > s, on ait :
IL>R
alors,

5
I, > ‘/; I,dx + (r — s) R pour tout r >s.

Donc J, tendrait vers l'infini quand r tendrait vers infini ; ce
qui est impossible car J, converge.

Donnons-nous une suite (R,),,en tendant vers zéro quand m
tend vers infini et définissons la suite (r,,),, <N de la maniére suivante :

ry défini de telle sorte que I, <R,.
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Si r,, est définie, nous définissons r,,,, parr,,, >r, + 1 de
telle sorte que I;m < R,,, une telle suite est bien définie.

Nous avons donc démontré qu’il existe une suite (7,,),,cn tendant
vers linfini et une suite R, tendant vers zéro telles que :

T,

I, < <R,.

On peut donc appliquer le corollaire 1.1.

Nous avons donc :
e 2 2
jl - q>'-‘1»’*' W?dx fonction décroissante de .
Comme W(x,0) = 0, nous avons :
AP 2
f @, v W dx =0 pour tout f, donc W=0.

Ce qui est contraire au résultat prouvé : W n’est pas identiquement
nul. Donc, ’hypothése que d>€l,,\: existe, est fausse ; ce qui démontre

le théoréme 4.1.1.

La démonstration du théoréme 4.1.2 est identique en utilisant
un des contre-exemples du théoréme 3.1.2 suivant que v # 1 ou que
= 1.

Unicité dans des cas non-linéaires.

Nous avons utilisé les théorémes 1.1 et 1.2 pour démontrer des
théorémes d’unicité dans le cas ou I’opérateur L, était linéaire (cha-
pitre III). Nous pouvons employer la méme méthode pour obtenir
des théorémes d’unicité dans le cas non linéaire, mais les conditions
exigées pour 'opérateur seraient trés complexes. Nous nous limiterons
a étudier quelques cas particuliers. Nous supposerons que N = 1, pour
N quelconque les résultats sont analogues.

Position du probléme : Soit I’opérateur du type suivant :

Lyv = Y D;[®,)] — X D,[av] + B@)
i k
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ol B est un opérateur du premier ordre ne faisant pas intervenir les
dérivées par rapport a la variable ¢.

Nous cherchons les solutions du probléme suivant :
/

\L3v =f dans Q x [0,T] ou f est une fonction donnée.
v(x,t) =0 pour (x,t) appartenant 4 I" x [0, T]
v(x,0)=0.

Nous supposerons, dans toute la suite, que u et v sont deux so-
lutions de ce probléme, et nous voulons démontrer que ¥ = v dans

Q x [0,T].
Nous ramenons toujours le probléme a I’étude du probléme

suivant :
Liju —Ly(w)=0

I{u—~v=0 pour tout point de I" x [0, T]
8u~v=0 pour ¢t = 0.

Exemple 1. — Si L, est un opérateur quasi-linéaire, ou

%) = X a;Dv.
i

Si B est un opérateur qui vérifie la condition suivante :

il existe r, (constante positive) telle que pour tout r supérieur ou égal
a ry, et pour tout ¢ appartenant a [0,T] on ait :

fw @ —v)[B@) -BWldx < [ [C~v)*+

r
+u 2 a;D;(u — v) D;(u — v)]dx
i,j
ou C, appartient 4 C(S) et u une constante positive, inférieure a 2.
Alors les résultats du chapitre III s’appliquent textuellement.

En effet, vu la condition posée, le probléme 1 se raméne a
I’étude des recherches des solutions d’une inéquation du type 3.1.3,
et le résultat s’en déduit facilement.
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Exemple 2. — Si les opérateurs €; vérifient la condition de mono-
tonie suivante :

pour tout u et v vérifiant certaines propriétés
2 Dy — v) [2,() -~ R, (v)] >0
3
si B=0.
Nous obtenons par un calcul analogue au calcul du chapitre [

- 200, a(u—v)? + 2 400, -v) [2,@) - 2 O)] +
+ 2<1>=§;.‘ Dw-vI[2 W-2 W<
< XLD[29%u-v) [2 @) -2 O] -D, [ a@—v)].

I

Si nous considérons que ® n’est une fonction que de la variable ¢,
alors nous avons :

0 < — 20, a(u —v)* + 20> XD, (u — v) [, () — ;)] <
< X D, [29% (U — v) (2, () — 2, ()] — D, [®> a(u — v)?] .
i
En intégrant sur w, x [7,,7,], nous obtenons, en supposant que
nous puissions appliquer le lemme 0.3 :

0< f:fw [- 20®, a(u — v)? + 20* 2 D, (u — v) [2, @) —

—@,@llaxdt< [ f }:2<I>2(u—v)[gz,-(u)—qz,.(v)]?dsdt+
TyYor 4

+[[., <I>2a(u—v)2dx] —[f <I>2a(u—v)2dx]

Si, par exemple, nous supposons que u et %;(u) appartiennent a
L%>(Q x [0, T]), alors nous démontrerions qu’il existe deux suites
(r,.)men tendant vers linfini et (R,,),,en tendant vers zéro telles que :

t=7y =79

[ L 202 -v)2,0) - 2,0) -’;— dsdt <R,

T Utm‘.

et ceci pour tout 7., 7,.
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Nous démontrerions donc que :

t > /;z & a(u —v)2 dx est une fonction décroissante de ¢ et

nous en déduirions que u = v.

Exemple 3. — Si a la place de la monotonie, nous supposions
que %; vérifie la condition suivante :

NGRS AN ACHAES ACHAIES

1
<AF X (-8 + N 2 (B —B) B, B) — P, B,

et ceci pour tout A > 0, ou F est une fonction définie dans S.
si ¢; vérifie la condition i et ii
si a vérifie les conditions iv et v,

si B vérifie la condition donnée dans ’exemple 1, alors nous avons
les mémes résultats que dans le chapitre III.
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