
ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

GÉRARD REYNAUD
Quelques résultats sur les solutions de systèmes
d’inéquations de type parabolique
Annales de l’institut Fourier, tome 27, no 1 (1977), p. 167-230
<http://www.numdam.org/item?id=AIF_1977__27_1_167_0>

© Annales de l’institut Fourier, 1977, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales de l’institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique l’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AIF_1977__27_1_167_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Ann. Inst. Fourier, Grenoble
27, 1 (1977), 167-230

QUELQUES RESULTATS SUR LES SOLUTIONS
DE SYSTÈMES DTNÉQUATIONS

DE TYPE PARABOLIQUE

par Gérard REYNAUD

NOTATIONS ET HYPOTHESES

Soient, ^2 un ouvert de l'espace euclidien R", T un réel positif,
S le cylindre Î2 x [0 ,T]. Nous noterons x = (x^ , . . . , x^) un élément
de R", [ x l la quantité ̂ x\ 4- • • • 4- x^ et t un élément de [0,T].

La boule ouverte, de centre l'origine de rayon p dans R" sera
notée B^,

S^ sera la sphère de centre l'origine, de rayon p, dans R".
Nous noterons par :

cj^ l'ensemble B H ^î
Op l'ensemble S^ Pi Î2
F la frontière de Sî.

Si / est une fonction différentiable, définie dans S, nous noterons
par :

Dff la dérivée partielle de la fonction/par rapport à la variable
^

D^f la dérivée partielle de la fonction /par rapport à la variable t.
Soient u = (u^ , . . . , u^} et v = (v^ , . . . , v^) des applications

définies dans S à valeur dans R1^, nous noterons par :
u. v la fonction définie par :

u. v = u^ v^ + • • • 4- UpVp + • • • 4- u^,
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DfU l'application, définie dans S à valeurs dans R^ définie par :

D,u = (D,^i ; D,^ ; • . • ; I^isr)

D^u l'application, définie dans S à valeurs dans R^ définie par :

D^u = (D^i ; D^2 ; • • • î Bf^N)

Nous considérerons l'opérateur suivant :
( ~ / ï " - - - - - - - - - - - N - - - - - - - - - .

L^= S D,[%,^)1- I DJc^^J . =A(^)-D^
v ^l - . . - - - - - - - fc-=-l- - ---------

où, u est une application de S dans R14 vérifiant certaines propriétés,
%. (u) sont des opérateurs du premier ordre vérifiant certaines pro-
priétés et a. ^ sont des fonctions définies dans S.

Nous noterons toujours par ; et / deux indices qui varieront de
1 à n et par p et k deux indices qui varieront de 1 à N.

Pour simplifier, nous écrirons ^ , ̂  , ^ , . . .
i iJ P

M M N

au lieu de ^ , ,̂ , ̂  , . . •
i = 1 i , j = 1 p - l

Nous utiliserons des fonctions poids que nous noterons par $ et
i^. Elles seront définies, en général, dans R+ x [ a , b ] , où [a,b\ repré-
sente un segment de R.

Nous leur associerons de nouvelles fonctions que nous noterons
toujours par $ et V/ définies dans R" x [a,b] par :

(x,t) -> $(x,0 = $ ( 1 ^ 1 , 0

où x appartient à R" et t appartient à [a,b] ; de même pour i^.
Pour simplifier, nous noterons par,

$1^1, $,, <î  . . . les fonctions D^i<i> ; D,<î> ; D^ . . .

INTRODUCTION

Dans ce travail, nous avons cherché à obtenir des théorèmes
relatifs aux solutions d'inéquation du type :
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a) ( (Lv)2 dx < [ [C^v2 4- ^ S (D,i02] dx ,
"^r ^r L < J

où L est un opérateur du type parabolique, c^y défini dans les Nota-
tions p. 1.

Si L est linéaire, elliptique ou hyperbolique, on sait que a) peut
être considérée comme une inéquation du type Calderon donnant lieu
à des théorèmes d'unicité du problème de Cauchy (séminaire de
Schwartz 1960).

Ceci n'est plus valable dans le cas où L est parabolique : pour
l'équation de la chaleur par exemple, il n'y a pas unicité si on n'impose
pas un ordre de croissance aux solutions [5].

On connaît d'autre part dans le cas où L est parabolique certains
résultats donnant lieu à des théorèmes d'unicité rétrograde (voir par
exemple [l], [6], [7], [8]).

Nous nous sommes intéressés principalement aux problèmes
d'unicité directe étudiés entre autres par M. Nicolescu et C. Foias [10],
P. Mustata [9] et J. Chabrowsky [3].

L'idée de ce travail nous a été suggérée à la lecture des travaux
de D.E. Edmunds et Valérie Williams [4].

Bien que nous ne traitions pas du même sujet, notre lemme 0,3
permet d'améliorer les résultats obtenus par ces auteurs.

En effet, ils considèrent un ensemble Î2 inclus dans R" vérifiant
les propriétés suivantes :
1) Î2 est le complémentaire d'un borné de R",
2) On peut utiliser la formule de Green à l'ensemble u^.
En utilisant le lemme 0,3 leurs théorèmes restent valables quand

Î2 est un ouvert quelconque.
Sur les conseils de Monsieur H. Morel, nous avons introduit dans

la formulation du problème et les démonstrations, des fonctions poids
permettant ainsi d'obtenir des théorèmes d'unicité dans des classes de
fonctions non bornées.

D'autre part, sur l'avis de Monsieur J. Leray, nous n'avons pas
cherché uniquement à obtenir des théorèmes d'unicité, mais des théo-
rèmes plus généraux qui peuvent être considérés comme des résultats
d'estimation a priori.
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Dans le chapitre I, nous traitons le cas où L est non linéaire.
Pour généraliser, nous considérons un système de N équations

L^= | S D,[%,^)]-f D,[a^J
( -^-L,-..,...,^!1-..—--—)

et nous étudions les solutions de l'inéquation suivante :

b) f -2uLudx<f [C,u2 +^ %,.,(^)D^1 dx
^r "^ L i.P J

où fJi est une constante positive inférieure à 2.
A notre connaissance, les auteurs ayant étudié certains problèmes

sur les solutions de a), ont considéré le cas où L est linéaire et vérifie
la condition d'ellipticité uniforme suivante :

^ a^D,u,D^>a^ (D,^)2

i , J , P . k i . p

où a est un nombre strictement positif et

^ a^D,^=<£,^)
hk

Dans ce cas particulier b) est plus générale que a). Or, dans ce
travail, nous n'imposons pas la condition d'ellipticité uniforme, mais
la condition plus faible suivante :

1;%,^)D,^>0
i , P

Ce qui nous a amené à étudier les solutions de b).
Nous obtenons comme résultat principal dans ce chapitre que,

sous certaines conditions que doit vérifier la fonction poids <Ï>, la

fonction t -> I ^v2 dx est décroissante.
^n

Dans le paragraphe 2 (chap. I), nous nous intéressons au cas
où N = 1, et nous obtenons ainsi des résultats semblables à ceux du
paragraphe précédent mais ne portant que sur la partie positive ou la
partie négative des solutions.
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Dans le chapitre II (cas linéaire), nous avons cherché principa-
lement à déterminer des fonctions poids <i>, vérifiant les conditions
demandées dans le chapitre I, pour le cas particulier où on connaît
un ordre de croissance des coefficients intervenant dans b). Nous en
déduisons alors des théorèmes analogues aux précédents et dont nous
nous servons dans le chapitre III pour obtenir des théorèmes d'unicité.

Nous insistons plus particulièrement sur le paragraphe 2 (chap.III)
où nous obtenons (cas N = 1) des théorèmes d'unicité en n'imposant
une restriction de croissance qu'à la partie négative de la solution. Les
résultats obtenus sont plus forts que ceux de J. Chabrowsky [3] qui,
déjà, généralise ceux de [9] [10].

Rappelons brièvement ses hypothèses et son théorème :
II considère une équation parabolique de la forme :

c) Lu = ̂  û^.DJD^] 4- ^ ^D,K 4- eu - D^u = 0
i.f i

^ = ̂  •

I Si les coefficients de l'équation sont holdériens par rapport aux
variables ( x , t) dans R" x [0,T] et de classe C^R" x [0,T]) par rap-
port aux variables spatiales x = (x^ , . . . , x^),

II [ s'il existe une constante positive K telle que :

\ a^ (x , t ) \ < K ; |D,^.(x,r)| , l & , ( x , r ) K K ( l + \x\)
|DJD^,,Oc,0]i , \D,b,(x,t)\ , i c ( ; c , r ) | < K ( l + (x | ) 2 ,

III / si la forme quadratique

Aa)=s Û,,(^OH-
ij

est uniformément elliptique, c'est-à-dire qu'il existe a > 0 tel que

A a ) > c n ^ i 2 ,

si u est une solution de b) vérifiant :

u, D^u, D^u, DJD.K] continues dans R" x [0,T]

dt j u_(x, t) exp(- m \x [2) dx < -h ooJQ J^n
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< où m est une constante positive et u_(x, t) = max[0, - u(x, r)],
' u(x,0) = 0

alors ^(x, t) > 0 dans R" x [0,T].
En se référant à notre paragraphe 2 (chap. III), si les coefficients

vérifient I, II' (ou II"), III :

II' ( ia , , (x^) |<K(l + ucl^ ;
l 6 , (x , r ) i 2 , |D,^.(x,r)|2, I c i <K(1 + | jc i ) 2 -^

( X constante vérifiant 0 < À < 2

IF iû , , ( x^ ) l<K( l + |x|)2[Log(2 + \x\}2

\b,(x,t)\ , lD,a,,(^,0|2, |c| < K [ L o g ( Z + i x l ) ] 2 - "
^ constante vérifiant 0 < v < 1

et si u est solution de b) vérifiant :

^,D^,D,^,D,[D^] continues dans R" x [0,T]

f dt f u (x,t)exp(-m [ x ^ - ^ d x
^0 JpM ~

dans le cas de la condition II'
ou

^ dt j\ u_(x^)exp[-m[Log(2 + [x^-^dx
K.

dans le cas de la condition II"
u(x,0)>0

alors, en utilisant les théorèmes 3.2.1, 3.2.2, nous obtenons

u(x,t) >0 dans R" x [0,T] .

En utilisant le théorème de G. Aronson et P. Besala [2], il obtient :

u ( x , t ) = 0 dans R" x [0,T] .

Dans le cas II\ avec des conditions plus faibles nous pouvons,
nous aussi, utiliser le résultat de [2] et obtenir que si

u(x,0) = 0 alors u ( x , t ) = 0 dans R" x [0,T] .
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Dans le paragraphe 3 (chap. III), nous donnons des exemples
montrant que, dans un certain sens, nous ne pouvons pas améliorer
les résultats précédents.

Dans le chapitre IV, nous démontrons un théorème relatif aux
fonctions poids, éliminant la possibilité d'obtenir, dans un certain
sens, de nouvelles fonctions poids donnant de meilleurs résultats que
ceux du chapitre II.

Enfin, nous montrons sur quelques cas particuliers, que la mé-
thode utilisée est applicable à la recherche de théorèmes d'unicité dans
des cas non linéaires.
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CHAPITRE 0

RESULTATS ET LEMMES DE REFERENCE

LEMME 0.1. - Si f est une fonction définie sur le segment [a, b]
décroissante, continue, positive. Si g est une fonction intégrable sur
[a, b] alors il existe X vérifiant a < X < b tel que

f f(t)g(t)dt =f(a) fxg(t)dt.f.û *1 n

Démonstration. — C'est une conséquence directe du deuxième
théorème de la moyenne. Il suffit d'approcher dans \^[a,b} la fonc-
tion g par des fonctions continues.

DEFINITION 0.1. - Soit u une application définie dans Î2 x [^ , rj
à valeurs dans R^ nous noterons par û Implication définie dans
R" x [ t ^ , t^\ à valeurs dans R1^ par :
û(x,t) = u(x,t) pour tout (x, t) appartenant à H x [^, rj

û(x, t) = 0 pour tout (x, t) appartenant à (R" - Î2) x [^, ̂ ].

_ LEMME 0.2. — Si u est lipschitzienne dans tout borné de
Î2 x [^ , t^\ ; si u est nulle sur F x [^, rj,

alors ù est lipschitzienne sur tout borné de R'1 x [^, ^] et on a :
D^u = D^û presque partout dans Sî x [^ , t^}

Dfû = 0 presque partout dans (R71 - Î2) x [^, ̂ ].

Démonstration. - Pour démontrer que ^ est lipschitzienne sur
tout borné de R" x [^, t^\ il suffit de démontrer que :

^(M,)-^(M,)
——IM^M,")—— 'K^

où M^ et M^ sont deux points d'un borné_B de R" x [ t ^ t ^ ] et K
sont les constantes de lipschitz sur B H Ï2 x [^ ,^1 des fonctions
^p^p =0 si Bnn x [r,,rj =0).
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Cette inégalité est évidente si on étudie les trois cas possibles :
M^ et M^ appartenant à î2 x [ t ^ , t^\
M^ et M^ appartenant à (R" - Î2) x [^ , t^\
M^ appartenant à Î2 x [^ , t^\ et M^ appartenant à (R" - S2) x

x [^J.
Les résultats sur les dérivées de û sont évidents dans le cas où la

mesure de F dans R" est nulle. Dans le cas où la mesure de F dans
R" n'est pas nulle, il suffit alors d'utiliser le théorème de densité de
Lebesgue.

Remarque 0.1. — L'intervalle [t^,t^\ n'intervient pas effecti-
vement dans la démonstration et on a pour tout fç=. [^, t^].

D^u = Dfû presque partout dans Î2 x {t},
D^û = 0 presque partout dans (R"-S"2) \{t} où le presque partout

est pris dans le sens de la mesure de R".

LEMME 0.3. — Soit f une fonction définie dans ^î x [ t ^ , t^\,
lipschitzienne sur tout borné de ^2 x [ t ^ , t ^ ] nulle sur F x [t^,t^\,
admettant une dérivée D^f continue sur î2 x [ t ^ , t^} \ alors nous avons
pour tout t appartenant à [ t ^ , t^\

f D,fdx= f D.fdx = f f^dS= f f^-dS.
J^ Br ^ r ^r r

Démonstration. — D'après la remarque précédente, on a bien :

4D,/^=^D../^.

Comme / est lipschitzienne sur tout borné de R" x [ t ] , elle est
absolument continue sur toutes parallèles aux axes ; si on utilise le
théorème de Fubini et si on intègre d'abord par rapport à la variable
x^ on obtient :

f D.fdx = f fn,dS= [ fn.dS
J^ l J J^ J l J ( J y J l

où dS est l'élément d'aire de S^, n = (n^) est la normale extérieure à

Sy /^. = —Y Ce qui démontre le lemme.
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DEFINITION 0.2. — Soit f une fonction définie dans B C R^ à
valeurs dans R nous définissons deux nouvelles fonctions notées /+ et
f_ définies dans B par :

MX)= m a x [ 0 , / ( x ) ] , x G B
f_(x) = m a x [ 0 , - / ( x ) ] , x E B .

LEMME 0.4. — Soit Sî un ouvert de R". Soit f une fonction ap-
partenant à C^^). On a les résultats suivants :

1) la fonction /+ admet presque partout dans Î2 des dérivées
partielles et, si on appelle Sî^ l'ensemble des points x de SI tel que
f(x) > 0 et ÎÎ2 l'ensemble des points x de Î2 où f(x) < 0, on a :

les restrictions à Sî^ de D^/+ et de D^f sont égales,
la restriction à Sî^ de D^./+ est nulle presque partout ;
2) la fonction /+ est lipschitzienne sur tout borné de SI.

Démonstration. — L'ensemble Î2^ est un ouvert. Nous avons
donc :
les restrictions à ̂  des fonctions /+ et / sont égales, et les restrictions
à Sî^ de D^ et D^./sont, elles aussi, égales.

Montrons que sur Î2^, /+ admet presque partout des dérivées
partielles qui sont nulles.

Soit Pô de composantes (x^ , . . . ,^) un point de Sî^ et consi-
dérons la droite A ( P Q , O passant par PQ et parallèle à l'axe des x^ .
Notons par :

Sî (PQ , 0 l'ensemble Î2 H A (Pô, 0
Î2i (Pô, 0 l'ensemble Î2i H A(PQ , 0
ÎÎ2 (Pô, 0 l'ensemble ^ H A (PQ , 0 .

Soit P^ un point de î2(Po,0 de composantes (x^ , . . . , ^ _ i ,
Xf + h , x^^ , . . . , x^) et étudions le rapport :

A(P^-/4Po)

Si P^ appartient à ÎÎ^Po ,0 le rapport précédent est nul (numé-
rateur nul).
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Si P^ appartient à î2i(Po,0, on a : S2^(Po,0 est un ouvert de
î2(Po,0.

Soit (PI .P^) le plus grand intervalle ouvert contenant P^ et
contenu dans î2i(Po, 0. On supposera que P^ se trouve entre Pc et P^ :

^ PI P. ?2

Comme / appartient à C1 (Sî), on a :

l/(P/i) - APi) 1 < M | P^ - Pô | où M est un majorant de | D^./i
quand on se limite à un borné de S2, ce borné contenant les points P^
et P^. Comme î2(Po,0 est un ouvert, on pourra toujours prendre P^
suffisamment proche de Pô, de telle sorte que le segment [P(),PJ soit
inclus dans Î2, c'est-à-dire que P^ n'appartienne pas à la frontière de
Î2. On a donc, pour tout point PQ appartenant à î^, et pour P^ ap-
partenant à Î2^ (PQ , 0

^(P^)-A(Po) /,(P^)-A(P,) /(P^)-/(pl)
:M P.-PI

\h

c a r A ( P o ) = A ( P i ) = 0 = / ( P i ) .
Si Pô est un point de densité de î^ (Pô, 0, nous savons que ce

rapport tend vers zéro quand I h \ tend vers zéro. En conclusion, si
PO est un point de densité de ^(PO^)» a^ors H-/+ existe et on a
D ^ = O e n P o .

D'après le théorème de densité de Lebesgue, presque tous les
points de S^ (PO » 0 sont points de densité. Donc en presque tout
point de ^(Po,;) D,/+ = 0. En utilisant le théorème de Fubini, on
en déduit que, en presque tout point de Sî^, D,/+ = 0 ; ce qui dé-
montre la première partie du lemme (le presque partout est pris dans
le sens de la mesure de R).

La deuxième partie du lemme est évidente, il suffit pour cela de
remarquer que pour tous x, y appartenant à Î2, on a :

lAM-AOO Kl f(x) -f(y)\

et que, de plus, comme / appartient à C1 (S2), alors / est lipschitzienne
sur tout borné de S2.
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DEFINITION 0.3. — Nous dirons que l'application u définie dans S
à valeurs dans R^ appartient à [C1'^)]1^ si u appartient à [(^(S)^
et si pour tout couple O',/), DJD^] est une application continue
dans S.

LKMME0.5.—5bî7 Fy p ^ des fonctions appartenant à C^îî x [^,^1)
(0 < ^ < ^ ^ T) vérifiant la propriété suivante : F. ^ = F _ ^.

5b/r ^ appartenant à [(^^(S)]^ v nulle sur V x [0 , T].
x •

si S —Tpf,p^vpvk et 1. v p v k D f ( F J p k ) appartiennent à
_ J ' . P . k l ^ l j , p , k

L^^x [^,^1),

a/or5, po^^ /"o^ Ti , T^ vérifiant ^ < ̂  < r^ < ^» P0^'' ^o^^ co^5'-
raAz^ positive R donnée, il existe une suite r^ tendant vers l'infini,
telle que :

CL 1 2F^v,D,v,dSdt<R.
1 ^ AP,^

Démonstration. — Soit,

^^.T2/ S 2F,^D,^^.
^ ^p ;,p,fc

D'après la propriété que Fy ^ = Fy^ on a :

S 2 F/^ ̂  D/ ̂  = S D/ ^fpk ̂  ^1 - S ̂  ̂  D/ [F/p^l
P,fe p> fc p,k

On a donc :

I(p)= F2 f 1: D/.[F,^t)p^]û?x^-
•/Tl ""P /,fc,p

-X^2 X,,.Ç "p^0/^/^^^-

D'après les hypothèses faites sur F. ^, les fonctions Fyp^ ^p Vjç
sont lipschitziennes sur tout borné de Î2 ; de plus, elles sont nulles
sur la frontière de Î2 ; on peut donc utiliser le lernme 0.3. De plus,
par hypothèse, la dernière intégrale est convergente quand p tend vers
l'infini, on a donc :
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I^ ̂  S^ f^ ï^î:^v^dSdt+ R, ,

où Ri est une constante indépendante de p.
Posons :

J(P) -r f s "LF.
J T. ^/T ^ ^~—PJpkvDvkdsdt•

T! ^ 7,^P ^ p

On a :

^2

^ ̂  X,2 /^ 1 ̂ p^v, dSdt = J,(p) .

D'après les hypothèses du lemme, on sait que :

^4 /•£ ̂ ^^^^^f^^^
est convergente quand p tend vers l'infini. La fonction J ̂ u) étant
positive, l'ensemble des u tel que J i ( M ) > R , > 0 (IL, constante
fixée), est de mesure finie dans [0 + oo[.

Donc il existe une suite réelle croissante (?„,)„. eN tendant vers
l'infini telle que :

Jl(Pn.)<R2
D'où :

I(p^) < Ri + R, .
Mais :

^ = f^ 5?, X S 2 F,,, i,, D, v.dSdt dp = f " " 1 I. (p) rfp.1 /' / ,p,fc "o

Montrons que, pour tout ?„,, il existe r^ supérieur ou égal à
?„. tel que :

Ii(^XR
(R constante positive donnée).

En effet, supposons que :

II (p) > R pour tout p supérieur ou égal à p

Alors, pour tout m supérieur à w, on aurait :



180 G.REYNAUD

!(?„) = !(?„,) + f^'l^dS > î(p^) + (?„,, - ?„,) R .
^W

Comme p ^ ' tend vers l'infini quand m tend vers l'infini, alors
I(Pw') ^d vers l'infini, ce qui est contraire à :

I(p^) < Ri -h R^ pour tout m.

Donc, quitte à extraire une sous-suite, il existe une suite mono-
tone (^)^(?N tendant vers l'infini telle que :

Ii(^) < R, ce qui démontre le lemme.

LEMME 0.6. — Soient Fy des fonctions appartenant à C1 (Î2 x [t^, t^} )
où t^ t^ vérifient 0 < ^ < ^ < T.

Si pour tout v appartenant à (^^(S), 14 nulle sur F x [0 , T],
on a :

•y»

S r^T^f^ et S VÎDî[p^ appartiennent à L^îî x [^ , rj), alors
î } x { ï

pour tout TI Ï2 vérifiant t^ < TI < r^ < ^' P0^7' ^o^^ constante posi-
tive R donnée, il existe une suite (^)^eN tendant vers l'infini, telle
que :

F2 f S 2F,i4D,i^Sû^<R.
^T, ^CT.. . ' '1 ^w 7

Démonstration. — Comme v appartient à C^CS), on peut utiliser
le lemme 0.4 et on a :

214 Dy i? = Dy i;î presque partout dans S.

• De plus 14 est lipschitzienne sur tout borné de S.
Soit :

I(P) = f 2 f Z 2PfV^D.vdxdt
^Ti w^^ 7 • /p j

On a :

I(p)== / 2 / S D.(F,t;î)^^- /T2/ viD.Wdxdt.r}. ^p ^ 'ï ^p ï ï
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Comme v(x, t) < 0 pour (x , t) appartenant à F x [0 , T], on peut
appliquer le lemme 0.3 à la fonction Fy v2. qui est lipschitzienne dans
tout borné de S et qui est nulle sur F x [0,T]. De plus, la dernière
intégrale est convergente. On a donc :

^P^f^2 f, ^^vîdSdt+R,,

où Ri est une constante positive indépendante de p. La suite de la
démonstration est identique à la démonstration du lemme 0.5.
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CHAPITRE PREMIER

DEUX THEOREMES DONNANT LIEU A DES
MAJORATIONS A PRIORI

1. Cas général.

Hypothèses 1.1.1. (Hypothèses sur l'opérateur L).
i) Les opérateurs ̂  ^ sont des opérateurs différentiels du premier

ordre.

ii) Pour tout M appartenant à [C^^S)]^ %^(^) et D,[%, (u)]
sont des fonctions définies, continues dans S.

iii) Si on note P, ^,D^) =^. ̂ ), il existe une fonction
F positive définie dans S, telle que pour tout ^ = (^f), j3 = (j8f) ap-
partenant à R"^, pour tout u appartenant à [C^CS)]^ pour tout
À réel strictement positif, on ait :

S ^pO^XXF^ Of)^1!: PfP^Çu^h
f ' P i . P À i , p ' p ]

iv) Les coefficients a^ ^ sont des fonctions définies localement
lipschitziennes dans S admettant une dérivée D^ ^ continue dans S.

v) Pour tout u appartenant à [C'^S)^ il existe deux fonctions
continues positives G et H définies dans S, telles que

I. ap,kukup>Gu2 ;^ Uj,UpD,af,>-îîu2.
P ' k p , k

vi) 0^ =^,p .

THEOREME 1.1. - On suppose que l'opérateur L vérifie les hypo-
thèses 1.1.1.

- Soit v appartenant à [C^CS)^, vérifiant v ( x , t ) = 0 pour
(x, t) appartenant à F x [0,T]), v solution de l'inéquation suivante,

1.1.1) Pour tout r>r^ (^ constante positive donnée), pour
tout t e [0, T] il existe une constante fi (0 < jn < 2) et une fonction
Ci appartenant à C(S) telle que :
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f -IvLvdx^ f [C^+JLI^ D^<S,^(v)}dx
^r ^r i , p

- Soit $ une fonction définie dans R+ x [^, t^\ à valeurs dans
Rî (0 < t^ < t^ < T) vérifiant :

1.1.2) $ et D^ $ sont continues dans S.
1.1.3) <t>(|x |, 0 = $(^o» 0 po^r roî^ |x | <ro.
1.1.4) Les fonctions t -> ^Ç\x\,t) et \x\-^ < î > ( | x | , 0 sont

décroissantes.
1.1.5) $ ̂  solution presque partout de l'inéquation suivante :

32
- $$,G - ̂ [H + CJ- :———$^|F>O

2——JLX

5; ^) et v vérifient la condition suivante :
' p o u r tout (î"i ,r^) vérifiant t^ < T^ < r^ ^ ^2» ^ existe
une suite r^ tendant vers l'infini et une suite R^ tendant

1 iw5 zéro, telles que :
1.1.6)/

^T2^ S D^^^^lrfxrf^R,,,
1 ^w * > ?

alors,
1) /a fonction à valeurs dans R définie par

t -> Jo S ^p^p^^

^ décroissante pour fç=. [ t ^ , ^L
2) 5f // existe t^ appartenant à [^ i , t^\ tel que,

j ^ <Ï)2an kvDvk^x solt f1711 P0^ t == ^3» ûfor51,^ ^ ^."- ^ "- - ^ j'
P,k

j ^ <i>2<^p k v p v k ^ x <^ ~*~ 00 P0^'' roMr r appartenant à [^3, ^1
n p , fc

^ ^ 2 ^n [- $(ï)r Gî;2 + $2 H D^ ̂ ;p%I,p(^;)l dx dt < + 00 •3 *.P
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Remarque 1.1.1. — Le théorème précédent est valable sans la
condition v mais la fonction ^ doit vérifier la condition 1.1.5' qui
remplace la condition 1.1.5.

1.1.5') Pour tout u appartenant à [C^^S)^ on a :

S [-2$$,^,+$2D^,)^^^-
P , k

-(^Ci +—2- <î)^|F)u2 >- $$,Gt<2

où G est une fonction continue, positive, définie dans S.

Démonstration du théorème 1.1.1. — Soit <î> une fonction définie
dans R+ x [^, t^\ où 0 < ^ < t^ < T, à valeurs dans R*, vérifiant les
propriétés 1.1.2, 1.1.3, 1.1.4. Nous lui associons la fonction, que nous
noterons encore par ^, définie dans R'1 x [ t ^ , t ^ ] à valeurs dans R*
par :

( x . t ) ^ <î>(x, r ) = < î > ( | j c | , 0 .

Soit v appartenant à [C^CS)]^ et considérons l'identité suivante :

1 .1 .7 ) -l^vLv =- 2^vA(v) + 2^vD^av

En utilisant les hypothèses 1.1.1, 1.1.2, 1.1.3, 1.1.4, nous obtenons
l'inégalité suivante :

1.1 .8) -2^vLv>- ̂  D^^2^.^)] +
i,P

+ ^ D^Op^VpVk] + [-2^<I),G-$2H-4X'^lF]^;2 +
P , k

+ 2 < Ï > 2 [1-^7 1$: D.z;, %,,(.).
L À J ^p

Soit t? solution de 1.1.1. Considérons la quantité pour 1^=. [ t ^ , t^\

1 = f ^[C^v2 + 11 S D,i^%, p(î;) + 2rLi;1û?x
^ f,p

=/ '/ ^[CI^+JLI^ D^p^,p(^) + 2i;Lî;]rfSrfp,
^P ^ p

où â?S est l'élément d'aire de a .
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D'après les propriétés de $ (la fonction <î> ne dépend que de r
et de t, et est indépendante de \x pour \x\ ̂ r ^ ) on a :

I-^o.O F01?^^ F ^VP»/o • ^o

où J,= /^ [C,v2 +JLI ^ D,^%,^(î;)+2t;Li;] c /S .
<7r i.P

En utilisant le Lemme 0.1, on obtient :

1 = <î>(ro, t) f^ ]^ dp > 0 où r vérifie ^ < ̂  < r ,

on en déduit donc que si v est solution de 1.1.1, alors v est solution de :

/ -l^vLvdx^ f $2 [Ci v2 + JLI ^ D^p%,p(i;)]dx.
^r ^r ï ,p '

o

Soit v solution de 1.1.1 et X' = ———. Si on intègre l'inégalité
2 - jn

1.1.8 sur o?^ x [r^ ,7-2], où r > r^ et ^ < r^ < r^ < ^2, on obtient :

1.1.9) F2 f .[-2$^G - ̂ (H + Ci)-
^i Jt^

<î>^F]^;2âbc^+ f^f ——^^S D,^%,^(i;) ^^<
2-jn m J ^TI ^^ 2 t.p

/^
< f 2 r S D,[2<i>2^%,.,(^;)1rfx^-

l/T! "^r /,p

-X?/. ^ D,[^a^v,}dxdt.
^

^1 ^^r
^L^ ^ p , k v p v k \

P,k

D'après les hypothèses faites sur v, $, a ^ on peut assurer que

la fonction V $2 a ^ î; i^ est absolument continue sur tout segment
p~k

parallèle à l'axe des t contenus dans î2 x [^ , t^\. De plus, $ vérifie la
propriété 1.1.5 et ($,v) vérifie la propriété 1.1.6. Si dans 1.1.9 on
fait r = r^ (r^ qui intervient dans la propriété 1.1.6), on obtient :
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1.1.10) r2 y [-<ï><ï»Gv2 +
^ "^

^
+ -y^ $2 S D, fp%,,p(t0] Ac d/ <

'.P

^^f/, S ^S^p^l -
L "m P^ Jr=ri

- [/, \^^^^dx\ .
L ^W P'^ J ^ = T 2

D'après l'hypothèse 1.1.1 (ii) nous déduisons que :

S ^fP,,p(^^) > 0 pour tout u appartenant à [C^fS)^
i.P

De plus, <î><ï>^ < 0 et fi < 2, nous pouvons donc faire tendre r
. ». ,. . in

vers 1 infini et on obtient :

0 ^ C L [- ̂ Gl;2 + 2-^- ̂  s n- ̂  p^) ] ̂  ̂  <
1 L z i,P ' J

< [J,ï^2^^.^^^- [f.^^W^]^

Donc, pour tout (T^ .r^) tel que 0 < ^ < r^ < r^ < ^ < T, on
a :

[/„ ^*2«„.".".^]^^ [/„ S^o,,..',̂ ]̂

ce qui démontre la première partie du théorème. La deuxième partie
du théorème est une conséquence de la première partie.

COROLLAIRE. - — 5'; en plus des hypothèses précédentes L vérifie :
les 9^^(u) sont localement lipschitziennes dans S pour tout
Metc^^r.

- Si en plus des hypothèses précédentes $ est localement
lipschitzienne dans R+ x [^ , rj.
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Alors le théorème précédent reste valable si on remplace la condi-
tion 1.1.6 par 1.1.6' :

1.1.6') Pour tout (TI ,T^) (t^ < T^ < T^ ^ ^2), il existe une suite
r^ tendant vers l'infini et une suite R^ tendant vers zéro telles que :

f2 ^ S 2<î>2 ^v^^dSdt < R^ .
Tl rm l'P m

Pour démontrer ce corollaire, il suffît de montrer qu'avec les
nouvelles hypothèses, 1.1.6 entraîne 1.1.6' (résultat du lemme 0.3).

2. Cas particulier N = 1.

Dans ce paragraphe, nous étudions les parties positives et néga-
tives des solutions d'inéquation du type 1.1.1.

THEOREME 1.2. — On suppose que l'opérateur L vérifie les hypo-
thèses 1.1.1.

— Soit v appartenant à C^CS), vérifiant v^.(x,t) = 0 pour
(x , t) appartenant à V x [0,T], v solution de l'inéquation suivante :

1.2.1) - IvLv < Ci v2 + JLI ^ D^%,i(z;) pour tout ( x , t) ap-
i

partenant à Î2 x [0 ,T] où C^ appartient à C(S) et jn est une constante
positive inférieure à 2.

Soit $ une fonction définie dans R + x [^,^], à valeurs dans
R+, où Oi ,^) vérifie 0 < ^ < ^ < T, vérifiant 1.1.2, 1.1.4, 1.1.5.

Si $ et v vérifient la condition suivante : pour tout (ïi^)
vérifiant t^ < r^ < r^ ^ t^, il existe une suite r^ tendant vers l'infini
et une suite R^ tendant vers zéro, telles que :

f^ f^ ^ D^v^^Wdxdt^R^,
m l

alors,
1) la fonction à valeurs dans R définie par

t -> J $2 a^ ^v^dx, est décroissante pour fÇ- [ t ^ , t^\
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2) Si il existe t^ appartenant à [ t i , t^] tel que,

) ^^i,! vîdx < + °° pour t = ^3, alors,

j ^2 al,lvÏ ̂ x es^ f11^1 P0^ tout t appartenant à [^3, t^\

et

f 2 f [- ̂  Gî;2 + <î>2 ÏD,v^, ̂ (v)]dxdt < 4- oo

Remarque. — Nous pouvons faire la même remarque que la re-
marque 1.1.1.

Démonstration. — Utilisons l'inégalité 1.1.8 et l'hypothèse que v
est solution de 1.2.1, on a :

/ [-l^G-^H-^C^ -4X'$^F]î;2 4-

1.2.3) / + 2<i>2 fl --^—^1 ^ D,^^(î;)<
\ L A J i

< 1. D,[2<î>2^;%,^(^;)l-DJ$2a,^^;2] .

Posons X' = ———. Comme <î» vérifie 1.1.5 nous obtenons :
2-JLl

1.2.4)

/ ^
i -4>$,Gu2 +——^$2 ^ D,u%, i(v)<
) •" i '

( < S D^'^t^idQl-D^c^ii;2].

Montrons que presque partout dans Î2 x [/,, t^} nous avons

1.2.5) 1 <-̂

- $$, Gv2 + ——^ $2 Z D, v^, i (v) <
2

/ < ̂  DJI^2^, iWl-DJ^ai il;2].
\ i

Les quantités qui interviennent dans 1.2.5 sont définies en presque
tout point de Î2 x ^ t ^ , t^\ (on utilise le lemme 0.4). De plus, si on note
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par S^ l'ensemble des (x, t) appartenant à î2 x [^, t^} tel que v ( x , t) > 0
alors 1.2.5 n'est autre que 1.2.4 pour les ( x , O G S i . Si on note S^
l'ensemble des ( x , t) appartenant à Î2 x [^, t^] tel que i;(^, t) < 0,
alors sur S^ (1.2.5) est vraie presque partout car les deux membres de
l'inégalité sont nuls presque partout. Intégrons 1.2.5 sur a? x [r, ,T, ]

YYl

(r! ^ r \ < ^ r ' l î ^ t z ^ r m étant la suite qui intervient dans la condition
1.2.2).

La suite de la démonstration est identique à celle du théorème 1.1.

COROLLAIRE 1.2. — Si en plus des hypothèses précédentes L
vérifie : les < .̂ ^(u) sont localement lipschitziennes dans S pour tout
^GC^'^S). Si en plus des hypothèses précédentes $ est localement
lipschitzienne dans R+ x [^, ^1-

Alors le théorème 1.2 reste valable si on remplace la condition
1.2.2 par :

1.2.2^) Pour tout TI , T^(^i < TI < r^ < t^\ il existe une suite
r^ tendant vers l'infini et une suite R^ tendant vers zéro, telles que :

f^f H 2<î)2 XL v^^(v)dSdt<R^.
Tl ^m i r^

Démonstration identique à celle du corollaire 1.1.
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CHAPITRE II

CAS LINEAIRE

Dans ce chapitre, nous étudions le cas particulier d'un opérateur
linéaire :

L,u = ( "î'D^r^D^J'-'̂ 'D.Ia^^^^^^^
( -̂ .. -—-- - . ._ ._ k.. ._.._..

Ici, les opérateurs % ^ p sont définis par :
pour tout u appartenant à [C^S)^, nous avons

^^)=I <-.D/^
J , k

où a^ appartient à C^S).
Suivant l'ordre de croissance des coefficients qui interviennent

dans LI , nous déterminerons des fonctions poids qui vérifieront les
propriétés demandées dans le théorème 1.1. De plus, nous détermi-
nerons un ensemble K, de telle sorte que, si nous cherchons les so-
lutions de l'inéquation dans K, nous serons assurés que la condition
1.1.6' est bien vérifiée.

Hypothèses sur les coefficients :

a) a^ appartient à C1 (S) ;
b) II existe une fonction F positive, telle que, pour tous Ç = (^p),

tS = (j3f) appartenant à R"^, pour tout u appartenant à [C^CS)^,
pour tout X réel strictement positif, on ait :

^ a^ ̂  < XF I; (Sf)2 + 1 S a^tSfiîf
i . / . k . p i , p A i , p

c) | D^.a^ [ < Fi où F^ appartient à C (S) :
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d) pour tout /, /, p, k on a :

^fp = ^jk

e) a ^ vérifie les hypothèses iv, v, vi
f) pour tout v appartenant à [C^CS)^, on a :

Z ap,kvpvk <G^v2 ,
p,fc

où G^ appartient à C(S).

1. Définition.

Soit 4' une fonction définie dans R" x [0,T] à valeurs dans R+ ;
on appelle K^ l'ensemble des applications v appartenant à [C^CS)^,
vérifiant les propriétés suivantes :

1) v ( x , t) = 0 pour ( x , t) appartenant à F x [0,T],
2) ^v appartient à L^S) pour tout p .

Remarque. — La fonction ^ peut être définie aussi dans S seul.
Dans ce qui suit, nous étudierons trois cas particuliers suivant

l'ordre de croissance des coefficients.
Nous dirons que v est solution du problème A, si v vérifie :

/ pour tout r supérieur ou égal à r^ (r^ constante positive donnée)
l et pour tout t appartenant à [0,T] :

A / f ^ - 2 v L , v d x < f [C,v2 +/. ^ a^D,v^v,]dxijk J

i , f , k , p' ^r v^

où, C\ appartient à C(S) et fi est une constante positive ou nulle,
inférieure à 2.

THEOREME 2.1.1. - Soient F, F^ , G, G^ , H, C^ vérifiant :

G,(x,r)<KJexpmolx|2-^ ; F (x f t ) <K^(1 + [ x ^
Li \x, r )
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H(x,/) + C.(x,t) , ,
— — — G f ^ — — — ^ - 0 ^ » '

^-^^K.exptmod ^ I x l ) 2 - " ]

OM m^ ^ K^ sont des constantes positives et \ une constante positive
ou nulle, inférieure à 2.

Soit la fonction ^ de Rn+l dans R+, définie par :

( x , t ) -^ ^ ( x , t) = exp - m^\x |2"^ (m^ constante positive).

Soit v appartenant à K^,, v solution du problème A.

Soit la fonction ̂ ^ de Rn x T , T 4- — \dans R+, définie par

m(\ + 1 v ^2-x

(^^) - ̂ ,,,.(^0 = exp - ̂ _+^1^ ,

où \y | = max(ro, |;v |), m ^r j5 (j3 < 1) constantes positives.
Alors il existe deux constantes positives ^ et ^ indépendantes

de T telles que, si m < ̂  ^ — > ̂ , OTÎ a^ .'

1) la fonction, à valeurs dans R définie par :

1 ~" J S ^,(3,Tap,kvpvkdx décroissante pour tout t appar-
n p,k

r j 3 1^^z^r à T , r + — H [0 ,T] et ceci pour tout r

2) J L ^ ' m , ( 3 . T ( < x ' T l ) a p . k v p v k d x < + °° ^o^ ^ot<^ t appar-^ p, fc
r^û^^ à ]0,T] ^r ro^^ Ti vérifiant

O < T I - T < I

^) ^w^.r^» ''"i) Lt ^/k^i ^p^/ ^ appartenant à
ij.k,p

L^n x [ï2,T]) o^ T 2 > 0 ^ 0 < T i - r < ^ .
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Démonstration. — Nous allons démontrer que les hypothèses du
corollaire 1.1 sont vérifiées. D'après les hypothèses faites sur les coef-
ficients û^, a j^ , l'opérateur L^ vérifie les hypothèses 1.1.1, de plus,

®i p^) ( = S apjk^jvk} es^ localement lipschitzienne dans S pourv î , k / .
tout ^etC^CS)]14. D'après la définition de ^^^, les propriétés
1.1.2, 1.1.3, 1.1.4 sont vérifiées et de plus <ï>^ g ^. est localement

r ^ ilipschitzienne dans R" x J T , T + — j . On vérifie facilement que si

^- > 4K^ et m < ̂ ^ _ 2 = ^i - alors ^m^.r est solution de

1.1.5. Il reste à démontrer 1.1.6'. Pour cela nous utiliserons le lemme
0.5.

Posons : F^ = ̂  ^ ̂  Ç x,a^

On a bien F,^ = F,^.
De plus, d'après l'hypothèse b), on a :

0<S: ^^<4Fl: O?)2

t/fcp ï ,p

Donc, si on pose, ^p = x ^ v , on a :

x - 1
0 < S ——T ̂ îpk vp ̂  = ̂ ,^r S T~T ̂ ^ ̂ ^ ̂  ̂

/,P,fc 1 ^ 1 i , j . p , k \^ 1

<4Fl^|<,^.2.

D'après la définition de ^^^ et les hypothèses faites sur les
coefficients de L^, on a :

()< S -XL- ̂ ^^ <
i^.k \ x \ !pk p

^ \ F/ 2m \ -5 x1 ^
<4K2 ix|( l 4- |x|)^ exp. (--/^^o) (1 + 1 ^ 0 v

De plus,
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S VPVkWpk)= S ^k^i^fk^r)-
/ .P»fc i , f , P , k

= S ^^5,,^<^,+ S ^^x,D,(^)<^,+
i.hp,k i , / . p , k

+ S ^p^^^D,^^,].
i , J , P , k

En majorant chaque terme du 2eme membre, on obtient :

| ^ ^ ^ D , F , J < [ 4 n K Î ( l + | ^ | ) Â + ^ ^ 2 N 2 K Î I ^ l +
I / , P ^

4- 8-^ Kî \x | (1 + | y I)] exp . R- 2-^ + 2^0) (1 + 1 y l)2-^ .

Nous remarquons que si —— > Im^ + m^, alors les Fy^ vérifient

les hypothèses demandées dans le lemme 0.5.
Donc :
Pour tout TI , r^ vérifiant

/ j3 \
^i = max(0, r) < TI < r^ < ^ = Irlm (.^'T ^" — J '

il existe une suite (^)^eN tendant vers rinfïni et une suite (R^,)^eN
/ R \
\R^ = — ) tendant vers zéro, telles que :

m

/T2/ S 2 < , ^ a^v.D^dSdt < R, .
r! a^ i , j , k , p ' m

On peut donc utiliser le corollaire 1.1. pour m < ^ et
m / 2mo + m.\
— > PÎ = m a x ^ 4 K i , ——-——^, ce qui démontre la première

conclusion du théorème.
Supposons que :

f^ E <s>2m,0.r(x'Tl)ap.kvpvkdx +co Pour t = t ^
p,k
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1 ^1appartenant à ]0,T] et pour r^ appartenant à |r ,r + — [.

On en déduit que :

f^ Z (s)2m,^^-T^Tap,kvpvkdx == +00 pour t = t ^

Donc, d'après ce qui vient d'être démontré :

/ S fblm^,t.-r^r'OLp,kvpvkdx = + °° pour touU tel que :
^ p,k

max(0,^3 — Ti + r) < ^ < ^3. Ce qui entraîne, d'après le choix des
paramètres, que v n'appartient pas à K^, contraire à l'hypothèse ;
d'où la conclusion 2 du théorème.

jî
Soient r et T^ donnés, vérifiant 0 < r^ — r < — . Soient ^3 et

^4 G ]0,T] vérifiant t^ — t^ = T^ — r, on a (résultat du corollaire 1.1).

C^ ^^-i, s ^^D/^^<+°°

Comme pour tout ^ appartenant au segment [^3^4] on a :

^m^.r+^-ri (̂  ̂  ̂  ̂ m.^r+^-ri (^^4) > 0 OU a :

f^f ^r.t,-r^^4\I ^D,^D,^^rfr<+oo

Comme ^m^^^t^-r^ ^ t ^ = ̂ m.^r^ ̂ i^ on a P01111 tout

^3, ^4 appartenant à ]0,T] vérifiant ^4 - ^3 = TI — r.

r4^ ^m.^T (^ ̂ l) S ^ D, ̂  D, ̂  ̂  ̂  < + oo .
3 i , f , k , p

Pour démontrer la partie 3 du théorème, il suffit de recouvrir
l'intervalle [r^T] par des intervalles d'amplitude r^ — r.

THEOREME 2.1.2. - Soient F, Fi, G, Gi, H, Ci vérifiant :

Gi(x^)<Kiexp.[mo(Log(2 + l^l))2- '] ;
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F(^-0 < K i ( l + lxl) 2 [Log(2 + |x Df ;
^jr^X , t )

^•^y'^K.lLogO.H.Dl^;

F 1 ( X > 0 < KI exp[mo(Log(2 + |x l))2-'] ;

où rriQ et K^ 50^ des constantes positives, v un réel vérifiant 0 < v < 1.
5ozY fa fonction V/, ^ R'1'^1 ûfû^ R+, définie par :

( x , t ) -^ ^(x,0 = exp.[-mi(Log(2 4- l^l))2"^ ,

où m^ est une constante positive.
Soit v appartenant à K^', v solution du problème A.

r P I
Soit la fonction ^,(S.T' de R" x T Î T + "7 dans R+ ^̂ ^

par :
. . ^ . ^ ^ [Log(2+ l^ l )1 2 - t /
(x,0 -> ^.^,(^^)=exp.-———^ _ ^ _ ^——

o^ I y \ == max(ro, |x |), m ^r j3 (j3 < 1) d^ constantes positives.
Alors il existe deux constantes positives ^ et ^ indépendantes

de r telles que si m < jî^ et — > ̂  on ait :

1) la fonction à valeurs dans R, définie par :

t -^ f ^ ^ B r^ k v p v k d x décroissante pour t appartenantJ^ î^k
r 0 1à \r , r + — n [0 ,T] et ceci pour tout r,

2) j H ^ û r(^» T'i)0'? fc^p^^ < + °° ^0^ r0^ r appar-
^ p , k ' )

i P\tenant à ]0 ,T] et tout r^ fixé \Q <r^ - r <— ) .

3) ^^.r^' T!) S ^n-^0/^ appartenant à
i , 1 , k, p

Q
L1 (Î2 x [r^ , T]) où ^ > 0 et 0 < r^ - r < - -
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Démonstration. — Elle est identique à celle du Théorème 2.1.1,
on obtient ici :

R 2 -^ . n (^ 2 m o 4 - m i + 3 x
^64K,(2-.)2 et ^n^Ki,———————).

THEOREME 2.1.3.- Soient H, Ci, G vérifiant C1(X^ )+H(^>0 <K,
G(x,t)

(KI constante positive). Soit la fonction \^", de S rfâTO R+, définie par :

( x , t ) -^ ^ ' ( x , t) = ^ [ x \ . max[F(;c, t) , Gi(^, t) , FiOc, r)] .

Soit v appartenant à K^,", v solution du problème A.
Soit la fonction <î>^, ûfë R" x [0,T] dans R+, définie par :

( x ^ t ) ->• <ï>^(x,D = ^-wr

^ltor5' ;7 existe une constante positive fî^, telle que, si m > ̂  on
ait :

1) la fonction, à valeurs dans R+, définie par :

t -> J ^ (l>map,kvpvk^x décroissante pour tout ^ G [ 0 , T ] .
n p , k

2) / !.. ^ k v D v k ^ x ^ + 00 P0^ tout t appartenant à ] 0 , T].
~ 0 ^"»" p,fc

3) Zi ^^ n- ^p ^)/ ̂  appartenant à L1 (Î2 x [7^ , T]) ozi Ti > 0.
i , î , k , p

Démonstration. - Comme pour le théorème 2.1.1, on montre
que si m >j3i = 2Ki le corollaire 1.1 est applicable. On en déduit
alors facilement le théorème.

2. Cas particulier : N = 1.

DEFINITION. - Soit ^ une fonction définie dans R" x [0,T], à
valeurs dans R+, on appelle K+^, {respectivement K_^,) l'ensemble des
applications appartenant à C^CS), vérifiant les propriétés suivantes :
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i) 14 O-, t) = 0 (respectivement v_(x, t) = 0) ^oi^ (;c, r) appar-
tenant à F x [0,T].

ii) ^14 (respectivement ^v_) appartient à L^S).

Remarque. - La fonction ^ peut aussi n'être définie que dans S.
Nous dirons que v est solution du problème B si v vérifie :

/ - 2rLi v < Ci v2 -(- p. ^ û^.i D, v D, i; pour tout (x , 0 apparte-
\ i.î
] nant à Î2 x [0,T],

( où Ci appartient à C(S) et jn est une constante positive ou nulle,
inférieure à 2.

THEOREME 2.2.1. - (i// et $ ,̂ ^ .̂ sont les fonctions définies dans
le Théorème 2.1.1, ^ = 0).

Soient F, F^ , G, G^ , H, Ci vérifiant les mêmes hypothèses que
pour le théorème 2.1.1.

Soit v appartenant à K.^, v solution du problème B.
Alors il existe deux constantes positives ^ et j^ indépendantes

de T telles que si m < ̂  et — > ̂  on ait :

1) la fonction à valeurs dans R définie par :

1 ^ À ^^1,1^

décroissante pour t^ T , r + - H [0 ,T] ^ c^cz po^ ^r r.

2) ^ ^^.T^^i)0'!,!^^ < + °° ^cw ^o^^ r E ] 0 , T ] ^

/ H \tout ri (o <Ti -T<-y

3) ^,^r(^^l) S ̂ .l1^0/1^1-1^ ^ 2 » T 1 )

où r^ > o ^ro < ri — r < -- •
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Démonstration. - On montre que les hypothèses du corollaire 1.2
sont vérifiées et pour cela, on utilise le Lemme 0.6. La démonstration
est du même type que celle du théorème 2.1.1.

THEOREME 2.2.2. - (V/' et ̂ ^ sont les fonctions définies dans
le théorème 2.1.2, ^ =0).

Soient F, F ^ , G, G ^ , H, C^ vérifiant les mêmes hypothèses que
dans le théorème 2.1.2.

Soit v appartenant à K+^, v solution du problème B.
Alors il existe deux constantes positives ^ et ^ indépendantes

de r telles que si m < j3^ et — > {S^ on ait :

1) la fonction à valeurs dans R définie par :

t -^ j^ ^m^r^^^dx

r j3 1décroissante pour t G r , r 4- - H [0 , T] et ceci pour tout T.

2) / $^ (s rC^Ti)^! ivl(x, t)dx < + ̂  pour tout t^ ]0 ,T]"n
/ g \

^ ro^r T^(0 <T^ — T < — ) '

3) ̂ .r^^i) Z 4iD,^D,^GLi(î2x [r^T]

où T2 > 0 et 0 < Ti - T < (3/2.

Démonstration. - Elle est identique à celle du théorème 2.2.1.

THEOREME 2.2.3. - (^tf et ^^ sont les fonctions définies dans le
théorème 2.1.3).

Soient G, H, C^ vérifiant les mêmes hypothèses que pour le théo-
rème 2.1.3. Soit v appartenant à K+^, v solution du problème B.

Alors il existe une constante positive (3^ telle que si m > fî^ on
ait :
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1) la fonction à valeurs dans R définie par :

t -> \ ^rn^i i V2+ ^x décroissante pour t G [0 , T]JSi

2) f ai ^Idx < + ̂  pour tout t C. ]0 ^T]J n

3) ^ ^.i D, î;+ Df v^ G L1 (Î2 x [r , T]) où 0 < T < T.
ij

Démonstration. — Elle est identique à celle du théorème 2.2.1.

Remarque. — On peut démontrer des théorèmes analogues à ceux
de ce paragraphe pour la partie négative v _ .
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CHAPITRE III

APPLICATIONS

Nous allons utiliser les résultats du chapitre II, pour résoudre des
problèmes d'unicité. Nous donnerons ensuite des contre-exemples,
montrant qu'il est impossible dans un certain sens d'améliorer ces
résultats.

1. Unicité.

Position du problème : soit le système du type suivant :

L,v = \ ^ D, [af^ D, v,} - ̂  D, [a^,v,] + ̂  b^ D, v, +
) i , f , k k i,k

) + S ̂
\ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ k

= L^ v + Bv 4- cv ,

où l'opérateur L^ vérifie les propriétés demandées dans le Chapitre II,
bf[ et C^ appartenant à C(S).

On dira que v est solution du problème C, si

( t^,0)= 0

C ) v ( x , 0 = 0 pour ( x , t) appartenant à F x [0 ,T]
( L^v == 0

Montrons que, sous certaines conditions, si v est solution du pro-
blème C, alors v est aussi solution du problème A.

En effet, comme L^v = 0, on a :

L^v = — Bv — cv
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-2vL,v= ^ 2^D,^+ ^ 2c^.
ifcp fc,p

Si les hypothèses faites sur les coefficients nous permettent
d'affirmer que :

^ 2^D,^+^ 2^^<C,r2+^ 1: ^D,^D,.,,
î . P , ^ ^,P i , f , k , p

ou, plus généralement, s'il existe r^ tel que, pour tout r > r^ et pour
tout ^ appartenant à [0,T]

/ [S 2^D,^+ ^ c^^J^<
^ [ i . k . p l fc,P J

<^ f 0 !^^^ ^ ^D.v^v^dx. (3.1.2)
a?r L i , j , k , p \

où C^ appartient à C(S) et fi est une constante positive ou nulle infé-
rieure à 2, alors les solutions du problème C sont aussi solutions de
(3.1.3) :
pour tout r > FQ et pour tout t appartenant à [0,T]

f -2vL^vdx< f fCi^+jn ^ â^ D,î;_D,^1 rfx. (3.1.3)
J^ J^ L i . f . k . p \

Dans toute la suite, nous supposerons que les coefficients de
L^v vérifient la condition (3.1.2).

THEOREME 3.1.1. — (V/ étant la fonction définie dans le théorème
2.1.1).

Soient F, F^ , G, G ^ , H, Ci vérifiant les mêmes hypothèses que
dans le théorème 2.1.1.

Si v appartient à K^, si v est solution du problème C, alors v est
identiquement nulle dans S.

Démonstration. — Comme v est solution du problème C (on a vu
que v était solution de l'inéquation 3.1.3), vues les hypothèses faites,
on peut utiliser les résultats du théorème 2.1.1, où la fonction <î>^ Q ^
déjà définie, vérifie :
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m < ̂  et n- > ̂  .

On obtient en particulier :

0 < f ^ ^lm,ft,rap,kvpvkc^x foi^^oi1 décroissante de t pour
n p,k

r i31t appartenant à | r , r + — H [0 ,T] et ceci pour tout r.

Si r == 0, par hypothèse comme v(x , 0) = 0, alors, pour t = r = 0,
l'intégrale,

Jo S (t>2m.(î.oap.kvpvkdx
" p.fc

est nulle. On en déduit donc :

Jo S ^^o^^p^^ := ° P0111' tout r appartenant à 0 . - •
" P.k L 2 J

Si on recouvre l'intervalle [0,T] par des intervalles d'amplitude
P
—, on obtient :

Jo S ^,<3, /i8- a p , k v p v k ^ x = 0 pour tout ^ appartenant àp . k ' ' 2
r fs p 1
/ — ' ( / + 1) — H [0 ,T], où / est un entier. Mais comme,

H a p . k v p v k >G(x)v2,
P , k

on a donc : j G(x) ^>^ ^3 ^ u2^ = 0 pour ^ appartenant à

[ / ! - ( / + l ) ^ ] n [ o , T ] .

Comme G(jc) est différent de zéro, on en déduit que v = 0 pour
r i3 ^1

t appartenant à / — ' ( / + 1) — H [0 ,T] et ceci pour tout /, donc

v est identiquement nul dans S.
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THEOREME 3.1.2. - (i// est la fonction définie dans le théorème
2.1.2). Soient F, F^, G, G ^ , H, Ci vérifiant les mêmes hypothèses que
dans le théorème 2.1.2.

Si v appartient à K^, si v est solution du problème C, alors v
est identiquement nulle dans S.

Démonstration. - Elle est identique à la démonstration du théo-
rème 3.1.1, mais nous utiliserons le théorème 2.1.2 au lieu d'utiliser
le théorème 2.1.1.

THEOREME 3.1.3. - (\^" est la fonction définie dans le théorème
2.1.3). Soient F, F^ , G, G ^ , H, C^ vérifiant les mêmes hypothèses
que dans le théorème 2.1.3. Si v appartient à K^., si v est solution
du problème C, alors v est identiquement nulle dans S.

Démonstration. - Elle est identique à la démonstration du théo-
rème 3.1.1, mais nous utiliserons le théorème 2.1.3 au lieu d'utiliser
le théorème 2.1.1.

2. Cas particulier : N == 1.

Nous démontrons ici des théorèmes semblables aux théorèmes
3.1.1, 3.1.2, 3.1.3, mais les résultats ne porteront que sur les parties
positives ou négatives des solutions.

Position du problème : soit l'équation aux dérivées partielles suivante :

L^ = S H.[^,D,i;] -D,[av] 4- ^ b,D,v+ cv (3.2.1)
1 • î i

= L^v + Bv + cv ,

où LI vérifie les mêmes propriétés que celles demandées dans le
chapitre II, 6, et c appartenant à C(S).

On dira que v est solution du problème C^ si

( ^(x,0) = 0

Ci , 14 (x, t) = 0 pour ( x , t) appartenant à r x [0 ,T]
! L^v = 0.
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Nous supposerons que les coefficients b^ et c vérifient

S 2vb,D,v 4- 2cv2 <C^v2 4- ^ ̂  û^D,i;D.i;
' <./•

où Ci appartient à C(S) et JLI est une constante positive ou nulle infé-
rieure à 2.

Alors, comme précédemment, on démontre que les solutions du
problème Ci sont aussi solutions de 3.2.2.

- 2î;Lii; <Cii;2 + ti ̂  a^DfVDfV (3.2.2)
»'./'

THEOREME 3.2.1. — (V/ est la fonction définie dans le théorème
2.1.1). Soient F, Fi, G, Gi, H, Ci vérifiant les mêmes hypothèses
que dans le théorème 2.1.1.

Si v appartient à K+^, si v est solution du problème Ci, alors v
est négative ou nulle dam S.

Démonstration. — Elle est identique à celle du théorème 3.1.1
mais au lieu d'utiliser le théorème 2.1.1, on utilisera le théorème
2.2.1.

THEOREME 3.2.2. — (V/' est la fonction définie dans le théorème
2.1.2). Soient F, Fi, G, Gi, H, Ci vérifiant les mêmes hypothèses
que dans le théorème 2.1.2.

Si v appartient à K+^, si v est solution du problème Ci, alors v
est négative ou nulle dans S.

Démonstration. - On utilise le théorème 2.2.2.

THEOREME 3.2.3. - (V/" est la fonction définie dans le théorème
î.\.3).Soient F, Fi , G , G i , H , C i vérifiant les mêmes hypothèses que
dans le théorème 2.1.3.

Si v appartient à K+^'s si v est solution du problème Ci, alors v
est négative ou nulle dans S.

Démonstration. — On utilise le théorème 2.2.3.
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Remarque. — On peut démontrer des théorèmes analogues à ceux
de ce paragraphe pour la partie négative de v_.

3. Contre-exemples.

Cas du théorème 3.1.1.

Nous avons montré, théorème 3.1.1, l'unicité du problème mixte
et en particulier du problème de Cauchy (Î2 = R"), dans la famille des
applications appartenant à K^.

Nous allons montrer ici, qu'il n'est pas possible d'améliorer ces
résultats dans un certain sens.

Le problème, que nous nous posons, est la détermination d'une
solution non identiquement nulle appartenant à C^CR x [0,T]), de
l'équation aux dérivées partielles suivante :

( ^u au
} A(x)—--—=0 dans R x [ 0 , T ]

Sx2 Qt
{ ^ O c , 0 ) = = 0 ,

où A(x) est déterminée par :

A(x) appartenant à C^R),

A(x) vérifiant :

A ( x ) > ( l + \x\f
A(x) = ( 1 4 - \x\f pour | j c l > 1

——' < M(l 4-| x |)^~1, M constante positive,
dx

\ une constante positive ou nulle, inférieure à 2.

Nous remarquons facilement qu'une telle fonction A(x) existe.

De plus, si i^/ç représente la fonction définie dans R x [0,T], à
valeurs dans R+, par :

( x , t ) -> V/,(x,0 = exp- Ixl2"^6 ,

e étant un nombre positif quelconque, la solution cherchée, devra
vérifier,
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^/ç 1 u(x, t) i < K, K constante positive, c'est-à-dire que u appar-
tiendra à K^ .

Montrons d'abord qu'une telle solution est aussi solution du pro-
blème C.

En effet, on a :

Q2u 9u 9 F 9U 1 bu dA(x) 9uA(x) -T-—= T- A(x)— -— - —— •——= L^u.Qx2 ôt Sx \_ 9x J 9t dx 9x

II faut vérifier que les coefficients de L^ vérifient la condition
3.1.2.

On doit avoir :

dA(x) bu . /ô^ \ 2

-2u————<C,u2+^JiA(x)(—) •
dx Sx ^ 9x '

D'après les hypothèses précédentes, nous avons :

.Î.^^M^l+lx^-^+O+lxl)^)2.
dx ôx ^ à x /

Comme X est inférieur à 2, on a :

dA(x) Qu . 2 j_ A ^ >. (bu ̂- lu ——— — < M2 u2 + A(x) (——) •
dx Sx ^ôx f

Donc les coefficients vérifient bien la condition 3.2.2 avec
JLI = 1, et Ci = M2 .

Dans ce cas particulier, nous avons aussi :

F = 2^(1 + \x\f

G^ == G = 1 ; Fi <M(1 + \x\t~^ ; H = 0 ;Ci = M2 ; donc, F, F ^ ,
G, GI , H, Ci vérifient les hypothèses demandées dans le théorème
3.1.1.

Recherche de la solution : Nous cherchons une solution W(x ,0
sous forme de série. Formellement, nous posons :
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W(x,0= f a^,(x) /(m) (t) ,
ni = 0

où a^(x) sont des fonctions de x et /^(O est la dérivée d'ordre m
d'une certaine fonction de t.

Identifions, nous avons :

AU) +! ^M/^œ-S ^oc)/^'^^ o
w = 0 w=0

D'où: ^ = 0 , A(x)â^+i = û^ .

Nous déterminons les fonctions a^ par la récurrence suivante :
do (x) = ax

^.M'/'fr^",1 "•'l*.^o L -0 A(^) J

où a est une constante positive.
+00

Nous allons montrer que la série formelle : ^ a^(x) f^^Çt),
w = o

converge absolument et que sa somme est une fonction appartenant à
C^CR x [0,T]), pourvu que /^(O vérifie une certaine condition.

Pour cela, nous allons majorer a^ ainsi que ses dérivées premières
et secondes. On a :

a'Q = 0 ; OQ = a ; |û?o | = a |x|

D'après la récurrence, on a :

n. . û^al(x)=^
Donc :

la'i'Cx)! ^ a i x i 1 " ^ et \a'^x) | < a \x \ pour \x\<\

^'^W)^ ^S-^12'"

a,(x)=fja\(p)dp; I^^K^^-X)'"13"
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Montrons par récurrence, que nous avons :

/ a i x i ^ - ^ r f — — )
' . , „ "2 — A'la^(x)

(2-À)2"'m! r (w+ ——)
1-\'

\a^x)\

^^(2-.)p(_____)
Z — A

)2m~lm\ r(m- 1 + '

\a'^x)\

(2-X)2 ' "- lm! r (w- 1 +^—^)

^^^-0(2_X).l- .p/__^\

v 2 — À /

1

2~\.
(l-À)2"1-2^-!)! r(m- 1 + ——)

v Z — A /

et

aixi^-1»2-^1 r(^)i (w-l)(2- \ )+l p /_L

|a^,(x)|<—————————————————=——j——pour | x | < l
\ (2-À) 2 O T - 2 (m-l) ! r (m- l + ^—^)

où F est la fonction eulérienne.
Supposons 1 vraie pour m, on a :

..5^
am+lw A(x)

Donc,

a i x i ^ - ^ ^ - ^ r f — — )
^ \ 2 — À /

lûm+lW ^
(2-À)2 '" m! r(w +y—^)

et pour | x I ^ 1, on a :

1m\ r i w +

aixl^2-^1!^——)
^2 — À /

l̂ .i Ml-
(2-À)2"'m! r(m+———)

]_
2 - X ^
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a'm^ M = f'a^^dp,^+1^)= ̂  ^

1^+iOOK

i y i ( m + l ) ( 2 - A . ) p/ 1 \
^-À 7

a

(2-X)2"^1 ( / 7 2 + 1 ) ! r ( w + -^)

/»•>:

+iOc)=J û^i(p)û?pa C T + l ^ ^ = J Q ^+

aixi^x2-^1 r(—1-)
^+ iWI

(2 -À) 2 ' " + 2 (m+l) ! r ( w + 1 +—!-)
2 — À ^

Comme 1 est vraie pour m = 1, le théorème de récurrence prouve
que 1 est vraie pour tout m.

Nous poserons 2 — X = k.
Si f^Çt) vérifie la condition suivante :

'•('"4)
•/^(OK^r^^m! '•(i)v k 1

où €„, tend vers zéro quand w tend vers l'infini, alors la série

Ï a^f^d)
w=0

converge uniformément sur tout borné de R x [0,T]. De plus, en
dérivant chaque terme de la série, on obtient de nouvelles séries uni-
formément convergentes sur tout borné de Rx [0,T].

Ce qui prouve, en particulier, que si W est la somme de cette série,
alors W appartient à C^^R x [0,T]).

Nous voulons de plus que / ainsi que ses dérivées soient nulles
pour t = 0, ce qui entraînera W(x ,0) == 0.

Voyons si une telle fonction /, non identiquement nulle, existe.
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Soit p l'entier déterminé par :

p < ^ < p + 1 ,

On a :

i/^K^r.2^!^;;;^

où IJL est défini par — = p 4- fi ; JLI est donc compris entre 0 et 1.
k

Utilisons la propriété de la fonction eulérienne suivante :

ï IJL étant un réel compris entre 0 et 1,

i r roLl + n) ïlim ————— = 1
( m -^+°o Yl\ YT

et la formule de Stirling.
On a :

| f^ (r) | < MCe^)'̂  k^ Çm- j" VÎTrm (!!^)w+p^7^(m~^py(m+^^

où M est une constante positive qui ne dépend pas de m.
Nous posons :

e^, = m0^1 où ô est un réel inférieur à 1.

Dans ce cas particulier, on a :

l/^œKM^m^^m^2

où MI est une constante positive qui ne dépend pas de m.
Nous connaissons l'existence de fonctions indéfiniment dérivables,

s'annulant ainsi que toutes leurs dérivées pour t = 0, ces fonctions
n'étant pas identiquement nulles et vérifiant l'inégalité :

( /^(OKMim^ 0^ . Voir [10]

Si / est une telle fonction, alors la fonction W somme de la série :
+ 00

S û^Oc) /^(O, non identiquement nulle, vérifie :
w=0
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/ Ô2^/ ÔW( ?)•^-^=tt

] W ( x , 0 ) = 0

\ W appartenant à C^^R x [0 ,T]) .

Nous remarquons aussi que la fonction W est solution du problème
mixte où le domaine Î2 est R+.

En effet, on a W(0,r ) = 0.
De plus, la fonction W croît moins vite que

exp |x|1"0 voir [10]

Donc, pour ô assez petit, vérifiant :

k
< Â : + e = 2 — X + e , l a fonction W est une des solutions

1 - §
demandées.

Cas du théorème 3.1.2.

Comme précédemment, nous allons déterminer une solution non
identiquement nulle, appartenant à C^^R x [0,T]) de l'équation aux
dérivées partielles suivante :

( A(x)-^---M-= 0 dans R x [ 0 , T ]
' ôjc2 St

( u(x,0) = 0

où A(x) est déterminée par :

A(;c) appartenant à C^R)
A(jc) vérifiant :

A(x)>max[ ( l + IjcD^Logd + | x | ) f , l ]

A(x)= (1 -^'[LogO + 1x1)]' pour | x | > l

rfAOc)
max[M(l + |x|)(Log(l + |x|))M]

dx
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où M est une constante positive, v un réel positif ou nul, inférieur à 1.
Nous traiterons ensuite le cas v = 1 où AQc) sera une nouvelle

fonction.
Nous remarquons qu'une telle fonction AQc) existe. De plus, si

V/^ représente la fonction définie dans R x [0,T], à valeurs dans R+
par :

( x ^ t ) -^ ^Oc,r)=exp-[Log(2-h \x\)]2-v+€ .

la solution cherchée devra vérifier :

V/^ \u(x, t)\ < K, K constante positive,

c'est-à-dire u appartiendra à K^' .

Comme précédemment, il faut d'abord montrer qu'une telle so-
lution est aussi solution du problème C. Nous devons avoir ici :

dA(x) 9u , /Su \2
-2^ -———<C^ 2 +^AOc) (—) .

dx Sx \Qx 1

D'après les hypothèses faites sur AQc), nous avons :

dA(x) ou Su
-1u—j^ -^<2\u\ ^- max[M(l 4- |jc|)[Log(l + | j c | ) f , l ]

Si M(l + \x |) [Log(l + \x Df < 1, nous avons :

dMx^Ïu 2 , / ^ \ 2 2 . ^ , /^ \ 2
—.— — <u2 +[—) <u2 4- ^A(x)(—ldx 9x ^ôx / ^Qx '
v»^».V^v^ w ^

lu —:— — < u2

Si M(l + \x |) Log (1 4- |jc l^ > 1, nous avons :

-2^ d^ )^<M 2 [Log(l+ |x | ) ]^ 2+

^ ^
+ ( 1 + IxD^Logd + [x^f—)

^Qx /

Donc, dans tous les cas, nous avons :

dMx) Qu /ô^x 2

-lu —— —<C lM 2 + ^A(x) (—)
dx 9x \9x /

où fi est une constante positive, inférieure à 2 et
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Ci^^maxIl.M^Logd + IxDf

Dans ce cas particulier, nous avons aussi :

F = = K i ( l + |Jc|)2[Log(2+ I jcDf

Ci = G = 1

Fi <Ki ( l + |;c|)[Log(2+ |;c|)r

H = 0

Ci <Ki[Log(2 + |x|)r

où Ki est une constante positive.
Donc F, Fi, G, GI , H, Ci vérifient les hypothèses demandées

dans le théorème 3.1.2.

Recherche de la solution :

Comme précédemment, nous cherchons une solution W'(;c,r)
sous forme de série.

Formellement, nous posons :

w'(^,r)= f a^f^d)
m=0

où a^(x) sont des fonctions de x et /^(O est la dérivée d'ordre m
d'une certaine fonction de t.

En identifiant, nous avons :

{ ^ -O

1 A(x)^i=^.

Nous déterminerons les fonctions a^ par la récurrence suivante,

ûoOO = x
f^X r ftp n (n) -|

--^ [^-^d••}'lp-
Nous allons montrer que la série ^ û^Oc)/^^) converge

w-O
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absolument et que sa somme est une fonction appartenant à

C^CRx [0,T]),

pourvu que /^(r) vérifie une certaine condition.
Pour cela, majorons a^ ainsi que ses dérivées premières et se-

condes. Nous avons :
^=0

^ = 1

| û o l < 1 + M.
D'après la récurrence, nous avons :

xa = AQc)
Donc,

wx) ' ̂  (i^i.D^go^i.ir pour tout x ^ °
et

|a'i'0c)|<(l + |^|) pour \x\< 1 ;

a\ = F a'^(u)du
"o

. [Log(l +|x|)]1-"
lai(x)|<

1 -v

ftX

ûi(x) = j a\(u)du

\ai(x)\<^f^ j-^-[Log(l + \uMl-vdu

. / M ̂  1 F' [Logd + iMi)]1"1 '
^^f. (iLni^i)0^"1^

lal^)l<"(^-^,7(2—7)(l + lx l)[L og(^+l^l)]2 - ' ' •
Comme précédemment, nous montrons par récurrence que :
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/ ./ ir (- ——) (i + \x i) [Logo + \x i)]^2-")
Ia,n0c)l<—————v————————————————

(l-i/)2'"^! r(m-——}\ î - v /

r (- ̂ -) [Log(i + i;c i)i'"(2-')-*
lûmOO'^

1_

2 - v -
(2-^Q2m- l(w-l)! r (w- ——)v 1-v

i \ r (- ——) [Log(i + i^DjC"-1)^-^-'
î-v^Wx)\<

(2-f)2 '"-2(m-l)! r (w- 1 -———)(1 + |^|)v 2 —v
J_

2-f
et

r(-——) (1+|^ | ) [Log(l + Ixl)]0"-1^2-0

2-^\a^x)\
Ï_(2 - i;)2"1-2^ - 1) ! F (m - î - ———)

\ pour | x | < 1 .

Si f^d) vérifie : (2 - v = K)

r ( ^ - i + i - ^ )
l/^ (01 <(£„)'" A;2'" m!

^4)À:

où, e^ tend vers zéro quand m tend vers l'infini, alors la série
+00

^ a^(x) f^Çt) converge uniformément sur tout borné de R x [0 ,T].
m=0

De plus, en dérivant chaque terme de la série, nous obtenons de
nouvelles séries uniformément convergentes sur tout borné de R x [0,T],

Ce qui prouve en particulier que si W' est la somme de cette série,
alors W' appartient à C^^R x [0,T]). Nous voulons de plus que /,
ainsi que ses dérivées soient nulles pour t = 0, ce qui entraînera
W\;c,0)=0.
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Voyons l'ordre de croissance de/0"^). Comme précédemment,
on trouve :

^ 2m

l/^WI^M^y^-) m2-m ,

où, M^ est une constante qui ne dépend pas de m.
Posons, e^ = m6 ~1 où 6 est un réel inférieur à 1, nous avons :

\f(m\t)\ ̂ M^m^^m .

Nous connaissons l'existence de fonctions indéfiniment dérivables
s'annulant ainsi que toutes leurs dérivées pour t = 0, ces fonctions
n'étant pas identiquement nulles, et vérifiant l'inégalité :

(/^(OKMim0^^ .

Si / est une telle fonction, alors la fonction W\ somme de la
00

série : ^ a^(x) f^Çt) non identiquement nulle vérifie :
w=0

/ ^ , ô'W ôW
\ ^-^--a"0

) W ' 0 c , 0 ) = 0

\ W appartient à C^^R x [0,T]).

De plus, cette fonction W' croît moins vite que

[ k 1
exp molLogO + Ixl)]1-6] .

2 — vC'est-à-dire que pour 5 suffisamment petit, ——— < 2 — v + e
1 — 6

la fonction W' appartient à K^ .

Nous traitons ici le cas v = 1 que nous avons exclus précédemment.
Nous définissons AQc) par :

A(x) appartenant à C^R) et vérifiant :

A ( J C ) > ( ^ + |;c|)2[LogO?+ |x|)]

AQc) = (e + [x^LogÇe + |;c|) pour | x | > l
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dA(x)
—.— < M(e + \x\) Log(e + \x |). (M constante positive).

Nous montrons comme précédemment que nous avons :

dA(x) ou ,9u.2
- lu —— — < C^u2 + A(x) (——)

dx ôx \ Sx 1

et que les hypothèses demandées dans le théorème 3.1.2 sont vérifiées.
Nous cherchons une solution sous forme de série.
Nous posons formellement :

+
W"(x,0= S a^f^Çt) ,

w=0

où, a^(x) sont des fonctions de x, et f^Çt) est la dérivée d'ordre m
d'une certaine fonction de t.

En identifiant, nous avons :

a,=0

^^ti =a^.

Nous déterminons les fonctions a^ par la récurrence suivante :

ao(x) = x

^-f:^:^}^
Majorons a^ ainsi que ses dérivées première et seconde, nous

avons :

lû'l'ool<(.+|x|)Log(e+|;c|)

\a[(x)\<LogLog(e+ \x\)

i i \\ ^ F" LogLog(e + |M|)|ai(x)|< j — ( e + |M|)Log(e+ \u\)du
" o (e + |u|)Log(e + |M|)

\a^(x) | < - [Log Log(e + \x \)]2 (e + \x |) Log(e + \x |)
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Comme précédemment, nous montrons par récurrence que :

1^(^)1 < —— [LogLog(6?+ |JC|)12 W (^+ \x\)[Log(e+x)r
lui \

\a^x)\ < _ [Log LogO? + \x Dl^-^LogO? 4- \x DF

, ^.. ̂  1 [LogLog(g -h IjcDl^-^Log^ -h \x\)r-2

{am(x) ̂ (2^^-2)1 ——————————(.-TÎ7Î)—————————

Si /^O) vérifie :

\f(m\t) | < (e^)"1 2m !, où e^ tend vers zéro quand m tend vers
+

l'infini, alors la série ^ a^(x) f^d) converge uniformément sur
w=0

tout borné de R x [0,T]. De plus, sa somme W"(x, t) appartient à
C^^Rx [0,T]).

Posons e^ = w5"1 où ô est un réel inférieur à 1.
Nous connaissons l'existence de fonctions indéfiniment dérivables

s'annulant ainsi que toutes leurs dérivées pour t = 0, ces fonctions
n'étant pas identiquement nulles et vérifiant l'inégalité :

l/^DKMim^6)'".

Si / est une telle fonction, alors la fonction W" somme de la série :
+
S ^m^) f^W non identiquement nulle, vérifie :

w=0

a2^ aw"Afr)-^--^7=o

W"(;c,0)=0

W" appartenant à C^^R x [0,T]).

De plus, cette fonction W", non identiquement nulle, croît moins
r 112^1

vite que : exp [wo(Log(l + M))1"6 J pour tout e' positif.
En effet, e1 étant donné, on sait que :
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Log Log(é? + \x |)< Ri [Log(é? + \x \)f

où KI est une constante positive.
Nous avons donc :

l^nMI^ ^——(e+\x\)[Log(e-^ I^DF0^^

et comme précédemment, nous trouvons que W"(x,^) croît moins
vite que :

r l+2e< 1exp [mo[Log(l + \x\)]1-6 J

Cest-à-dire que pour ô et e suffisamment petits ———— < 1 4- e
1 — 8

la fonction W" appartient à K^' .
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CHAPITRE IV

REMARQUES GENERALES

Dans le chapitre II, nous avons montré que les fonctions ^yn Q r ^
^m^r» ^m vérifiaient les hypothèses demandées pour l'application du
théorème 1.1.1 et 1.2.1, suivant l'ordre de croissance des coefficients.

Pour obtenir de telles fonctions, nous avons cherché à déterminer
des solutions de :

$ lipschitzienne dans R+ x [0, T] à valeurs dans R+, les fonctions
t -> $( |x | , r )e t |x| -> $(|x|, t) sont décroissantes, $ est solu-
tion de ^inéquation suivante : .

B( 32
-^G-^OI+Ci)- -——^..FX)

2 —ii ï x ï

sous forme exp. — u(t) . v(x).

Nous avons vu dans ce chapitre, l'intérêt d'obtenir des fonctions
$ qui décroissent le plus rapidement possible, car les théorèmes du
chapitre II sont applicables dans les espaces K^ où V/ décroît d'une
manière analogue à $ (théorèmes 2.1.1, 2.1.2).

La question que l'on se pose ici est la suivante : est-il possible
d'obtenir des solutions de B qui décroissent plus vite que les $^ g ^ ,
^W.^T obtenues ?

La réponse, dans un certain sens, à cette question est donnée par
les théorèmes suivants :

THEOREME 4.1.1. — Supposons qu'il existe r^ tel que, pour tout
\x\> TQ, on ait :

^ > K , ( 1 + \x\f
\j

^->K,(1 + \x\)2-^
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où \ et KI sont des constantes positives, \ inférieure à 2. Alors, il
n'existe pas de solution $ de B telle que :

<î> = 0(4^) ^ûwd |x| r^d iw.y /Y/î/Ïm, oîi la fonction ^ est
déterminée par :

^ed^ I » r) = ex?- - 1-v l2"^6 ^ ceci pour tout e > 0.

THEOREME 4.1.2. - Supposons qu'il existe r^ tel que, pour tout
1 x | > r^ on ait :

^ > K \ ( 1 +M)2[Log(2+|;c|)]^

^>K^[Log(2+ |^ | ) ] 2 -^

où y et KI 50^ d^ constantes positives, 0 < i/ < 1.
^4tor5, z7 n'existe pas de solution $ de B të/fc ̂  ;
$ = 0(4^) ^Mû^d |^ | tend vers l'infini, où la fonction ̂  est

déterminée par :
^(1 x |, t) = exp. - [Log(l + |jc l)]2-^'

et ceci pour tout e > 0.

Démonstration. - Supposons l'existence d'un e^ et d'une solution
^ de B telle que :

<i>^ = OQï^) quand |x | tend vers l'infini.

Soit la fonction ^^,\' définie dans R+ x 0 ,— à valeurs dans
L A J

R+, par :

( l ^ l , r ) - ^ $^^(|^|^)=$^(^,Yr) pour 0 < | ^ | < r o

= <S>^(\x\,\ft) pour \x\>r^

Montrons qu'il existe \Q tel que, pour tout X' > \o, <i^ ^ soit
solution de,
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[ T* ^1 $ lipschitzienne dans R+ x 0 , ~ à valeurs dans R+, les
À J

B' <. fonctions t -> <Ï>(|;c |, t) et \x | -> $(jx |, t) sont décroissantes,
j 0 est solution presque partout de l'inéquation suivante :

\ _$^ -Mi ( l + Ijcl)2-^2 -M^l + \x\f ̂  >0

où Mi M^ sont des constantes positives, \ dépendant de M^ M^ et
de A-o.

Il suffit de montrer que 4>ç ^» est solution de l'inéquation.

Si | ^c | > A-o, nous devons avoir :

a<i>e r^ i 2
-^e, ——^-M.d+lxl) 2 -^ 2 -M,(l +|^|)x ——^ >0.01 |_0 ••^ I J

Inégalité vraie si X' > sup —J- » —^ , car, par hypothèse, $ç
L^i K! J 1

vérifie :

a$, r^ t2
-^-^-K.d +|^|)2-^-K,(1 +|^|)x . — >0

pour \x\ > ro .
Si | x | < z-o, nous devons avoir :

9^e (W)
-X^^(ro,r) ——^———-M^l + |Jc|)2-^^(ro,r)>0.

Inégalité vraie si X' ^-^(l + ro)2"^.
iD'où <ï>ç ^' sera solution de B' si X' > \, avec

"MI M^ Mi
r ' i ^ ' v.^i ^i ••^i

^ i 1 1VA1 JLVA<^ ivA1 o x l
^o=sup — , — ,—d +/•o)2-À .

1 ^l ^l ^1 1

Considérons maintenant le contre-exemple du théorème 3.1.1.
Nous avons déterminé une solution W non identiquement nulle
vérifiant :

( ô^ ôW
^'^--a,--0

\ W(x,0)=0
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où A Oc) vérifie : AQc) > (1 + |^ |)^

A(x) = (1 4- |jc|A pour | jc |> 1 .

De plus W vérifie :

2-.4
|W(x, r) 1 exp. — \x | < K K constante positive.

Montrons que si $^ existe, alors on peut appliquer le corollaire
1.1 à W et à <ï>^ ^ pour X' assez grand.

En effet, nous avons vu que W était solution de :

--[^l^]-.^^)2,
où C^ = M^(l + lA:!)2"^, M3 étant une constante positive.

De plus, la fonction $ç ^ vérifie :

r T i<Ï>^^ lipschitzienne dans R+ x 0'-7 à valeurs dans R+, (on

prendra r^ == 1).

les fonctions t -> $e^ \ ' ( l ^ l»0 et \x\ -> ^ ,^(1^1^) sont
décroissantes,
la fonction <i>ç ^ est solution presque partout de :

- ̂  - M3(l + \x l)2^ $2 - 32- (1 + |^ (^ ̂  > o
2 — ^ 1

pourvu que X > sup (—3- 5 —————— , —l^)2"^^ •
^K, (2-^Ki K / ' /

II reste à montrer la condition 1.1.6' qui s'exprime ici par :

pour tout Tpï^ (o<r^ < r^ < .),il existe une suite (rj^^tendmt

vers l'infini et une suite (R^eN tendant vers zéro telles que :

^-f::[[^^]_-
-K-^Lh



SOLUTIONS DE SYSTEMES D'INEQUATIONS DE TYPE PARABOLIQUE 225

En effet, nous avons, si r > 1 :

•-</," f|w 1"'
II ôx

+ W
aw
Sx

2^ ^(1 +r ) À A L = I;

Considérons l'intégrale :

^2 f^r'.-f'f:^^^ K,.)—
3WQc,r)

ôx'T, ^O

+ W(x,r)
aw(-x,o

ôx dxdt.

Nous savons que :

exp - |x|2-x+T |w(Jc,^)| < K .

Nous démontrerons de même (voir le contre-exemple) que :
e!

2-^T ÔWQC.O
exp — \x

3^ < Y'K

où K et K' sont des constantes positives.
Donc l'intégrale ly converge quand r tend vers l'infini.
Mais nous avons (théorème de Fubini)

i ^ r r . c i x .
Soit R et s deux constantes positives quelconques et supposons

que pour tout x > s, on ait :
^ > R

alors,

J^ > f l^dx + (r - s) R pour tout r > s.

Donc ïy tendrait vers l'infini quand r tendrait vers l'infini ; ce
qui est impossible car ly converge.

Donnons-nous une suite (R^)^eN tendant vers zéro quand m
tend vers l'infini et définissons la suite (^)^eN ̂ e ^a manière suivante :

A-i défini de telle sorte que l'y < R^ .
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Si r^ est définie, nous définissons r^.^ par r^+^ > r^ + 1 de
telle sorte que I' < R , une telle suite est bien définie.

171

Nous avons donc démontré qu'il existe une suite 0^)^eN tendant
vers l'infini et une suite R^, tendant vers zéro telles que :

^<I^<R'"•
On peut donc appliquer le corollaire 1.1.
Nous avons donc :

/ <^2 \' W2 dx fonction décroissante de t.j_oo c^ .A .

Comme W(^,0) = 0, nous avons :

/•+00

j_ ^ ,\' w2 dx = ° P0111' tout ^ donc W == 0 .

Ce qui est contraire au résultat prouvé : W n'est pas identiquement
nul. Donc, l'hypothèse que $ç ^ existe, est fausse ; ce qui démontre
le théorème 4.1.1.

La démonstration du théorème 4.1.2 est identique en utilisant
un des contre-exemples du théorème 3.1.2 suivant que v =^ 1 ou que
v = 1.

Unicité dans des cas non-linéaires.

Nous avons utilisé les théorèmes 1.1 et 1.2 pour démontrer des
théorèmes d'unicité dans le cas où l'opérateur L^ était linéaire (cha-
pitre III). Nous pouvons employer la même méthode pour obtenir
des théorèmes d'unicité dans le cas non linéaire, mais les conditions
exigées pour l'opérateur seraient très complexes. Nous nous limiterons
à étudier quelques cas particuliers. Nous supposerons que N == 1, pour
N quelconque les résultats sont analogues.

Position du problème : Soit l'opérateur du type suivant :

^v = ^ D,[%,0;)] - ̂  D,[av] + B(v)
i k
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où B est un opérateur du premier ordre ne faisant pas intervenir les
dérivées par rapport à la variable t.

Nous cherchons les solutions du problème suivant :
/
l L^v = / dans î2 x [0 ,T] où / est une fonction donnée.

I v(x, t) = 0 pour (x, t) appartenant à F x [0,T]

t ;(x,0)=0.

Nous supposerons, dans toute la suite, que u et v sont deux so-
lutions de ce problème, et nous voulons démontrer que u = v dans
î2x[0 ,T] .

Nous ramenons toujours le problème à l'étude du problème
suivant :

1 L^u - L^(v) = 0

1 \ u — v = 0 pour tout point de F x [0, T]

( u — v = 0 pour t = 0.

Exemple 7. — Si 1.3 est un opérateur quasi-linéaire, où

^,00= S û,,D,t;.

Si B est un opérateur qui vérifie la condition suivante :
il existe A-o (constante positive) telle que pour tout r supérieur ou égal
à ro, et pour tout t appartenant à [0,T] on ait :

[ (u-v) [B(u) - B(v)] dx < [ [C, (u - v)2 +J^ J^y

+ ^ Zi û,y Df(u — v) D^(u - v)]dx

où C\ appartient à C(S) et IJL une constante positive, inférieure à 2.
Alors les résultats du chapitre III s'appliquent textuellement.
En effet, vu la condition posée, le problème 1 se ramène à

l'étude des recherches des solutions d'une inéquation du type 3.1.3,
et le résultat s'en déduit facilement.
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Exemple 2. — Si les opérateurs S2, vérifient la condition de mono-
tonie suivante :
pour tout u et v vérifiant certaines propriétés

^ D,(M - v) [%,(M) - %,(i;)] > 0

si B = 0.
Nous obtenons par un calcul analogue au calcul du chapitre 1

- 2 $^ a (u - v)2 -h 21 4 $$, (M - v) [%. (^) - %. (u)] +

+ 2$2^ D,(^-u) [% (M)-% (y)]<
i l l

< ^D,^2^-^ [% (M)-% (u)]]-D,[<i»2a(M-y)2l.
i ' !

Si nous considérons que $ n'est une fonction que de la variable t,
alors nous avons :

•
0 < - 2<î><ï^ a(u - v)2 + 2<Ï>2 Z D, (u - v) [%, (u) - %, (î;)] <

< S D,[2$2(^-l;)(%,(M) -%,(^))1 - D,[^a(u-v)2] .
i

En intégrant sur ̂  x [r^ ^^j, nous obtenons, en supposant que
nous puissions appliquer le lemme 0.3 :

0 < F2 ( l- 2^,a(u - v)2 + 2$^ D,(M - v) [<S,(u) -
• ' r ^ ^^y i

-<3i,(v)]\dxdt< rY ll2$2(M-^;)[%,(^)-%,^)]^L^A+^T^ ̂  f r

+ \ [ $2 a(u - v)2 dx] -\f $2 a(u - v)2 dx\
[J^ Jr-r, [- J^^

Si, par exemple, nous supposons que u et%,.(^) appartiennent à
L^SÎ x [0,T]), alors nous démontrerions qu'il existe deux suites
(r^)^eN tendant vers l'infini et (R^)^eN tendant vers zéro telles que :

F2/ S ^2(u-v)[^(u)-^(y)}x^dsdt<^
JT! V, r

et ceci pour tout r ^ , r^ •
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Nous démontrerions donc que :

t ~> <ï>2 a(u — v)2 dx est une fonction décroissante de t et^n
nous en déduirions que u = v.

Exemple 3. — Si à la place de la monotonie, nous supposions
que %, vérifie la condition suivante :

I (^-€;)[P,(^,j8,)-P,(^^)l<
('

< XF S 0, - ̂ )2 + -̂  S (j3, -j3;) (P,(^ ^) - P,(^ ^)),
i A i

et ceci pour tout À > 0, où F est une fonction définie dans S.
si%, vérifie la condition i et ii
si a vérifie les conditions iv et v,
si B vérifie la condition donnée dans l'exemple 1, alors nous avons

les mêmes résultats que dans le chapitre III.
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