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CRITERES DE CONVEXITE
ET INEGALITES INTEGRALES

par Serge DUBUC

1. Introduction.

C. Borell [3] a dégagé une classe trés générale d’inégalités
intégrales dans R”. Ces inégalités généralisent les inégalités de Brunn-
Minkowski et de Lusternik. Elles permettent d’obtenir facilement
des résultats dus a Zalgaller, & Leindler et a Prékopa. Nous nous
proposons de considérer les inégalités de Borell et de nous demander
quand ces inégalités sont des égalités. Le principal théoréme dans
cette ligne sera celui-ci.

THEOREME B,,. — Soient f(x), g (x) et h (x) trois fonctions non-
négatives intégrables au sens de Lebesque sur R" ; on suppose de
plus que

ff(x)dx = f g dy =1
et que 'ensemble

{x,»): (h(x+y)7 > () + (g )~y
est de mesure nulle dans R?", alors

[rn@ dz>1.

L’intégrale de h (x) ne peut étre égale a un que s’il existe une fonction
convexe ¢ : R"—> (0,0] et une homothétie de R",x - mx + b,
(me(0,), bR trelles que f(x), g (x), h (x) sont respectivement
égales presque partout d (¢ (x))™" m" (¢ (mx +b))™™ et (m+1)"
(@((m+1)x +b)™"
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A Tlinégalité ‘/'h (z) dz 2 1, nous donnerons le nom d’inégalité

fondamentale de Borell pour R”. La démonstration de Borell de
celle-ci ne permet pas de traiter du cas de 1’égalité. Nous avancerons
une démonstration de linégalité qui permettra d’analyser ce cas
de I’égalité. Pour mener a bien cette analyse, il nous a paru utile de
nous appuyer sur des résultats de convexité. Le point central de ce
développement sera le critére suivant de convexité. Soient p et g
deux nombres positifs dont la somme est un et soit 2 une fonction
réelle définie sur un convexe C de R" d’intérieur non vide ; on
suppose que % est mesurable pour la tribu de Lebesgue et que

{x,y):x€CyeChpx+tqy)+h(py+qgx)<h(x)+h®)

est de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue de R?” ; alors &
est égale presque partout sur C a une fonction concave. Dans la
deuxiéme section, nous parlerons de modifications d’inégalités valides
presque partout ; la troisiéme section portera sur des propriétés
de convexité ; dans la quatriéme et la cinquiéme section, nous
établirons I’inégalité fondamentale de Borell et nous traiterons des
inégalités générales de Borell. Nous déterminerons les conditions
précises ou les inégalités sont des égalités.

2. Modifications d’inégalités valides presque partout.

Nous devons voir comment dans certains cas, on peut modifier
légéfement certaines fonctions pour que certaines inégalités valides
presque partout deviennent des inégalités valides partout. Nous
précisons que lorsque nous parlerons d’ensembles ou de fonctions
mesurables sur R”, il s’agira toujours de mesurabilité par rapport
a la tribu de Lebesgue de R™ Nous rappellons la définition de
densité inférieure d’un ensemble mesurable de R” telle que donnée
par exemple par M.E. Munroe [12]. Si A appartient a la tribu de
Lebesgue de R", on désignera par | A| la mesure de Lebesgue de
A. On dira que P est un pavé de R” si P est le produit cartésien de
n intervalles compacts de longueur positive. Si A est une partie
mesurable de R” la densité inférieure de A au point x, notée
d, (x ;A), est linfimum de la collection de nombres

liminf |ANP|/|P| ou {Py}

k— oo
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parcourt les suites de pavés contenant x de diamétre convergeant
vers zéro. Nous désignerons par

A ,={x€R"d (x;A) =1}

Il est établi que A  est mesurable et différe de A par un ensemble
de mesure nulle. Rappelons que la somme de Minkowski A + B
de deux parties A et B de R” est ’ensemble de vecteurs a +b ou a
parcourt A et b parcourt B.

THEOREME 1. — Soient A, B et C trois parties mesurables de
R" telles que la mesure dans R de {(x,y): xEA,yEB,x +y ¢ C}
est nulle ; alors la somme de Minkowski de A, avec B_ est un ouvert
contenu dans C_ ainsi que dans A + B, la somme de Minkowski de
A avec B.

Démonstration. — Désignons par 1, (x), 1z(») et 1.(2) les
fonctions indicatrices des ensembles A, B et C. Sia € A etbEB,,
on veut d’abord montrer que ¢ =a+b€C,. Soit k€(0, 1), il
existe alors un nombre & tel que si P est un pavé de diamétre inférieur
a & recouvrant l'origine de R”", alors

[ laG) dx>k|P|
et at+P
[ ls0)dy>kIPI
b+P

0i un pavé iamétre inférieur a A% rigine,
Soit é de diamétre inférieur 4 8 recouvrant 'origin

1-(2)dz = lc(x+y)dyd .
fm c@ fa+Q fQ cx+y)dydx/IQl
Puisque 1-(x + ) =2 1, (x) 15(») presque partout en (x, y),
Ligle@adz=> [ [ 1,00 1,0)dy dx/1Q
> = k2Ql.
kj;+Q 1, x)ds > k*| Q|

Ceci montre que d, (¢, C) = 1.

Pour montrer que A, + B, est un ouvert contenu dans A + B,
montrons que

D={z:|(z—A)NB|>0}=A, +B,
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et que D est un ouvert. Si a € A, et b € B,, montrons d’abord que
¢ =a+b appartient a D. Sans perte de généralité, on peut supposer
que a = b = ¢ = 0. Soit P un pavé recouvrant I'origine tel que

1 1
|Aﬂ—P|>5|P| et IBﬁPI>E|PI.

Alors
|[(—A)NBI=Z|—(AN-P)N|BNP|
I(—A)NB|Z]AN-P|+|BNP|—-|(-ANP)UBNP)|

1 1
>—=|P|+—|P|—|P|=0.
2I | 2] | — 1P|

Montrons maintenant que DC A _+B,.Siz €D, posons'E =CBNz—-A).
Il existe un u de R” tel que d_ (v ; E) = 1 ; ce qui montre que

d,wu;B)=d,(u;z—A) =1

et ainsi ¥ € B, et z—u€ A,. Puisque z =u+ (z—u), on a que
z € A, + B,. Montrons enfin que D est un ouvert de R". Si z,
appartient 4 D, on peut trouver un compact K tel que

KC(zg—A)NB et |KI>0z,—KCA et KCB

et ainsi |[(z—-A)NB|=2](z-2,+K)NK | Or la fonction de R”
dans R, w—|(w+K) N K| est continue et est positive en w=10;
ainsi on peut trouver un voisinage V de z;tel que zED si zE V.
La démonstration est terminée.

Kurepa [8] et Kemperman [6] ont eu des préoccupations
voisines a celles du théoréme 1 lorsqu’ils se sont intéressés a I’équation
fonctionnelle de Cauchy.

Le théoréme 1 admet une interprétation fonctionnelle par le
biais d’endographes. Un endographe de R” est une partie A de R""!
telle que si (x, t) € A alors que x ER” et t ER, alors (x,u) €A
pour tous les u inférieurs a ¢. Une fonction numérique f : R" =[— o0 00]
permet de définir ’endographe

{x,0): e <fO)}
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Si f est une fonction mesurable, I’endographe A qui lui est associé
est mesurable. Les points de densité, A,, donnent un endographe
et permettent de définir une seconde fonction mesurable.

fo(x)=sup {t:(x, 1) EAL

On sait que {x:f, (x)#f(x)} est un ensemble de mesure nulle.
Rappelons aussi une autre définition que I’on rencontre principalement
en analyse convexe (voir Moreau [11] par exemple). Soit f(x)
et g (¥) deux fonctions numériques de R” dans [—oo, ], la sup-
convolution de f avec g est la fonction (fAg) ou

fAg@) =sup f(x) +gOB):x +y =z}

avec la convention que 7 +u =1t +u si t et u sont deux nombres
réels, (—) + ¢t = t + (— o) = — o pour tout ¢ et

o+ t=t+o0=00 §i fF—oo

THEOREME 1 bis. — Soit f(x), g(y¥) et h(z) trois fonctions
mesurables sur R" telles que la mesure dans R* de

{c.»):hx+»)<fx)+g0ON

est nulle ; alors la sup-convolution de f, avec g, est une fonction
semi-continue inférieurement qui minore la fonction h, De plus
f,Ag,<fAg

3. Propriétés de convexité.

Commencgons par un rappel de terminologie pour éviter toute
confusion. Une fonction f définie sur une partie @ de R” a valeurs
dans [—oo, 0] est dite concave si (® est une partie convexe de
R" et si pour tout couple de points x et ¥ de @ et pour tout nombre
tde (0,1).

fFA-Dx+)=20-0f0)+tfO).

On peut toujours supposer que f est définie sur tout R" quitte a
poser f(x) = — oo lorsque x € @ et f(x) = f(x) six E@ ; f devient
un prolongement de f et ce prolongement est concave. Nous recher-
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chons des conditions sur une fonction f pour qu’elle soit égale
presque partout a une fonction concave.

THEOREME 2. — Soit E un espace vectoriel topologique sur R,
soient p et q deux nombres réels positifs dont la somme est un et
soit & un ouvert de E tel que pS2 + ¢4 2 C & ; alors Q est une
partie convexe de E.

Démonstration. — Considérons d’abord le cas ou E = R. Raison-
nons par ’absurde en supposant qu’il existe une partie ouverte 2 de
R tel que p2 + g2 = Q alors que §2 ne serait pas un intervalle.
Quitte a considérer l'intersection de §2 avec un intervalle ouvert fini
suffisamment grand, on peut supposer que l'ouvert £ est borné.
On peut maintenant choisir deux composantes connexes distinctes
I et J de ouvert 2 telles que toutes les autres composantes connexes
de & situées entre I et J sont de longueur inférieure a chacune des
longueurs de I et J. Or la

Ipl +qJ 1 Zmin |1, 17| et pl+pl) CQ,

d’ou pI + gqJ DIoupl+yJ DI, ce quiest impossible.

Revenons au cas d’un espace vectoriel topologique arbitraire
E. Si x et y sont deux points distincts de §2, si A est la droite déter-
minée par ces deux points, A N § est un ouvert de la droite A,
c’est donc un intervalle de A, ce qui montre que le segment déterminé
par x et y est situé dans §2-

THEOREME 3. — Soient p et q deux nombres positifs dont la
somme est un, soit K une partie mesurable de R™ telle que la mesure
de {(x,y):x€K, y €K et px +qy € K} est nulle ,; alors K
différe par un ensemble de mesure nulle d’'un ouvert convexe de R”.

Démonstration. — Utilisons le théoréme | avec A = pK, B =¢K
et C = K. D’ou pK, + gK, est un ouvert contenu dans K,. Comme
pK, +gK,K DK, K, est donc un ouvert. Le théoréme 2 nous
assure que K_ est un ouvert convexe. On sait déja que K, différe de
K par un ensemble de mesure nulle.

THEOREME 3 bis. — Soient p et q deux nombres positifs dont
la somme est un, soit f une fonction mesurable de R” dans [— oo | o]
telle que
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| {x:f(x) #+o}| >0,

supposons que la mesure dans R** de

{x,»): flpx +qy) <pf(x) + qf )}

est nulle ; alors Q = {x :f, (x) > — o} est un ouvert convexe, hon
vide de R" et f, est une fonction concave continue sur Q. Autre-
ment dit, quitte a modifier f d peu prés nulle part, f est une fonction
concave.

Démonstration. — Si C est Pendographe associé a la fonction
f, C, est un ouvert convexe non vide de R"1. @ = {x : f, (x) > — o0}
est la projection sur R” de C,, il s’agit donc d’un ouvert convexe. Il
existe un x, de £ tel que f, (x,) < oo. Puisque (x,,f, (x,)) ¢ C,, il
existe une fonction linéaire sur R”, L (x) et un nombre «, tels
que pour tout (x,?) de C,

L (x) + at > L (xy) + af, (x,).

Puisqu’il existe un x;, de Q tel que L(x,) <L (x,), on ne peut
pas avoir a = 0. D’autre part (x,,f, (xo) —1)€C, ; d’ou a> 0.
D’ou f, (x) < L (x)/a pour tout x de 2. f, est donc une fonction
concave définie sur £2.

M. Kuczma [7] a démontré en 1970 le cas du théoréme 3 bis
1
oup=gq= —2- et n= 1. Avant d’aborder un autre critére de convexité

ou de concavité, il nous faut étudier une propriété de semi-continuité
des fonctions mesurables. Si x € R" et si ¥ > 0, Q, (x) désignera
le cube centré au point x dont toutes les arétes sont paralléles aux
axes et sont de longueur égale 4 r. Si f est une fonction mesurable
de R” dans [— oo, o], nous désignerons par CI (f, €) et par CS (f, €)
les deux’ parties suivantes de R” :

{x : f(x) # £ “f{} |l fO)<f(x) —€,yEQ M} |r™=0}

{x o f Q) # £ oo, lim Ly fO)>f) + ey EQM}Ir™"=q

LEMME 4. — Soit f une fonction mesurable de R” dans [— oo, 0] ;
alors pour tout € > 0, CI(f, €) et CS(f;¢€) différent chacun par un
ensemble de mesure nulle de {x : f (x) # t oo}.
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Démonstration. — Soit A I’endographe de f :
A={(x,n:t<f()
considérons un x tel que f,(x) =f (x) # * o ; pour tout e >0,
(x,f‘ (x) —Z—) est un point de densité de A. Si 8 > 0, il existe un
8 > 0 tel que pour tout pavé P de diamétre § recouvrant (x , f, (x) —%)

on a que

o, D0, DEPfO=28120-0)]P|

€
On peut supposer que 6 <Z. A fortiori, on aura que pour tout

re (0, 59§),
I{(y,t):yEQ,(x),f(y)>‘f,‘(x)—e,%<f*(x)—t<e}|

=Z(1-6)re/2.

Ceci suffit pour montrer que CI (f, €) différe de {x : f(x) # % oo} par
un ensemble de mesure nulle. Un raisonnement analogue établit
la méme propriété pour CS (f; e).

THEOREME 5. — Soient p et q deux nombres positifs dont la
somme est un, si h : R* = [— oo ] alors que la mesure dans R?" de

{x,»):h(px +qy) + h(py +qx) <h(x) + h(x)}

est nulle, alors h est égale presque partout a une fonction concave.

Démonstration. — Soit C = {x: h(x) > — o], le théréme 3
donne que C différe d’un convexe par un ensemble de mesure nulle.
Si h(x) = £ o presque partout sur R”, on aura que A (x) = * oo
presque partout sur C. Pour la suite, on peut donc supposer que la

1
mesure de {x:h(x)# too} n’est pas nulle. Le cas p =g = ? est
déja considéré par le théoréme 3 bis. Traitons maintenant du cas

—2-< p < 1. Nous allons montrer que la mesure de
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3 (x,): 2k (x—;y)<h(x) +h (v);

est nulle. Utilisons les ensembles CI(2,;€) et CS(f,;€e) tels que
définis précédemment pour € > 0. Pour x ECI(h;€),y € ClL(h;€)
et

x+y

z= €CS(h;e)

nous allons voir que 2 (x) + A (y) < 2h (z) + 4 €. Posons
1 k
p=2p-Lp=7Fp%

1
a4, =E_ p*, 2, = pyx + q,y. Pour 8 > 0, on pose

A= {(X'EQx): h(x") = h(x) — e}
By = V'EQ M :h(V)Zh(¥)—e}
Hy= {2 €Q;(2) : h(z) <h(z) +e}
Nous cherchons une majoration pour les quantités
pe () =1{(x",¥): X' EA Y EB, h(px' +q,¥)>h(z) + e}l
Or la mesure des points de Qz(z) qui n’appartiennent pas a Q, (z,),
| Qs (2) N Qj (z,) | ne dépasse pas % B 571 p¥ ou
n

B=2 Ix;—¥l
=

-~

lorsque x = (x,, x,,...,x,) ety =V, Yy, ..., Si
H; . = Hy N Q5 (2,),
| Hy e |2 1Hs | — 1 Q5 (2) N Q5 (z) |

1
iHg | =1Hg | — EB 8" pk,

D’autre part



144 S. DUBUC

1 {(x", ¥") o x" + g,y € Hg, x' € Qs (x), ¥ €Qs W)} |
<1Q; (z) N H, 1 278",

car Papplication (x',y") > (p,x' +¢q, ', x' —»') conserve la mesure
de Lebesque de R” et envoie Q; (x) x Qg (¥) dans le pavé

Qs (Zk) X Q25 x—»).

D’ou
< )nsn n 1 n—1 .k
e (8) <278 (8 —IH |+ B & p )
Si 'on choisit 6 suffisamment petit, on aura que
81T 47Ty
et
1
2" (8" — | Hy D) <§-6”.

En choisissant k suffisamment grand (k 2 N;), on aura que

2"§71p* B <l—u

o ¢]

D’ou si k = N, alors que & est suffisamment petit, u, (8) < §"/4.
Un raisonnement semblable donne que la mesure de

(", Y) X' €AY EBs, h(p V' +q,x") > h(2) + €}
est inférieure a 627/4.

Remarquons maintenant que pour presque tous les x' et »’
de R”, la suite

hpx' +q.y)+h@py +q,x")

est non-décroissante. D’ou il existe un x' € Ay et un y' € By et
un entier k tels que

AxYZhx) —e, h()Y=h(®) —¢

hpx' +q,y)<h@) +e, h(py +q,x)<h(z) +e
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et
h(xY+h(O)Y<h@x'+q.Y)+h@y +q.x).
Ainsi
h(x) +h(y)<2h(z) +e
N CI(h,e) et N CS(h;e)
€e>0

€>0

différent par des ensembles de mesure nulle de {x: & (x) # * oo},

x +
Ve ih @ +h(y)>2h(—1) !
( 2 /)
est donc de mesure nulle. Le théoréme 3 bis donne que & est égale
presque partout a une fonction concave.
C.Q.F.D.

THEOREME 6. — Soient p et q deux nombres positifs dont la
somme est un, soient A et B deux parties mesurables de R" telles
que la mesure de

{(x,): xEA YyEB et px +qy ¢ AN B}

est nulle ; alors A et B différent par des ensembles de mesure nulle
d’un méme ouvert convexe de R".

Démonstration. — Par le théoréme 1, on a que
PA, +qB, CA NB,.
Posons
£2=A,NB,. Onaque p& +q =Q.

Il est facile de vérifier que £, = Q. Une seconde utilisation du
théoréme 1 donne que pS§2 +q & = § est un ouvert. Le théoréme
2 donne qu’§2 est convexe. Montrons maintenant que A, C Q par
une réduction a I'absurde. Si x, € A, alors que x, & 2, il existe une
fonction affine L (x) telle que L (x,) =1 et sup {L(w): wEQ} = 0.
Soit un w, de Q tel que L (wy) > — p/q. D’ou L (px,+ qwy) >0,
X €A, et woEB, et px,+gqw, &, ce qui est contradictoire.
A différe donc de I’ensemble 2 par un ensemble de mesure nulle. 1l
en est de méme pour B.
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THEOREME 7. — Soient p et q deux nombres positifs dont la
somme est un et soient f et g deux fonctions mesurables de R" dans
[— o0, o] telles que

{x:f(x)# +oo et g (x) # £ o0}
n’'est pas de mesure nulle et telles que
{x,»): fx) +80)>f(px +qy) + g (px +qy)}

est de mesure nulle dans R?* alors il existe un ouvert convexe non
vide 2 de R" une fonction concave partout finie ¢ : £ > R et
une constante b tels que

a) presque partout hors de 2, f(x) et g (x) valent — oo,

b) presque partout sur 2, f (x) = ¢ (x) et g (x) =%¢ (x) + b.

Démonstration. — Posons

SA= {x:f(x) #— o}

et
( B={y:g(y)#— o}

Vu le théoréme 6, A et B différent par des ensembles de mesure
nulle d’un ouvert convexe £2. Posons # (x) = f(x) + g (x). Presque
partout dans R?" on a

fF&x)+tgO)<flpx+qy) +g(px+qy)

FO) +g(x) <f(py+qx) + gy +qx).
Par addition de ces inégalités, on a

h) +h(y)<h(x+qy) +hpytqgx).

h (x) est donc égale presque partout a une fonction concave par le
théoréme 5. L’hypothése que la mesure de {x : f(x)# oo, g (x) # oo}
est différente de O entraine que {x : & (x) = =} est de mesure nulle.
Montrons maintenant que f est égale presque partout a une fonction
concave finie sur £2. Il existe une famille de fonctions linéaires
{L}),cq telle que presque partout sur & x

h) + L,y —-x)=2h@y+qgx)2f0) +gx).

D’oul presque partout sur £ x £
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fG) + L (y—x)=f(p) ca h(x)=f(x) +g ).

Si x, et x, sont deux points de £2, on aura que presque partout
en x; et en x,

1

f((xl +X2)/2> + 51412 (xz“xl) >f(x2)

f((x +x)/2)+l—L (xy —x,) = fxp)
1 2 2 12 1 2 1/

x, +x
Presque partout f(x,) + f(x)< 2f )(1—22> f est donc égale presque

partout a une fonction concave finie sur 2. Il en est de méme
pour g. Soit ¢ (x) et Y (x) les fonctions concaves associées a f(x)
et g (x). On a que

¢x) + Y () =o(px +qy) + ¥ (px +qy).

Si weQ, si B est une direction de R” telle que la dérivée direc-
tionnelle de ¢ et ¥ existe au point w selon la direction 8, on a que

gDy ¢ (W) = pDy ¥ (W)

en effet la fonction ¢t > ¢ (W + tgf) + ¥ (w — tp ) est une fonction
qui admet un minimum local en t=0. Dol g ¢ (x) — p ¥ (x) est
une fonction constante sur £2.
C.Q.F.D.
Il est bon de donner une interprétation géométrique restreinte
au dernier théoréme. Si A est I’endographe dans R"*! d’une fonction
partout finie f dont le domaine de définition @, est situé¢ dans
R", si B est ’endographe d’une fonction partout finie g définie sur
@, et si pA + gB est ’endographe de la fonction pf + qg définie
sur Wy N @,, alors f et g sont égales presque partout a des fonctions
concaves.

Avant de tirer une conséquence du dernier théoréme, nous
présentons quelques définitions. Une fonction ¢ : R” = [— oo o] est
quasiconcave si pour tout ¢ €R, {x:¢(x)=c} est une partie
convexe de R™. On dit que ¢ est quasiconvexe si — ¢ est quasiconcave.
Nous introduisons la notion de sup-quasiconvolution de deux fonctions
¢ et ¢ définies sur R" a valeurs dans la droite achevée : c’est la
fonction dont la valeur au point z est
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sup {min (¢ (x), ¢ () : x + y = z}.

D’autre part, I'inf-quasiconvolution de ¢ avec ¥ est
inf {max (¢ (x), ¥ (»)) : x +y = z}.

Nous dirons que deux fonctions ¢ et Y, dont les domaines de
définition @, et @, sont dans R”, sont semblables s’il existe une
homothétie de R”: x = mx + b avec b € R", m € (0, ), qui envoie
@, sur @, et telle que Y (mx + b) = ¢ (x). Le nombre m est appelé
un facteur de similitude. Si ¢ est une fonction quasiconcave, on
dira qu’une valeur réelle ¢ est un mode de ¢ si ¢ (c +), ¢ (¢) ou
¢ (c—) est égal au sup {¢(x):x € R}. Nous désignerons par M,
I’ensemble des modes de la fonction ¢, il s’agit d’un intervalie de
la droite réelle. L’aprés-mode de ¢ est

{x:xGEMQ5 et 3y€M¢,y<x}

et I’avant-mode de ¢ est {x : x EM,et 3y €M, x <y}

THEOREME 8. — Soient ¢ (x) et Y (x) deux fonctions quasi-
concaves définies sur R, bornées supérieurement ; on suppose que
les modes de ¢ et de Y sont compacts et non-vides. Si la sup-quasi-
convolution 0 de ¢ avec Y coincide avec la sup-convolution de
poavec qy oup>0,q9>0,p+q =1, alors ¢, Y et 0 sont concaves,
les suprema de ¢, de Y et de 0 sont les mémes, My = M¢ +M,,la
fonction Y restreinte a l'aprés-mode de y est semblable a la restriction
de la fonction ¢ a lapréssmode de ¢ le facteur de similitude étant

4 et la fonction 0 restreinte a l'aprés-mode de 0 est semblable a
p
la restriction de la fonction ¢ a laprés-mode de ¢ le facteur de

similitude étant 1/p.

Démonstration. — a) Soient S¢, Sy et Sy les suprema sur R des
fonctions, ¢, ¥, 6. Puisque 0 (z) = sup {min (¢ (x), ¥ (x)):x +y =1z}
on a que S, = min (S, , S,). D’autre part

0(z)=sup {pp(x) +qv (y) :x+y=7z}

d’ou S, = pS, + qS,. Ainsi Sy = S, = Sy, c’est-a-dire que les suprema
de ¢, ¥ et de 0 sont les mémes, que nous noterons par S.
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b) Montrons que M, = M¢ + Mw. Si x € M¢, y € Mw, soit
z=x+y, §>0 et € >0 sont donnés, on peut trouver un x' et
y' tels que

Ix'—x1<8, 1y —p1<8,6(x"N>S—€, ¥y () >S—¢;
d’ou 0 (x' + ") > S — € et ainsi z € M ; c’est-a-dire que
M, + M, C M,.

Maintenant si z € My, il existe une suite z, qui converge vers z et
telle que 6 (z,) converge vers S ; d’ou il existe deux suites {x,} et
{y,} telles que z,, = x, + y,, ¢ (x,) et ¥ (¥,) convergent vers S : les
suites {x,}, {y,} étant bornées, il existe un point d accumulation
(x,y) a la suite {x,,y,} ; dou z=x+y alors que x €M¢ et
y € M,,. Nous avons donc vérifi€ que M, = My + M, .

¢) Pour t € (— o0, S) désignons par A (), B (¢) et C(¢) respec-
tivement les intervalles {x : ¢ (x) >}, {y : v () > tret {z: 60 (z) > t}.
On a que C(?) = A (¢) + B (¢). Désignons par f(¢), g (¢) et h(¢) les
extrémités droites des intervalles A (), B (¢) et C (¢). D’ou

h(t)=f(@) +g(.

Soient u et v deux nombres inférieurs a S, on peut trouver deux
nombres x et y tels que ¢ (x) > u, ¥ (3y) > v.

Ox+y)=sup (po(x)+qv () :x"+y =x+y}
> pu + qu.

Dou x <f(u), y<g@) et x +y < h (pu + qv). Faisons tendre x
vers f(u) et y vers g (v), on aura que f(u) + g (v) < h (pu + qv) ou
fw) +g@ <f(pu+qv) + g (pu + gv). On aura alors que

f@)#F= et g()#F

si ¢ est suffisamment voisin de S. Remarquons aussi que f{¢) et
g (t) sont des fonctions non-décroissantes bornées inférieurement.

Le théoréme 7 montre que g (¢) =%f(t) + b. Posons

a=f(S-),B8= 1_ljr_rl“f(t)-7=g(S —),6=tji1nmg(t).
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Comme I’extrémité droite du mode de ¢ est I’extrémité droite de

N A (2), a est I'extrémité du mode de ¢. L’applicationx*q—x+ b
t<S

p
envoie 'intervalle («, 8) sur (y, 8) et 'on a
x[/(i x+b)=¢(x) si x € (a, B).
14
On montre aisément que ¢ (8 +) = ¥ (6§ +) = — oo. D’autre part,si

a# B, ¢ (a+) ne saurait étre inférieur 4 S, car ceci entrainerait
que f(#) vaudrait o sur un intervalle (S — &8, S), ce qui donnerait

que B = Enfin h(t)=f(t)+g(z)=(—z—+1) F@t) +b et ainsi

la restriction de 0 a l’aprés-mode de 6 est semblable a ¢ selon le
facteur 1/p.

4. Inégalité fondamentale de Borell sur R.

Nous allons démontrer I'inégalité fondamentale de Borell pour
un triplet de fonctions intégrables sur R et nous traiterons du cas
de I’égalité grice au théoréme 8.

THEOREME 9. — Soient ¢ (x), Y (x) et 0 (x) trois fonctions
non-négatives intégrables sur R telles que la mesure plane de

{(x, ) : 0 (x+py)<min (¢ (x), ¥ N}

est nulle et que le supremum essentiel de ¢ coincide avec le supremum
essentiel de Y, alors [0 (z)dz = [ ¢ (x) dx + [ ¥ (v) dy. L’égalité
entre les deux membres ne peut étre realisée que si ¢, et Y, sont
quasiconcaves et si 0, est la sup-quasiconvolution de ¢, avec V.

Démonstration. — Pour t > 0, posons
A ={x:9x)=2, B(O={x: v (=1}

et C(t) = {x:0 (x) =1} et désignons par F(¢), G(¢) et H(¢) les
mesures de Lebesgue respectives de A (¢), B (¢) et C(¢#). On a que
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fowryax=["Fwyar, [ voax =[G dret
Jowax> ["Hw ar

ou a est le supremum essentiel de ¢. Le théoréme 1 nous assure
que A, () + B, () CC,(#). Linégalité de Lusternik [10] pour la
somme de Minkowski de deux parties de R donne que

F@) +G@) <H(®).
D’ou l'inégalité [0 (z)dz = [¢ (x) dx + [ ¢ (¥) dy.

On aura P’égalité entre les deux membres que si
H@) =F@) +G@)

pour tout ¢ > 0. Lusternik [10] (Henstock et Macbeath [5] sont
plus explicites dans la justification du raisonnement de Lusternik) a
montré que H(#) =F () + G(¢) que si A, () et B, (#) sont des
intervalles et si C,(¢#) = A, (¢) + B, (¥). ¢, et ¥, sont des fonctions
quasiconcaves et 0, est la sup-quasiconvolution de ¢, avec ¥,.

C.Q.F.D.

THEOREME B}. — Soient f(x), g (x), h(x) trois fonctions non-
négatives mesurables définies sur R, on suppose que f et g appar-
tiennenta L, N L., | fll. >0, llgll. > O et que la mesure plane de

{x,): &+ >EE)T+E@OoN™Y

est nulle, alors
Jh@)dz2p [f(x)dx +q [g () dy

ou p=llgle/ Ul flletligll.) et g =1—p. Si égalité entre les
deux membres a lieu, alors on peut tirer les conséquences suivantes
1/f., 1/g, et 1/h, sont de fonctions convexes. Le mode de h, est
la somme de Minkowski du mode de f, avec celui de g,. La fonction
g/ lgll. (respectivement h,/| h|l.) restreinte a l'aprés-mode de
g, (resp. de h,) est semblable d la restriction de f,/ || f ll. @ l'aprés-
mode de f,, le facteur de similitude étant q/p (respectivement 1/p).

Démonstration. — Posons

p(x)=1lglsf, ), ¥&x)=1fl.g, )
et 0 (x) = (I fll. + lgll.) A, (x). Le théoréme 1 bis donne que
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L P . 4
0x+y) ox) V()

et ainsi 0 (x +p) =2min (¢ (x), ¥ (¥)). Le théoréme 9 donne alors
I'inégalité de Borell :

Jh()dz=2p [f(x)dx +q [g () dy.

Lorsque la derniére inégalité est une égalité, 0 est alors la sup-
quasiconvolution de ¢ avec y. Posons

¢, 00)=1/p(x), ¥, (x) =1/ (x), 0, (x) = 1/0 (x).

0, est I'inf-quasiconvolution de ¢, avec ¥,. DD’autre part

0,x+»)<pdx) +q¥, )

6, minore aussi I'inf-convolution de ¢, avec ¥,. Ainsi I'inf-quasiconvo-
lution coincide avec I'inf-convolution de ¢, avec ¥,. Le théoréme 8
donne alors les autres conclusions espérées.

THEOREME 10. — Soient f(x), g (x), h (x) trois fonctions non-
négatives mesurables au sens de Lebesque sur R telles que
a) {x:f(x) <+ o} n’est pas de mesure nulle et || f ||, = o
b) fg(y) dy est un nombre fini positif.
) la mesure planede {(x,y):h(x +y) ' >fx) ' +g0)™ 1}
est nulle. Alors

fhz)dz> [g()dy.

Démonstration. — On peut supposer que f = f,,g =g, et h = h,
et que linégalit¢ h(x +y)'<f(x)"'+g()! a lieu partout
(Théoréme 1 bis). Soit x, une suite de nombres tels que f(x,) = n,
on a que liminf 4 (x, +y) = g (y). Le lemme de Fatou permet de

n—r o

‘c
montrer que la suite x, est bornée étant donné que j_c gy)dy>0

si ¢ est suffisamment grand et que lim /_Zh(x +y)dy =0

X—> t oo
lorsque £ € L,. On peut maintenant supposer que x, est une suite
qui converge vers un nombre a. La semi-continuité inférieure de
la sup-convolution de 1/f avec 1/g montre alors que 4 (a + y) =g ().
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D’ou [ h (z) dz = [ g (v) dy. Montrons maintenant qu’il est impossible
que [h(z)dz = fg(y)dy. Si cette égalité avait lieu on aurait
que h(a@a+y)=h,(a+y)=g, () =g((). Pour tout x, on aurait
I'inégalité

g +x - <f) M +g 0L

Or vu que la mesure de {x:f(x) <o} # 0etque [g()dy < oo,
il existe un x et un y tels que f(x) € (0, ) et

gy t+hk(x—a) <oe
1

T s

Par récurrence sur k, on montre que
g Hk(x—a)= @)™ +AFG)HL

La divergence de la série harmonique ameéne une contradiction.
C.Q.F.D.

Le théoréme B} et le théoréme 10 permettent de vérifier la
validité du théoréme B, cité dans lintroduction. En effet, si f, g
et h sont trois fonctions non-négatives chacune étant d’intégrale
égale 4 un et si 1/h(x +y) <1/f(x) + l/g (y) presque partout en
x et en y, on aura que f et g seront essentiellement bornées (théoréme
10). Soient p = gl /(I fll. +lgll.) et ¢ =1 —p, si [a,B]est le
mode de f, et si [y, 8] est le mode de g,, on a que

e(Ea-p+e) =Lrw x>p
p q

g. (Z—(X —o) t 7) =—lq)—f‘ x) x<a.

D’ou

J e dx = [T () dx
et

f_: g, (x)dx = f_ °f. (x) dx
D’ou

ffg, (x) dx =£" £. (x) dx.
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Cest-a-dire que (y — &) llgll. = B—a) Il f . ou
v-8=L@-a
p

et ainsi pour tout x

&(%(x SORE) =§f,. ).

Une vérification semblable montre aussi que
h(~0— )+ )=pf @
* R x - e = p * x

p .

si € est 'extrémité droite du mode de h

5. Inégalité fondamentale de Borell sur R™.

Nous démontrons les théorémes B, (n = 2, 3,...) par récurrence
sur la dimension n. Supposons que I'inégalité fondamentale de Borell
ait été établie pour la dimension n, c’est-a-dire que I'inégalité
Sh,(z)dz 21 alieu chaque fois que [ fi(x) dx = [g, () dy=1,
et que :

1 1 1

By(x+3) "< F ) "+ g "

presque partout sur R?’. Nous présentons un résultat préliminaire
aprés avoir introduit une classe de fonctions. Nous désignerons par
Hj la totalité des fonctions p définies sur le premier quadrant du
plan cartésien, [0, o) x [0, ), qui sont non-négatives et qui sont
homogénes de degré un. Si p € Hj, nous désignerons par p, (u,v)
Pinfimum de {p ut " ov(l—-6":t€@,1)}

THEOREME 11. — Si l'inégalité fondamentale de Borell est établie
dans R”, si f, g et h sont trois fonctions intégrables, non-négatives

définies sur R" telles que h (x +y) 2 p (f (x), g (»)) presque partout
en (x, y) pour une fonction p de H;, alors

Jh@)dz=2p,(Jfx)dx, [g()dy).
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Démonstration. — Posons
A=[f(x)dx,B=fg()dy,C=p,(A,B),
fi=flA, g, = g/B et h; = h/C. 11 suffit de vérifier que
By (x + )< (F DT+ (g )M
presque partout. Si f(x) > 0, g (v) > 0, posons
t = (AIf GN'™ ((AIf DM + (Bg MM
p,(A,B)<p(Ar/", B —H™")
P, (A, B)S[(A/f N + (Blg N'"1" p (f (x), g ()
C<[(AIfGN'" + (Blg GN'"1* b (x + )

presque partout. L’inégalité fondamentale de Borell donne I'inégalité
désirée.
Démontrons I’inégalité fondamentale de Borell dans R"*! en

supposant par récurrence qu’elle est établie pour R™ Soient f, g, et
h trois fonctions non-négatives intégrables sur R**! telles que

h (X +y)—l/(n+l) <f(X)_l/(n+l) + g (y)—l/(n+l) p.D.
alors que [ f(x) dx = [g(y) dy = 1. Pour x, € R posons
FOx)=Jl...[fCyxg ..y X)) dx,dx;. .. dx,,,.

De fagon analogue, on définit G (y,) et H(z,). Comme F, G et H
sont les résultats d’intégration dans R" lorsque z, = x, + y,,on
peut utiliser le théoréme 11 avec la fonction homogéne

p (u, v) = (uY0+D 4 y=1n+D)=(rtD)
1 1\
Dans ce cas, p, (u, v) =(_+_) D'oi
u v

HE, +y)'<EENT+H GO
presque partout en (x, , y,). D’autre part,
JF(x)dx,=[Gy)dy, = 1.

L’inégalité fondamentale de Borell sur R donne que
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Sh(z)dz = [H(z)dz; > 1.

Nous entamons maintenant la démonstration de la deuxiéme
partie du théoréme B, ; c’est ’analyse du cas de I’égalité dans I'inéga-
lit¢ de Borell. Soient f, g et h trois fonctions non-négatives inté-
grables sur R” telles que [f(x)dx = fg(O) dy = fh(z)dz = 1
alors que (h(x +y) "< (F(x)"V" + (g (v))"!" presque partout
en (x, ). Désignons par 0y, G et o, les points de densité des ensembles
x:f(x)>0}, {y:g() >0} et {z:h(z)> 0}. Faisons ’hypothése
supplémentaire que o, et 0, sont des parties bornées de R". Dans
un premier temps, nous établirons que 0y, 0, et 0, sont trois convexes
homothétiques.

Associons a f, g et h trois autres fonctions fl,gl et h,. f, est
une fonction non-négative telle que pour tout

t€[0,00), {x:f,(x)>1}

est un cube centré a l'origine de R” dont le volume est précisement
égal 4 la mesure de {x:f(x) >t} g, et h, sont définies de fagon
analogue. On a que [f,(x)dx = fg(¥)dy = [h,(z)dz =1. Si
A (u), B (v) et C(w) sont respectivement les ensembles

x:f&x)>u}, {y : g(»)>v} et {z:h(z)>w},

on a par le théoréme 1 que A, (u) + B, (v) C C, (u~/" + v~1my=m),
L’inégalité de Lusternik [10] pour la somme de Minkowski de
parties de R” donne que

LA, @) 1" + | B, @) V" < | C, (™" + vty |Uim,

Six€RY, x=(x, x,,..., X,), posons || x |l. = max |x;]. Soient
x et y deux points de R" tels que | x l. =7, Iyl =35 fi,(x) = u
et g, () = v, établissons I'inégalité

woln L y=ln 4 =i sio w=nh,(x+y).
Posons w, = (u~'" + v=1/")=" ; on voit que
[A@) =@ |B@I|=(@2s)"

Par Pinégalité de Lusternik, |C(w) |= Q2 (r+ s)" {z: h, (2) > w}
est donc un cube dont l'aréte a une longueur au moins égale a
2(r+s). Or x+yll.<(@+s), dou w=w,. On a montré que
wolin L y=ln 4 y=lin Qoit M = | afll/” +1o, |7 on pose
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(@ si Nzl <M/2
h, (2)
0 si Iz |l > M/2.
On a que h,(x + )" < f )" + g, (»)™'/", Tinégalité fonda-
mentale de Borell fait voir que [ 4, (z) dz = 1. D’ou h, (z) = h,(2)

presque partout, c’est-a-dire que la mesure de {z:h,(z) > 0} est
inférieure ou égale a M" ;

Loy | S M, | o, ' <o '+ | o, |'m

D’autre part 0, D 0y + 0, I'inégalité de Lusternik donne encore
que

| 0, |1/n > | Uf ll/n + | Ug|1/"-

On a donc établi que |0, '™ =0, 1" + |0, |'". Henstock et
Macbeath [5] ont montré que cette derniére égalité ne pouvait
avoir lieu que si oy, 0, et 0, étaient trois convexes en homothétie.
Notons par m le facteur d’homothétie de o, par rapport a o, ; (m + 1)
sera le facteur d’homothétie de o, par rapport a o

Dans un deuxiéme temps, nous allons montrer que

mig (mx +b)y=f,(x) et (m+1)"h (m+1x+b)=Ff, (x)

ou b est l'intégrale vectorielle [y g (y) dy — m [ x f(x) dx. Quitte a
changer les variables x, y et z en posant x' =x —Xx, y' =y —y et
z' = z—x—y, onpeut supposer sans perte de généralité que

x=[xf(x)dx =0 et y=[fyg®)dx =0.

Désignons par F (x,), G (y,) et H(z,) les intégrales de f, g et & sur
les hyperplans admettant le premier axe des coordonnées de R”
comme normale et passant respectivement par les points (x,, 0, . ..,0),
»,0,...,0)et (z,,0,...,0). On a déja vu que

HE, +y)'<FOx)?'+ GO
presque partout en (x,, y,) et I'on sait que
JEGDdxy =[G dy, = [H(z) dz, = 1.

Le théoréme B, affirme que 'on peut trouver des nombres p, q et
T tels que
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G (%xl + 1’> =§ F(x)pp.

H (%xl + 'r) =p F(x) pp.

Or le fait que fx, f(x) dx = [y,g (¥) dy = 0, donne que
Jx,F(x)dx,=[y,Gypdy, =0;

ce qui permet de tirer que 7= 0. L’application x, »4 X, envoie
D

le support de la fonction F sur le support de la fonction G. Ces
supports sont les projections respectives de convexes 0y et 0, sur

. . . q .
le premier axe de coordonnées. Dot — = m. Ainsi

p
mG (mx,;) = F (x,) p.p. et (m+ 1)H(mx,) =F (x)).

Rappelons ici la définition de transformée de Radon. Si fest
une fonction intégrable sur R”, si H est un hyperplan de R", si
dxy est la mesure de Lebesgue de dimension n — 1 portée par H,
proprement normalisée, la transformée de Radon de f est

[ £ 60 dxy = £ (D).

Les deux derniéres identités reliant F, G et H donnent que les trans-
formées de Radon des fonctions

m" g (mx) — f (x) et m+1D)"h(m+ 1)x)—f(x)

sont nulles presque partout, lorsque l'on fait varier le systéme des
axes des coordonnées par des transformations orthogonales. Il est
connu que ceci entraine que les deux fonctions originales

m"(mx) —f(x)) et (m+1D)'(h(m+1)x)-f(x))

sont nulles presque partout. En effet, si la transformée de Radon
d’une fonction intégrable ¢ (x) est nulle presque partout, puisque
la transformée de Fourier de ¢ est déterminée par la transformée
de Radon, on aura que la transformée de Fourier de ¢ sera nulle
et alors ¢ sera nulle presque partout. D’autre part le théoréme
1 bis joint a nos hypothéses donne que
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(h, (xy + mxz))"/" </, (xl)_l/n + 8. (mxz)‘l/n

ou

f (xl + mxz) i < o)+ m(f, (x,))~n .
* 1 +m 14+ m

Ce qui indique que la fonction (f, (x))~Y" est convexe. Nous avons

complété la démonstration du théoréme B,, lorsque f et g sont a
support borné. Dans un troisiéme temps, nous levons maintenant
cette supposition sur o, et o,. Soit r > 0, désignons par H, (r) le
demi-espace {(x,, x,,..., X,) : x,<r}, déterminons un nombre s
tel que

f f(x)dx=f g () dy.
Hy (r) Hj (s)

Si
[ f(x) si. x€H, ()
fix) ="
( 0 si x € H, ()
‘g(y) y €H, ()
& =
( 0 y&H®
gh(z) z €EH,(r+5s)
hy(z) =
( 0 z€H,(r+s

on vérifie aisément que
Jfik)dx = [g ()dy = [h () dz
alors que

(hy & + N~ < (F DT + (g, )M

presque partout en (x, y). En servant de 2n coupes par des demi-
espaces du type x; <r ou x; > ri=1,2,..., n on obtient que
pour tout pavé P de R”, il existe un pavé Q de R” tels que les fonctions
fo(x), 8q ) et hy 2) (R= P + Q) remplissent les conditions
suivantes :
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Sf(X) x €P (gw) u€Q
fp(x)'—_ gQ(y):
0 x¢P 0 u€Q
et
h(iz) z€R
hg (z) =
0 z¢ R

Jfe(x)dx = [go () dy = [hg(2) dz

(hg (x + )" < (f, ()7 + (g (¥))™'/" presque partout en (x, y).
D’ou il existe un nombre m, >0 et un vecteur R", b, tels que
mp 8o (Mmpx + by) = f, (x) presque partout. Soit P, une suite crois-
sante de pavés de R"” dont la réunion donne tout R”, considérons la
suite correspondante de pavés Q, qui sera croissante et dont la
réunion sera R" ; on est assuré de I’existence d’une suite de nombres
m, et de vecteurs b, tels que

mig (mex +by) = f(x)

presque partout. Comme 0 < f[f(x)dx <o et 0< fg(y)dy <o
on se convainc qu’il existe un nombre m € (0, ) et un vecteur b
tels que (m, b) est un point d’accumulation de la suite (my , by).
D’ou m" g (mx + b) = f(x) presque partout en x. La démonstration
du théoréme B, se termine facilement.

Revenons un instant au théoréme 11, un examen de la démons-
tration révéle les conditions d’égalité pour I'inégalité citée.

THEOREME 12. — Soit p (u, v) une fonction homogéne de Hj.
Si f, g et h sont trois fonctions intégrables d’intégrales positives sur
R” telles que h(x +y) =2 p (f(x), g (v)) presque partout en (x,y)
et si [h(z)dz =p,([f(x)dx, [g()dy),alors il existe une fonction
¢ (x), un nombre m de (0 , =) et un vecteur b de R" tels que

fx)=Uf@d) ¢ x) pp.,
m"g (mx +b) = ([ g (¢) dt) ¢ (x) p.p.,
m+1Y'h((m+1)x+b)=(h@)dt) ¢ (x)p.p.
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et
+
(m+ D7 (Ch @) d) ¢ (F2) > p (£ (0 dD) 6 (v,

(Jg@)d)y m™ ¢ (x,)).

Le théoréme 11 a déja été formulé par Borell [3] pourles
fonctions homogénes de degré un, p (u, v), qui de plus sont continues
et croissantes selon chacune des variables. Borell pouvait alors obtenir
la dérivation de certains résultats de Prékopa [13] et de Leindler
[9] en choisissant comme fonction homogéne p (u, v) = uPv!™>.
Dans le méme esprit, citons deux applications du théoréme 12.

Considérons une fonction non-négative intégrable sur R”, y (x),
qui est logconcave, on suppose par exemple que

2, Xty
V(E5T)E @ o).
Si p (u, v) =+/uv, on peut poser
fO=Yy&x+0,g(x)=¥Kx-c) et h(x)=w(%),

Le théoréme 11 donnera que pour tout convexe K de R”,

(Lw(x)dx)2>fﬁx veydx [ v dx;

dutrement dit la fonction ¢ > jc+K ¥ (x) dx est logconcave. Si

A= v dxy, B=[ . Vet C=f ¥ x)dx,

utilisons le théoréme 12 pour déterminer les cas ou C? = AB. Si
'on pose ¥ (x) = ¥ (x + ¢)/A, on devra avoir

xl~l—mx2

1 1
(m+ 1) 2"c¢( - )>m'"/2\/—AB $2 (x) % (x,).

Supposons que A > 0 et B > 0. Choisissons un x tel que ¥ (x) # 0,
posant x, = x, = x dans la derniére inégalité, on obtient

2
P

1
m+1~ Jm
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D’ou m = 1. Quelques calculs simples montrent que 1’égalité C2 = AB
avec A > 0, B> 0 ne peut étre réalisée que s’il existe un vecteur b
tel que b + K, = K, et si pour tout x de K,

V) =/ ¥ (x+0) ¥ (x—0)

AYy(x+6) =B yYy(x—-20) ou 0 =——c

On peut tirer de cette étude un résultat dit a Zalgaller [15]. Si
Q (x) est une forme quadrative non positive sur R", si K est un
convexe d’intérieur non-vide et si K # R”, alors la fonction

x _),/‘x‘H( e Q™ dx

est strictement logconcave aux endroits ou elle est finie.

Procédons de fagon semblable avec la fonction homogéne
p(u,v)=2"w "+ p~1")~" et une fonction ¥ (x) définie sur R”,
intégrable telle que Y ~/" est une fonction convexe ; posons

FO=vx+agm=vx—c et h(x)= w(%).

Posons
A=[ fwax, B=[ g0dy, C=[ h()d
ou K est une partie convexe de R". On vérifie que
p, (U, v) = 2" min (u, v).
Le théoréme 11 assure que C = 2" min (A, B). La fonction
o Lo V0O

est donc quasicqncave. Si C=2"min (A, B), alors il existe un
nombre m de (0,), un vecteur b de R" et une fonction ¢ (x)
tels que

fLx)=A¢Kx), m"g, (mx +b)=Ba¢x)
m+1)h,((m+1)x+b)=C¢(x)

+
Om+ 17 Co (m2) > 20 (A ¢ ()™ + (B~ ¢ ()™
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Si

fK ¥ (x) dx = min (LK ¥ (%) dx,_f_HK ¥ (x) dx)

et que A > 0, B> 0, on peut trouver un x tel que
¢ (x)>0(x€Ec+K)

dans la derniére inégalité posons x, = x, =x et lon sait que
C = 2" min (A, B). D’ou

(m + 1)™" min (A, B) = (A~ + mB~t/m)—n

A—l/n + B—l/n -n
min (A, B) > (——— ——
m

Ceci entraine que A = B et ’on aura que
my mx+b-c)=y,(x+c) x €K

m+1)x+>b

> )=2"¢/*(x+c)x€K

m+1y v, (
alors que l’application x = mx + b applique K dans K. Si des
informations additionnelles sont fournies, on peut obtenir d’autres
spécifications. Par exemple si K est compact on a nécessairement
que m=1 et b=0 et 'on obtiendra que

vV, )=y, x—-c)=Vy,x+tc)x €K.

Pour terminer, citons quelques auteurs dont les travaux ont été
d’un support essentiel a4 notre étude. Le théoréme 7 a été inspiré
par l'inégalité de Bonnesen [1] au sujet des aires d’une série linéaire
de figures convexes planes A et B de méme largeur :

A+B
—2—‘>(IAI+IBI)/2

La démonstration que nous avons donnée de linégalité de Borell
dans R”" reprend en partie Pargumentation de Bonnesen et de
Fenchel [2] pour établir I'inégalité de Brunn-Minkowski. La méthode
de coupe de Hadwiger et Ohman [4] nous a servi pour I’analyse du
cas d’égalité dans I'inégalité de Borell pour des fonction f et g
dont le support n’est pas borné. C’est la thése de doctorat de Monsieur
Gilles Deslauriers qui nous a amené au théoréme B,,.
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