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DE FONCTIONS ENTIERES
EN DIMENSION INFINIE
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INTRODUCTION

Nous étudions dans cet article les propriétés topologiques
et de dualité des espaces de fonctions holomorphes f dans
des domaines localement convexes, satisfaisant 4 des condi-
tions de croissance « & puissance p-éme sommable »

2 lld"f(o)llf,e < oo,

n=0 1
ol les |d"f(0)]l,.q sont les normes des dérivées polynomiales
d*f(0) de f pour des types d’holomorphie divers au sens de
[29], [30] et [10], par rapport & des (semi-) normes r dans
le domaine de f: ces domaines sont des limites projectives
d’espaces de Banach E,, ou des limites inductives de leurs
duals E;, avec des normes satisfaisant & des conditions de
croissance convenables. Dans le cas des domaines de dimen-
sion finie la classification des fonctions entiéres f par des

conditions de croissance du type Y " i' [f™(0)]P < o équi-
= n!
vaut a leur classification par rapport 4 des conditions de
. o1 1
croissance du type |[f(z) < cexpelz”, ou — 4+ = =1:
p p

st la premiére condition est satisfaite pour chaque p > 0
alors la seconde est aussi satisfaite, et vice-versa. Cette der-
niére classification a été employée dans [26] pour 1'étude
des équations différentielles d’ordre infini. En dimension
infinie 1l faut employer la premlere classification, car il faut
imposer des conditions de croissance aux normes des dérivées
par rapport 4 des types d’holomorphie divers, dans I’étude
de la dualité. (Les p" pour des domaines localement convexes
sont « absorbés » par les normes des polyndmes, donc ils ne
sont pas donnés explicitement.) Dans un autre article nous
employons cette classification des fonctions entiéres pour
étudier les opérateurs différentiels d’ordre infini dans des
espaces localement convexes [19].

L’article est divisé en deux sections. Dans la section 1
nous introduisons les espaces Py("E’) des polynémes n-homo-
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génes dans le dual d’une limite projective E d’espaces de Banach
E,, pourdes types d’holomorphie 6 ayant untype dual 8’ : Py("E’)
est considéré comme une limite projective des espaces de
Banach Py("E;). L’espace Pg("E) est défini comme une
limite inductive des espaces de Banach Pg("E,) et on montre
que Py ("E) est isomorphe au dual de Py("E') (proposition
1.4.1). Nous introduisons aussi les espaces Py("E) de poly-
nomes n-homogeénes dans E, pour des types d’holomorphie
ayant un type dual 0’. Cet espace est considéré comme
une limite inductive des espaces de Banach Py("E,). L’espace
Pg("E’) est pour sa part défini comme une limite projective
des espaces Py ("E;), et on montre que Pgy("E’) est isomorphe
au dual de Py("E) (proposition 1.5.1). Quand E est un espace
de Fréchet-Schwartz alors on montre que Py("E’') et Py("E’)
en sont aussi, et que Py("E) ainsi que Pg("E) sont des
espaces de Silva. On montre d’ailleurs que les types compact
et courant au sens de [10] se confondent dans ce cas (pro-
position 1.6.1 (a)). Si E est un espace de Fréchet nucléaire
on montre que Py("E’) et Pg("E’) en sont aussi, et que
Py("E) ainsi que Py ("E) sont des espaces ultrabornologiques
nucléaires. Dans ce cas on montre aussi que les types nucléaire
et courant se confondent, donc « tous » les types d’holomorphie
se confondent aussi (proposition 1.6.1 (b)).

Dans la section 2 nous introduisons les espaces Fg(E;), des
fonctlons f dans l’espace de Banach dual E; telles que

o

Z —Hd"f( )% < co pour les normes | |.5 des espaces

Pe("E) correspondants. On montre que la transformation
de Fourier-Borel est une isométrie du dual de F§(E;) sur
lespace Fi(E,), de fonctions dans E, défini de la méme
facon. On a le méme résultat pour les espaces FI(E,) et
son dual de Fourier-Borel FZ(E;) (propositions 2.1.3 et
2.1.6). Nous définissons F§(E') comme une limite projective
des espaces F§(E;), et Fi(E) comme une limite inductive
des espaces Fi(E,), et on montre que Fgf(E) est le dual
de Fourier-Borel de Fg(E') (proposition 2.4.1). On a le
méme résultat pour F§(E) et son dual de Fourier-Borel
F4(E") (proposition 2.5.1). L’identité des topologies a travers
la transformation de Fourier-Borel est obtenue pour certains
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types d’holomorphie. On obtient la « régularité » des bornées
de F§(E), donc on peut conclure que son dual est un espace
de Fréchet quand E est de Fréchet, quand 6 est le type
dual d’un type d’holomorphie. Cela se vérifie méme quand 6
est le type nucléaire, au moins si les E, sont hilbertiens.
(C’est le type nucléaire qui est le plus convenable dans 1’étude
des équations de convolution.) Quand E est un espace de
Fréchet-Schwartz on peut obtenir des conditions de croissance
des normes et de compacité des applications canoniques
is: B, — E, dans la décomposition projective de E pour
assurer que F§(E') et F4(E') sont des espaces de Fréchet-
Schwartz et que F{(E) et Fg(E) sont des espaces de
Silva. On a d’ailleurs dans ce cas I’égalité topologique des
types compact et courant dans E’, et des types nucléaire
et intégral dans E (proposition 2.6.1 (a)). Si E est un
espace de Fréchet nucléaire on peut obtenir des conditions
de croissance des normes nucléaires des applications canoni-

ques i, pour assurer que FgE), Fi(E'), FI(E) et
F§(E) sont des espaces nucléaires. Dans ce cas on obtient
d’ailleurs l'identité topologique des espaces correspondants
par rapport a tous les types d’holomorphie considérés (pro-

position 2.6.1 (b)).

Nous finissons cette introduction en donnant les relations
entre ces espaces de fonctions et d’autres espaces étudiés
récemment. En faisant p=1 et 6 le type nucléaire on
retrouve les espaces Hy,(E') des fonctions « de type nucléaire
borné » dans un dual de Fréchet de [27] [28]. On retrouve
les résultats dans [9] quand p =1 et E est nucléaire.
S1 E est un espace de Banach par rapport & une norme
| I, on peut le représenter comme une limite projective des
. espaces de Banach E, ou E, est 'espace vectoriel E
muni de la norme z — |rz|, r > 0, et on retrouve les espaces
Hy,(E’) dans des domaines de Banach de [1, 2], [6, 7],
[22] [23] [24] et [31] [32], quand p = 1. (De maniére plus
générale, on place de cette fagon I’étude des fonctions définies
dans des espaces de Banach dans le cadre des domaines de
Fréchet et leurs duals.) Quand p=2 et 0 est le type
de Hilbert-Schmidt (les E, étant supposés hilbertiens) on
retrouve les « espaces de Fock holomorphes» de [14] [15]
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(ou Pinjectivité des 1, avait été supposée, alors qu’elle
n’est pas nécessaire). S1 E est un espace hilbertien par
rapport & un produit scalaire (|), alors on peut le repré-
senter comme une limite projective des espaces hilbertiens
E.,, ou E, est I’espace vectoriel E mum du produit scalaire
(x, y) — (rz|ry), r > 0. On retrouve ainsi les « espaces de

Fischer-Fock » de [4], [b], [13] [16], [35] [36].

On peut considérer aussi les espaces F§(E', F) et Fi(E, F')
des fonctions entre des espaces E et F, limtes pro-
jectives d’espaces normeés, et leurs duals, dans lesquels on
peut étudier des équations différentielles et de convolution a
valeurs vectorielles ([3], [17] quand p = 1 pour des espaces
de Banach), mais nous laissons leur étude pour une autre
occasion.

1. POLYNOMES DANS DES ESPACES
LOCALEMENT CONVEXES

1.0. Rappels sur les limites projectives.

Notre cadre d’étude est celui des limites projectives

E = lim (E, i)

d’un systeme projectif (E,¢.,),., d’espaces de Banach E,
oules i.,: E, > E, sont les apphcatlons linéaires canomques
du systéme pr0]ect1f et les 1,: E—E, sont les pro]ectlons
canoniques de E. On a donc les relatlons i, = Ly © l; pour
r < s et, pour chaque famille ("z) dans le prodwit ILE,
telles que i,’r ="2 pour r < s, lya un zeE et un seul,
tel que ix ="z pour chaque r. On supposera aussi que
{,E est dense dans E, pour chaque r, et que pour chaque
0 < « <1 et chaque indice r 1l y a un indice s > r tel
que |[i,] < «. Si la topologie de E est déterminée déja
par une famille dénombrable (o4 méme totalement ordonnée)
de projections, alors E sera un espace de Fréchet. De la den-
sité des 1mages des ¢, on déduit I'injectivité des applications
transposées ‘., donc les duals E. peuvent étre considérés
comme des sous-espaces vectoriels des E{, s > r. Un espace
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localement convexe séparé complet E quelconque peut étre
considéré comme une telle limite projective, ou les E, sont
les complétés des espaces quotients de E parrapport aux semi-
normes continues de E. On aura besoin de conditions de
croissance du type [i ] < «™° pour a« > 1 et r <s
(quand le systéme projectif est supposé ordonné par des
indices réels), et de méme pour les normes nucléaires |, x.
On peut toujours obtenir des normes équivalentes dans les
E,, pour lesquelles ces inégalités sont satisfaites: en effet,
si on suppose que pour chaque r il y a un s > r tel que
lilw < oo alors pour les nouvelles normes

I 1 = ol $0 1,

(dans E, | [.) et | i =alid%] |, (dans E, | [,
on montre sans difficulté que la nouvelle norme nucléaire
de i, est [i [y < . On a de méme pour les normes

Ile= o2 I et || s = «'|2]", qui nous don-
nent la nouvelle norme |[i.,|" < «™° pour i,.

Nous n’utilisons pas les limites « surjectives » de [11]
[12], car leurs duals ne sont pas bien connus, et nous vou-

lons employer les propriétés limites de factorisation unique
(cf. ci-dessus).

1.1. Polynémes dans E et E,.

Soit Py("E;) Pespace de Banach des polynémes n-homo-
génes E.—C du type d’holomorphie 6 au sens de [10]
et [29] [30], mais défini par rapport a la dualité de E, avec
E., pas avec E. (Ainsi le type compact P¢("E;) vient
du symétrisé de E, ®. .- ®.E, et le type nucléaire
Pix("E;) du symétrisé de E,.®; - ®zE,.) On supposera
que 6 a un type dual 6’ au sens de [11]. L’espace P/{"E;)
engendré par les polynémes a":a ——(z,2')": = 2'(2)"
pour z€ E, et 2/ € E; est donc dense dans Py("E;), Px("E;)
est continliment plongé dans Pg("E;), et la formule

J.T(z): = T(z") pour T ePy("E;)

donne une isométrie J,.: Py("E;)’ — Pg("E,). Par conséquence,
Py("E;) et Py("E,) sont en dualité par rapport a une forme



DUALITE DES ESPACES DE FONCTIONS ENTIERES 157

bilinéaire ¢, >, telle que |<P,, P.>| < [P, 4lP:l,.q o0
IP..e est la norme de P,ePy"E;) et [P, g celle de
P, e Py("E,), et cette forme est caractérisée par

a", Pr), = Pi().

On supposera aussi que |P,|, < [P,y pour P,e Py*E))
et Ju.ol,. 4 < |ul |¢] pour u,¢ € E, Soit iyP,: =P, 0%,
On supposera que P,—— P, donne wune application
linéaire continue i : Py("E;) — Py("E;), avec la norme
l2¥] < ligl® En définissant aussi ™i,P,: = P01, on
a par transposition une application linéaire continue

“i,: Py("E,) = Pg("E,)

avec la norme |™z,| < |t "

On peut aussi définir Py("E,) directement pour un type
d’holomorphie 6 dans E, ayant un type dual 6’ dans
E;, donc PA"E,) (engendré par les 2z'":2+— (z,2')")
sera dense dans Py("E,), et Px("E,) (engendré par le symé-
trisé de E; ®; - -+ ®:E;) sera continiment plongé dans
Py("E,). 1l est donc possible de définir 'isométrie

JIPy("E,)’ — Py("E})

par J.T(2'): = T(2'"). Les mémes inégalités pour i et
rsj, données ci-dessus restent vraies.

Nous nous rappelons que le type d’holomorphie dual du
type nucléaire N dans E, (resp. N dans E,) est le type
courant dans E_. (resp. E) (de tous les polynémes homo-
génes continus pour la norme du sup. sur la boule unitaire);
que le type dual du type compact C dans E. (resp. C dans
E,) est le type intégral I dans E, (resp. I dans E;) (des
polyndémes donnés par des mesures de Radon de la boule
unitaire dans le domaine dual); et que le type dual du type
de Hilbert-Schmidt H dans E. (resp. H dans E,) est
le type de Hilbert-Schmidt H dans E, (resp. H dans E)),
dans le sens de [22] [23] [29] [30], [10] et [13]. (Si les
E, sont des espaces hilbertiens alors le type intégral (I) est
le méme que le type nucléaire (N) [38, prop. 49,6 et théoréme
48.5]: le type nucléaire dans E, sera donc un type dual,

le dual du type compact C.)
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Toutes les hypothéses sur les types 6 dans les E. et 0
dans les E, décrites ci-dessus sont satisfaites par les types

nucléaire et compact (et de Hilbert-Schmidt dans le cas
hilbertien).

Pour 6 et 0 satisfaisant aux conditions ci-dessus on a
“xl e xn“r,é < ua’1“ e "xn“ ou z; € Er et

lzy ... @alre < l2ill ... il

ou z; € E.. Pour les types duals on a:

ProrosiTiOoN 1.1.1. —

1

l21 ... @y < 2t Slal - ol
pour z; € E, et
1
|2 .o @l < 25l @l
pour z;€ E..
Démonstration. — J7'(zy ... ) € Pg("E;)’ est donnée par
P+—— L(z;, ..., z;) pour chaque P e Py"E;), ou L est la

forme n-linéaire symétrique associée a P, comme on peut
vérifier immédiatement. Comme

oy ... zall,g: =sup {J7%ay ... z)P: |P].y < 1}
et
[J74 2y ... z)P| = |L(z) ... )| .
< Lzl - el < nt -5 APLI2) .. el
1 1 !
<t 1Pl gl ...

(o L est la forme associée & P, donc |L|, < n"i' 1P|,
par [29, § 3, p. 7]) on conclut qu’en effet n

I ... ally < o) Dl

On a la méme démonstration pour =z, ...,z, dans E. et
0. |

Remarque. — Si 6 = N (resp. 6 = N) le type dual @
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resp. 0’) est le type courant, et le facteur n"—i—— ci-dessus
P yp o

peut é&tre remplacé par 1, de méme pour les types compact,
intégral et de Hilbert-Schmidt.

1.2. Polynémes dans E’.

Soit Pg("E’) D'espace des fonctions P: E’' — C telles que
inP: =P o' ePy("E;) pour chaque r, avec la topologie
la moins fine (nécessairement localement convexe) qui rend
continues les applications if: P+—— 1P de Py"E’) dans
les Py("E;). Alors (Py("E’), i7), est limite projective du
systéme projectif (Py("E;), i7’),<,: en effet, Papplication
¢ : Py("E') — {("P),: "P € Py("E;) et 7P ="P pour r < s}
donnée par P +—— (i;P), est un isomorphisme linéaire tel que
P ePy"E') si et seulement si i;P: =P =1II,¢(P) pour
toutes les projections II.: ("P).——"P. Soit aussi P,("E’)
Pespace vectoriel engendré par les polynomes

z": ¥ —<x, 2 D",

ol z€E et 2/ €E'. Alorson a:

Prorosition 1.2.1. — [P/("E’) (donc #;Py("E’)) est dense
dans Py("E;).

Démonstration. — Pour "P € Py("E;) et o > 0 soit
Ne: = {fQe Py("Er): ["Q — Py < o}
Par densité de P;("E;) dans Py("E;) ily aun Y "uf, "'w,€ E,

1=1
dans N,. Par densité de i,E dans E, il y a des suites (u),
ou u;€E telles que tu;—"y; quand j— . Par con-
tinuité de la multiplication des polyndmes de la forme u, ... u,,
donc de Py('E;) X --- X Py(*E;) > Py("E;), on a
(vouy)" = "uf,

m m : m
donc 1, X uy; — X "ui, quand j— oo, Alors i; ¥ uj, un

i=1 i=1 i=1
élément de ;P{"E;), est dans N, pour ; suffisamment

grand. |
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CororrLAIRE 1. — Les transposés 'ty sont injectifs et
Py("E’) = U%Py("E,)'.

Démonstration. — L’injectivité des % vient de la densité
de ifP3("E’) dans P4("E;). Evidemment on a 'inclusion >.
Dans l'autre direction soit T € Py("E’)': il y a un r et un
K, > 0 tels que [T(P) < K,|#;P|.4 pour chaque

P e Py("E),

car les P+——[i;P|, 4 donnent la topologie de Py("E’). On
peut définir un 'T € Py4("E;)’ par "T("P): = lim; T(P;) ou
Py e Py("E’) et Py —"P quand j— oo pour chaque
P € Py("E;), toujours possible par densité de i;Py("E’) dans
Py("E;). On vérifie sans difficulté que "T("P) est indépendant
du choix de (P);, que |'T| < K, et que 4;'T =T. |

Remarque. — Si E est réflexif et ¢ injectif (possible
s’1l y a des normes continues sur E) on obtient la densité
de %.E, dans E’. Dans ce cas i sera injective et

P[Pl

sera une norme continue sur Py("E’). Le complété de Py("E’)
pour cette norme sera Py("E;), donc Pg("E’) sera un espace
« dénombrablement normé » au sens de Gelfand s1 tous les 1,
sont injectifs [21]. En général on n’a que des semi-normes
P+— 7P|, 3 mais la topologie limite projective sera déter-
minée par ces semi-normes. Py("E’) est contenu dans ’espace
P("E’) des polynémes homogeénes continus dans E’. 51 le
systeme projectif est dénombrable alors les bornés de E’ sont
des images des bornés des E,, et dans ce cas le plongement de
Pg("E’) dans P("E’) est continu pour la topologie de la conver-
gence uniforme sur les bornés de E'.

CororrLARE 2. — P,("E') est dense dans Py("E’).

Démonstration. — Soit P € Py("E’), avec ™P: =P, et
soit N un voisinage de P: comme les P+ [i;P],. s sont
des semi-normes continues, on a p > 0 tel que

{QePy("E'): |12Q — 4P|, 5 < o} = N
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(en supposant par simplicité un systéme saturé de semi-
normes). De la proposition 1.2.1 11 y a un P,e P;("E’) tel
que [Py — 7P|, 4 < ¢, donc Pre N. |

1.3. Polynomes dans E.

Soit Py("E) I’espace des fonctions P’: E — C admettant
une représentation de la forme P’ ' =7P':="P' o1, ou
P’ € Py("E,), pour un r au moins, avec la topologie locale-
ment convexe la plus fine qui rend continues les applications

"t P ——"1,"P’ des Py("E,) dans Py("E). Alors
(Po("E), "),

est limite inductive localement convexe du systéme inductif
(Ps("E,), ™1,),<,: en effet, si on écrit ("P', r) ~ (°P', s) quand
illyaun u et un P, tels que P = "*P’ et ‘P’ = “i,"P’,
alors I'espace quotient u . {("P’, r): "P’ € Py("E,)}/ ~, avec la
structure linéaire et topologique usuelle [20, § 23, sec. 3,
p- 116], est limite inductive des Py("E,) par rapport aux
applications II.:"P' +—— ("P’, r)” (classe d’équivalence de
("P', r) pour ~) [20, loc, cit.]. On a I''somorphisme

o' : UA(P’, r)}[r — Py("E)

donné par ¢'(("P', r)7): ="P’, tel que o'~} P') = I,"P’
si et seulement si P’ =7,"P’. On n’a pas en général la densité
dans Pg("E) des polynoémes de type fini, c’est-a-dire, de
Pespace P/"E) engendré par les polynomes

" x— Lz, 2 D",

ot ze€E et 2/ €E'. Mais comme 6 est supposé tel que
P{"E,) est dense dans Py("E) on a:

Prorosition 1.3.1. — PJ{"E) est dense dans Py("E).

Démonstration. — Soit P’ € Py("E), donc 1l y a un r et
un P’ € Py("E,) tels que P’ =7,"P’. Soit N un voisinage
de P’: comme ", est continu, (7,)"'N est un voisinage
de "P’ dans Py("E,) et par densité de PJ{"E,) il y a un
Pre P{E,) dans (7%,)"'N, donc ",/Pre N. Mais un tel
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m
'P; a la forme Y "ui® ou "uj € E;, c’est-a-dire,
i=1
m
"t Pr= Y (4 w)", ou ‘tu;eFE,
i=1

et alors ", ’Pre P{"E) n N. |

Remarque. — Comme les i E sont denses dans les E,
on a immédiatement l'injectivité des ™,, dans Py("E) et
dans Py ("E). On a aussi que Py("E) et Py("E) sont conti-
niiment plongés dans I'espace P("E) de tous les polynémes
n-homogenes continus dans E, avec la topologie de la conver-
gence uniforme sur les bornés de E: en effet, les applications
Py("E,) - P("E,) - P("E) sont évidemment continues. On a

le méme résultat pour 6.

1.4. Dualité entre Py("E’) et Py, ("E).

Prorosition 1.4.1. — Il y a un isomorphisme linéaire J
et un seul, de Py("E') sur Py("E), tel que 'i; o J7' = J 1o,
pour chaque r, donné par JT(x) = T(z") pour chaque

T e Py("E')'.

J est borné sur les parties fortement bornées de Py("E')
st E est métrisable, et 'isomorphisme est topologique pour la
topologie dual forte si 8 est aussi un type réflexif, J-' étant
toujours continu.

Prorosition 1.4.1'. — Py("E’) et Py("E) sont en dualité
par rapport a une forme bilinéaire <, > et une seule, satisfai-
sant a {(z", P,> = P.(x) pour chaque P, e Py("E) et zeE.
Si P, =","P, ou "P,ePy("E,) et 'P=uP ou P e Py"E')
alors on a <P, P> = (P,, P>,

Démonstration. — Comme Py ("E) est limite inductive des
Py ("E,) par rapport aux ", on obtient, & partir des appli-
cations ‘i o J;1 des Py ("E,) dans Py("E’)’ avec la topologie
dual forte, une application linéaire continue et une seule,
J=1: Py ("E) = Py("E’)’, satisfaisant & ‘i o J7' = J"1oT,
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pour chaque r. Comme les “;, J;' et ™, sont injectives
(corollaire 1 de la proposition 1.2.1 et la remarque suivant la
proposition 1.3.1), on conclut l'injectivité de J-': en effet,
si JJIPP =0 et P’ =r",P’ alors

(g 0 J)(P') = J'P' =0,

donc P’ = 0. La surjectivité de J-' vient de la surjectivité
des J7' ainsi que de la décomposition

Py("E') = Uliipy("E,)’
(corollaire 1 de la proposition 1.2.1): en fait, chaque T =%;"T
ou 'T e Py("E;)’ est I'image de ™, J'T par J-'. De plus,
J-1 est I'inverse de J donnée par JT(z): = T(2") pour chaque
TePy"E') et zeE, car si P'="P'" ou "P' € Py(E,)
alors J(J-'P)(z) = J;7*"P'((ix)") = "t,/P'(x) = P'(z) par défi-
nition des J,.. Sila topologie de E est donnée par un systéme
dénombrable d’indices alors Py("E') sera de Fréchet, donc les
bornés de son dual fort seront des images par les % des
bornés dans les Py ("E;)’ correspondants. Il en suit que J
est borné sur les bornés de Pg("E’)’ (dual fort), car le méme est
vrai par continuité pour les J,. Si Pg("E’) est réflexif
alors son dual fort sera bornologique, dont on déduit que J
(ainsi que J-') est continu. Enfin, la forme (, > est donnée

par (P, Py: = (J-IP))(P,). |

Remarques. — Siles E, ontla forme LA(X, p,), ou (X, wu,)
est un espace de mesure, et les P, € Pg("E;) ont la forme

Pua) = [ oo [ paltsy -y tIE(8) o @) dilty) . it
ou Pn € Lp(Xn, Eer ® ® l“'r) et "Pn"r,6: = "Pn”Lp (Pn
choisi symétrique), alors les Py("E;), donc aussi Py("E’),
seront réflexifs. Si les E, sont hilbertiens et 6 est le type
de Hilbert-Schmidt on a aussi la réflexivité. On verra plus
bas que Py("E’) peut étre réflexif méme si les Py("E;) n’en
sont pas (c’est quand E est un espace de Fréchet-Schwartz).
Sans la réflexivité on ne sait pas quand Pg("E’) est distingué,
donc quand J est continu. De la continuité de J-! on obtient
néanmoins le suivant:

CoroLLAIRE DE LA proposiTION 1.4.1. — St la topologie
de E est donnée par une famille dénombrable d’indices alors les
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bornés de Py("E) sont des images par les i, des bornés dans
les Pg("E,), donc Pg("E) est séparé et son dual fort est un
espace de Fréchet.

Démonstration. — Soit S un borné de Pyg("E): alors
J=!S est borné dans le dual fort de Py("E’) par continuité
de J-!'. Comme Pg"E’) satisfait ici au premier axiome de
dénombrabilité (limite projective dénombrable) alors les bornés
de son dual fort sont des images par les %’ des bornés dans les
Py("E;)’. Alors il y a un r et une partie bornée S, de
Py("E;)" tels que J-'S =145, donc S =",(J,S;) (car
Jotiy="i,0J, comme peut étre vérifié sans difficulté).
Par continuité de J,: Py("E;)’ — Py("E,) on sait que J.S;
est borné dans Py("E;), c’est-a-dire, S est l'image par 7,
d’un borné. De l'injectivité des ", (remarque suivant la
proposition 1.3.1) on a done, par [20, § 23, n® 5, p. 123] que
Py("E) est séparé, et par [34, Ch 4:, § 4, prop. 15] on conclut
que son dual fort est la limite projective des Py("E,) par
les applications ‘("i), étant donc un espace de Fréchet. |

Remarque. — En particulier, si les E, sont des espaces
hilbertiens alors Px("E) est le dual par J de P¢("E’) (car
les types nucléaire et intégral dans les E, se confondent,
donc les bornés de Px("E) sont « réguliers » (c’est-a-dire,
sont les images des bornés des Py("E,), donc Px("E) est
séparé et son dual fort est un espace de Fréchet. On verra
ci-dessous (proposition 1.6.1 (a)) que le méme énoncé est vrai
siles E, sont des espaces de Banach avec la propriété d’appro-
ximation et les i, sont compactes: dans ce cas le dual de
Pyx("E) sera un espace de Fréchet-Schwartz (en supposant
la dénombrabilité des indices).

1.5. Dualité entre Py(*E) et Py ("E’).

Prorosition 1.5.1. — Il y a un tsomorphisme linéaire J'
et un seul, de Py("E) sur Py("E'), tel que J. o' ",) = 1,0 J
pour chaque r, donné par J'T(x')=T(z'") pour chaque
T € Py("E)'.

L’isomorphisme est topologique pour la topologie de Py("E)’
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st E est métrisable et 0 est un type dual, J' étant toujours

‘continu.
On peut écrire d’autre facgon:

Prorosition 1.5.1". — Py ("E’) et Py("E) sont en dualité
par rapport & une forme bilinéaire (,) et une seule, telle que
(P,, 2"y = P,(a") pour chaque P,ePy("E’) et o' e E'. Si
P, =P, ot "P,ePy(E,) et "P,=1uP, ou P,ePy("E’)
alors (P,, P;) = (P,, "P;).

Démonstration. — De la caractérisation de Py ("E’) comme
limite projective des Py ("E;) par rapport aux i, on obtient,
a partir des applications J;o‘7,) de Py("E) dans les
Py ("E;), une application linéaire continue et une seule,
J': Py("E) — Po.("E’), satisfaisant & J; o {(",) = 1} o J' pour
chaque r. De plus, J' estinjective: en effet, soit T € Py("E)’
tel que JT=0: alors J!(")(T) =uJ'(T)=0, donec
{,)(T) = 0 par P'injectivité de J;, pour chaque r: mais
chaque P’ € Py("E) est de la forme P =P’ ou

P’ e Py("E,)
pour un r au moins, donc
T(P') = T(%'P) = ()(T)('P') = 0,

c’est-a-dire, T = 0. De la surjectivité des J. et de la carac-
térisation de Py("E) comme limite inductive des Py("E,)
par rapport aux "i, on conclut aussi la surjectivité de J':
en effet, pour P ePy("E’) soit "T: = J:~4;P, et soit
T € Py("E) obtenu des "T par la décomposition

Py("E) = U,i,Py("E.)

(bien définie par les relations de transitivité ™, = ‘i, o "7,):
alors J'T(z'): = "T(2'"): = P(2') pour chaque r, "2’ € E,
et ¥ =42, donc JT =P. Sile systéme projectif est
dénombrable alors Py ("E’) sera de Fréchet. Si de plus tous
les bornés de Py("E) sont de la forme ™,S, ou S, est un
borné du Py("E,) correspondant (c’est-a-dire, s1 Py("E) est
régulier au sens de [20]), alors Py("E) avec la topologie
duale forte sera de Fréchet (cf. le corollaire de la proposition
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1.4.1), donc J'-' (ainsi que J') sera continu par le théoréme
d’homomorphisme de Banach (Py("E) sera régulier si 6 est
le type dual d’un type d’holomorphie 0: cf. le corollaire
mentionné ci-dessus). La forme (, > est donc donnée par

Py, Pr) s = J=H(P,)(Py). |

Remarques. — L’injectivité de J’ est aussi une conséquence
de la densité de PL{"E) dans Py("E) (proposition 1.3.1):
en effet, P("E) est engendré par les 2" ou 2 € E', et
J'T =0 entraine T(z") =0 pour chaque 2. On peut
aussi obtenir la densité de P{"E) de linjectivité de J':
en effet, soit TePy("E’): s1 T(2'") =0 pour chaque
2 eE alors JT=0, donc T =0, donc la proposition
1.3.1 est un corollaire de la proposition 1.5.1 et du théoréme
de Hahn-Banach.

En général on ne sait pas quand le dual fort de Py("E)
est de Fréchet, donc quand J'~' est continu, sauf pour les
types duals (e.g., les types de Hilbert-Schmidt et nucléaire
quand les E, sont hilbertiens, et le type nucléaire quand E
est de Fréchet-Schwartz (par la proposition 1.6.1 (a)
ci-dessous)).

1.6. Polynémes dans des espaces
de Fréchet-Schwartz et de Silva.

Dans la suite, la notation L, L¢ et Ly indiquera les espaces
d’opérateurs linéaires de rang fini, compacts et nucléaires
respectivement. En particulier Lg(E;; E.) sera considéré
comme l’adhérence de LAE,; E,) dans L(E; E,), ce qu
donne exactement les opérateurs compacts au sens strict si on

suppose que les espaces en question ont la propriété d’appro-
ximation.

Prorosition 1.6.1. — Si la topologie de E est donnée par
un systéme dénombrable d’indices alors Py("E') et Py ("E’)
sont des espaces de Fréchet, et Py("E) ainsi que Py("E) sont
des espaces ultrabornologiques. Sous ces conditions on a ausst:

(a) Sv pour chaque r ilyaun s > r tel que 1, est compact
alors Py("E’) et Py ("E') sont des espaces de Fréchet-Schwartz,
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et Py("E) ainst que Py("E) sont des espaces de Silva. De plus,
P:;("E') = P("E’) et Px("E) = Py("E) topologiquement.

(b) Si pour chaque r ilyaun s > r tel que 1, est nucléaire
alors Py("E'), Pg.("E’), Py("E) et Py("E) sont des espaces
nucléaires. De plus, Pi("E’) = P("E’) et Px("E) = P("E)

topologiquement.

Remarque. — Les hypothéses sur les 1, sont satisfaites
dans (a) si E est un espace de Fréchet-Schwartz avec la
propriété d’approximation, et dans (b) si E est un espace de
Fréchet nucléaire. On peut méme avoir pour E un espace
nucléaire dont le dual fort est aussi nucléaire (sans avoir la
condition de dénombrabilité du systéme projectif), et dans ce
cas les espaces de polyndmes seront nucléaires, mais pas de
Fréchet ou DF (cf. [9] et les remarques suivant I’énoncé
de la proposition 2.6.1 ci-dessous).

On aura besoin du lemme suivant.

Lemme 1.6.1. — (a) St i, est compact alors iy et ™i, le
sont ausst, avec iy °P € Ps("E;) pour chaque ‘P e P("Ej) et
i, P € Po("E,) pour chaque TP’ e P("E,).

(b) St 1, est nucléaire alors 7 et

rs

1, le sont aussi,
avec izl < n* L inl% et il < n L lids. De plus,
1P e Px("E;) avec [i*P|.x < n" 1 It %1°Pll; pour chaque
‘P e P("E;) et ™i,"P' € Px("E,) avec

1 :
””I’ rPI”s,N < n" n “ rs"‘{”rP "r
pour chaque TP’ e P("E,).

Démonstration. — On a d’abord: (1) St i,s est de rang fin
alors ;¥ et ™i, le sont aussi: en effet si L,.S a la représenta-
tion iy= Y ° u, ® "¢; (somme finie) ou ‘u; € E; et v, € E,

i
alors ¥ = Y (P ® Py, ou (1): = (&4, -+, la),
®

T o — 80 s, - T r
@ = ui‘... ui,_, P(i)'—" Vi oo Y

1 in

et (,), estla forme bilinéaire de la dualité entre Py("E;)
et Py("E,). (Pour construire cette représentation on prend
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un ‘P e Py("E;): par sa représentation par sa forme multi-
linéaire symétrique associée a travers de la formule de pola-
risation [29, § 3, p. 7] et & l’aide de la formule

CP, ui™y = *P(*wy),
on obtient

P (2') = P(Z; (o, "D fuy)
Bipooniy 9" o (9,2 CP UG LU,
pour chaque "2’ € E;, c’est-a-dire,

i;:sP = Z(‘) <SP, :Pzi)>: rP(i).

De la méme fagon on montre que ™i, = Iy (P, >, ® Py,
ou <, estla forme bilinéaire de la dualité entre Pgy("E;)
Py("E,).

(1) St i, est de rang fini alors i;**P € P{"E;) pour cha-
que ‘P e P("Ej) et ™i,’P' € P/("E,) pour chaque "P' € P("E,):

en effet, comme dans (1) ci-dessus on a

P = Z P, Py, Py

I

pour les mémes conventions, mais avec {, ), étant mainte-
nant la forme bilinéaire de la dualité entre P("E;) et Px("E,).
De méme on a "i/P’' = I, ("Py, "P), P, pour la forme
bilinéaire ¢, ». de la dualité entre Pi("E;) et P(°E,).

Par hypothése sur les types d’holomorphie 6 et 6 on
sait que les applications ¢, +——1;* et i, +——"1,, de L(E;
E,) dans L(Py("E;); Py("E;)) et L(Py("E,); Py("E,)) respec-
tivement, sont continues, avec des normes [ < [, ]" et
1™, < [lis]™ On a aussi:

(i) Pour chaque °P e P("E;) et "P e P("E,) donnés, les
applications i, > i;>*P et i, —""P', de L(E;E,)
dans P("E;) et P("E,) respectivement, sont continues:
en effet, on a

[tz P(2')] = ['P(%2)] < I'PlLle.0""']

pour chaque "z’ € "E’ par définition du type courant, donc
sup {sup {lir P(2)| : I'e'] < 1}: Jin] < 1} < |P], < oo.
On montre de méme la continuité de i, +—— "1, "P’.

Soit donc i, compact: par la densité des L, dans les Lg
on conclut de la continuité de i, et de i, +—> "1,
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ainsi que par (1) ci-dessus, que i et ™i, sont compactes.

De plus, par la densité des L, dans les Lc et de P["E;)

dans Ps("E;) ainsi que de PA"E,) dans P¢("E,), on conclut
a l'aide de (1) et (i11) ci-dessus que °°P € P¢("E]) et

1. ’P’ € Pg("E,),

finissant la preuve de la partie (a) du lemme.

Soit maintenant i, un operateur nucléaire : alors il y a
des représentations i, = Zu; ® 'v; ou ‘u; € E; et "o, e E,
telles que XZj°w;| |"¢;] < ©, la norme nucléaire |i. |y de
s étant 'infimum des sommes de ces séries. Avec la nota-
tion dans (1) ci-dessus on a

1
1 Pl = L, g < = L)

par la proposition 1.1.1, et [Pyl =1l ... "] par
hypothése sur le type 6, donc

$ r 1 n
Zo Pl IPollng < n' — (w3 < oo
pour toutes ces représentations. Alors t; a des représentations
=24 <, P, ® Py telles que
Zol < Papd 1Pyl < o,

donc 1l est nucléaire, et ||y < 1‘ li,|x par définition

des normes nucléaires. On montre de méme que ™i, est
L. . 1,.
nucléaire avec |™i, [y < n" — lislx- De plus, pour un
n!
‘P e P("E;) quelconque et pour i, =Z/u; ® "¢, avec
Z; [wl] ol < oo,
la forme n-linéaire symétrique L: E. X .-+ X E{ - C asso-
ciée au polynéme ;P a, comme dans (11) ci-dessus, la repré-
> 1
sentation L = X, ..., <P, fuj ... u D, oy > oL (o, D

(maintenant une série infinie mais convergente dans chaque
point), telle que

i [CPy i ug > 1Ko, Do <70, 0
< IPILAZ S wll 170l 3" < oo,
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donc L est nucléaire dans le sens de [22, 23]. Comme on a ces
égalités pour toutes les représentations convergentes de i,
au sens ci-dessus, alors la norme nucléaire |L|,5 de L dans
E; X --- X E; satisfait & |L|,5 < [*P|¢s]% donc

. 1 1.
I Plx < n" = |Ll.x < n" = [ ]5I°P],
n. n.

[23, § 2, proposition 6, p. 14]. On montre de la méme fagon
que ™, est nucléaire et que

. 1 ..
I8P o < 0t 5 el 5P

pour chaque "™P' e P("E,). Nous avons alors complété la
preuve de la partie (b) du lemme. |

Démonstration de la proposition 1.6.1. — (a) Par le lemme
1.6.1 (a), vy et ™i, sont compacts. Alors Py("E’) et Py ("E)
sont des espaces de Fréchet-Schwartz et Py("E) ainsi que
Py("E) sont des espaces de Silva. On a P¢(*E’) = P("E’)
par définition. S1 P € P("E’) alors pour chaque r llyaun s
tel que °(;;P) € Px("E;) par le lemme, donc 1P € Py("E;)
(car o1y =1;), cest-a-dire, P ePyx("E’). On a donc
P.("E’') = P("E’). L’égalité des topologies vient de que la
topologie de la convergence uniforme dans les bornés de E’
est la topologie projective donnée par les projections

ir: P("E') - P("E})

(dans le cas métrisable). C’est-a-dire, 'application identité
id: Pe("E') = P("E’) est un isomorphisme topologique. De
plus, comme Px("E) est ici un espace de Silva, donc réflexif,
Papplication canonique j de Py("E) dans son bidual est
aussl un isomorphisme topologique. Alors on a Pyx("E) = P{("E)
topologiquement : en effet, on a les 1somorphismes

Py("E) —> Py("E)" X5 P("E'Y L4 Po("E') > Py("E).

(b) Par le lemme 1.2.1 (b), on sait que les ¥ et ™, sont
nucléaires, donc Py("E’) et Py ("E’) sont des espaces de
Fréchet nucléaires. Py ("E) est donc nucléaire comme dual
(par J) d’un espace de Fréchet nucléaire. Pyg("E) est aussi
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nucléaire par réflexivité (car les ™i sont compactes s’ils sont
nucléaires), car son bidual est isomorphe (par ‘J’) & un espace
nucléaire. On sait que Py("E’) < P("E’) continiment, par
continuité des injections Py("E;) — P("E;). Dans l'autre
direction, soit P € P("E’) quelconque : par le lemme 1.6.1 (b),
pour chaque r ilyaun s > r tel que ;P = i;*(i;P) € Px("E;)
et 19Pl,s < n - Ii J8liPl, done & applique P('E)
continiment dans Px("E;) pour chaque r, c’est-a-dire,
P("E') = Px("E’) topologiquement. On a toujours que
Px("E) = P("E) continiment. De plus, chaque P’ e P("E)
est de la forme P' =" P ou "P' € P("E,) pour un r au
moins, et par le lemmeil yaun s > r tel que P’ = *,(","P’)

et ™,"P’ € Py("E,), donc P’ e Py("E). Comme on a d’ail-

leurs [P, n < n" — le.l%l"P'|l, les applications
n!

i, =1, o "1, : P("E,) = Px("E,) — Px("E)
sont continues, donc P("E) = Px("E) topologiquement. |

Remarque. — Par hypothése sur les types d’holomorphie 6

et 0(| l,x =1 l.g =1 II. sur E; et le méme pour N et 6
sur E) on a:

CoroLrLAIRE. — Sous les hypothéses de la proposition 1.6.1 (b)
on a Py"E') =P("E’') et Py("E) = P("E) topologiquement.

2. FONCTIONS ENTIERES DANS DES ESPACES
LOCALEMENT CONVEXES

2.1. Fonctions entiéres dans E; et E,.

Pour p > 1 soit Fg(E;) lespace des séries de la forme

f=3 1P ot P,ePyE) telles que

"=0n!

0

b= §3 2 1Pd2R " < o,

n=0
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équipé avec la norme || |4, ainsi définie. Pour
1 1
=4+ —==1
p p
. (- e
Iespace FI(E,) des séries f' = 3 }ﬁp" ou P;ePy("E,)
n=0 .
est défin1 de la méme fagon, et sa norme est représentée
aussi par || ||.¢. - Nous verrons maintenant la relation

entre ces espaces et les espaces Hgy(E;) et Hy,(E,) des
fonctions entiéres « de type 6-borné » c’est-a-dire, des fonctions

f=73 %Pn telles que lim, IIP,,II:/S =0 pour Hy(E;) et
n=0 . ’

la méme condition satisfaite par les |P,|.s4 dans le cas
de Hy,(E,). 11 est bien connu que ces fonctions sont entiéres
et bornées dans les bornés de E; (resp. E,) [1] [2], [6] [7].
Avec la notation d*f(z') (resp. d'f'(xz)) pour les dérivées
de Fréchet dans o' € E. (resp. zeE,), et d'f(a’) (resp.
d*f'(z)) pour les polyndmes homogénes associés, on a
d*f(0) = P, (resp. d*f’(0)=P,) pour [ (resp. f') comme
ci-dessus. On sait que Hy(E;) et Hy,(E,) sont des espaces
de Fréchet par rapport aux familles de normes

© 1 ~
fr—3 e" 5 1d"f(0)l.5
et f'— 2 o" ;1,1—' Id*f'(0)l,.g» e > 0, respectivement ([23,

n=0
§ 5, Prop. 2, p. 43] pour le type nucléaire; la démonstration
est la méme pour les autres types).

Prorosition 2.1.1. — F§(E]) et Fg:(Er) sont des espaces
de Banach, contintment plongés dans Hg(E;) et Hg,(E,)
respectivement.

Démonstration. — On n’en fera que pour le type 6 dans
El: si (f.). est une suite de Cauchy dans F§(E/), ou
o1
fk = ,,Eo n_! Pkn

avec P,, € Py("E;), alors chaque suite (P,,), est de Cauchy
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dans Py("E;), car on a

(*) W — filllng, < ¢

pour ¢ > 0 quelconque, donc [P,, — P,[.4 < n!'e, pour
ke et | suffisamment grands. Chaque (P,,), converge alors
vers un P, dans Py("E;). En définissant

> 1
f: =3 =P,

on montre, par démonstration identique & celle pour les

espaces 7, que Eoni! IP,I%g < o0, c’est-a-dire, fe Fg(E;).
De plus, en passant 4 la limite quand k — co dans (*)
ci-dessus on obtient |[||f — flll.e, < ¢ pour [ suffisam-
ment grand, c’est-a-dire, (f}), converge en norme vers f.
Enfin, le plongement continu de F§(E;) dans Hg,(E;) vient
des 1négalités

éo o" % 1d*f OV < HIflllno.p exp <pi pp,)

pour chaque p > 0, obtenues par application de I'inégalité
de Hglder. La démonstration pour F§(E,) est identique. |

Remarques. — Les espaces « pondérés » FS,P(E;) des fonc-

tions [ satisfaisant & Pnr‘zi_'- Id"f(0)|24 < oo, associés &
n=0 :
chaque p > 0, sont nécessaires dans I’étude des opérateurs
différentiels dans les espaces de Banach E,; parce que
F§E)(p > 1) n’est pas différentiellement stable [16, § 4,
pour le cas p = 2]. Mais sous les conditions |[i.] < 1,
donc | |.¢ < | ls¢4 leurs limites projectives par rapport
aux r (en donnant des fonctions dans E’) sont les mémes
que ceux qu’on obtient avec p = 1: en effet, pour r et s
suffisamment éloignés on a | [, < o" l.g < | [, pour
les normes dans les Py("E;) et P("E;). Ainsi on ne perd
rien en faisant p = 1 pour les fonctions dans E' (ou E
par dualité).

En dimension finie, I'étude des équations différentielles et
de la dualité de Fourier-Borel est faite plus souvent par la
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classification des espaces de fonctions entiéres f par des
conditions de croissance de la forme |f(z) < C exp (p|z|”),
ce qui équivaut a la classification par rapport aux conditions

de croissance du type ip";li—'lf(")(())lp pour p variable:
n=0 .

on passe d’une forme a I'autre & 1'aide des inégalités de Cau-
chy ([39, Ch. 9] pour p =2, et [26]. En dimension infinie
Pintervention des types d’holomorphie rend inutiles les classi-
fications des fonctions par des conditions de croissance ou
les dérivées n’interviennent pas, faute des inégalités de Cauchy
pour les types d’holomorphie autres que le type courant
(cf. [37] et [6] [7] pour un autre exemple de « reclassification »
des conditions de croissance en passant de dimension finie a
dimension infinie).

Soit Pyg(E;) I'espace vectoriel des polyndmes de type 6,
c’est-a-dire, de la forme Y P,, P, € Py("E;), et Py(E,) défim

n=0

de la méme facon. On a

Prorosition 2.1.2. — Le développement de chaque

feF§E) (resp. [ € FG(E,)
en série de polynémes est unique et converge en norme vers f
(resp. If'), donc Py(E;) (resp. Py(E,) est dense dans
F§(E;) (resp. F§(E,).

Démonstration. — L’unicité vient de [29, § 4, prop. 2,
p- 15]. De plus, on a
ooy Lyg
=3 o) = 3 Fidro

<car d* <f— M ;l—‘ci"f(0)> (0) =df(0) pour k > m + 1 et est
n=0 :

0 pour k< m), qui tend vers 0 quand m — o, par

définition de |||f|l.4,» On a le méme pour 6 dans E, |}

La transformation de Fourier-Borel B, dans Fg(E,’.)’ est

définie de la fagon usuelle [25, 23]: B,T(z): = T(e®), ou
e*(z'): = exp<a, '), pour chaque

Te Fg(EL)’ et zeE, 2 eE.L
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Prorosition 2.1.3. — La transformation de Fourier-Borel
B, est une isométrie de Fg(E,’.)’ sur Fg(Er)

Prorosition 2.1.3. — F§(E)) et Fg:(E,) sont en dualité
par rapport a une forme bilinéaire <{{, ), satisfaisant d

I<<E £ < 1w ol 1
pour chaque fe F4(E)) et f' e Fg:(Er), donnée par

Ch = 3 - drf0), &f (),

n=o0 .

C’est la seule forme bilinéaire telle que (e, ['>>,= f'(x) pour
chaque z € E.,.

Pour montrer qu’en effet B,T e Fg:(E,) pour chaque
T e F}(E;)’ on a besoin du lemme suivant.

Lemme 2.1.1. — Soit T e FyE)), T,: = la restriction de
T a Py"E;) et P,: =J.TePy("E,). Alors pour chaque
e >0 e neN il y a des polynémes P,.c Py("E,) satis-
faisant aux conditions suivantes :

(i) 1Py g < 1
(1) - TPy o) = TPyl ,

(i) IPAn I Tu(Po )l > IPiE g — el Pilng
Démonstration. — Par le théoréme de Hahn-Banach il y a

des P; e Py("E;)” avec [P;] =1 (norme bi-dual) et
Pi(T,) = IT.| = IPal. g

(la derniére égalité par définition de J,: cf. Sec. 1), donc par
le théoreme d’Alaoglu il y a des P, . e Py("E;) satisfaisant &
IP, dog <1 (donc (i) et | [Py — T.(P,J| < e Alors
IPallng — ¢ < |T,(P,c)|, dont on obtient (iii) aprés la mul-
tiplication par |P;|’ 5. Pour obtenir (i) on peut re-définir
les P,. en les multipliant par un ¢* convenablement
choisi, ce que ne change pas |P,.[.4 ou |T,(P,.) |
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Démonstration de la proposition 2.1.3. — On a B,T € F§(E,)
et ||B.T|.¢,» < ITl (norme dual de T) pour chaque
T e F§(E;)' : en effet, pour NeN fixe soit

= Z — HP Ing Puc

n—o

Comme (p’ — 1)p = p’, de (i) dans le lemme on a

IPsdles < 3 - IPHES

n_.O

De (i1) and (ii1) dans le lemme on obtient aussi

T(Px.) > 3 (1P g — 1P

n=o I
La substitution des inégalités pour [Py |, et
| T(Px, o)l (= T(Px,e))
obtenues ci-dessus dans |T(Px)| < |T| |||Px,c|l¢, donne
1

Al o’ r

5, o 1Pz — IPAZg) < 1T (5 o 1Pize)

n=0 I n=0 I

En passant 4 la limite quand ¢ — 0 et ensuite quand N — ©
on a

i
hd 1 1 ’ : 1 ! ! P
5 Py < 1 (S Leey )

n=0 n=0
1
. . > P 1 1
En divisant par <2 — |PilZy ) , comme 1 — —p— = — on
n—O
obtient [|B.T|}g., < ITI, car BT =3 %P,’, si

n=0

P, = J,T..

Pour chaque g € F§(E,) soit

Ti(f): = 3 7 <Ef0), dg O,
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ou feFyE;): alors f—Tyf) donne une T, e FjE)
telle que [Tyl < |||g'|ll¢.»: en effet, pour chaque f on a

n=0 n !

T () < z(%)l uai"fw)u,,e(if 1&g O)l..5,

done |Ty(f)l < [flllo.5lll8 llo.p> ¢ est-a-dire,
1Tl < [liglll 6.5

par application de I'inégalité de Hélder. Pour finir, on note
que BT, = g', et des inégalités entre |T,| et

(1B+Ty |l 0.0

ci-dessus on conclut que [|B.T||. 4 »=IT|, c’est-a-dire,
B, est une isométrie.

La forme <((,»>, est donnée par <f, f'>>.: = T(f),
ou f' =B,T.]

Remarque. — De la décomposition de Hg(E;) comme
limite projective des Fy ,(E;) par rapport aux poids ¢ > 0
(voir la remarque suivant la proposition 2.1.1) on montre
aussi que la transformation de Fourier-Borel est un isomor-
phisme linéaire de Hg,(E;)" sur Pespace Expy(E,) des fonc-
tions entiéres f' « de type 0'-exponentiel » dans E,, c’est-

1

a-dire, telles que lim sup, I]tz"f'(O)]I(;—' < o : pour T e Hy(E,),
donc |T(f)] < Klflrg1,e 0o [flr1,, est la norme

: n 1 All -
°" 1" 7(0)l6

n=0
de f dans un F%,F(E’), et pour P, la transformée J,T,
de la restriction de T a Py("E;) on a en effet
1 1
lim sup, |Ps| ~4 < lim sup, (p"K)" = ¢ < oo,

Cest-d-dire, BT = 3 ;1-, P! e Exp 4(E). Chaque

n=0 .

g' € Exp y(E,)
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est parfois la transformée d’une T, € Hy(E;) définie
comme dans la démonstration de la proposition 2.1.3, donc
B, est surjective. L’injectivité de B, ici vient de la densité
dans Hg,(E;) du sous-espace engendré par les e*, ze€E,
([23, § 5, prop. 3, p. 45] pour 6 =N: la démonstration est
la méme).

On peut aussi définir F§(E,), Hyp,(E,) et Expg (E,) pour
un type d’holomorphie approprié 6 dans E. (voir Sec. 1)
de la méme fagon que par les types 6 dans E, On a alors:

Prorosition 2.1.4. — F{(E,) et F§(E;) sont des espaces
de Banach, continitment plongés dans Hy,(E,) et Hy(E;)
respectivement.

Prorosition 2.1.5. — Les développements en série de poly-
ndémes sont uniques et convergent en norme dans Ff{(E,) et
F{(E;), donc Py(E,) est dense dans Fj(E,) et Py(E;) dans

Nous définissons la transformation de Fourier-Borel B,
par B;T(2'): = T(e*) pour chaque T e Fj(E,) et 2’ € E,
Comme dans le cas de B, on a:

Prorosrition 2.1.6. — La transformation de Fourier-Borel
B, est une isométrie de F§(E,) sur Fj(E;).

Prorosition 2.1.6. — L’expression dans la proposition
2.1.3" donne une forme bilinéaire (<, »>. sur F{(E;) X F§'(E,)
telle  que  |<f o0 < |fllloplllf lllr,0,  caractérisée  par
K, €Yy, = f(a') pour chaque « € E,.

Dans I’étude des fonctions sur E’ et E 1l sera nécessaire
de passer des espaces de fonctions dans E; (resp. E,) a
ceux dans E, (resp. E;,) pour r < s. On introduit alors
les applications ™ et ™ données par ™f: = fo ', pour
f définie dans E; et ™if': =f" o1, pour f donnée dans
E.. On obtient évidemment des applications linéaires conti-
nues ": F§(E;) — F§(E)) et ™i: Fg(Er)—>Fg(Es) telles
que [i¥] <1 et | < 1. On a le méme résultat pour
les types 6 dansles E,. et 0’ dansles E..
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2.2. Fonctions entiéres dans E’.

Soit Fj(E’) Pespace des fonctions f: E' — C telles que
v -fo 4, e F§(E!) pour chaque r, avec la topologie
la moins fine (necessalrement localement convexe) qui rend
continues les applications : f—=1i"f de FiE') dans
F§(E)). (F§E"), i), est limite projective du systéme projec-
tif (Fg(EL), 1"),<s: on le montre de la méme fagon que dans
le cas de (Py("E'), 7)., et (Py("E;), 1), (Sec. 1.2). Soit
P(E’) Despace des polyndémes de la forme Y P, ou

P, e P{"E), "”°

et Py(E') celui de tels polynomes, mais avec P, e Py*E’).
On a:

Proposition 2.2.1. — i'P(E’) (donc i"Py(E'), donc i'Fg(E"))
est dense dans Fi(E)).

Démonstration. — Soit N un voisinage de 'f e F§(E).
Par densité de PyE! dans FgE]) (proposition 2.1.2),

m

ilyaun P = Y "P, ot "P, e Py("E;) dans N. Par densité

de ;P{"E') d;nos Py("E;) pour chaque n < m (proposi-
tion 1.2.1), il y a des suites (P,); ou P, e s;P,("E’) telles
que P, —'"P, dans Py("E;), donc dans FjE/) aussi (par
continuité des injections Pé("E;) — F§(E)), quand j— oo,

pour chaque n < m. Alors 2 P,;— P dans Fy(E;) quand
] = oo, donc 2 P,eN pour j suffisamment grand.

Comme Z P, et Pf(E ) nous sommes finis. |

n=0
CoroLraIrReE 1. — Les transposés ‘W™ sont injectifs et
F§(E") = ULFg(E,)".

Cororraire 2. — PLE') (donc Py(E’)) est dense dans
F§(E").
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Leurs démonstrations sont comme les démonstrations des
corollaires 1 et 2 de la proposition 1.2.1, avec remplacement

de Py("E;) par Fg(E;) et de P ("E’) par P,(E').

Remarques. — S1 E est réflexif et 1, injectif (c’est-a-dire,
s’1l y a des normes continues sur E) alors " sera injectif
et f—||i'fl].s, sera une norme continue sur F§E’).
Le complété de Fi(E’) pour cette norme sera Fj(E;), donc

F§(E') sera un espace « dénombrablement normé » ou sens
de Gelfand [GV] dans le cas des indices dénombrables, si
tous les i, sont injectifs. Dans le cas général on n’a que
des semi-normes fl—-)”[tfl”,.ep, mais la topologle limite
projective sera néanmoins caractérisée par ces semi-normes.

Toutes les fe Fj(E’) sont des fonctions dont les restric-
tions & chaque 4%.E, < E’ sont des fonctions entiéres de
type borné (bornées sur les parties bornées des % E;). Si
la topologie de E est donnée par une famille dénombrable
d’indices alors les parties bornées de son dual fort E’ sont

les images des bornées dans les E;, donc les fe Fg(E’) sont
bornées sur les bornés de E’. Ces f ne sont pas nécessaire-
ment continues sur E’: méme si E est distingué, auquel
cas son dual fort est la limite inductive localement convexe
des %,E;, on ne peut pas obtenir la continuité sur E’' a
partir de la continuité sur chaque %.E], sauf pour les poly-
némes f= P e Py(E’) (ol on peut obtenir la continuité des
parties homogeénes de P). Néanmoins, quand E est de
Fréchet-Schwartz alors E’ est un espace de Silva, donc
toutes les fe Fg(E') seront continues. Le sous-espace des
fonctions continues (donc entiéres) est en tout cas dense dans
F§(E'), pour contenir PyE').

On peut aussi définir Pespace Hg(E’) des fonctions
f: E—C telles que i'f: = fo1, e Hy(E;) pour chaque r,
avec la topologie la moins fine qui rend continues les appli-
cations i": fr—1"f. Alors (Hy(E'), "), sera limite pro-
jective du systeme (Hg,(E;), i"),., (ou les Hgy(E;) ont des
topologies de Fréchet et les i sont comme pour les F§(E))).

FP(E') est donc contintiment plongé dans Hg,(E’). On peut
aussi définir Pespace Exp(E’) des fonctions f: E' —C
telles que 'f: = ife Expy(E;) pour chaque r. Si les
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F§(E;) et Fi(E’) sont définis comme les F§(E!) et F§(E)
avec p=1, on a

Prorosition 2.2.2. — St pour chaque r il y a un s > r
tel que |i. ] < 1 alors (Hy(E'), i"), est limite projective du
systéme d’espace normés (Fé(E;), )<y Cest-a-dire,

F§(E') = Hy(E").

Démonstration. — (Cf. les remarques suivant la proposi-
tion 2.1.1) ¢a vient des inégalités | [l.5 < "l l.g <1 lsg

pour r, s et o > 0 tels que |z, < i|
P

2.3. Fonctions entiéres dans E.

Soit maintenant F§(E) l’espace des fonctions f': E — C
admettant une représentation de la forme f' =""f': ="f" o1,
ou "f'eF§(E,), pour un r au moins, avec la topologie
localement convexe la plus fine qui rend continues les appli-
cations "i: "f'——"Uf" des F{(E, dans Fj(E). Alors
(F§'(E), ), est limite inductive localement convexe du sys-
teme inductif (F§(E,), ™1)..,: la démonstration est la méme
que dans le cas de (Py("E), ), et (Py("E,), ™)., (Sec. 1.3).
Soit Py(E) Despace vectoriel des polyndémes de type 6

dans E, c’est-a-dire, de la forme Y P, ou P, e Py("E),
P;(E) Tespace des polynémes de typ~e fini, c’est-a-dire, de
la forme Y P, ou P,eP,("E). On a:

Proposition 2.3.1. — Py(E) (donc Py(E)) est dense dans
F{(E).

Démonstration. — On raisonne a partir de la densité des
P,(E,) dans les F§(E, (ce qui est vrai par densité des
P;("E,) dans les Pg("E,), contintiment plongés dans F§(E,)),
de la méme fagcon que pour la démonstration de la densité
de P;("E) dans Py("E) (proposition 1.3.1). |

9
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Remarques. — On n’a pas nécessairement la densité de
P,(E) dans Fg(E), mais comme la série de Taylor d’un
' € F§(E) dela forme f' =ri'f’ ou "f' € F§(E,) est I'image
par "t de la série de Taylor de "f’, donc converge vers [,
on a toujours la densité de Pg(E) dans F§ E).

Toutes les f' dans F}(E) (ou dans Ff(E)) sont des fonc-
tions entiéres bornées sur les bornés de E, car si S < E
est borné alors ¢S est borné dans E, pour chaque r, et
f'=ri'f' pour une "f' dans F¥(E,) (ou dans F§(E)),
ou "f’ est entiére et bornée sur les i,S. On peut aussi définir
Ho(E) comme I’espace des fonctions f': E — C admettant
une représentation de la forme [ ="f" ou "f' e Hy(E,),
avec la topologie localement convexe la plus fine qui rend
continues les applications "i. Alors (Hg,(E), i), est la limite
inductive localement convexe du systéme (Hg,(E,), ™i),.,. On
définit Expy (E) comme I’espace des fonctions f': E —C
ayant une représentation f' = """ ou "f' € Expg (E,).

Prorosition 2.3.2. — St pour chaque r il y a un s >r
tel que |1, < 1 alors (Hg(E), 1), est limite inductive locale-
ment conveve du systéme d’espaces normés (FYE,), ™i
c’est-a-dire F}E) = Hy,(E).

(Cf. la proposition 2.2.2.)

)rgs)

2.4. Dualité entre Fg(E') et FS(E)

Prorosition 2.4.1. — Il y a un tsomorphisme linéaire B
et un seul, de F§(E') sur FE(E), tel que 4 o By' = B0
pour chaque r, donné par BT(x) = T(e*) pour chaque

T e FY(E').

B est borné sur les parties fortement bornées de F§(E') si E
est métrisable, et 'isomorphisme est topologique pour la topologie
dual forte st 0 est un type réflexif, B=' étant toujours continu.

Prorosirion 2.4.1'. — FHE') et FE(E) sont en dualité
par rapport & une forme bilinéaire {{,>) et une seule, telle que

', e = f'(x) pour chaque f € F§(E) et xeE, donnée
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par

S 1> = 3 1 f(0), dF0).
Si f'=rif ou f eFyE,) e "f=if ou feF§E)
alors on a  f, "> = O

Remarque. — Dans 'énoncé ci-dessus, d"f(0) est I'élément
unique de Pg("E’) donné par le systéme « projectif » (d""f(0)),
des dérivées d’ordre n a l'origine des "f: = i"f, qui est bien

défini car Py"E’) est limite projective des Py("E,) par
rapport aux i, Si [ est continue sur E’, donc entiére,
d"f(0) sera la dérivée polynomiale d’ordre n de f a ’origine
(cf. la remarque suivant la proposition 2.2.1).

Démonstration des propositions 2.4.1 et 2.4.1'. — Elle est
identique a la démonstration des propositions 1.4.1 et 1.4.1',
avec remplacement des espaces de polyndmes homogénes par
les espaces de fonctions correspondants et de J, par la trans-
formation de Fourier-Borel B, (proposition 2.1.3 et 2.1.3'):
Pinjectivité vient de 'injectivité des %", B;* et " (corollaire 1
de la proposition 2.2.1 et la remarque suivante); la surjectivité
vient de la surjectivité des B;' ainsi que de la décomposition
FY(E) = u,F}(E;) (corollaire 1 de la proposition 2.2.1); la
forme <<, >)> est donnée par ((f, f'>>: = T(f'), ou BT =f'.]

Remarques. — Siles Py("E;) sont réflexifs pour chaque n
(donc en particulier E est réflexif) alors Fg(E,) en sera
aussi, car on peut identifier le dual de F§(E,) avec Fy(E))
a4 travers de la transformation de Fourier-Borel B,. Cela
se vérifie en particulier si E, = L°(X, u,) pour un espace
de mesure (X, u,) et siles P,ePy"E;) sont de la forme
Pa)= [, [P’ ® - @' du® oit P, e LAX", u)
et 2 € LF(X, u,) (cf. les remarques suivant la démonstra-
tion des propositions 1.4.1 et 1.4.1"). On a réflexivité aussi
pour le type Hilbert-Schmidt et p = 2 [13] [14] [15] [16].
Dans le cas 6 général on ne sait pas si F§(E') est distingué,
c’est-a-dire, si son dual fort est bornologique, donc s1 B est
continue. Mais on verra plus bas que F§(E') est réflexif,
donc distingué, quand E est de Fréchet-Schwartz (Sec. 2.6),
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donc dans ce cas B sera un isomorphisme topologique.
De la continuité de B-'! on tire néanmoins :

CoroLLAIRE DE LA Prorosition 2.4.1. — Su la topologie de
E est donnée par un systéme dénombrable d’indices alors les
bornés de F§(E) sont des images par les "i des bornés dans

les Fg(E,.), donc F§(E) est séparé et son dual fort est un
espace de Fréchet.

Démonstration. — On montre, de la méme fagon que dans la
démonstration du corollaire de la proposition 1.4.1, que les
bornés de FS(E) ont la forme "(B,S;), ou B, estla trans-
formation de Fourier-Borel dans F§(E!) et les S, sont des
parties bornées dans les F4(E))’, pour des indices r appro-
priés. De cette « régularité » des bornés de Fg:(E) et de
I'injectivité des " (remarque suivant la proposition 2.3.1) on
conclut, de la méme fagon que pour Py("E), que Fg:(E) est
séparé et que son dual fort est la limite projective (par rapport
aux (), des Fg:(Er)’, donc est un espace de Fréchet. |

Remarque. — Si les E, sont hilbertiens on conclut que
FR(E) est séparé et son dual fort est de Fréchet (car

FY'(E) = F¥(E) = B(F4(E'))

dans ce cas. On verra ci-dessous (proposition 2.6.1 (a)) qu'on
a le méme quand les E, sont des espaces de Banach avec la
propriété d’approximation et les i, sont compacts.

Dans le cas p =1 la transformation de Fourier-Borel B,
est un isomorphisme linéaire de Hg,(E;)' sur Expg (E,)
[6, 7], [22, 23], [30]. On a donc un isomorphisme linéaire
B de Hg(E') sur Expy (E) ([8, 27, 28] pour le cas

6 = N et la proposition 2.2.2 pour le cas général.)

2.5. Dualité entre F}'(E) et F}.(E").

Prorosition 2.5.1. — Il y a un isomorphisme linéaire B,
et un seul, de F{(E) sur F{(E'), tel que Bro (1) =" o B
pour chaque r, donné par B'T(z') = T(e*) pour chaque
T e F§(E).



DUALITE DES ESPACES DE FONCTIONS ENTIERES 185

L’vsomorphisme est topologique pour la topologie forte de
F{(E) st E est métrisable et 0 est un type dual, B’ étant
toujours continu.

On peut dire ausst:

Prorosition 2.5.1'. — F{(E') et F{(E) sont en dualité
par rapport a une forme bilinéaire {({,>> et une seule, telle que
K, ey = f(a') pour chaque fe Fi(E') et o' € E', donnée
par la formule dans la proposition 2.4.1'. St [ ="Uf" ou
'fe FE(E,) et "f=vf ou feFi(E') alors

K = L1

Démonstration. — Elle est identique a celle des pro-
positions 1.5.1 et 1.5.1", avec remplacement des espaces de
polyndmes par les espaces de fonctions correspondants, des
J. parles B, (propositions 2.1.6 et 2.1.6') et de J' par B'.

La forme < »)> est donnée par <f, f>> =T(f') ou
f=DBT]}

Remarques. — En général on ne sait pas quand le dual fort
de Fj(E) est de Fréchet, donc quand B’~! est continu,
outre que pour les types duals (cf. remarques suivant la pro-
position 1.5.1). Pour p’ = o et un type dual 6 =6’ on
peut définir dans chaque Expg (E,) la topologie obtenue de
Pespace DF Hy(E;) par l'isomorphisme B, et ensuite
équiper Exp ¢o(E) avec la topologie limite inductive locale-
ment convexe. Son dual sera donc un espace de Fréchet et
la transformation de Fourier-Borel B’ sera un isomorphisme
topologique de Exp ¢(E) sur Hy,(E') (e. g. de Expy(E)
sur H,(E') quand les E, sont hilbertiens).

2.6. Fonctions entiéres dans des espaces
de Fréchet-Schwartz et de Silva.

Nous employons les conventions de la section 1.6.

Prorosition 2.6.1. — Si la topologie de E est donnée par
une famille dénombrable d’indices alors Fi(E') et Fi(E')

sont des espaces de Fréchet, T (E) et g:(E) des espaces
ultrabornologiques. Sous ces conditions on a ausst.
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(a) Si pour chaque r ilyaun s > r tel que 1, est compact
et |i ] <1 alors FEE') et F2(E') sont des espaces de
Fréchet-Schwartz, F4(E) et Fi(E) des espaces de Silva.
De plus Fe(E)=Fr(E) et FL(E)=F{(E) topologique-
mendt.

(b) St pour chaque r ilyaun s > r tel que 1, est nucléaire
et ||i,s||N < —i— alors F§(E'), F&(E'), FE(E) et F§(E) sont
des espaces nucléaires. De plus, Fy(E') = Fe(E') et

FY(E) = Fr(E)

topologiquement.

Remarques. — Le cas p=1 et 6 =N a été déja étudié
dans [9], et le cas p =2 avec 6 = H dans [14]. Les hypo-
théses sur les ¢, dans (a) sont satisfaites s1 E est un espace
de Fréchet-Schwartz, et dans (b) st E est nucléaire, les E,
étant les espaces de Banach déterminés par une famille de
semi-normes de E convenablement choisie. On peut méme
supposer que E et E’ sont des espaces nucléaires (sans la
condition de dénombrabilité du systéme projectif) et dans ce
cas les espaces de fonctions entiéres sur E’ et E seront
encore des espaces nucléaires, mais pas de Fréchet ou DF
(cf. [8] pour le cas p =1). Mais c’est le cas de Fréchet et
DF dont on a besoin dans I’étude des équations de convolu-
tion [8] [19]. S1 E et E’ ne sont pas des espaces de
Schwartz ou nucléaires alors les espaces de fonctions entiéres
sur E’ et E n’en seront pas: en effet, les applications
z—><(x,> et 2+—>(,x> de E dans F§E') ou
Fi(E’), et de E' dans F{(E) ou Fo.(E) sont des « mor-

phismes stricts », car |||z, Y|4, = ["z] et
' (ll-.6,» = 12"l

On a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.6.1. — (a) St 1, est compact et |i,] < 1 alors
_1
U et ™i sont ausst compacts avec |17 < {1 — [i,]?} *

1
et ™| < {1 — i l*”} #. De plus, *°feFi(E;) pour
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chaque *f € FP(E;) et ™i'f' € FE(E,) pour chaque "f' € FP(E,).
(b) Sv i, est nucléaire avec |i.|nx < % alors 1™ et ™i
le sont aussi, avec |17y < 2C (1 — e|i.lln)"" et
Ity < 2C,(1 — efin]x)"

ou C., > 1 ne dépend que de |i,|x. De plus, v**fe Fi(E;)
avec [ flllox, < Culllflll;p  pour chaque ‘feFr(E,) et
"Uf' € FE(E) avee  |IPUf'llx s < Culllf'lllny pour  chaque
' € FP(E,).

Dans la démonstration, on aura besoin des opérateurs
iy : F§(E) — F§(E]), donnés par

TS T TS o 1 Jher
iw'fr =" 3 55 d7f(0),
k=0 k !
et des *m,: F§(E;) — Py(*E;), donnés par *m,f: = ici—' df(0).

Nous définissons ™i,y: Fi(E,) > F§'(E,) ainsi que
mi: FY(E,) > Fy( )

de la méme fagon que i) et *m, respectivement. On note
aussi que les restrictions de ™ aux Py(*E;) sont les opérateurs
i, et celles de ™t aux Py(*E,) sont les opérateurs i,
dans le lemme 1.6.1.

Démonstration. — On montre d’abord: (1) Si i, est de
rang fint alors 15, et i, le sont aussi: en effet, de (1) dans
la preuve du lemme 1.6.1 on déduit que les @ et ™, sont
aussi de rang fini. Alors i = Z/T,; ® "P,; (somme finie)
ou °T,; e Py(*E;)’ et "P,; e Py(“E;), donc on obtient

iff.) = kgo zj(kaj ° s"k) ® rij'

n
De méme on a ",y = Y IZ,(Ti e "n;) ® ‘Pi; quand
k=0

" = ZT; @ Py

(somme finie) ou 'T); € Py(*E,)" et °Py; e Py(*E,).
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(i1) Les applications i+ i{ et i, +— "5, de L(E; E,)
dans L(Pjg(E;); F§(E)) et L(F4(E,); Fi(E,) respectivement

sont continues : en effet, si |7, < 1 alors

lcofllive,» < 2 p il 21 fO)E, < 7116,

pour chaque °fe Fg(E!), donc
sup {sup {iefllh 6,0 7100 < 13: lind < 1) < 1 < .

On montre la continuité de i, +—— "y, de la méme facon.

(i) Si ¢, est compact alors i et ™i, le sont aussi:
en effet, par densité de L; dans L c’est une conséquence
de (1) et (i1) ci-dessus.

(iv) 81 il <1 alors if)— i quand n-— oo dans
L(Fg(E;)§ Fg(E;)) et ”i(z)-—>”i quand n — o dans
L(F§(E,); F{(E,):

en effet, pour chaque sfe Fi(E;) on a
16 — il < 3 o Lial I fO)Eg

k=n-+1 -
S “Iafmfvé,l’ E " irs"pka

k=n—+1
o

done 1" — il < X [[4]"*—>0 quand n — o si [i " < 1.
k=n-+1
On obtient [y, — ™i] -0 de la méme facon.

De plus, on a

Al 6. < 71156, Z e P

= [II'71II%.6. ,,{1 — [P}
pour chaque °f, donc [i”] < {1 — Hinlll’}_?, et on obtient
_1
It < {4 — | )} ¥ de la méme facon.

Soit donc i, compact et |i. ] < 1: de (u1) ci-dessus on
conclut que les i et i, sont aussi compacts, donc de
(iv) on conclut que * et ™i le sont aussi, comme limites
de suites d’opérateurs compacts. De plus, par le lemme 1.6.1 (a)

on sait que d'*f(0) = i'd"*f(0) € Ps("E!) pour chaque n,
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donc i”*f € F¢(E;), pour chaque °fe F?(E;). On a de méme
que d"i'f'(0) € P("E,) pour chaque n, donc ™i'f’ e F4(E,),
pour chaque "f' € FF(E,). Nous avons alors fini la démons-
tration de la partie (a) du lemme. Pour (b) on montre d’abord :

(v) Siles i et ™y, sont nucléaires alors les i et iy,

n
le sont aussi, avec [imly < X [tF]~ et

n
Iiylly < X 1™
k=0

en effet, si i est nucléaire alors il y a des représentations
i = 27T, ® P, ou °T, e Py(*Ey) et "P,; e Py(*E;), telles
que > i Tk1|| l ij"r,é < ©, [iFxy étant Pinfimum des

sommes de ces séries. On a
1
?
< 1Tl (77)" Wl

I(STU ° s7":1«)sfl I STkj“
donc la norme de °T,;o°m, dans F§(E]) est

1
1
1Ty emd < (1) 1Tl

1
et on a aussi ||"P,ll.¢, < k!?|Pyl,4 donc

& df(0)

S,

n

kg zj"sTkj o ‘7, “Irij”Ir,é < 2 "sTkj" ”rij”r,e

pour toutes ces représentations, donc ;) est nucléaire et
[efmly < é [t%]s. A partir des représentations

-~ ", = 3T, ® Pl
ou 'T) e Py("E,) et *Pi e Py(*E,) avec

Zjanlltj" ﬂSPl,cj"r,e < ©

on montre de la méme facon que ™y, est nucléaire avec
I™iln < é [™i,]x. Pour faire n— o0 on note:

k=0

(vi) S1 1, est nucléaire avec |i. |y < % alors 11 y a un
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C, =1 tel que
k
R Vil < G5 (L el

pour chaque keN: en effet, de la formule de Stirling on
déduit

& |

tim, (K 5 1inl) = ellinhs < - (1 + elinl)

k
done k"%nimu{{, < %% (1 + e||i,snx)§ pour des k suffi

samment grands. On a aussi:
(vit) S1 1, est nucléaire et [ix < % alors (ifn), et

(™). sont des suites de Cauchy, donc convergentes, dans

La(Fg(Ei); F3(ED) et Ly(F4(E,); Fi(E,) respectivement:

en effet, pour chaque représentation X;T,; ® "P,; de chaque

i satisfaisant & Z|°T| ["Pyl.§ < o0 et pour m > n,

on a iy — g = % Z(Ty o °m) @ "Py;  satisfaisant a
m

k=n+1

> Zjll‘Tkj o ‘1| I”rij“Ir.é,p < k_Z lzjnsTij “rij"r,é donc

k=n-+1

m
Ity — iy < X [kl
k=n+1

Du lemme 1.6.1 (b) on obtient [iffx < k"%l]i"ﬂ’{{ ] our

chaque k, donc avec l'imégalité dans (vi) ci-dessus on
conclut que

) s ®© 1 . k 2

2 ”"k ”N < Crs 2 ? (1 + e"lrs"N) =G < o0,
k=0 k=0

"1 — efuls

m

donc Y |iflx—0 quand m — o et n— . On montre
k=n+1 m

de la méme fagon que ["ipy — "iply < X ["ulx et que
© . 2 k=n+1

1"ty < Cpe ——5+ < .
2 " T— elinls



DUALITE DES ESPACES DE FONCTIONS ENTIERES 191
Soit alors i, nucléaire avec [i.[x < —: de (iv) ci-dessus
e
on sait que 5, — i dans L(Fi(E;); F§(E)), car
. . 1
ul'rs" < ”lrs"N < —6— < 1-

Comme la suite (ify), converge dans Ly(F'(E!); Fi(E))
et le plongement Ly = L est continu on conclut que la
limite de (i), par rapport a la norme nucléaire est i™,
c’est-a-dire, 1™ est nucléaire. De plus, en passant 4 la limite

n
dans les inégalités [y < 3 [t¥ly € ——— de (v)
k=0 1 - ell "rs"N
et (vil) ci-dessus on obtient ||y < ———- On a de
1 - e" I'rs"N
2C

méme que ™i est nucléaire et que ["ify < 1—"
De plus, du lemme 1.6.1 (b) on déduit — ellin]x

drirsf(0) = 12d™f(0) e P4("E;)
1

n!
a Paide de 'inégalité dans (vi) ci-dessus on obtient

avec ||ci"i"‘f(0)l|,,ﬁ <nt ﬂ(i"‘f(())"s pour chaque n, donc

lfilese < 5 o (% u i,suz)" [ F(0)]2
<o 3 L5+ didd Tido

< GRIPFINE, »

pour chaque ‘fe Fr(E;), car (1 +eftsly) <1 si

lenllx <

“J" o~

On obtient de méme que "f' € F{(E,) avec
e e, < CHIT Il »

pour chaque "f’ € FF(E,). La partie (b) dulemme a donc été
obtenue aussi. |
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Démonstration de la proposition 2.6.1. — (a) Si les i,, sont
compacts alors Fg(E') et Fj(E') sont des espaces de Fréchet-
Schwartz par compacité des i, et FI'(E) ainsi que F§(E)
sont des espaces de Silva par compacité des ™i (lemme 2.6.1
(a)). On a évidemment FE(E) = F/(E’), et linclusion
contraire est vraie aussi par le lemme 2.6.1 (a). (L’égalité
des topologies vient de leur définition méme.) De plus, soit
id: F4(E') - Fr(E') Dapplication identité, qui est donc
un i1somorphisme topologique, et ; I'injection canonique de
FX(E) dans son bidual, qui est aussi un isomorphisme par
réflexivité de FX(E) (cf. ci-dessus). On a donc F%(E) = F{'(E)
topologiquement par I'isomorphisme Bo'ido‘B'-1o; (cf.
la preuve de la proposition 1.6.1 (a)).

(b) Siles i, sont nucléaires alors F§(E’) et Fi(E') sont
des espaces de Fréchet nucléaires par nucléairité des ™.
Fg(E) est un espace DF nucléaire comme dual (par B)
d’un espace de Fréchet nucléaire. Fj(E) est aussi nucléaire
par réflexivité (les ™ sont nécessairement compactes), car
son bidual est isomorphe (par ‘B’) & un espace nucléaire.
De plus, Fi(E') = Fr(E’) contintiment car || |, < | |,
et l'inclusion continue contraire vient des inégalités entre

lle<flll- %, et |I’flll,, dans le lemme 2.6.1 (b), donc
Fi(E') — Fr(E)

topologiquement (cf. la démonstration de la proposition
1.6.1 (b)). On a aussi FR(E) = FP(E) continiment car
I I-<1 ll.x, et Plinclusion continue contraire vient des
inégalités pour les |||“v'f'|||;~,,» dans le lemme, donec

FY(E) = F(E)
topologiquement (cf. la proposition 1.6.1 (b)). ]

Pour les mémes raisons que dans le cas du corollaire de la
proposition 1.6.1 on a:

CororraIRE. — Sous les hypothéses de la proposition 2.6.1 (b)
on a F§E) =Fr(E) et F4(E)=F/(E) topologiquement.
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