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APPROXIMATION ET TRANSFERT
D’OPERATEURS DE CONVOLUTION

par Noél LOHOUE

A la mémoire de Tamnou

Introduction.

Soit G un groupe abélien localement compact, de dual T.
On considére une mesure de Haar dz sur G et pour tout
1 < p< o Ulespace de Banach des classes de fonctions
f: G— C, de puissances p-iémes sommables. '

On appelle convoluteur de L?(G), tout endomorphisme
continu de L?(G) qui commute avec les translations; I’ensem-
ble des convoluteurs de L?(G), que I’on note PM,(G), est
une algébre de Banach pour la norme d’endomorphisme de
Lr(G).

Un convoluteur de L?(G) est une distribution sur G, il
a par conséquent un support. On note UPM,(G) la fermeture
normique dans PM,(G), de ’espace des convoluteurs & support
compact. Anongons les résultats que nous voulons prouver.

0. Enoncés des résultats.

Une généralisation du théoréme suivant permet d’obtenir
un résultat de transfert des opérateurs de convolution.

Tutorkme 0. — Soit A, une suite de réseaux dans R
dont le pas tend vers zéro. Soit A = UA,. Alors pour tout

Ce travail nous a été proposé par C. S. Herz durant un séjour & McGill University
a4 Montréal pendant I'été 1972. Nous remercions C. S. Herz pour les suggestions
qu’il nous a faites sur la rédaction ainsi que I’équipe de recherche d’analyse de
McGill University pour son accueil toujours chaleureux.
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134 NOEL LOHOUE

convoluteur S de LP(R) a support compact il existe une suite
S. de mesures discrétes portées par A telle que:

1) lgg ISullem,@ = Slem,@»

2) Pour toute fonction f de LP(R), la suite S,*f converge
vers S« [ dans LP(R).

Nous en énoncerons la généralisation a la page 146 de ce
texte. Pour le moment considérons deux groupes abéliens
localement compacts G; et G,, un homomorphisme continu :
h: G — G,.

Si p est une mesure bornée sur G;, I'image hop de p
par h est bien définie; c’est une mesure bornée sur G,.

On se propose de prouver que l'application p —hop
se prolonge & UPM,(G;). Plus précisément, on démontrera
dans les prochaines pages le théoréme suivant.

TutorimMeE 1. — Sovent G, et G, deux groupes abéliens
localement compacts soit h: Gy — G, un homomorphisme
continu, injectif de Gy dans G,. L’application p —~sn—h o p
définte a priort pour les mesures bornées sur G, se prolonge

en une isométrie de UPM,(G;) dans UPM,(G;).

La preuve de ce théoréme sera basée sur une généralisation
du théoréme O & certains groupes abéliens localement
compacts.

Ce résultat est, suivant une termnologie que nous avons
introduite dans [6], un théoréme de transfert; il améliore
profondément le résultat de cet article.

C’est, dans ce contexte, la généralisation la plus précise
d’un théoréme prouvé par K. de Leeuw dans [5].

La démonstration que nous proposons ici s’inspire de celle
que nous avons faite dans [6] pour un résultat analogue;
malheureusement elle ne s’adapte pas aux groupes non
commutatifs.

Dans le langage des multiplicateurs le théoréme 1 s’énonce
comme suit.

TutorimE 2. — Sotent I'y; et Ty deux groupes abéliens
localement compacts; soit h:T; —T, un homomorphisme
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continu, d’image dense et soit m: I'y — G une fonction conti-
nue a valeurs complexes; on pose alors m; = m o h.

Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

a) m est un multiplicateur de FLr(G,),

b) my; est un multiplicateur de FLP(G,).

Dans ces conditions la norme de m comme multiplicateur
est égale a celle de m.

Les deux résultats précédents sont liés a certaines algébres
de groupe que nous définissons ci-dessous.

Notations et définitions.

1) Soient p un nombre réel 1 < p < © et p' lexpo-
sant conjugué de p. On note L?G)® L*(G) le produit
tensoriel de L?(G) par L#(G). On considére 'application P
de L#(G)® LF(G) dans C(G), lespace de Banach des

fonctions continues et bornées de G dans G, définie par
P(u ® ¢)(x) = u = ¢(x).

On note A,(G) limage de L*(G)® L”(G) munie de la
norme quotient de LP(G) ® L”(G) par le noyau de P.

2) 1l est bien connu que A,(G) est une algébre de Banach.
Soit ¢: G — C une fonction continue sur G; on dit que ¢
est un multiplicateur de A, (G) si, pour toute fonction f
de A,(G), ¢f est encore dans A, (G). L’espace vectoriel
des multiplicateurs de A,(G) muni de la norme d’endomor-
phisme de A, (G) est une algébre de Banach qu'on note
B,(G).

3) Soit E un sous-ensemble fermé de G; nous notons
I(E) l'idéal fermé de A, (G) des fonctions qui s’annulent
sur E.

On note A (E) Talgébre de Banach A, (G)/I,(E), pour
la norme quotient; elle s’identifie & I’algébre des restrictions a
E des fonctions de A, (G).

Un corollaire immeédiat du théoréme 1 est le suivant:

Cororrarre 1. — Sowent G; et G, deux groupes abéliens
localement compacts; soit h: Gy — G, un homomorphisme
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continu, injectif; soit E; un sous-ensemble compact de G,
et soit E, = h(E,). Alors A,(E,) est tsométriquement iso-
morphe a A, (E,).

Une fois qu'on a prouvé le théoréme 1, la preuve de ce
corollaire est analogue a celle faite pour p = 2 dans [4];
c’est pourquoil nous ne la répétons pas ici.

Le second corollaire décrira une propriété de densité de
certains sous-espaces de B,(G).

CoroLLAIRE 2. — Sotent Gy et G, deux groupes abéliens
localement compacts: soit h: G, — G, un homomorphisme
continu, d’image dense de G, dans G,.

L’image de la boule unité de A, (G,;) par lapplication
f—>foh est dense dans la boule unmté de B,(G;) pour la
topologie de la convergence uniforme sur tout compact de G;.
Plus précisément, étant donnée une fonction f de B,(G),
il existe un filtre {fg}zep de fonctions de A (G,) tel que:

1) VB ”fBHAP(G,) < ”fHB,,(G,)

i) Le filtre fg o h converge uniformément sur tout compact
de G; vers f.

Ce travail est organisé de la facon suivante.

Dans la premiére partie, nous établissons le théoréme 0
et prouvons le théoréme 1 dans un cas particulier qui contient
les idées essentielles.

Dans la seconde partie, nous réduisons la preuve du théo-
réme 1 & celle d’un cas particulier dont la preuve n’est qu’une
copie du cas particulier déja établi dans la premiére.

Au dernier paragraphe, nous donnons la démonstration
d’un lemme que nous avons utilisé dans le texte sans preuve.

I.1. Démonstration du théoréme 0.

Puisque S est dans UPM,(R), il suffit de prouver le
théoreme pour tous les convoluteurs a support compact;
dans ce cas, on voit par une régularisation standard qu’il
suffit encore de le prouver pour tout sous-espace dense de
L'(R); nous pouvons donc nous contenter du sous-espace de
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LYR) constitué des fonctions [ dont la transformée de
Fourier est a support compact.
Nous ferons alors la:

Construction. — Notons N, T'inverse du pas de A,; il
s’en suit que A, = N;'Z; soit A+ = N,Z, alors il existe n,
tel que pour tout n > n,, le support de f soit contenu
dans lintervalle [— N,, N,]. Fixons n > ny; il existe
une fonction sommable 6: R — C, dont la norme ne dépasse

12 a
pas <1 —I—%) telle que le support de 6 soit compact

et 8 vaut 1 sur Pintervalle [— N,, N,].
Choisissons une autre fonction sommable 6’: R — C dont

1/2 .
la somme ne dépasse pas (1 + 1 , telle que 6 soit &
n

support compact et vaille 1 sur le support de 6.
Alors il existe un réseau A, dont I'inverse du pas N,

est tel que le support de 8 soit contenu dans l'intervalle
— N, N, .
On pose 6,=06,0,=60",fx =— 3 f(}) 3.
2N,

€ Any
L’estimation de la norme de fx, résultera de la

ProrositioNn 0. — On a lencadrement suivant des normes :

e Uk < Wl < (14 5) " o

1+ —
La preuve de cette proposition découlera du

Lemme 0. — Soit T Uopérateur défini sur Uespace des
suites finies de A,, prenant ces valeurs dans Uespace des
fonctions sur R par:

vz € R To(x) = Y 0,(z — No(r).

AEAn,
Alors pour tout 1 < p < o, T se prolonge contintiment en
un opérateur de IP(A,) dans L?(R) dont la norme ne dépasse
pas (2N, 1/P< —37 p'  est Uexposant conjugué de p.
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En effet, nous avons prouvé dans (6) que pour tout z € R,
la somme Y, |0,(x — A)] ne dépasse pas le produit

AEA
10x,1118%,11 2N,

C’est d’ailleurs une inégalité classique, voir par exemple (4).
Par le choix des 0y, cette quantité ne dépasse pas

<1 + i) IN,.
n
Il s’en suit que:

1 .
ITol. < (14 ) 2N.jel
D’autre part

|3 e —mel)] < (1+) el

Le théoréme d’interpolation de Riesz donne Iinégalité
énoncée dans le lemme.

Terminons alors la preuve de la proposition 0.

Considérons deux suites finies ¢; et ¢, sur A,; comme
f~, est une mesure portée par A,, la fonction fy * ¢ est
bien définie et il est aisé de voir que 'on a

1
fx, * @01 % ¢5(0) = N f* Ty % Toy(0).

Par conséquent, le lemme  donne I’estimation

w900 920 < Ul (14 ) Lol al,

, : 1
Il s’en suit que |fx,| PML(A,) S <1 + —n—> [lfHPnp(R).

Puisque A, est un sous-groupe de R, le théoréme (6. 11.2)
dit que

If: N,.” PM,R) — If N,.H PM (AL

d’ou la premiére inégalité de la proposition.
Pour obtenir la seconde, il suffit de remarquer que

f:fN,.* Bn

et d’utiliser I'estimation sur Oy .
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Fin de la preuve du théoréme 0. — Il est clair que la suite des
{fs,} converge fortement vers f.

L’encadrement des normes donné par la proposition 0,
termine la preuve du théoréme, quitte & passer eventue]lement
a une sous-suite de {fy }.

I1.2. Preuve du théoréme 1
dans un cas particulier : A : R — T2,

Il suffit, griace au lemme (1II), de prouver le théoréme
pour les fonctions f de L'(R) dont la transformée de Fourier
est a support compact. La preuve du théoréme est basée
sur le

LemMe 1. — Il existe une suite A, de réseaux dont le pas
tend vers 0, une suite h,: T?> — R[A, tel que le diagramme
sutvant soit commutatif :

A _', R _L, T2

Nabs”

La preuve de ce lemme est élémentaire, nous la laissons
au lecteur.

Nous prouverons le résultat ci-dessous dont les 1dées essen-
tielles sont celles de la proposition 0.

Proposition 1. — Soit {fs,} la suite des mesures discrétes
que le théoréme 0 associe au réseau ci-dessus. Pour tout n,

1\2
[ A o fN,."PM,,(TE) < <1 + —;> Ik o fl PM ,(T%)-

Pour prouver cette proposition nous aurons besoin d’un
lemme dont I’énoncé nécessite quelques notations.

On note h:Z? >R I’homomorphisme dual de h et I’on
veut factoriser A en deux homomorphismes, I'un injectif
d’image dense h,, et I’autre injectif h,. On pose I' = h(Z2)
qu’on munit de la topologie discréte et on note G son groupe
dual.
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Il est clair quil existe un homomorphisme #&;: R — G,
injectif d’image dense et un isomorphisme hy,: G — T2 tel
que h = hy o hy, 1l suffit de regarder par dualité et de remar-
quer que I'injectivité de A entraine qu’il est d’image dense.

On note H, le sous-groupe fermé de G, engendré par
Pimage hy(A,). Si l'on regarde tout cela en termes de dia-
gramme, on trouve:

Y%

A, ——H

n n

Nous prouverons alors le

Lemme 2. — On utilise les réseaux A, qui ont donné la
construction des fx, dans la proposition 0. La fonction 9,
étant celle de la proposition 0, pour tout polynéme trigonomé-
trique P sur G et tout yeG

12
[ 10+ 0) < Ply — w) du < <1 + %) IP]o

Preuve du lemme 2. — 1l suffit de le prouver pour tout
y = h(z), z € R, puisque h; est d’image dense. Pour tout
z € R, 1l existe une suite S; de fonctions sommables sur la
droite, de normes L!(R) dominées par |P|yg et telles
que h; oS; converge faiblement vers P(h(z) — u) du. Cette
affirmation ne découle pas d’une régularisation standard.
Pour le voir, il suffit d’appliquer le théoréme de Hahn-Banach
a la boule unité de h; o L}(R) wvue dans PM,;(G): soit
AL =N,Z et soit T, =R/A}L. La transformée de Fourier
de P(h(z) — u) du n’est autre que la fonction

Q) = 5 Bz — NPz — neker>
rEAR,
vue dans T'/Af .

D’autre part, on a prouvé dans [6], que la fonction,

Sit) = X ﬁu(t — )\)Sj(t — A)eit=Dz,

AEAR,

comme élément de A,(T,) est de norme inférieure ou égale a
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10.111S,l1; par conséquent inférieure ou égale a

1 1/2
(1+5) 1PIe

d’aprés le choix de 6, et S,
Mais la suite S qui est dans B,(Hy) converge ponctuelle-
ment vers (,: cela est aisé puisque la suite Sj converge

ponctuellement vers P et qu’a cause du choix des 8, pour
z et t fixés, les sommes qui interviennent sont en nombre
fini.

Q étant une limite ponctuelle de fonctions de By(H,)

3
1/2 A
bornées en normes par <1 -+ %—) [P],, elle est dans By(H,)

1/2
et sa norme ne dépasse pas (1 +—) |P|;, d’apres le théo-
n

réeme de Bochner. Ce qui termine la preuve du lemme.

Preuve de la proposition. — On refait presque la méme
démonstration que dans la proposition 0 avec une légere
modification.

La transformée de Fourier de £k, o fy, n’est autre que la
restriction fi de fx & I'; elle peut &tre lue sur I'/AL.
I existe une suite {r;} de polyndmes trigonométriques

1/2
Il < (1 + —1—> tel que 7, converge ponctuellement vers 6,.
n
1) Reprenons les notations du lemme (2) et considérons

Popérateur T, défini sur les fonctions continues sur Hy,
comme suit :

VO,  TO(y) = [, (b o 0)*rly — we(u) du,

Le lemme (2) prouve que

Tl < (14 5) Inlvol@l < (14 ) 101

Il est trivial que [T, @[, < [8,[:]r[.]®]; < < >H¢Il1-

Par interpolation, on trouve que |T,®|, < (1 > |,
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2) 11 est aisé de vérifier que
(hy o fx,) * (% @1) % (1% 95)(0) = (hy o f) » T, @1 » Tip,(0),

pour Vo,, ¢, continues sur H,.
Par conséquent l'inégalité précédente dit que

[(hy o fx,) % (% @) * (r, * @,)(0)] .
<[t 1odded, tho flen

D’autre part, il est aisé de prouver (1l suffit de le vérifier
quand ¢, et ¢, sont des caractéres) que
lim hy o fx, x 1% @y %1% @y(0) = (hy o fy,) * @y * ©,(0).

[>+o0

Il s’en suit que
Ity fudosen,y < (14 ) T flonge

La proposition est ainsi démontrée.

A, désignant le réseau dont la construction a été donnée
ala page 139 on veut indiquer le lemme suivant qui est une
succession d’applications du théoréme [6.11.2].

LemuMe 3. — 1) ko f"PM,,(T!) = | By o f"PMp(G)’

(1) [k o fy,l PMy(T) — Ihy o fxl PMy(H,) = Iy o fN“PM,,(G),

iii) Ay o f ] PM,(H,) — I fN I PMy(An) — I fN” PM,(R).

Les assertions 1) et 11) sont élémentaires comme nous I’avons
déja dit; seule 111) mérite une explication, mais elle n’est autre
que la version prouvée dans [6] du théoréme 1, pour les homo-
morphismes partant d’un groupe discret.

Fin de la preuve du théoréme 1. — Soit f une fonction
sommable sur la droite dont la transformée de Fourier est
a support compact. Le lemme 1 nous prouve l'existence
d’une suite de réseaux et le théoreme 0 dit qu’il existe une

suite fy, de mesures portées par A, en fait portée par A,
voir page 139 telle que

I£1 PMR) = 1i>m I f N,JI PM(R)
D’aprés le lemme 3, 1l suffit de prouver que

Il < 1oy o flovye
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Mais cette inégalité découle simplement du lemme 3 et de la
proposition 1 puisque

11l w0y = li:n I vl empa,y = li)m lhy o frdemye < IR o fllemye
n>w n>x

Cec1 termine la preuve du théoréeme 1.

II. Preuve du théoréme 1.

ProrositioN. — Pour prouver le théoréme il suffit de le
prouver sous les hypothéses suivantes: Gy =R' X T" X F, F
étant un groupe fint, G, est un groupe compact.

Preuye de la proposition. — Nous utiliserons abondamment
les théorémes de structures. Partons de deux groupes abéliens
localement compacts quelconques G; et G,, d’un homo-
morphisme injectif h; : G; — G,.

D’apres le lemme (III) 1l suffit de prouver que pour tout
convoluteur S & support compact, la norme de hy; o S dans

PM,(G;) vaut celle de S dans PM,(G,).

1. Soit V wun voisinage compact du support de S qui
contient 1’élément neutre de G;; V engendre un sous-
groupe ouvert G; de Gy, dela forme G; =R4 X Zk X H
ou H est un groupe compact;la restrictionde h & G; donne
lieu & un homomorphisme injectif h, de G, dansle compactifié
de Bohr G, de G,.

On sait, voir [6], puisque S a son support dans Gz, que
la norme de S dans PM,(G;) vaut cellede S dans PM,(G,).

Par ailleurs d’aprés [6] on sait aussi que

[y o Slem,cy = lha © Slem,e,-

Conclusion. — Pour prouver le théoréme, 1l suffit donc de
le prouver dans le cas o Gy =R! X Z" X H et G, est un
groupe compact.

2. La seconde simplification consistera a remarquer que
sous les hypothéses ci-dessus on peut se borner a prouver le
théoréeme pour un triplet (h, R X H, T*) ou H est un
groupe compact, et h un homomorphisme injectif de R* X H
dans T<.
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a) En effet, soit o le groupe dual de G,, il est discret;
a tout élément x de G, associons ’élément [, de T¢
défini par: f,(z) = x(x), pour tout y dans a.

Il est clair que I'on définit ainsi un homomorphisme de
G, dans T% qui identifie le premier groupe & un sous-groupe
compact du second; nous notons w cet homomorphisme
et remarquons seulement qu’on a le diagramme commutatif
suivant :

R' X Z" x H-P2, G,
hy W
T=

b) Nous voulons prolonger h; =woh, a R’X R™ X H.
Soit y un caractére sur T*; Dapplication

(:U, 0) 0) —>Xx° ha(.’L‘, O’ O)

définit un caractére de Z" tel que y o hy(w, 0, 0) = 2™
On définit alors le prolongement A, de h; & R'X R™ X H
en termes de dualité par la formule: pour tout triplet

(X,Y,Z)eR" X R™ X H,
(X, Y, Z), 1y = ™85l (0, Y, Z), 1>

Malheureusement, I’homomorphisme A, ainsi défim1 peut
ne pas étre injectif; nous corrigeons ce défaut en introduisant
un autre homomorphisme h;: R' X R™ X H — T* X T”
défini comme suit

hs(X, Y, Z) = [h(X, Y, Z), II(X)]
ou II est la projection canonique de R™ sur T™
R!' X 2" x H-. G,
iy hy W
R!' X R™ x H T*
b iy

T* X T™.
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Les homomorphismes i; et i, ont un sens évident dans
ce diagramme.

¢) Supposons le théoréme prouvé pour R! X R™ X H,
T* X T™ et h. Soit S un convoluteur a support compact
sur R' X Z™ X H; d’aprés [6] on sait que

” i1 o S”PMP(R‘XR"'XH) - "S"PMP(R’XR"‘XH)
et

g 0w o hy o S”PMP(T"‘XT"‘) = |hg o S"PM,,(GQ-
Il s’en suit qu’on aura

IS] PM,(R'XR™XH) — lhy o S PM(G)-

3. Fin de la preuve de la proposition. — Supposons le théo-
réeme prouvé pour les groupes de la forme décrite par I’énoncé
de la propos1t10n D’apres les parties 1 et 2 de la proposition,
pour avoir une preuve compléte du théoréme, 1l suffit de ’éta-
blir pour les triplets {h, R* X H, T*}, H étant un groupe
compact.

Par ailleurs, le lemme (III) nous dit qu’il suffit de le prou-
ver pour les fonctions sommables sur R” X H dont la trans-
formée de Fourier est & support compact.

Soit f wune telle fonction; considérons un ensemble V

compact, symétrique, v01s1nage du support de f et qui
contient I’élément neutre 0 du groupe dual R x H; V
engendre un sous-groupe ouvert 'y de R* X H, de la forme
[; =R"x Z" X F ou F est un groupe fini, voir [8].

On remarque que I'y N h(Z%) est dense dans Tg; soit
I'e = h~'(T's) et Gg le groupe dual de I's; alors h se pro-

longe en un homomorphisme A*:R" X Z™ X F — Gg tel
que le diagramme ci-dessous soit commutatif :

R" x T" X F -2, G,

J L

R" x H T

Comme P'annulateur H, de I'; dans R" X H est compact,
lannulateur de I'y dans T* est h(H,) = H,.
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f, resp. hof, est une fonction H,, resp H;, périodique,
par conséquent :

”f”PMP(R"XH) = [y 0 f”PM,,(R"XT'nXF)
et L2 o flew,as = 72 o ko flewyey-

Comme le diagramme est commutatif, les deux égalités ci-
dessus terminent la preuve de la proposition.

Généralisation du théoréme 0. — Soit {A,} une suite de
réseaux dans un groupe abélien G =R" X T™ X F. On
suppose que le pas de A, tend vers 0 et on note A = UA,.

Soit S wun convoluteur de LP(G), a support compact.
Alors 1l existe une suite S, de mesures a support fini, portées
par A telles que

a) li:n ISl PM,(G) — IS PM,(G)
b) pour toute [ dans L(G), im |S, % f — S=f],=0.
n>o
La preuve de ce théoréme est la méme que celle du théo-
réme 0.
Grace a cet énoncé la preuve du théoréme 2, établie pour

(R, T2?) au paragraphe précédent, se généralise sans difficulté
pour les groupes de la forme R" X T™ X F.

Démonstration du corollaire 2. — On sait que si h est injec-
tive, d’image dense et I'application f—>foh de A, G,)
dans B,(G;) est une isométrie, voir [6].

Soit C(G) l’espace de Banach, pour la norme de la conver-
gence uniforme sur G;, des fonctions f: G; —» G continues
et bornées. Rappelons qu’un systéme fondamental des voisi-
nages de O dans C(G) pour la topologie B de R. C. Buck
est donnée par: Vy .= {¢ € C(Gy), [le¢[., < e} ou ¢ est
une fonction continue nulle a I'infin1 et ¢ > 0 un nombre
réel arbitraire cf. [1].

Rappelons aussi que B coincide sur toute partie bornée
(pour la norme de la convergence uniforme sur G;) avec la
topologie de la convergence uniforme sur tout compact et
que P'espace vectoriel dual de C(Gy)g est 'espace de Banach
M(G) des mesures de Radon bornées sur

Soit ¢ une fonction de B,(G;); on peut supposer sans
restreindre la généralité que [o¢[s,cy) < 1. Soit Q, I'image
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par l'application f—foh de la boule unité de A, G,).
Supposons que ¢ ne soit pas dans la fermeture de Q, pour
la topologie de la convergence uniforme sur tout compact.
D’aprés le paragraphe précédent ¢ n’est pas dans la B-fer-
meture de (Q,; le théoréme « des bipolaires » dit que dans
ces conditions on peut trouver une forme linéaire du B-dual
de C(G;), par conséquent une mesure de Radon p sur Gy,
telle que:

Vi€ AfGa), Iflayey < 1, |[f fohla)du(a)| < 1
et ‘ . o(x) dp(x)‘ > 1.
Alors ||7l(H)HPMp(Ge) <1 et ”H"PMP(G,) > 1

ce qui est en contradiction avec le théoréme 1.
Pour terminer faisons une remarque sur les algébres de
restrictions A (E).

Remarque. — L’analogue du théoréeme de G. Krein pour
A,(R) existe en termes d’algebre A (R) et s’énonce comme
suit.

Soit I un intervalle borné de la droite numérique R;
soit ¢ une fonction continue sur I telle qu’il existe une
constante C;, vérifiant la condition :

Pour toute mesure & support fini u, portée par I on a:

[ (@) du(@)] < Colulew,  alors g e ALI).

Donnons I'idée de la preuve.

Quitte a faire une translation suivie d’une homothétie
on peut toujours supposer que I = [0, 2n[ et que ¢ s’annule
en dehors d’un intervalle strictement contenu dans I. Alors
on peut trouver une fonction 6 de A,(R) qui vaut un sur le
support de ¢ et nulle en dehors de I. Soit p une mesure
a support fini sur le cercle unité T, elle s’identifie & une
mesure u', Z périodique sur la droite; p'0 est une mesure
a support dans [0,2x[ dont la norme dans PM,(R) ne
dépasse pas une constante absolue multiphée par celle de
w dans PM,(T).

Alors [6] CH II permet de voir que ¢ est une fonction
de A,(T). Lisomorphisme local de A,[T] et A,(R) donne
le résultat.
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On peut généraliser ce résultat pour obtenir I’analogue
du théoreme de Rosenthal [7]. Il n’y a d’ailleurs pas de modi-
fications sérieuses a faire a4 la démonstration de Rosenthal.

III. Lemmae.

Soient I'; et T, deux groupes abéliens localement
compacts; soit h: I} - TI'; un homomorphisme continu,
d’image dense.

On suppose que pour toute fonction f de A,(T';) a support
compact, on a I’égalité

[l = 1f o Al

Alors pour toute fonction continue m sur T'y, si m est dans
M,(T,) la fonction m; =moh est dans M,(I;) et il y a
égalité de norme.

Démonstration du lemme. — Soit m: I'y — C une fonction
continue sur I', & valeurs complexes et soit m; = m o h.
Il faut montrer que s1 m; est dans M, (T';) alors

1) m est dans M,(T,),

1) [ my| My = Im| My
Mais on sait [cf. 6, théoréme 1.2] que si m est dans M,(T,),

my e My(T'y) et [myfm,q, < "m"va(r,) Il suffit donc de
prouver que m est dans M,(T';) et que

Imlm,ry < Imalwyry-

a) Pour toute fonction ¢ e LYT,), m;y=[m=x¢]oh est
dans M,(T;) et sa norme ne dépasse pas |my|m,ryl ¢llixr,.
Soit g: I'y = G une fonction continue a support compact,
on va montrer que
| [, mitrva)g(rs) dva| < Imalgrol @luaol &l ayeo

En effet:

f;‘ ml Y1) (Yl dY1
_fr‘. { [ m(h() — v2)e(1s) dvad (1) dva

. gf[‘. (h(Yl) — v2)8(1) de% ?(v2) dya
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si vy =h(y;) ou y;eTy,

@) | ml(k(r2) — h(xD)g(vs) dva

< [Imyyl M,,(I‘,)” gl A G) = [y | M,,(I‘,)”é” A,,(G,))

ol myy est la translatée de m; par
Y1 (Y1) = my(y1 — Y1)

Comme h(T;) est dense dans I'; et que m est une fonc-
tion continue, pour tout point vy, de T,

| Jr, mlb(v) — valg(va) dvs| < Imalwyl &l ae

Reportons cette inégalité dans (1) il vient:

’ j;‘. my(v1)g(¥1) dY1‘ < | ml[lM,,(I‘,)||§”A,,(G.)”<P|| AT

La majoration désirée, pour la norme de m,;, résulte de

la dualité A,(G,), PM,(G,).

b) Soit {f,} une approximation de 'unité de A,(T,), f,
a support compact et soit {fg} une approximation de I'unité
de LYTI;), fz & support compact.

Pour tout couple (a«,B) [mf,]*fz est une fonction de
A,(T;) & support compact et d’aprés ’hypothése du lemme
et la partie a):

I{mfa] * felmurs = [ {[mfa] * fa} o Almyry
< [[mfa] o hlwaolfellvay
< ”m o h“ MP(I‘,)"fa. ° h]] Bg(Fi)
< [m o hlm,ry-

Le filtre {[mf,] * fg}aca,pes est borné dans My(T,); on
voit facilement qu’il admet une valeur d’adhérence qui est m,
car la continuité de m montre que limlim (mf,) xfz=m

o

uniformément sur tout compact de I';. m est donc dans
MP(FZ) et Imw,@wy < [m o hluyry; ce qui termine la
démonstration du lemme.
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