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2 E.P. SMYRNELIS
PARTIE VII(*)
BALAYAGE DE MESURES

LEMME 7.1. — Soient P = (p,,p,), Q=(q,,q,) €% et un
ensemble fermé E C Q2. Alors :

1) (P + QF =PE + QF.
2) ®+QF =P + Q.

[Pour les notations, voir parties III et IV].

Démonstration. —

1) D’abord, (P + Q)® <PE + QE. Pour montrer 'inégalité dans
autre sens, on prend (u,,u,) €, J€*(52) et tel que u; = p; + q; sur
E,j=1,2,et1’on démontre que u > PE + QE dans CE.

Par définition (4 1.),sur E, U; = PE + QE et, dans 'ouvert CE,
on sait (5.7.) que (PE, P%), (Q QE) sont blharmomques Ensuite,
en appliquant 5.11., au couple 5€-hyperharmomque dans CE.

(u _PE ’ 2_P2E_Qf)’
on conclut.

2) C’est une conséquence de 2') de la partie II1.

Un raisonnement analogue au cas harmonique ([6¢], p. 124, 122)
nous permet d’établir les lemmes suivants 7.2. et 7.4 ; le corollaire 7.3.
ci-dessous se démontre facilement en utilisant 7.1. et 7.2.

LEMME 7.2. — Soient P = »,,P,)ER et wun ensemble ouvert
de Q. Alors

P® = sup PK

KCw
pour tous les compacts K C w.

COROLLAIRE 7.3. — Soient P = (p,,p,), Q=1(q,,9,) E%_ et
w un ouvert C 2. Alors

(*) On se place dans un espace biharmonique fort.
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B+ Q¥ =P + Q¥
LEMME 7.4. — Soient P = (p,,p,) € % et E un ensemble quel-
conque de 2. Alors
PE = inf P«.

wDE
ouvert

COROLLAIRE 7.5. — Si P = (p,,p,), Q= (q,,9,) € %, et Eun
ensemble quelconque de 2, alors

1) (P + QF = P* + Q°.
2) P+ QF = P& + QF.
Démonstration. —

1) C’est une conséquence facile des 7.3 et 7.4.

2) 1 résulte de la premiére partie et de 2') de la partie IIL

PROPOSITION 7.6. — Soit & = (p,,¥,) un couple de fonctions
finies continues = 0 a supports dans un compact K C . Alors
(d)? , d)?) [ou simplement (P, , ®,)] est un Je-potentiel fini continu
dans S et biharmonique dans CK.

Nous allons d’abord démontrer le :

LEMME 7.7. — Soit ® = (p,,,) un couple de fonctions numé-
riques =2 0 semi-continues inférieurement dans S2.

Alors, on a
) (®,,®,) = (@,,9,)

2) Supposons, de plus, que (¢, , ¢,) a un majorant ge-surharmo-
nique. Si ¢, , ¢, sont finies continues en x € Q, alors la J¢ -balayée
lest aussi.

Démonstration. — Vu les résultats de la partie IV, axiome III
(b) et 5.5., 5.4., on applique un raisonnement analogue a celui de
([2c], lemme 2.5.6.) adapté a notre cadre.
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Démonstration de la proposition 7.6. — Comme K est compact, il
existe (p,,p,) € R, tel que p,.(x )>0, Vx€K,j=1,2. Alors,
pour A > 0 convenable, on aura

Ap, 29, A0, =29, dou (P ,9,)<Ap,A\p,),

et, grice a 7.7., (<I>l s <I>2) est un Je-potentiel fini continu dans £. Mais
P, = <I>}< ; par conséquent, (®, ,®P ,) est biharmonique dans CK
(5.7)).

THEOREME 7.8. — Tout (u, yu,) €, e*(S2) est la limite d’une
suite croissante (p{, p, ) de 3€-potentiels finis continus dans S2.

Démonstration. — Il existe une suite croissante («p’l' » ¢,) de fonc-
tions finies continues = 0 a supports dans un compact K, C  avec
u, = lim «p;' g = 12).

Y n—» oo

Mais chaque couple (df;, <I>';) = (p';,p;‘) est un J€ -potentiel fini
continu dans 2 (et biharmonique dans CKn) (voir 7.6.) et la suite

(p}, p';) est croissante.

Comme w;‘<p;‘<ui ,VnE€N, j=1,2,alors lim pl" =u,

n-—» oo
et lim pj =u,.
n— oo
LEMME 7.9. — Soit une suite croissante (o7, ¢3) = ®" de

couples de fonctions s.ci., =2 0, dans S avec enveloppe supérieure
(p,, 9,) = . Alors

(f’iJl s @2) = (sup fb'l' , sup &)’2‘)
n n
Démonstration. — D’aprés 7.7. (1),
@r, @) = @, 91 €, 5*Q), (2,8, = @,,d,) € FWQ).
Par conséquent, (s'?p or, Srlllp PT)E, H* (), et sgp <I>;.' = @ (G=1,2),
d’olr S'l;lp cI’j" = ‘I>J.. D’autre part, <I>l. 2 sBp <I>j” car, pour tout n € N,
@ 0) = (", o).
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ProposITION 7.10. — Si V" = (v}, ") est une suite croissante de
couples 3e-hyperharmoniques = (0,0) dans 2 avec enveloppe supé-
rieure (v, ,v,) = Vetsi U € U, alors

A~ PR ~ oy
Vi = sup(Vh)) L VY = sup (V)

Démonstration. — On considére les fonctions,

n vlf' dans U v; dans U ( 1.2)
o= et p. = j=12).
! 0 dans CU 7 0 dans CU

Comme U est ouvert, toutes ces fonctions sont s.c.i. = 0 dans §2 et
@, 93) 7 (p,,9,).
Mais @7 = (V") , @, =V’ ; dou, d’apres 7.9., le résultat.

THEOREME 7.11. — Soit un couple (u,,pn,) =M de mesures
=20 d support compact. Alors, pour tout ensemble E C S, il existe
un couple de mesures =0, (M5, MZ) = MF tel que

S oy avE + [ o, aME =[ PF du, + [ BE du,
pour tout 3-potentiel P= (p,,p,) € ‘JZC.

Démonstration. — Soient P = (p,,p,), Q= (q,,q,) apparte-
nant 4 ¢ et dont la différence (d,,d,) €8 *.

A chaque tel couple (dl ,d,) on associe le nombre
ME(d,,d,) = [ (BF — Q%)du, + [@BE - QF)dy,.

Grice a I’additivité des balayées pE R QE (7.5.), ME est une forme
linéaire positive sur @ =< ¢ %,.quiaun prolongement unique sur
& (L) (5.20.) ; d’ou un unique couple (M5, M7') = M® de mesures de
Radon = 0 tel que

® [, —a,) aMf +[ (0, — q,) aM% =

[ @5 - &y, + [@E - GF) du,.
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Considérons une base & d’ensembles J€ -réguliers. L’ensemble

€, = {(pl,p2)0m1 ..... Cwn;nEN,wl,,,,,wnea’,}
est g€ -saturé et inf §, = 0 (5.6., 5.16).

SiQEG,, P — QeE®N gF ; comme §, est filtrant décrois-
sant et inf @, = 0, en passant & l'infimum dans les intégrales de
(*) quand Q parcourt §,, on aura la relation désirée.

On dit alors que le couple (M}f,Mf) est le balayé du couple
(M, 5 1) On le note aussi par (u,, p, )E.

COROLLAIRE 7.12. — Soient deux couples de mesures =0 d
support compact M = (u,, p,), N = (v, ,v,). Alors :

(1 ™M+ NE =M + NE .

) (M)t = oME (@€ R)).
3) MS<N=MENE (ordre produit) .
Démonstration. —

1) On applique a (“1’“2) et (vl,vz) la relation (%) ; comme
a chaque couple [ici , +v,,u+ v, )] on associe un unique couple
balayé, on a le résultat.

2) Evident.
3) La relation (%) appliquée a (v, —pu,, v, —u,) pour
P-Qemn , & (5.20)

+
et le fait que (p; —¢q,,0), 0, p,— g, ) ER N +€"ok nous permettent
de conclure.

THEOREME 7.13. — Soient un couple de mesures = 0, a support
compact,(0,,0,) =0 et EC Q. On pose (6,,0) =M, (0,0,) =N.
Alors,ona :

— — E E
@ =M% , €% =ME +NE,

ou MY est égale d la balayée de 0, dans l'espace harmonique (2, 3€,)
et NE est égale a la balayée de 0, dans l'espace (82, 3,).
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Démonstration. — D’abord, (8, ,0,)=(6,,0) + (0,60,) et,
d’aprés 7.12. (1),

ef =My +N} , @7 =M; +N; ;
d’autre part, pour tout P = (p, , p,) €% _ona (voir 7.11) :
[o2de, = [p aMt+[p,amt,

donc pour S = (p, ,0) €<Z_, (voir 5.13),

88 a0, =[p, amt.
Mais, 5.12(1), p,€2™ et §F="TRE.

De méme, pour tout P = (p, , p,) €%, on a, (voir 7.11),

SoEd0,=[p,dNe+ [p, dNE

donc, pour S = (p,,0), en remarquant que Pf =X2sz et que
{®, — q, , O} est dense dans {(f,0) € & (Q)}, on a S =0 et
S by dNE=0;d0uNE =0.

Par conséquent, fPf do, =fp2 dN;.

Exemple 7.14. — Soit w un ouvert JC-régulier,
xX€Ew,0,,0,)=C(,.,¢c) et E=Cw.
Comme, (4.2), pour tout P = (p,, p,) € %,
i’f“’ = H]‘."’P dans w, alors
(€, ,0)% = (¥ ,»%) et (0,¢,)°= (0,2
PROPOSITION 7.15. — Soit M = (i, v) un couple de mesures = 0 a

support compact et un ensemble E C Q. Alors les mesures Ml , ME
sont portées par [(Tu U Tr) N E] U oE.

[Rappelons que T désigne le support et que
B= (e, = M7, M)
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Démonstration (inspirée de ([2¢], 3.4.3.). — Soient
E,=TunE,E,=Tu\E,F,=TvnE,F,=Tv\E
et M = Xg Mo ¥ =xp v (7=1,2).
On note par = (u, ,v,) ,N = (u, , ;).
On aura alors H=u, tu, , v=v t,
d’ou (,v) = (Ut py, vy +0) = (1 ,0) + 1y, 9,)
et, d’aprés 7.12 (1),
MP = (i, )" = (1,0 + (4, )" =0F + N° =
= @y, 0;) + (N}, N7) .

Considérons d’ab%rd le cogple (4, ,»,) porté par 103 Comme l% est
ouvert, alors sur E, on a : Pf =p; G =1, 2)et, grace a (x) (7.11),

[, —aa6F+ [0, — ay)a€% = [ (o, - q))du, +

+f (P, —qy)av,.
Par conséquent [en prenant

®,-4,,0) , 0,p, —q,)] , 07 =p, , 6 =v,,
et (&, , vl)E est porté par (Tu U Ty) N ﬁ
Prenons maintfnant le couple N = (u, , v,). Nous allons montrer
d’abord que N}': (CE) =0 ( =1, 2). En effet, soit (f; , f,) E*ék(ﬂ)
avec Tfj C CE. Alors pour tout tel couple, on aura

JrRdNE+ [faNE=0;

pour le voir, il suffit de prendre, grice au théoréme d’approximation
(5.20), f} = p; — q;. Mais sur E, p; = q;, et P,E = QJE dans § ; d’ou,

[, de+ff,dN§=f(1’>‘§ _Q‘f)dy2+f(1‘>§ ~-Qav, =0.

On démontrera ensuite que Nf (l%) =0 (G =1, 2). Il suffit de montrer
que, pour tAous lqs P,Qex, tpls que T (pj — q;) sont compacts dans
E, on aura P'f = Q];: sur Tu, et Pf = QE sur Ty, , d’ou
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f(pl - ‘ll)lel5 + f(pz - qz)dN;I =f(Pf - Q?)dﬂz +

+ [ (B - QEyaw, = 0.
Soient les ensembles :
Fp = {(u, ,uy) €,8*(Q) : u; = p; sur E.,j=1,2},
g;Qz{(vl)vz)e‘l'ge*(Q):vj:qj SurE ’j=1:2})
Les ensembles A, , A, sont ouverts et relativement compacts et
— ] o — o —
A =T(p; -q;)CE, Tu, CCECCA, , Ty, CCE C CA,.
Posons A = A; U A,.Onadonc: Ty, , Tv, CCA.

Sur CA, on aura : PlE = Q]E (j = 1, 2). Pour le montrer, on considére
un couple (u, ,u,) € Fp. Soit,

u;(x), x€ECA _ \y(x),x€ CE

w; () = g (x),x €A q(x) , x€E

On a alors (w, ,owz) € @Q, car (w, ,w,) estc un couple J-hyper-
harmonique dans E et CA, donc aussi dans = E U CA.

Par conséquent, PiE (x) = Q}E x) ,VxecA ,j=1,2.

En interchangeant P et Q, on démontre I'inégalité dans ’autre
sens ; d’ou I’égalité de P} et Q sur CA.



10 E.P. SMYRNELIS

PARTIE VIII
QUELQUES REMARQUES SUR LES MESURES »¢

On a vu dans 1.25 (2) que si w est un ouvert J€-régulier, alors,
pour tout x d’un ensemble dense & , C w, TvY # ¢. Peut-on avoir
plus ?

Remarque 8.1. — Le contre-exemple suivant (que Monsieur C.
Constantinescu a eu l’obligeance de m’indiquer) montre qu’il y a
des espaces biharmoniques dans lesquels on n’a pas toujours
T #¢ , VxEw:

Soit & = R"” (n = 2) ; [pour simplifier on prend n = 2]. Dans
tout U € U, on considére les couples de fonctions finies continues
(h, , h,) lesquels vérifient de plus :

Ah, =—h, dans U\R (R= {(x,») €2 :p = 0], 2
A'h, =0 sur R (A’ étant le laplacien dans R), } (1)
Ah, =0 dans U. s

On voit que tous nos axiomes (I, II, III, IV) sont vérifiés, mais
pour chaque boule ouverte w—ensemble J€-régulier—Tv% = ¢ sur
w N R. En effet : Dans w\ R, il n’y a pas de difficulté. Soit main-
tenant U € U tel que U N R # ¢. Grice a la continuité de 4, , nos
couples sont compatibles. Considérons une boule ouverte w cou-
pant R et (f}, f,) € &, (dw). On va montrer que w est un ensemble
Je-régulier.

On résout d’abord, le probléme de Dirichlet,

Ah, = 0danswet lim h,(x) =f,(»),Vy € 0w.

x>y , x€Ew
Ensuite, on cherche une fonction £, telle que
Ah, =—H}‘:’2 dans w\R, 2)
et A'h, =0 dans R 3)
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avec lim hiyx)=fi) ,Vvy € dw.

X2y, XEw

Pour cela, (3) nous donne &, = H}"lnR dans R ; puis, avec la valeur

fi sur 0w

frontiére finie continue F, =
! Hj‘:’lnR sur R

on résout (2) dans w \ R. La positivité est aussi vérifiée.
Par conséquent, les axiomes I, 11, sont vérifiés.

Pour la séparation, on prend des fonctions linéaires (affines) et
la fonction 1.

En ce qui concerne I’axiome IV (de convergence), la partie b) est
immédiate. Pour la partie a), on prend une suite 1} € 8€, (U) ,h} * h,,
avec h, finie sur un ensemble dense de U. S’il y a au moins un point
sur R ou &, est finie, elle est finie dans U. Sinon, surR , s, = + o et,
la fonction A, étant finie dans U\R, on aura, si w est une boule
ouverte C w C U coupant R et x, un pointde w \ R,

hy (x) = fhl du R = + oo

Contradiction ! Enfin, en considérant ’intégrale de Poisson (dans
w N {demi-plans}), on voit que la fonction #, est continue. Dans
cet espace biharmonique, Tvy =¢ ,Vx € w N R. On le voit facile-
ment, en résolvant le systéme (1) avec (f, , f,) =(0,1) €8, (dw). —

Dans tout ce qui suit, w sera toujours un ouvert F-régulier.

PROPOSITION 8.2. — Dans l'espace w, I’ensemble
A= {x€w: T = ¢}

est Y€ -absorbant(*) d’intérieur vide.

(*) Rappelons qu’un ensemble A est dit absorbant dans un espace harmo-
nique  s’il est fermé et si, pour tout x € A et tout voisinage régulier V de
x, Tuy C A.

Tout ensemble absorbant A est caractérisé bar I’existence d’une fonction
hyperharmonique u = 0 dans  telle que A = u~! (0), (voir [2¢], p. 30-31).
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Démonstration. — Au couple (0,f) €&, (dw) avec f> 0, on
associe le couple

(hy @) 1y ) =( [ fave, [ fdx‘;’) € e ().

Mais h, € 3€ (w) et h; >0 dans &, =0 sur w\b,

Par consequent A=nh! (0) et il est 9€ -absorbant De plus, A= ¢
Sinon, pour un point x € A il existe dans un voisinage ¥ , C A un
point y ou TV“’ # ¢ car 8, est dense dans w. D’ou la contradlctlon
cherchée.

COROLLAIRE 8.3. — Si, dans w, tous les ensembles I€ -absorbants
sont d' intérieur non vide, alors

TV #¢ , Vx € w.

o

Demonstratlon — Sinon, A € w:Tvy =¢} serait non
vide. Mais A = ¢ (8.2). Contradiction !

THEOREME 8.4. - Si 1 € I} (), alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

[En fait, cette hypothése est utilisée chaque fois que (1) =(3)
intervient, c’est-d-dire pour montrer : (1) = (3), (2) = (3), (4) = (3)].

1) Pour tout w ouvert I -régulier et tout x € w , TvY # ¢.

2) Pour tout U€ WUet tout (h, , hy) <€ ,3 (U), si h, >0
dans U, alors h, > 0dans U.

3) Pour tout U €U et tout (h, , h,) € I (U), s’il existe x, € U
ou hy(xy) est un maximum = 0, alors h,(x,) = 0.

4) Pour tout U € U, tout (h, , h,) € 3 (U) et tout A ensemble
€ | -absorbant (dans U),si h, = Qsur A, alors h, = 0 sur A.

Démonstration. — (1) = (2). Soit un point (quelconque) x, € U
et w un ouvert J-régulier C @ C U, x, € w. Mais

hy o) = [hy dug, + [hy ave
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Tu;"o # ¢ et h, > 0dans U ; par conséquent, #, (x,) > 0.

(2) = (1). — Soit w un ouvert ¥ -régulier, (0,f) €&, (dw), f> 0
et le couple associé

iy ),y ) =( [ 12, [fre ) e L2 (w).
Mais h, > 0 dans w (1.25 (1)) ;d’ou, grace a (2),h, (x) > 0,Vx € w,
ou f fav¥ > 0. Par conséquent, Tvy # ¢.
3) = (2). — Soit (4, , h,) € ,F€ (U) avec h, > 0 dans U et supposons
qu’il existe x, € U ou &, (x,) = 0. Donc le minimum de 4, dans U

est i, (x,) = 0 et, grace a (3), h, (xy) <0 ; d’out h, (x,) = 0 ce qui
contredit ’hypothése que 4, > 0 dans U.

(1) = (3). — Supposons que i, (x,) = 0. Comme c’est un maximum,
il existe un voisinage de x, dans U ou &, (x,) = h, (x). Supposons
maintenant que A, (x,) <0 ; cette inégalité reste valable dans un
voisinage de x, dans U grice d la continuité. Dans 'intersection. de
ces deux voisinages de x,, on prend @ avec w voisinage J€ -régulier
de x,. Alors, on aura,

hy (o) — [y dus = [h,dve, <0

d’autre part, en utilisant les deux inégalités,
Ry Gcg) >k, (), 13> [ au
ona: hl(xo)>fhl dus, -
Contradiction !
(1) = (4). — Supposons qu’en x, € A, h, (x,) # 0, par exemple soit
hy (x¢) > 0 ; il existe donc un voisinage?, ; dans U ou h, > 0. On
prend w voisinage J¢-régulier de x, , w C‘Uxoe_t on a,
hy o) = [y du + [y v

comme Tux“’o C A, alors fhl duy =0 et fh2 dvy, =
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Alors, h, =0 sur Tvy C 0w C VXO. Contradiction, car h, >0
dans ¥V, .
0

(4) = (1). — Soit w un ouvert € -régulier et supposons que Tv¥ # ¢ ,
Vx € w, n’est pas vraie.

Mais l'ensemble {x € w : TvyY = ¢} = A est §€, -absorbant
# ¢ (8.2). Considérons un couple (0, f) € &, (dw) , f> 0 ;le couple
associé (h, 0) by N = (f fave . [ fre) € R (w) et b, =0

sur A ; par contre, k, (x) > 0 ,Vx € w (1.25 (1)) ce qui contredit
notre hypothése.

Remarque 8.5. — Remarquons que, si I’on remplace I’hypothése
de la compatibilité des couples (partie I) par la condition 8.4. (1)
(ou 8.4. (2)), on va dans le sens du renforcement.

Plus précisément, on peut montrer —sans supposer aucun de nos
axiomes— que .

SiJ€ est un préfaisceau sur £ de sous-espaces vectoriels de couples
finis continus et si Ty ¥ # ¢ pour tout w ouvert € -régulier et tout
X € w, alors, dans tout U € U, les couples de #€ (U) sont compatibles.

En effet, soit (h, , h,) €¥€ (U)avech, = 0 dans U’ € U, U’ CU,
et supposons qu’en un x, € U, h, (x,) > 0 (ou h, (x,) < 0). Grace
a la continuité, il existe un voisinage ouvert ¥ *o dans U’ ou h, > 0.

Mais rest.vxo (hl,h2)€3€(°vxo),et, a cause de 8.4 (2) [notre

hypothése suffit pour montrer (1) = (2) ; voir aussi 1.6.], on doit
avoir; > 0 dans ¥, . Contradiction !

LEMME 8.6. — Supposons que l'une des conditions de 8.4. est

*
vérifiée. Soit f = 0 et bornée sur 0w avec f fdv‘;o =0 en

%*
Xy € w, w ouvert I -régulier. Alors, on aura aussi f fd)\‘;’o =0.

Démonstration. — On considére un couple (0,f)E800w) ; le

couple (h, (x) , b, (¥)) = (f*fdv;’ , f* fNg)€.8 (w) (133).
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Supposons qu’en x, , h, (xo) > 0 ; il existe donc un voisinage ouvert
°Uxo dans w ou h, > 0. Mais resty, (hy, hy) €.,8€ (‘Uxo) ethy, >0
dans ‘Uxo ; dou (8.4. (2)) h; > 0 dans v"o' Contradiction car, par
hypothese, i, (x,) = 0.

PROPOSITION 8.7. — Supposons que l'une des conditions de 8.4.
est vérifiée. Alors pour tout x, € w, w ouvert Je-régulier, la mesure
)\,‘;:) est absolument continue par rapport d la mesure V;‘; .

Démonstration. — Soit un ensemble E C dw avec v;’O (E) =0.
On applique le lemme 8.6. pour f = xg.

[Notons que, pour démontrer 8.5., 8.6., 8.7., on s’est basé sur
la partie (2) de 8.4. Par conséquent, ’hypothése 1 € F€} (2) n’a pas
été utilisée].

Remarque 8.8. — Dans 8.7., ’hypothése Tvy #¢ ,Vx € w, est
indispensable. Sinon, pour x, €A ={x € w: TvY =¢} on aura
V;‘; (0w) = 0 tandis que 7\‘;’0 (dw) > 0.

Remarque 8.9. — Grace a 6.8., dans tout ce qui précéde, on peut
remplacer w ouvert & -régulier par w € U, [1.25. reste valable pour
w € U_](*). Alors, la condition (seul changement dans 8.4.) :

(1"). — pour tout w € U, et tout x Ew , Tvy ¢
est équivalente a la condition (1) de 8.4.

En effet, (1') = (1) ; d’autre part, (1) = (2) = (1').

(*) Naturellement, on se place dans un espace biharmonique fort.
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PARTIE IX(*)

ENSEMBLES 3¢-ABSORBANTS

DEFINITION 9.1. — Un ensemble A C Q est dit 3 -absorbant
8’il est fermé et si, pour chaque x € A et tout w voisinage ¥e-régulier
dex,ona :

MCA , TwCA , T CA.

PrOPOSITION 9.2. — Soit un ensemble A C Q. Alors, les conditions
suivantes sont équivalentes :

i) A est 8€-absorbant.

ii) A est fermé et pour tout x € A il existe un systéme fonda-
mental G3(x) de voisinages Je-réguliers de x avec

TN CA T CA, TV CA, VweE Bx).

X
iii) il existe un couple (u, , u,) € 5e* (Q) tel que

A =u7"(0) = u3' (0).

Démonstration. — (i) = (ii) : Immédiat. —

0, x€A
(ii) = (iii). — On pose y; (x) =§+w ;Ce CA

G=1,2).
Comme A est fermé, u; est (= 0) semi-continue inférieurement.
Pour x € CA, on prend un systéme fondamental ®(x) de voisinages
ge-réguliers dans CA. Pour x € A, B(x) est comme dans (ii). Alors
le ‘couple (u, ,u,) est (3-F¢-hyperharmonique d’ou, (1.17)., 5€-
hyperharmonique dans Q et A = u7! (0) = u3z! (0).

(iii) = (i) : Soit w un voisinage #-régulier d’un x € A.

(*) On se place dans un espace biharmonique fort.
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Alors, 0< fu, dup + [u, dv <u,(x) =0
et 0< fu, d¢ <u, (x)=0 ;
d’ou

T Cuz' 0 =A , T Cuj' (0)=A , Tv¥ Cu;1(0)=A.

Remarque 9.3. — Si A est un ensemble J€-absorbant, il est aussi
J€, -absorbant etde ,-absorbant.

En effet : pour tout x € A il existe un systéme fondamental
@B (x) comme dans (ii) de 9.2. ; d’ou, (1.22.), @3 (x) est un-systéme
fondamental de voisinages € j-réguliers G=1,2)avec TAY C A,
T C A, Vw€E B(x). Par conséquent, ([2c], 1.4.1.), A est ae,.-
absorbant (j = 1, 2).

LEMME 9.4. — Soit A un fermé C Q etV = (v,,v,) € FH(Q)
ol v, est un¥@ ,-potentiel et VS* = v, sur A. Alors VS* = v, dans .

Démonstration. — On sait que Vf" = Vf" G=1, 2) car CA
est ouvert et que (\‘/(l:A R VSA) S +9€*'(Q). Mais VgA =v, sur CA ;
alors, grice a I’hypothése, VgA = v, dans . Considérons le couple
(s,,8,) ous, =v, — V?A =0),s,=v, - VgA.

Alors, (s, ,5,) = (s, ,0) € — g (f2) et, comme v, = s,, on a
§; <O car v, est un I -potentiel et s, est une fonction &€, -
hypoharmonique. D’ou, s, = 0.

LEMME 9.5. — Soient w € U, , E C 9w et A un ensemble 3¢ |-
absorbant dans (I'espace) w.

SiA® (E)=0,Vx €A, alorsv? (E)y=0 ,Vx € A.

Pour A = w on a, comme cas particulier, la premiére partie de
6.17.

Démonstration. — On considére le couple (0, xg) sur dw auquel
on associe

@0, 000 = ([ war, [xar)e gew.
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Comme v, € €% (w) et A est¥€ , -absorbant, alors x‘Rﬁ;‘ (x) =0,

v, sur CA
Vx € A. [En effet, 1a fonction u; = est € , -hyperharmo-
0 sur A

nique majorant la réduite précédente]. Grace a 7.11., 7.8., 7.10.,

V?A(x) = fvl duSh + fv2 dvf‘* .

x
Mais, ! Rng (x) =f vy dug“‘ CA est portée par I’ensemble

({x} N CA) U oA (7.15).

Donc, pour tout x € A, Vf“‘ x)=0 (v, = 0 sur A, par hypothése).

D’autre part, VS =v, dans w car VA =v, sur CA et

2
O<Vc“‘ <wv, =0sur A

Maintenant le lemme 9.4. peut étre appliqué dans w, v, étant un
d€, -potentiel dans w (lemme 6.15.). Par conséquent, VcA v, dans
wetv, = 0sur A, c’est-d-dire y° (E) = 0,V x € A.

THEOREME 9.6. — Soit un ensemble A C 2. Alors les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) A est J¢ -absorbant.
(ii) A est g€  -absorbant et Sez-absorbant.

Démonstration. — (i) = (ii) : Voir la remarque 9.3. — (ii) = (i) :
Soit x € A et @(x) un systéme fondamental de voisinages J€ -réguliers
de x, donc, (1.22.), 3¢, - et €, -réguliers. On prend w €@ (x) ; alors,
on a par hypotheése :

u“’ (OwW\A) =0 et )\“’ (OW\A)=0, VyeEe wnNA.

Par conséquent, (lemme 9.5.), “’(aw\A) =0 (car A est3e, -
absorbant et 7\‘;’ (OuN\A) =0,Vy € A N w) et, (9.2.), A est aussi
Ye -absorbant.

Remarquons que, si 361 = 562 , il y a identité entre les ensembles
¥e ,, ye, et ge-absorbants. C’est le cas des opérateurs itérés.



AXIOMATIQUE DES FONCTIONS BIHARMONIQUES 19

ExemPLES 9.7. — (1) Si l'un au moins des opérateurs L, L, (voir
remarque 1.3) est elliptique les seuls ensembles J€ -absorbants sont :
¢, 2.

(2) Méme situation si L, est parabolique et L, son adjoint.
3)Si L1 = L, est parabolique, alors les ensembles 3€-absorbants sont :

Q. ={x€R" :x, <71} (-°<7<+x).
PROPOSITION 9.8. — Soit un couple (ul su,) € Je*(82) et
Ei = {x €EQ: u,.(x)< +od (j=1,2).

Si El = E2 noté A, alors Aest un ensemble 3¢ -absorbant. Inversement,
tout ensemble Y€ -absorbant est un tel ensemble (A).

Démonstration. — Soit x € A et w un voisinage ge-régulier de x.
Pour touty € AN w,ona

too>u () > fuydps + [u,dve, + ©> u,0) > fu, e -

Comme fuldu‘;’ +f uzdv;“‘,‘/‘u2 d)x;’ sont finies sur A N w et

u, =u

) , = teosur CA, alors les fonctions :

¥ > 1% Q@\A) , ¥ > NS Qu\A) , ¥ > 52(Bw\A)
s’annulent sur A N w. D’autre part, ces fonctions sont finies continues

*
dans w, car f X owia du)“,’ est €, -harmonique dans w et le couple

* : *
([ Xpon @, [ Xpura @) €, #e(w) ; dob, par continuité,
leur annulation sur A N .

Par conséquent, A est un ensemble ge-atlsorbant. Inversement,
tout ensemble ¥€ -absorbant F est de la forme A. Pour cela, on consi-
dére le couple (u, , u,) avec

0, sur F
u = G=12).
+ oo, sur CF
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Alors (u,,u,) € +I*(2) (démonstration de 9.2) et
F = u1(0) =u;'0).
THEOREME 9.9. — (Inégalités de Harnack). — Soient u, v deux me-
sures = 0 sur S, F, le plus petit ensemble Je ,-absorbant O Ty, F, le
plus petit ensemble 3, -absorbant O Tv, UE€ U avec U C F, NF,

et K compact C U(*). Alors il existe des réels a = 0, 8 = 0, tels que,
pour tout (u,,u,) € ,J*(S2), mais biharmonique dans U, on a :

W s, < o (o f )
, S ,Bfuzdv.

Démonstration. — Sifuldu +‘/‘u2 dv = +oo (1) est vraie. Si
fuldu +fu2dV =0, on aura fuldu =0 et fuzdv =0, dou

Tu Cuy'(0) et Tv C u3'(0) ; de plus, F.C u; ' (0) car les ensembles
ui"(O) sont Zei-absorbants, j=1, 2. Comme K C F,. (j =1, 2), alors

sup u, = 0. Donc (1) est vérifie.
K

(2) sup u
K

On considére maintenant ’ensemble 9 de tous les couples
(u1 ’ uz) € +9€*(Q),

biharmoniques dans U, et tels que 0 < f u du + f u,dv < + o, Sup-

posons alors que (1) n’est pas vraie ; on pourrait former une suite

7, uy) € I avec Sllélp ut > n? (fu'; du +fu’;dv). Le couple

l,v)—(Z (f l._. o)

2 *(Q)
2 (fu'l'du +fu'2'dv)) €%

(*) Pour démontrer seulement (1), il suffit de prendre U C'F,.
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et fvldu<+<>° , v, dv < + o0,
Alors Al=x€eQ: v, (x) < +o}DTu
et A, ={x€Q v, (x) < +eo} DTy,

Comme v, € ¥} (Q) et v, € Fe} (. les ensembles A; sont I -
absorbants, j = 1,2, ([2c], 1.42) ; donc A, DF, DU et
A, D F, O U. Mais, dans U, on a une suite croissante de couples bihar-
moniques et v, est finie sur un ensemble dense de U ; par conséquent,
(1.30), (v, , vy) est biharmonique dans U et sup v, est finie, ce qui
contredit I'inégalité K

sup v, = sup >n , VnEeN.
K

uj
n? (fu'{ du + fu;' dv)

L’inégalité (2) est démontrée de facon analogue (voir aussi 1.4.4. [2c]).

Remarque 9.10. — Comme cas particulier, on a le théoréme 2.13.
En effet, dans un espace biharmonique elliptique connexe, le seul
ensemble € j-absorbant non vide (j = 1, 2) est I’espace entier (pour
nous, le domaine w de 2.13). [voir théoréme 2.6. et [2¢], 1.5.2.] ;
d’autre part,u = v = €xy

COROLLAIRE 9.11. — Supposons que l'une des conditions de 8.4.
est vérifiée(*).
Soient w un ouvert 8 -régulier (espace) et x,y € w tels que,

si Fj est le glus zgetit ensemble J€ jabsorbant (j = 1, 2) contenant x,
onait: y€F, NF,.

Alors, les mesures )\‘;,’ , #‘)‘,’ s V;" , sont respectivement absolument

continues par rapport d Ny , U5, vy .

Démonstration. — Pour les mesures A§ , u§, voir [2c], 1.4.6.,
car les espaces (£2 , 8€,) , (82, 32, ) sont harmoniques (1.29).

(*) Cette hypothése est utilisée seulement pour montrer les propriétés désirées

des mesures V;,".
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— Pour tout couple (0, f) € ,&_ (dw), ona
HYT  HY Ty e g (w)
Grace 49.9.(1),ona:
HY () < a[HY (x) + HY S (x0)]

= pw w .
ou f favy < a f fday avec of = vy + AL ;

(&) w
donc vy S aoy.

Mais, 4 cause de 8.7., 02 est absolument continue par rapport a v¢.
Par conséquent, v}’ est absolument continue par rapport a vy’ .

Remarque 9.12. — Dans le cas elliptique, si w est, de plus,
connexe, comme w est le seul ensemble F€ j-absorbant non vide
(G=1,2), on aura que, pour tous les x,y € w, les mesures
AY ,u2, vy  sont respectivement équivalentes aux mesures

LSl Tl e
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PARTIE X

ESPACES BIHARMONIQUES ASSOCIES
A DEUX ESPACES HARMONIQUES DONNES

«) Commengons par donner d’abord quelques rappels et résultats
valables dans un espace harmonique fort [2c]. Soit P un potentiel
dans 2 fini continu et strictement surharmonique. On définit les
opérateurs de Dynkin (associés a P) par ([13] et [15]) :

fo) - [rdoe  ®
Lp f(x) = lim sup
i P()- [Pdpg

b

fo - [faog ®
Lp f (x) = lim inf
s&x, P - [Py
ol x € Q, f est une fonction numérique dans §2 telle que le numérateur
ait toujours un sens et p§ est la mesure harmonique. Il est évident
que L est sous-linéaire, L' sur-linéaire et que Lf (x) = L'f (x) implique

Pexistence de la limite. On voit aussi que L, f(x) = pr f(x) (dans
P’espace harmonique w) ou

p«(x) = P(x) — f Pdp? , x € w, w ouvert relativement compact.
[En effet, si w' €U,

xEWC® Cw,

(*) Désormais, on supprimera l’indice P lorsque cela ne donne pas lieu a
confusion.
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2 00) — [ pedp = P(x) - HY () — [ (@ - HY) dpt’ =

=P () - HY (v) — [ Pdpe’ + [HE dp% = P (x) —f Pap?

car H‘l‘,’ est harmonique dans w (4.1.9. [2c])]. Si V est le noyau associé
a P, on sait ([13], p. 20-21) que, pour toute ¢ € C,(£2) (finie continue
et bornée dans §2),on a :

LVp=¢ et L'Vyp=g¢pdans Q.

LEMME 10.1. — Pour qu'’une fonction u > — o semi-continue
inférieurement dans U € U soit hyperharmonique, il faut et il suffit
qu’en tout point x € U ou u (x) est finie, on ait :

Lu(x)=0 [ouL'u(x)=0].

Ce lemme a été établi dans le cadre de I’axiomatique de M. Brelot
avec une esquisse de démonstration (voir lemme 2 [15]). Nous allons
le démontrer dans notre cadre de fagon détaillée.

Démonstration. — 1) Si u est hyperharmonique dans U, on voit
immédiatement que Lu (x) =2 0 en tout point x € U ou u (x) est finie.

2) Inversement : il suffit de montrer que quel que soit w ouvert
régulier C @ CU, on a : u=>H; pour tout p € COw),p Su
Pour cela, considérons la fonction (dans w) : v =u — H‘; + ep®
(e réel >0) ou p® = P — Hy > 0 [bornée dans w et ° ;i;n_'z pY(» =0,

Vz € owl.

Nous allons démontrer que v = 0 pour tout € > 0 ; d'ou le résultat.
Sinon, elle atteindrait son minimum < O en un point x € w ou u
est finie, car v, prolongée par semi-continuité inférieure sur 0w, est
= 0 la-dessus. En ce point, on aurait :

Lv=Lu+L(—I'I:,")+eLp""=Lu+e>Lu>0 ;

donc Lv (x) > 0 ce qui est incompatible avec un minimum relatif
en x. En effet, soit w, un voisinage de x appartenant a U, et w, C U.
On sait qu’il existe une fonction # harmonique > 0 dans w,. En
passant a ’espace des fonctions A-harmoniques, on se raméne au cas
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ou les constantes sont harmoniques(*). On aura donc, puisque v (x)
est un minimum relatif,

v(x) v ()

pour y € U; s U; voisinage de Xx, ﬁ; C w,, et pour tout w' ouvert
relativement compact (3 x) , @' C U;,

v ) < fvdps’

car 1 est harmonique. D’ou Lv (x) < 0. Contradiction !

COROLLAIRE 10.2. — Soit UEU et h € C(U). Alors les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

i) Lh = O dans U.

ii) h est harmonique dans U.
Démonstration. — Conséquence immédiate du lemme précédent.

Remarque 10.3. — Les résultats précédents, 10.1, 10.2, sont
indépendants du potentiel P auquel L est associé.

B) Dans la partie I (1.29), on a vu qu’a un espace biharmonique
(£2,3€) donné on associe deux espaces harmoniques (£2,3¢,),
Q,8,).

Inversement, en partant de deux espaces harmoniques donnés
«Q, £), (,2£,), il est naturel de chercher des espaces biharmo-
niques (§2 , €) pour lesquels les faisceaux associés ¥¢, , #€, coincident
respectivement avec les faisceaux £2,, £,.

Pour arriver a construire de tels espaces, on va se servir de 1’opé-
rateur de Dynkin L, = LPl associé a un potentiel P, (fixé) fini continu
et strictement surharmonique dans l’espace harmonique (Q , £,)
qu’on doit, par conséquent, supposer fort.

Plus précisément, on peut énoncer le :

(*) En remarquant que Lpu(x)= LP/h %(x), on considére ensuite la

fonction % au lieu de v.
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THEOREME 10.4. — Soient (£2, £, ), (82 2, ) deux espaces harmo-
niques, de H. Bauer, dont le premier est fort. On suppose, de plus, qu’il
existe une base d’ouverts a la fois R, -réguliers et @2, -réguliers.

Alors, il existe un espace biharmonique (associé) (2 ,5€) pour
lequel les faisceaux associés 3, , 3€, coincident respectivement avec
L 82,

La démonstration sera donnée en étapes par quelques résultats
qu’on établira ci-dessous (sous les mémes hypothéses) :

LEMME 10.5. — Soient w un ouvert £, -régulier, ¢ € C, (w) et
VY’ le noyau associé a py. Alors, il existe une seule fonction finie
continue u, = V{ ¢ vérifiant :

(¢)) L ou, = y¢dans w,
@ lim u, () =0, Vy€E dw.
wIDIX—Yy

Démonstration. — D’abord, on remarque que les solutions finies
continues de (1) sont de la forme u, = VP’ + h  avec 4, fonction
2, -harmonique dans w.

[En effet, soit v, € C(w) vérifiant (1) et une u, = V¢ + hl.
Alors L (v, —u;)=L,v;, — L, u; =0dans w car

L(=Vyp)=-LVWe=—0

Donc v, —u, est 2 -harmonique dans w (10.2.).].

D’autre part, (VS ol < VPIlle =1y Ilp‘l". Comme (2) doit
étre satisfaite et que lim VY p(x) = 0 sur dw,
WD x>y Edw

alors lim A&, (x) = 0,Vy €0w ; dou, h, = 0 dans w. Par consé-
WwDX—y

quent, la seule solution de (1) et (2) est :

u, = V¢ (u, € C(@)).

COROLLAIRE 10.6. — La (seule) solution finie continue de (1) et
2 lim  uy (x) =f, ), ¥y €93 w,ouf €CQw),

wI x>y E0w
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- Hw w *
est u, Hfl+Vlga().

Démonstration. — On se raméne au lemme précédent, en posant

u, =v, + H;‘l’. En effet,

Lv, =Lu =¢ dans wet lim v, (x)=0, Vy € dw.

1
w33x—*y

Par conséquent, v, = VI pet u, = Hf‘;’ + V;“ 7, (u1 € C(w)).

CoroLLAIRE 10.7. — Soit un couple (h,, h,) € &, (U), U€EU.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) h, est une fonction £,-harmonique et L h, = h, dans U.

(ii) pour tout w ouvert £, et ©,-régulier C w C U et tout point x € w,
ona:

o = [ mawe +fmae ne = [ na

ou N, My, v sont des mesures de Radon = 0 portées par dw. [u%,

A, sontrespectivement les mesures harmoniques dans (2, 2, ), (2, 2,)
et vy est la forme linéaire = 0 sur COw): f~— vy H‘}’ 1.

On appelle ces couples-la biharmoniques dans U.
Démonstration. — (i) = (ii). On a, d’abord,
hy(x) = H,‘:’2(x) = f hy d\y < h, est une fonction £,-harmonique.

D’autre part, grace a 10.6., on a
h,x) = H‘,":1 x) + V‘;’H‘;}’2 x) = f h,du + fhzdu‘;’.

(ii) = (i). — La premiére partie de la démonstration et le fait que
Lk =L VP H‘;,’2= H‘,‘,’2 nous permettent de conclure.

(*) Pour ne pas alourdir les notations, désormais nous mettrons toujours
les données-frontiére sous la forme f; , f,, [(f], f;)] respectivement pour le pro-
bléme de Dirichlet dans le premier et second espace harmonique [pour le pro-
bléme de Riquier dans les espaces biharmoniques].
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Pour tout U€4U, on note par JF(U) I’ensemble des couples
(hy, h,) € &,(U) du corollaire précédent.

LEMME 10.8. — Lapplication U = 32 (U) définit un faisceau sur
2 et 3 (U) est un sous-espace vectoriel de & , (U).

Démonstration. — La linéarité est une conséquence du corollaire
10.7.

La propriété de faisceau découle du caractére local de 'opérateur
L

1°

LEMME 10.9. — Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) w est un ouvert £ et £, -régulier.

(ii) w est un ouvert 3€ -régulier.

Démonstration. — (i) = (ii). A cause de 10.6. (voir aussi 10.7.),
pour (f,,f,) € &, (dw), il existe un seul couple (h,,hy) € 8 (W)
avec lim hj(x) =fj(y), Vye€ow (=1, 2). De plus, la

wDdXxryEdw
double positivité (1.4. (ii)) est satisfaite. D’ou le résultat.

(ii) = (i). — En effet, a tout couple (f, 0) € §,(dw) correspond
un seul couple (h,,0) vérifiant L4, = 0 dans w, donc h, y est
£ -harmonique (10.2.), et wsli;n_)y h,(x) =f(»), Vy € dw.

De méme, 4 tout (0,¢) €&, (0w) correspond un seul
(h,,h,) € & (w) tel que lim h, (x)=0, lim h,(x)=9®),
w3Ix—>y

WD x>y

V y € 0w (voir 10.6., 10.7).

COROLLAIRE 10.10. — Les ouverts 8€ -réguliers forment une base
pour la topologie de SL.

Démonstration. — C’est une conséquence du lemme précédent et
du fait qu’il existe une base d’ouverts 2oet g2, -réguliers (voir hypo-
thése de 10.4.).

On définit maintenant comme dans la partie I, les fonctions
g€ -hyperharmoniques ainsi que les ensembles J€f (U), e} (U), &, (U),
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g, (U), (UE U). On remarque, de plus, que pour tout w ouvert
J€ -régulier, uy et X sont respectivement les mesures harmoniques
dans (2, £,),(Q, £,). '

LemMMmE 10.11. — Pour tout U €U, ye,.(U) = £ (U) ; donc
U - 88, (U) définit un faisceau sur 2 (j = 1,2).

Démonstration. — En effet, pour tout U € AU, on a, grice a
10.9., 10.10. et au fait que les ouverts £, et g, -réguliers forment
une base, que :

Zel?"(U) = {y : fonction fgi-hyperharmonique dans U} (j=1,2).

[v, €8 FU) ¢ v, (x) = fvl dus ,V w ouvert Fe-régulier C w CU,
Vx €w

< v (x) > fvl ap?, V w ouvert £, et 2, -régulier
CwoCU, Vx€w(109.,10.10.)

+ v, estune fonction £2, -hyperharmonique dans U

(car les ouverts £, - et £2,-réguliers forment une base).

De méme, v, €33 (U)+..... < v, est une fonction £,-
hyperharmonique dans U].

Par conséquent,(1.12.), &(U) = £; U),j=1,2.

LEMME 10.12. — L'axiome III (de séparation) est vérifié.

Démonstration. — Comme 3¢ J.* (f2) = {fonctions £,-hyperhar-
moniques dans £} (démonstrationde 10.11.)et que (£2 , £, K, 2,)
sont des espaces harmoniques, alors III (a) est vérifiée. La partie ITII(b)
est immédiate grace 4 10.11.

LEeEMME10.13. — L ‘axiome IV (de convergence) est vérifié.

Démonstration. — C’est une conséquence de 10.11. et du fait que
2, £,)), (82, £,) sont des espaces harmoniques.

En conclusion, (2 ,3€) est un espace biharmonique pour lequel
les faisceaux associés J€ - 562 coincident respectivement avec 2,
2

2
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[Notre construction dépend du choix du potentiel P 1

ProrositioN 10.14. — Si l'on suppose de plus que (82, ;) est
un espace harmonique fort et que la constante 1 est une fonction £,-

hyperharmonique dans S, alors (S2,5€) est un espace biharmonique
fort.

Démonstration. — 11 suffit, en effet, de démontrer I’axiome
III' (a) [les autres axiomes restant inchangés]. Soit le couple (g, , q,;)
ou g, est un £,-potentiel fini continu dans £, 0<gq, <1 et
q, =V, 1=P.

On montre, d’abord, que (gq,, q,) est un couple F€-hyperhar-
monique dans £2 (fini continu). En effet, on voit que L,q, = L, V,1 =
=1 2>gq, et q, est une fonction £,-hyperharmonique.

Soit maintenant w un ouvert ¥e-régulier. Pour tout couple
(f,, ;) €8, Qw), f; <gq; (G =1,2), on considére dans w le couple
(,,v,) =(q, —uy,q, —uy) ov u, =Hg + VP Hp, u, = Hp.

Alors lel=Ll(q1—ul)=qu1~H};’ > q, — HY et,
comme ¢, = H;", on a L, v; 2 0. Donc, grice au lemme 10.1. et au
principe du minimum dans (2, £,),on a:v, =q, —u, = 0. D’ou
(g, q,) est un couple ¢ -hyperharmonique dans £2 (1.9.).

Considérons ensuite un couple biharmonique (hl,'hz) dans
(voir 10.7.) avec h1 <ql s hy <q2. Comme q, est un £, -potentiel,
alorsh, < 0;donc L, A, <Oeth, estunefonction £ -sousharmonique
(10.1.). Aussi g, étant un g, -potentiel, alors A, < 0. Par conséquent,
(q,,q,) est un Je-potentiel fini continu dans 2 avec q; (x)>0,
VxeEQ, j=1,2.
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PARTIE XI

JC-OPERATEURS ET FONCTIONS HYPERHARMONIQUES
D’ORDRE 2

Hypothéses de cette partie.

1) Notre espace biharmonique (S2 , 8€) est fort.

2) L'une des conditions de 8.4. est satisfaite (voir aussi 8.9).

Introduisons les opérateurs, appelés ¥€ -opérateurs,
reo - [ fawe feo - [ faue,
P fx)=limsuyp —F—, T f(x) = lim inf
wrs” Jaw wir o fawe

ou f est une fonction numérique définie dans £2 telle que le numé-
rateur ait toujours un sens.

we‘uc

Soit maintenant un couple (¥, ,u,) € ,F () avec u, >0 ;
u, € .8, () et, en décomposant (selon F. Riesz), on a :

u, =P, +h, , (P, ,u,) € ,5(Q)
et P‘{’(x)=Pl(x)—fP,dux=fu2dv;’>0,

donc P, est un 3, -potentiel fini continu et strictement surharmonique
dans 2.
Nous allons montrer que, pour tout x € §2, on a
1
u, (x)

L, f&x) =

Nfx) ., Ly f)= T} f ().

1
u, (x)

En effet, pourtout w € U, ,w 3x,P, (x) — fPl duy = fu2 avy

grice a la continuité de u,, poure > 0,0 < e <u, (x),ona
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Foo) — [ raue <f(x)—ffdu§;’< £&) — [ faue
@, @) +¢) [ h Juy ave T, ) — o Jav

avec w (€ U,) voisinage de x “assez petit”. D’ou le résultat.

Dans le cas particulier ol u, = 1, on aura :

Ly, f)=T,f) , Lp fG)=T}f@).

LemME 11.1. — Si(h,, hy) €3 (U) , U € U, alors
Lhx)=T1h x)=h,(x) , Vxe€U
Par conséquent, pour tout hy, €%, (U), on aura :
T, hy (x) =T} hy (x) = Iyh, (x) = h, (x)
(voir p. 47-48, 1%¢ section).

Démonstration. — Grace a la continuité de 4,, on aura :
hyx) —e<h,(»)<h,(x) +e (e>0)

dans un voisinage U; C _Ijz CU ; donc, pour tout w (Vv x) ouvert
relativement compact C @ C U,,,

[y @) — €] [avg < [h, v < [y ) + €] [avg.

Comme f dvy > 0 (hypothése 2),ona :

T,k (x)

—e<
M) €S by )

< h, (x) t+ e,

et, € > 0 étant arbitraire, T'; h, (x) = h, (x) et I"l h, (x) = h, (x).
Donc

Shy ave

F =1 = 1 —_— = =
@) =Ty @ = J}l’gleﬂc fdv“ hy () =9y h, (x)
wCu x

grace 4 la définition de I'opérateur 9, .
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Remarque 11.2. — Soit ’espace biharmonique (£, #€). En
partant des espaces harmoniques (£2,3€,), (2, 8¢,), comment
retrouver (§2 , &) par le procédé de la partie X ?

En fait, en supposant que (u, , 1) € ,I€ (2) et comme ug , Ay

X
sont respectivement les mesures harmoniques dans (2 , 3€,) , (€2, 3€,),

il suffit de montrer que :

Pour tout w ouvert e-régulier,Vx € w ,Vf, € C (dw), on a:
Ve HS 0= ) £ vy

En effet, considérons le couple f= (0,f,) €&, (0w) ; on lui
associe un seul couple

@ ), B e = ([, a0, [1, de)e de ).
Comme I') = L,, on a, grice au lemme précédent,
L, HY/ = HY  dans w.
D’autre part,ona L, V¥ HY"/ = HY"/ dans w (partie X).
Donc L, [VYHYY —HY '] =0.
Par conséquent, la fonction entre les crochets est J€,-harmonique

dans w (10.2), de limite nulle sur 0w. D’ou, grice au principe du
minimum dans I’espace harmonique (2 , 3€,),

VYHYY —HY' =0 dans w.

On voit donc que, si I’on travaille dans notre espace biharmonique
(du départ), il est bien naturel d’utiliser nos opérateurs (locaux) I',,
F'l en évitant ainsi de faire des hypothéses globales restrictives.

THEOREME 11.3. — Soit un couple (v,,v,) € &;(U), U € U.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes : '
i) (v, , v,) est 3-hyperharmonique dans U.
il) v, est 3, -hyperharmonique (dans U) et I"l v, = v, en tout
point x € U ou v, (x) est finie.
iii) v, est & ,-hyperharmonique (dans U) et ', v, 2 v, en tout
point x € U ou v, (x) est finie.
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Démonstration. — (i) = (ii). — Comme
v, (x) = fv, 7 [Thog +f02 avy

et que Y #0, Vw € U, ®wCU,Vx € w (6.8, 89.), alors, en
x € Uou v, (x) est finie,on a :

v, (x) — fv, duy v, dv¥
> ;
fdv;’ fdv;’

mais, grice 4 la semi-continuité inférieure de v,, pour tout o réel
. . . . ’ T ~
tel que v, (x) > «, il existe un voisinage (de x) U, C U; CU ou

f v, dvy
fave

et Tiv,x)=>a;

v, > o Dol > apour tout w €U, , w C U, (w3 x),

ceci étant vrai pour tout a < v, (x), on a finalement I'; v, (x) = v, (x).
(ii) = (iii). — Evident car T, v, (x) = T} v, (x).

__ (i) = (). — Soient w un ouvert d-régulier, U, € U, U, D &,
U, C U. On sait (6.9.) qu’il existe dans U, un couple

W, ,u,)€ # U, avec u;>0,j=1,2
Considérons le couple (w, , w,) € & (w) ou
wy =v, —HY  +epy,w,=v, —HYT, f=(f,,,) €8, Bw),

f}<v, ,j=192s

et PP =uy ) — [udu? = [u, dv¥ , exsel >0,

Il suffit de montrer que w, 2 0 pour tout € > 0 ; sinon, elle
atteindrait un minimum négatif (et fini) en un point z € w ou v,
est finie et non sur dw car w, prolongée par semi-continuité inférieure
est = 0 sur dw.
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En ce point-l4, on aura, d’une part,

Lyw, =T, (v, —HP  +ep}) =T ,v,—HP/ +eu, >

v, —H9 >0, —HYT 2 0
car I', HY" = I, HY*/ = HYY (11.1.) dans I’espace w,

1
Uy (x)
w, (z) étant un minimum relatif, on a, pour tout y € (un voisinage)
5, C 3'2 Cw, w,(z)ysw, (y), et, puisque on peut se ramener au

Cpyx) = Lp‘f, rYx)=1, Vx€w ; d’autre part,

. ’
cas ou les constantes sont J€, -harmoniques, w, (z) < f w,dus ,

Vo'=w, €U, @ C 8§, contredisant le fait que I',w (z) > 0.
[En effet, comme il existe h, € 9€l U,), h, > 0 (axiome III (b)),
on peut raisonner sur les quotients des fonctions considérées par A .

w, v Hv/  ep¥
On considére la fonction -h—l =21 -1 4 ﬂ On veut que

w, 1 h, hy hy

™ 2 0. Sinon, etc. comme ci-dessus. Mais,
1

w w . '
@ - S/ o du O [ i
lim sup ! ! = lim sup
w vz ‘/‘de' w'vx hl (Z) fdel
z z
1
= hl(Z) l"lw1 )< 0

! l ? ’
avec p@ = P (h, dp?), /‘ dp’ = 1. Contradiction ! D’ou,
1

w
~>0etw, =0].

’y

COROLLAIRE 11.4. — Soit (h,, h,) €&, (U), UEU. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :
(i) (a,, h, ) est biharmonique dans U.

(ii) h, est une fonction d€ ,-harmonique et F: h L= l"'l h, =h,
-dans U.
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Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de 11.3.

Remarque 11.5. — (1) Dans le cas particulier des couples du type
(v,,0), les 11.3., 11.4. donnent des caractérisations respectives dans
I’espace harmonique (2 , € ).

(2) Par analogie avec le cas classique [ 14], une fonction v s.c.i. >—o0
dans U € U telle que I', v(*) est une fonction & ,-hyperharmonique
dans U (11.3.) est dite fonction hyperharmonique d’ordre 2 ; de méme,
une fonction 2 € C_(U) telle que I, h est une fonction € , -harmonique
=20 dans U (11.4.) est dite fonction biharmonique complétement
surharmonique.

Dans la remarque 11.5. (2), on a observé quelques liens entre la
théorie axiomatique et la théorie classique [14]. Dans cette optique,
on établira ci-dessous quelques résultats.

LEMME 11.6. — Soient v, une fonction I, -hyperharmonique.
2 0 dans S2 et l'ensemble

E = {w,iw, =20 et (w ,v,) € _d*Q)}.

)

P
Alors la fonction v, = inf Eu2 € Ev2 et c’est le plus petit élément de
E

vy -

Démonstration. — On remarque d’abord que E,, # @ car
(+oo, v,) € H€*(2). Ensuite, il est facile de voir que v, € E,,
(partie III) et, par construction, v, est le plus petit élément de Eu2.

Maintenant, on peut poser la :

DEFINITION 11.7. — Etant donné v, une fonction 3e ,-hyper-
harmonique = 0 dans S, on appelle fonction hyperharmonique pure
d’ordre 2 (associée d v, dans S2) le plus petit v, = 0 tel que (v,, v,) €
+3e*(s2).

Soit U € U, . On sait (théoréme 6.9) qu’il existe (u,, u,) € (V)
avecu; > 0, j = 1,2. Prenons w € U, @ C U. La fonction

o0 = [ u,

(*) On fait la convention : © — o= oo .
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est un ¥€, -potentiel dans w (6.15) strictement surharmonique. Par
rapport d ce potentiel on considére le noyau V¢, VY 1 = py , et 'opé-
rateur de Dynkin associé L, .

LEMME 11.8. — Soit v, la fonction hyperharmonique pure d’ordre
2 associée a une fonction v, € 3% (2). Alors pour tout w ouvert
ge | -régulier et tout x € w,ona:

0,0 = [ o, s + Ve 2 ®@)

2

Démonstration. — Soit w un ouvert g€, -régulier. On montrera
d’abord que le couple (w, , w,), ol

Cinf ([ v due + Ve ;”i(x),v,(x)),x €w
w, (x) =( :

etw, =,
v, (x) x € Cw dans 2,

est #€-hyperharmonique = (0,0) dans $2.
On sait qu’il existe une suite croissante (p},p}) de F-potentiels
finis continus dans 2 telle que lim p;' (x) = v (x),] = 1, 2 (théoréme
n

7.8.). En remplagant dans le second membre de I’égalité (®) v,, v, par
p}, p’, respectivement et en notant par r} la nouvelle expression,
on aura r{ = h" +q'| ou h7 est une fonction 3¢ -harmonique =0
et q’l' est un € -potentiel fini continu (dans w). Comme I'y v; = v,
et T, rl" =p,, il s’ensuit que I‘l wy, —r))=2v, —p3, =20 d’ou
v, — 1 € & (w) (11.3)).

D’autre part, puisque
(vl —r"') +q'l' =v, —h" =0,

ona v, = r;‘, VvV n € N, car q'l' est un Zel-potentiel ; cette inégalité
étant conservée a la limite lorsque n = o, on a

w, ) = [ v due + VY L), Vxco

(*) En fait, il s’agit des restrictions a w de U, , V3.
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On remarque que (w, , w, )lw € +5’€"‘(m) ; ensuite, comme

lim inf w (x) = v, (2), VzE€ow,
wIx—>z
on a, grice a la proposition 1.21., (wl »W,) € +96"‘(&2). Par conséquent,
w, = v, dans §. D’ou le résultat. (On remarque que la conclusion du
lemme précédent ne dépend pas du choix du couple (u, , u, ).)

THEOREME 11.9. — Soit v, comme dans le lemme 11.8. Si v,
est 3¢ ,-surharmonique et v, finie continue dans S, alors on aura :

I'v, =v, dans Q,

c’est-a-dire v, est une fonction hyperharmonique d’ordre 2.

Démonstration. — Soit un point x € et w un voisinage €, -
régulier de x ; comme f v, du, € J€, (w), alors grace au lemme 11.8.

ona: I v (x) = v,X).

(Grice a ’égalité (®) du lemme 11.8., on voit aussi que v, est finie
continue dans £2).

THEOREME 11.10. — Soit v, une fonction finie continue = 0 dans
2 majorée par un 3€ |-potentiel p, et v, une fonction finie > 0 dans
Q. Si [ v, = v, dans Q, alors v, est la fonction hyperharmonique
pure d’ordre 2 associée d v, .

Démonstration. — Comme T, v, = l";vl , on a, (théoréme 11.3.),
Lo = I"l v, = v, dans Q (d’ou I’existence de la limite ; voir la défi-
nition des opérateurs I';, I'}). Considérons w, € Evz. Grice au théo-

reme 11.3., en tout point x € £ ol w, (x) est finie on aura

F1(W1 —vl)=I‘1wl —I‘lvl>v2—v2=0.

Alors, grice & 11.5.(1), w, - v, € Je¥(Q2). D’autre part, 4 cause
de I’hypothése, w, —v, + p, = 0. Par conséquent, (vu la définition
d’'un ge, -potentiel), w, —v, =0 ou v, <w, (et cela est vrai pour
toutw, € E,,2 ). Enfin, la définition 11.7. nous permet de conclure.
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PARTIE XII

APPLICATIONS DE LA THEORIE

Pour chaque j = 1,2, Li désignera un opérateur différentiel li-
néaire du second ordre elliptique(*) ou parabolique (**) (méme son
adjoint sous des conditions de régularité convenables) défini dans
£ =R™, m=2. Supposons que les coefficients des L, , L, sont
respectivement de classe Cloc (2), C*-A () avec aussi ¢ < 0 (] =1,2).

loc

DErINITION  12.1. — Le couple (h,,h,) € &), UEeU, est
dit régulier (dans U) si hi est réguliere par rapport a L,-(j =1,2)
c’est-a-dire suffisamment continiiment dérivable permettant d’avoir

L, h; € CU).

On note par #€(U) I’ensemble des couples réguliers (hys hy)
qui sont solutions (classiques) de

Lhy=—h, , Lhy =0 dans U NG

[Les conditions de régularité imposées aux coefficients nous
permettent en fait de considérer aussi ’équation (L, L ) A, = 0.]

THEOREME 12.2. — (2, 3@) est un espace biharmonique.

Démonstration. — Procédons par étapes :

* A, E | i (x)a o, + E b; (x) +c(x) avec a; = aj; et

121 a;;(x) & > 0 dans Q pour tout vecteur non nul (§,,...,%,,) ER™ et
toutx = (x,,...x,,) ER™.

(**)B,, :=A, | ——%, avec a;; = a;; et E a; (x)ij‘g’ 21> 0 pour

toutvecteur§ = (§,,.., &, ) € R™7L kIl =1, Vx € Q.
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1) Axiome I. — 8 : U—~>%e (U), constitue un faisceau de
couples compatibles ; de plus, la linéarité des opérateurs L, , L, nous
assure que € (U) est un sous-espace vectoriel de C (U) x C (U).

2) Axiome II. — On peut trouver une base d’ouverts J€ -réguliers
formée, par exemple, d’ensembles w “trés réguliers” ([S], p. 292)(*).
Soit alors un tel w. Grice a ([9], p. 71, 72, 74, 87), on peut résoudre
le probléme de Riquier pour (1) avec (f;,f,) € C(0w) x C(0w).

En effet, L,h, =0 dans w,

lim h,(x)=f, () ,Vy € dw,
y

w3 x>

nous donne A, (x) = H}‘; (x) =ff2 d\y , Vx € w;

et Lihy=—h,=—Hg dans w,

lim h (x)=f, () , Vy€ow,
wIx—y

donne .
hy () = HE () + G HE () = [f, auy + [ f, ave,

ou GY est l'opérateur de Green [c’est I'opérateur linéaire positif
qui a tout f€ C(®) fait correspondre la solution u = G}’ f€ C (@)
de L,u = — fdans w,u = 0 sur dw ([5], p. 294)].

On a donc, (h,, h,) € ¥ (w). De plus,si f, >0 onah, =0
etsi(f, ,f,)=(0, 0)alorsh, > 0.

3) Axiome IIl. — (a). — En effet, comme ¢; <0, on a toujours
la séparation forte au cas d’un opérateur parabolique ([10], p. 115)
et aussi pour le cas elliptique ([12], p. 562, 437 ; [1], p. 102, 141)
car les ouverts #-réguliers sont L,.-réguliers (j=1,2)et

(*) c’est-da-dire, w € U, et tel que en tout point x, € dw il existe une
sphére centrée en un point x,, ne rencontrant & qu’au point x,,et

m
Y gy (xy) (x) — x50 Oy - Fp) > 0.

ij=1
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{fonctions L;-hyperharmoniques dans §2} C 36;3‘ Q) G=1,2).

b) En remarquant que, pour tout ouvert relativement compact,
il existe w trés régulier le contenant, on voit aussi que cette partie est
vérifiée ([10]).

4) Axiome IV. — (a), (b). Comme L; est un opérateur elliptique
ou parabolique I’axiome de convergence dans les espaces harmoniques
correspondants est vérifié ([12], th. 34.1. et [10], p. 114).

THEOREME 12.3. — Pour tout couple (v,,v,) régulier dans
U € U, ona (dans U) :

@)

LivyS—v .
1 < 2 & (i) (v, , vy) est F-surharmonique.
=

L,v, <0

Démonstration. — (i) = (ii). En effet, pour tout w ouvert trés
régulier, on a v, = H“j’l + Gy (= L,v,) et, grice a Lv, < —uv,,

v, >HY + GYHY  car Lyu, <0 v, >H

(voir, par exemple, prop. 34.1. [12]) ; comme les ensembles trés ré-
guliers forment une base @3, alors le couple (v, ,v,) est B-J&

surharmonique, d’ou, (1.17), aussi ¥€-surharmonique.

(i)) = (i). — Soit un point x, €U ou L, v, (x4) > —v, (x,)
et soit € >0 assez petit tel que L, v,(xy) > — (v, (xy) — €).
Grace a la continuité, on a, dans un voisinage o = % C '&xo cu,

Liv, > — (v, — €). Dautre part, H:; (xg) > vy (xy) quand w

ouvert JC-régulier \ x,, c’est-d-dire, étant donné € > 0 il existe un
voisinage J€-régulier 8 = on C on C U tel que

v, (xo) — €< Hﬁ2 (x0) < v, (x9) +€;
donc, grace a la continuité, il existe un voisinage J€-régulier (de x,)
WwC&' Canp ou v, ——e<Hﬁ2<v2+e.

Mais Hf2 < H:‘; dans w' ([2c], p. 46) ; par conséquent, dans w',
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v, — €< Hf2 < H,‘,"2 On a alors (dans w') :
v, = HY 4+ G (- Lv) <HS +GY (0, — o) < HY' + Gy HY .

Contradiction ! On aboutit aussi 4 une contradiction si, en un point
xo € U,onalL,v, (xy)>0.

Maintenant, on va donner des exemples d’espaces biharmoniques
forts.

Pour cela, on étudie la validité de I’axiome III' (a) [la partie (b)
étant la méme que dans ’axiome III].

1) Pour chaque j = 1, 2, L; sera soit le laplacien A, soit 'opé-

0

rateur de la chaleur, c’est-a-dire 4, |, — . [Compte tenu des
m

11.7., 11.10., on verra que la validité (globale) de ’axiome III' (a)

dépend de la dimension de I’espace].

DL G= 1, 2) est Popérateur de la chaleur dans R™ (m = 2).
Le couple (u, ,u,) = (exm , ex"') est strictement J€-surharmonique,
continu (positif) car

Liuy=—u, <0 , L,u,<0.

Grace a 5.17., ’axiome IIT' (a) est vérifié.

ii) L,- (j =1,2) est le laplacien. Soit G le noyau newtonien
dans R™ (m > 2)etp € C:(R"‘) a support compact.La fonction Gy est

un potentiel “assez régulier” (€ C:) et borné ([3], p. 31 ; [11],
p. 184).

Pour que lintégrale G (Gy) soit convergente, on doit avoir
m—2+ m — 2> m,cest-a-dire m > 4.

Alors le couple (p,,p,) = (Gp, ,Gy) est un J-potentiel et
l’axiome IIT' (a) est vérifié.

iii) L, est le laplacien, L, Popérateur de la chaleur (ou vice-
versa).

Soit G; les noyaux dans R™ (m > 2) relatifs a L (j=1,2) et
¢ € CT(R™) a support compact.

La fonction Giap est un potentiel € C: et borné ([3], p. 31).
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On va démontrer que G, * G, * ¢ est finie continue seulement
si m > 3. Pour cela, il suffit de montrer que N=G, * G, €L} ..
[On voit qu’en prenant N, finies continues convergeant vers N dans
L:oc, onaN; * ¢ > N % ¢ localement uniformément].

Maintenant, on note X = X, <} et on considére
G, *G, =G x*xG,x +Gx*G, (1 —x)+G, (1 —x)*G,x +
+G, (1 —x)*G,(1 —x.

Ensuite, on examine le second membre :

Le premier terme € L. Le second et le troisiéme sont finis continus.
[En fait, on remarque que, si f € L, etg € L' avec supp g compact,
alors f * g est finie continue]. Par des calculs directs, on peut voir
que le quatriéme terme est localement borné (continu) pour m > 3 ;
(pour m = 3, il est égal 4 + o9)(*). D’ou le résultat.

On trouve donc pour x € R” (m > 3) un F-potentiel (p, , p,)
telquep; (x) >0, j=1,2.

Passons d présent au cas des opérateurs elliptiques ou parabo-
liques généraux (m = 2).

2) Supposons, d’abord, que, pour P'opérateur L,, ¢, <o, <0
dans £, ou «, est une constante, et pour L,, §’il est elliptique, qu’il
existe x € & ou ¢, (x) <0 ([12], p. 562) ; [s’il est parabolique, pour

U, = €™ on a Lyuy, =(, - 1) em < 0]. Alors, on peut toujours
trouver u,, fonction strictement L,-surharmonique, positive, continue
et bornée ([2c], [12]).

Considérons maintenant une constante v, > 0.
On aura : -Liyy=—cvy2-—av,=4>0
et, pour k£ > 0 convenable,
—Lyv,>v, avec v, =ku,<B,.
Comme

v, (x)>fvl du? +fv2dv‘;‘ , Uy (x)>fv2d7\;’,

(*)P. Sj6gren m’a aidé a passer du casm > 5 aucasm > 3.
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alors I’axiome III' () est vérifié grace a 5.17.

3) Examinons le cas ou ¢ <0 (G=12).
Dans un ouvert relativement compact U (# ¢), on voit que les

fonctions de la forme (v, ,u,) = (- et , — Bx‘), pour a,$>0
assez grands, satisfont 4 : — L, u, >u, , —Lyu,>0,car — ¢!
est bornée sur U.

[-m, <—e1<—M, |, —my < -1 —M,,
suonum M>O] 1,2].

Par conséquent, (u,, u,) est un couple J€-surharmonique dans
U. Comme, de plus, la constante 1 est Lj-surharmonique et

vy =m, —e1>0, vh=m,—1>0,
alors : -Lyv,>v, , —-Lv,>0,
ouwv, = kv, , k> 0 convenable,etv, >0 (G =1,2).

[En effet, L,u, (x)=—ae" ! (ca,, (x) + b, (x)) et, pour
¢#0,0na
Zau (x) £¢ >0, dou g, x)>0, VxEQ.
Comme all , b € C,oc, en prenant « assez grand, on a :

aa,, +b, >€>0

dans U. Par conséquent, — L,u, > 8> 0 et, puisque u, <O,
— L, u, > u, dans U.
De méme, avec f assez grand, on a :

—Lyvy=>-Lu,>0 et — L, (kvy)=—L,v,>0.

Comme —m, <u, <-M,, alors 0<m, +u,=v; <m, —M,.
v, étant bornée > 0, pour k> 0 convenable on a v, = kv, < 3§ ;
dou —1L,v, >v,]

Alors, grace a 5.17., on voit que I’'axiome III' (a) est vérifié dans U.

4) Cas général : ¢; est de signe quelconque (j = 1, 2).

On peut se ramener au cas ou dans un voisinage de x €  on a

<60 <0 ([5], [12D); par conséquent, I’axiome III' (a) est satisfait
localement.
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Errata

Ann. Inst. Fourier, 25, 1 (1975), 35-97.

p-41,ligne 12 ;lire: .......... et on établit des inégalités du type
p. 82, ligne 13 ;lire : aussi au lieu de : d’ou

p. 82, ligne 14 ;lire : (1) . ...... jou g, (x)<p , (x)etq, )<p,O)
p. 83, ligne 12 ;lire : (3) ....... ;ou w, < p, (x) et w, (z)<p2 (2)
p. 91, ligne 12 ; lire : X € w au lieu de : x € ‘U.c

p. 97 , ajouter :

[16] E.P. SMYRNELIS, Axiomatique d’un probléme de Dirichlet dans
les espaces biharmoniques, C.R. Acad. Sc. Paris, 274, série A,
1972, p. 1897-1900.
(p. 1898, lignes 11, 23 ; supprimer respectivement : J¢,,
(2,8,)).
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