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REMARQUES SUR UN THEOREME
DE J. DELSARTE

par Yves MEYER

1.

Soient §(0, 0), 3(1,0), 8(0,1) et 3(1,1) les masses unités
placées aux points (0,0), (1,0), (0,1) et (1,1) de R2.
Désignons par C le carré 0 < <1, 0 <y<1 et par
¢; et ¢, deux fonctions de L!(R?) nulles hors de C. Enfin
ay, by, ¢y, dy, ay, by, ¢y, d, sont huit nombres complexes tels que
les mineurs c¢,dy — cydy, bydy — bydy, a,by — a3by, ac; — ascy
solent tous différents de 0.

On pose alors

(1) u; = a,3(0,0) 4 b;8(1,0) 4 ¢; 3(0, 1)
+d; 8(1,1) 4 ¢,dx dy

st J=1,2 et Delsarte étudie dans [1] le systéme des deux
équations

(2) fru =0, frp,=0

ou la fonction inconnue f: R? —~ G appartient localement a
L2(R?). II prouve que si le spectre de (2) est simple, les solu-
tions exponentielles de (2) forment une partie totale dans
Pespace de toutes les solutions fe L% (R?) de (2); la topo-
logie étant celle de la convergence en norme L2 sur tout
compact.

Nous allons montrer que I’emploi de méthodes hilbertiennes
permet de simplifier la preuve de [1] et de préciser les résul-
tats obtenus.
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2. Le cas L2 : énoncés des résultats.

Soit H I’espace vectoriel complexe des classes de solutions
f de (2) qui appartiennent localement & L2(R?); deux solu-
tions presque partout égales définissant la méme classe.

Soit d’autre part D le rectangle 0 < z < 2,0 < y < 1.

TrkorimE 1. — Toute fonction ge L2(D) est la restriction

d@ D d’une et d’une seule solution fe H de (2).

En particulier, I'espace vectoriel H, muni du produit

scalaire {(fi, f2) =j;)f1(x, Y)f2(z, y) dz dy est un espace de
Hilbert.

Nous désignerons par C* le groupe multiplicatif des
nombres complexes non nuls et par Hom (R2, G*) le groupe
multiplicatif des homomorphismes continus de R? dans C*,
c’est-a-dire de la forme &(z, y) = exp i(zx + wy), (3, w) € G2,

Appelons A = Hom (R?, C*) D’ensemble des & précédents
qui sont solutions de (2) et, pour tout & e A, désignons
par Hr =« H Despace vectoriel des solutions de (2) de la
forme P(z,y)E(z,y) ou P est un polynéme en z et y a
coeflicients complexes.

TutoriME 2. — Si le systéme des deux équations
(3) aj+bu+cp +duv =0 (j=1,2)

posséde deux solutions distinctes (u,v) € G* X C*, alors
dim H; < + © pour tout £e€A; de plus dim Hy=1
pour tous les & € A a Uexception d’au plus une partie finie
F < A.

La somme hilbertienne directe des Hg, £ € A, et H sont iso-
morphes : toute solution f de (2), appartenant ¢ L, sécrit
de fagon unique

(4)  f(zy) = 3 Pa,y)i(z,y) + 3 c(B)E(z, )

{eF EEeANF

\

ou

(5) P:£ € He et Y |c(B)]2 < + oo.

E€A\F

Réciproquement, toute série (4) pour laquelle les conditions (5)
sont satisfaites converge dans L, vers une solution de (2).
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La situation est un peu plus compliquée si le systéme (3)
posséde une racine double; le cas d’une seule racine simple
(u, v) € G* X G* est ecarte par les conditions ¢;dy — c,d; #0,
bidy — body, # 0, a,by — asb, # 0 et ayc, — aye, # 0.

TuatoriME 3. — St le systéme (3) posséde une solution double
(u, v) € G* X C*, alors dim Hy < + oo pour tout & e A;
de plus dim Hy < 2 pour tous les & e A a Uexception d’au
plus un ensemble fini de & € A.

D’autre part, il existe une suite E,, k > 0, de sous-espaces
de H, invariants par translation et de dimension 2 et une
partie fintie F de A telles que toute solution [ de (2) appar-
tenant a L%, sécrive, de fagon unique,

(6) flz,y) = E§F Pi(z, y)&(z, y) + g» fi(®, y)

Y

ou
() PgeHy fieE, ot 3 [ |fifey)?dudy < + .
k>0JD

Réciproquement, toute série (6) pour laquelle les conditions (7)
sont satisfaites, converge dans L}, vers une solution f de (2).

Il résulte des propriétés des E, que chaque E, est soit
Pun des sous-espaces H; pour lequel dim Hy =2, soit
engendré par deux caractéres distincts £, et £;e€ A. Nous
verrons cependant qu’en général H et la somme hilbertienne
directe des Hg, & € A, ne sont pas isomorphes.

Les théorémes 2 et 3 impliquent évidemment 1’énoncé du
§ 1. Leur démonstration occupera les § 3 4 5. Au § 6 nous
compléterons cette étude en examinant le cas L?, p # 2,
et le cas d;, =d, = 0.

3. Preuve du théoréme 1.
Elle est divisée en trois étapes décrites par trois lemmes.

Lemme 1. — St a,by, — ayb; # 0, il existe deux constantes
positives C et T telles que toute fonction ge L3}(D) soit la
restriciion & D d’une et d’une seule fonction

f:10,2] X [0, + o[ > C
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vérifiant

(8) (Frp)zy) =0 s j=1,:

et 1<2<2 y>1

De plus f est telle que
) (fj;szsz.y>olf(x’ Y)|Pe ™ da dy)llz < Cl glls-

La preuve du lemme 1 est trés simple. Nous exprimons
3(0,0) et 3(1,0) alaide de 3(1,0), 8(1,1), ¢;drdy et u,
dans (1) et les relations (2) deviennent

(10) f(z,y) = Asf(x + 1, y — 1) + Bif(z, y — 1)

+ [[of@+1— s, y— (s, ¢) ds dt
et

(11) f(@, y) = Aef(,y — 1) + Bof (@ — 1, y — 1)

+ [[of@— sy — (s, t) ds dt
ou ¢; et ¢, e L}(C).

Pour toute partie borélienne E de R?, désignons par
L2(E) le sous-espace de L2(R) formé des fonctions nulles
sur le complémentaire de E. Soit I > 0 un nombre réel qui
sera précisé dans un instant. Le rectangle D, est défini par
0<z<1,1<y<141! tandis que D, est 1 <z <2,
1<y<141l Soient gel?D), g el?D,) et g,elD,);
la somme g+ g + g, vérifie (10) sur D, et (11) sur D,
s1 et seulement s1

(12) gz, y) = Ajglz+ 1, y — 1) + Biglz, y — 1)
+fﬁg(x+ 1 —s, y— t)y(s, t) ds dt
+ fﬁ: gz +1—s, y— t)y(s,t) dsdt

+ fﬁ: g@+1—s, y— (s, t)dsdt
et

(13) g(@, y) = Asgle, y — 1) + Bagle — 1, y — 1)
+ [[ gl — s, y— Obals, 1) ds dt
+ fﬁ, gz — s, y — t)Ya(s, 1) ds di
+ [ gala — 5, y — Obals, ) dsdr.
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Appelons T, : L*D,) - L¥D,),
Ty: L3(D,;) — L3(Dy), Ts: L*D,) - L3*(D,)

et T,: L*D,) - L*D,) les opérateurs respectivement défi-
nis par les deux derniéres intégrales de (12) et les deux der-
niéres intégrales de (13); ces 1ntegrales peuvent toutes quatre
étre restreintes & 0 < ¢t < I car sinon la fonction & intégrer
est nulle. Il en résulte que |T,| < 1/3, si [ est choisi assez
petit, pour j =1, 2,3 et 4. Finalement (12) et (13) s’écni-
vent g = Lg+ Tig + Tog: et g = Mg+ Togi + Tage
qui entrainent g = L;g et g, = M,g ou L, et M, sont
continus.

Nous venons de prolonger ge L?D) en une solution f
de (10) et (11), définie sur 0 < 2 < 2, 0 <y <141 Les
équations (10) et (11) sont invariantes par translations paral-
leles & y'Oy et il suffit d’itérer la construction précédente
pour obtenir le prolongement & [0, 2] X [0, 4+ o[. L’unicité
est assurée par la preuve que nous avons donnée.

Lemme 2. — St ¢ dy — cody # 0, toute fonction ge L3(D)
est la restriction @ D d’une et d’une seule fonction

f: [0,2] X ]— o0,1] > G

vérifiant (fxp)(z,y) =0 st j=1,2 et 1 <2<2, y<1
De plus, on a

fﬂéwsz.r@lﬂx’ y)|2e™ dx dy)** < Cgl..

La preuve est identique a celle du lemme 1.
Les lemmes 1 et 2 montrent que toute fonction ge L2(D)
est la restriction & D d’une et d’une seule fonction

f:10,2] X ]— 0, + o[ > C

vérifiant (f* p)(z,y) =0 et (f*py)(x,y) =0 sur la bande
1<zx<2 — o <y< -+ . De plus

fﬁszSzlf(x’ y)|2 exp (— Tly|) de dy < + .

Le lemme 3 permettra d’étendre f & 2> 2 ou =z < 0.



138 YVES MEYER

Puisque a;¢, — a;¢; n’est pas nul, on peut résoudre (1) en
3(0, 0) et obtenir

(14) 50, 0) = A, 3(1,0) + B, 8(1, 1)
+ ¢3 da dy + Gty + Dapy
ou ¢; € L1(C).

Posons p; = §(0,0) — A3 8(1,0) — Bg 3(1, 1) — {5 dz dy.

Lemme 3. — Soit T > 0 un nombre réel. Toute fonction
mesurable f:[0,1] X ]— oo, + o[ - G telle que
(15) [ e, (@ p2e™ dz dy < + o

est la restriction a [0,1] X ]— o, 4+ [ d'une fonction
mesurable F: [0, 4+ o[ X ]— o, + o[ - C telle que

(16) (F % u3)(z,y) =0 pourtout z>1

et
(17) fﬁgngolF(w, y)|2eMldx dy < + o

pour tout =, > 0.
En outre, soitent x, > 1 et F;: [0, 2] X ] — 0, 4 o[ > C
deux fonctions mesurables vérifiant (F;# yug)(z,y) =0 pour
1 < z <z, coincidant avec f sur la bande 0 < z < 1, et
satisfairsant a la condition (17). Alors Fy, = F, sur la bande
0 <z< .

La preuve est semblable & celle du lemme 1. On appelle X
Pespace de Hilbert des classes de fonctions mesurables

f: [0,1] X ]— o0, 4+ o[ = C,

soumises a la condition de croissance (15). Alors X est
invariant par translations paralléles a y'Oy et aussi par
convolution avec toute mesure de Radon portée par une
partie compacte de y'Oy.

On définit de méme Y en remplacant la bande 0 < z < 1
par 1 <z<1+10; >0 sera précisé dans un instant.
Convenons que fe X (resp. ge Y) sont prolongées par 0
en dehors de 0 < 2 <1 (resp. 1 sz <141

Les fonctions f et g vérifient (f+ g)*xu; =0 sur la
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bande 1 <2 <1+ 1 si et seulement si g4 T,g = T.f;
T,: Y > Y est défim par

(Tig) (@ o) = [[oere 8@ — 5, y — Das, ©) ds dt

et Ty: X —> Y est un opérateur linéaire continu. Par un
choix approprié de I, |T;] <1 et g= (14 T,)'T,f. On
procéde alors de proche en proche pour construire F sur
z > 1 et 'argument utilisé assure 'unicité.

Retournons a la preuve du théoréme 1. On commence par
construire, 4 ’aide des lemmes 1 et 2,

f:[0,2] X] — 0, + o[ > G

vérifiant fxp, =0 et fxp, =0 sur la bande 1 < 2 < 2
et coincidant avec g sur D. Grace au lemme 3, on prolonge
la restriction de f & la bande 0 < z < 1 en une fonction
F: [0, + oo X]— w0, +o[>C vérifiant Fxypy;=0 sur
z21 Or (fru)(z,y) =0 st 1<2<2 etdonec F=f
sur 1 < z < 2 comme le montre le lemme 3.

Il reste & vérifier que Fxp; =0 sur x > 1. Posons, a
cet effet, Fi(z,y) = (F *py)(z + 1, y). Alors

(Fy*pg)(z,y) =0 st z > 1.

De plus, Fi(z,y) =0 st 0 < £ < 1 comme nous venons de
le constater. L’unicité établie au lemme 3 entraine F, =0
pour tout z > 1.

Pour terminer la preuve du théoréme 1, il reste & prolonger
f & £ < 0. On procéde comme au lemme 3 et cette derniére
étape est laissée au lecteur.

4. Preuve du théoréme 2.

Le systéme a; 4 bu 4 ¢ + duy =0 (j = 1,2) posséde
deux solutions (ug, 9) € C* X C* et (yg, v,) € C* X C*.
Nous poserons u, = e, ¢y = e ™ yj= ¢ % gi=e%,;
les quatre nombres complexes 7z, wg, %, w, ne sont pas
déterminés de facon unique mais cela est sans importance
dans la suite et nous les supposerons désormais fixés.
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ProrosiTion 1. — L’ensemble M des couples (z, w) € C3?
tels que &(x,y) = exp (izz + iyw) soit solution de (2) est dis-
cret et est la réunion d’un ensemble discret adjacent

(2, o) + (27Z) X (27Z)

et d’'un ensemble discret adjacent & (z, wo) + (27Z) X (2nZ).
De plus, pour tous les (z, w) e M a Uexception d’'un ensemble
fini, dim Hy = 1.

L’ensemble M est appelé le spectre de (2).

La preuve de la proposition 1 débute par un lemme.

Lemme 1. — Sotent Fy(z, w) et Fy(z, w) deux fonctions de
deuz variables complexes, analytiques au voisinage de (zy, w,).
Supposons que les courbes Fy(z, w) =0 et Fy(z,w)=0
atent une multiplicité d’intersection finie en (z,, w,) égale & p.

Il existe alors un voisinage compact A de (z,, w,) et un
nombre € > 0 tels que, si fi(z, w) et fo(z, w), analytiques au
poisinage de A, vérifient sup|fi] < e et s§p|f2| < e, les

courbes Ty, et T, déquations F,(z, w) 4+ fi(z,w) =0 et
Fy(z, w) + fa(z, w) =0 ont p points d'intersection dans A.
Soit n la borne supérieure des distances de ces p points a
(2, wo); alors m tend vers 0 avec ¢ uniformément par rap-
porta fy et fy lorsque Fy, F, et A sont fixés.

Naturellement, un point d’intersection (z, w;) € A de Iy
et ', est compté m fois si la multiplicité d’intersection de
I, et Ty en (z,w;) est m.

Pour démontrer le lemme 1, on peut supposer z, = w, = 0
et quitte a faire un changement d’axes, que ni F,(z,0), ni
F,(z,0) n’est identiquement nulle au voisinage de 0. On
peut alors trouver r > 0 et R > 0 tels que sur A, déter-
miné par |z] < R, |w| < r, les courbes F;(z,w) =0 et
Fy(z, w) = 0 soient définies par deux polynémes de Weier-
strass

Pls, ) = 2 + ay(®)a" + -+ + ay(w) = 0
et
Q(Z, W) =z" + bl(W)Z"'_l + .- + a’m(w) = O;‘

les a;, etles b, sont analytiques au voisinage de 0 et nulles
en 0. Le discriminant D(w) de P et Q est aussi analytique
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au voisinage de 0, nul en 0 avec une multiplicité égale a la
multiplicité d’intersection p de nos deux courbes.

Quitte a remplacer I' par un nombre plus petit, on peut
supposer que 0 est le seul zéro de D(w) dans |w| < r, que

sup |an(w)| R + -+ + sup |a,(w)] < 5 R°

|w|$r lwisr 3

et que la condition analogue sur Q soit satisfaite.
S1 e < %—inf(R”‘, R") et suplfi] <& sup|fe] <¢ la

A A
preuve du théoréme de préparation de Weierstrass (telle qu’elle
est exposée dans [4]) montre que les courbes F, 4 f; =0 et
F, +f, =0 sont définies sur A par deux polyndémes de
Weierstrass  Py(z, w) = 2" 4+ oy ()21 + -+ 4 a,(w) =0 et
Qui(z, w) = 2" 4 By(w)z" 1 4 oo 4 Bu(w) = 0; les a; et B
analytiques au voisinage de |w| < r, ne sont plus nécessaire-
ment nuls en 0. De plus, sup |aj(w) — ay(w)| < 7(€), fonc-
w

tion de = ne dependant pas des fonctions fi et f, et tendant
vers 0 avec ¢; la méme inégalité relie les B,(w) aux by(w).
Le théoréme de Rouchs montre que si & est assez petit, le
discriminant d,(w) de P; et Q; a le méme nombre de
zéros, dans |w| < r, que le discriminant de P et Q.

Une preuve différente m’a été indiquée par H. Cartan.

Appelons Q unouvert borné de C? de frontiére dQ réguliére,
tel que les fonctions F, et F, soient analytiques au voisinage
de Q, ne soient pas simultanément nulles sur dQ et que les
courbes Fi(z, w) = 0 et F,(z, w) = 0 n’alent que des points
d’intersection 1solés dans Q. Alors le nombre de ces points
d’intersection (comptés avec leur multiplicité) est

(F, dF, — F, dF,) dF, A dF, B
_1_f + (K, dF, — F, dF,) A dF; A dF,
8n? (F1Fy + F.F,)?

N(Fh Fz) =

Tant que F, et F, nes’annulent pas simultanément sur 2Q,
cette intégrale est une fonction continue du couple F,,F,

(normé par sup |Fy| + sup[F2|)_ Or N(F,, F;)eN; donc
aQ aQ

N(F,, F,) est localement constante.
Nous poserons Fy(z, w) = a; + b~ + ce™ + dpe=i+,
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] =1,2 et, en conservant les notations du lemme 1,

fi(z, w) = fj; exp [— i(2prx 4 2qny)] exp [— i(zx
+ wy)le,(z, y) dz dy
(1=1,2 et 9, sont définis en (1)).

Le théoréeme de Riemann-Lebesgue assure que fj(z, w)
tend vers 0, uniformément sur tout compact de C? lorsque
p? + ¢* tend vers l'infini. On peut appliquer le lemme 1
pour compter le nombre de solutions au voisinage de (z,, w,)
de #,2pr + 2z, 2qn +w) =0 (j =1,2) ce qui s’écrit aussi
Fy(z, w) 4 fi(z, w) = 0.

Il existe donc quatre suites de nombres complexes r(p, q),
s(p, q), ' (p, q) et s'(p,q), définies sur Z2, tendant vers 0
a l'infini et un nombre R > 0 tels que, s1 p? + ¢ > R2,
z2 =172y + 2pm + r(p, q), w=wy+ 2qr + s(p,q)  vérifient
f1(z, w) = 0 et fiy(z, w) = 0; 1l en est de méme pour

z =z, + 2pn + r'(p, q), w = w, + 2qn + $'(p, q)

Enfin pour tous les £(z,y) = exp (i(zx + wy)) correspon-
dants, dim H; = 1.

Désignons par A, D’ensemble des & que nous venons de
construire. Pour montrer que A est la réunion de A; et
d’un ensemble fini, nous aurons encore besoin d’un lemme.

Dans le lemme 2 ci-dessous, « désigne un nombre réel posi-
tif et r(p, q), s(p, q), r'(p, q), s'(p, q) sont quatre suites com-
plexes arbitraires vérifiant, pour tout (p,q) € Z2,

1) Irp, 9l <@ Is(pyg) <@ |F(p,g) <«

et s'(p, gl < .
Soient z,, w,, z, et s, quatre nombres complexes tels que

%, et z, ne solent pas congrus mod 2.

A Taide de ces quatre suites, on forme deux suites dans

Hom (R2, C¥*)

£, 4, y) = exp i[zx + woy + 2prx + 2qry
+ r(p, 9= + s(p, 9)y]
et

Xp o(T, Y) = exp i[zx + wey + 2prx 4 2qry
+ (p, 9)= + s'(p, 9yl



REMARQUES SUR UN THEOREME DE J. DELSARTE 143

LemMmE 2. — 11 existe un nombre o > 0 tel que st les condi-
tions (1) sont satisfaites, toute fonction fe L3(D) sécrive,
de fagon unique,

(2)  f(@y) = Zalp, 9%, 4= y) + Zb(p, Q) 1, y)
(3) (Zla(p, 9)1* + Z|b(p, q)I*)*® < + oo.

Réciproquement toute série (2) vérifiant (3) converge dans
L23(D) vers un élément fe L3(D).

La preuve du lemme 2 est une application trés simple
de la méthode de perturbation exposée dans [3] p. 205.

On pose

8(@, y) = exp [z + woy)]Za(p, 9) exp [((2prz 4 2qry)]
+ exp [i(z2 + woy) |Zb(p, q) exp [i(2pnz + 2¢ry)].

La condition 1z, — z, ¢ 2rZ entraine que |[g|i,m et le
premier membre de (3) sont deux normes équivalentes. De
plus g représente n’'importe quelle fonction de L?(D) comme
on le vérifie immédiatement. Il reste & prouver que, par un
choix approprié de «, on a

@ If — gluor < 5 gl

il en résultera que ’application linéaire transformant g en f
est un isomorphisme de L2(D). Pour obtenir (4), on développe
en série chaque exp [i(r(p, q¢)z + s(p, q)y)] et chaque

- exp [i(r'(p, 9)z + ' (p, 9)y)].
I1 vient

, aty
(5) f=g+ 2 L fe, (2, ¥)
k20,120 o
ot X' signifie que le terme k=101=0 est omis dans la
sommation. Chaque f,, ala méme forme que g(z,y) ce qui
permet de majorer |f, o par

Cia*+(Zla(p, g)I* + Z|b(p, I*)*® < Ca**'| gl oy

Alors (4) résulte de (5) s1 « est choisi convenablement.
Nous revenons maintenant a la preuve de la proposition 1.
Les lemmes 1 et 2 réunis montrent qu’il existe une constante



144 YVES MEYER

A > 0 telle que,si p* + ¢* > A%, [r(p, q)| < «, [s(p, q)] < «,
| (p, q)] < « et |§'(p, q)] < «; « est défini par le lemme 2

Désignons par A; D'ensemble des &,, et des yx,, asso-
ciés (p* + ¢ > A%) et par H; © H le sous-espace fermé
de H engendré par A,.

Tout fe H; s’écrit de facon unique comme une série (2)
ou a(p,q) =b(p,q) =0 s1 p*+ ¢ < A? et ou (3) est véri-
fiée.

Il en résulte que H, est de codimension finie N dans H.

Lemme 3. — L’ensemble A est la réunion de A, et d’une
partie finie dont le cardinal ne dépasse pas N. De plus, pour
tout £ e A, dim Hy < + co.

Soient £, ...,&, m > N+1, des éléments de A
n’appartenant pas 4 A,. Modulo H,,&,, ..., &, sont liés:

(6) @t + - + a,t, € Hy.

Parmi toutes les relations non triviales de la forme (6), choi-
sissons-en une de longueur minimale. Quitte & changer Pordre
des £;, cette relation de longueur minimale s’écrit

(7) Clal + e + C,.&,.G Hl ou 1< Srsm
et a #0,...,¢ # 0.

Deux cas se présentent alors: r=1 ou r > 2.

Soit, pour tout (a, b) eR? T,,: H—> H lopérateur de
translation défini par (T, ,f)( a:, y) = f(x + a, y + b).

Le théoréme 1 montre que T,, est défini sur H et est
continu.

S1 r=1, (7) s’écrit, en posant & = §&,,

(8) E(z, y) = Za(p, Q)gp.q + Zb(p, O)xp. o
En appliquant T,, aux deux membres de (8), il vient

E(w, y)&(a, b) = Za(p, 9)&,,4(a, b)E,, oz, Y)
+ Zb(p, 9)xp,o(as B)Xp, (@, Y)-

L’unicité du développement (8) de &(z,y) entraine

a(p, 9)&,,4(a, b) = a(p, q)&(a,
et b(ps 9)%s.4(a; b) = b(p, q)x(a, )
(ps

pour tout (p, q) € 2. Tous les a(p, q) et tousles b(p, q) ne
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pouvant étre simultanément nuls, il vient §=2§,, ou
£ = ¥, pour un certain couple (p,q). C’est contradictoire
avec £ ¢ A,.

Si r > 2, on applique a (7) les opérateurs T,,: la nou-
velle relation obtenue doit &tre proportionnelle & I’ancienne
sinon (7) ne serait pas minimale. Il vient

El(a, b) = = Er(a, b)

en contradiction avec r > 2.

On prouve de fagon analogue que dim Hy < + oo pour
tout & € A.

Soit H, le sous-espace de H engendré par tous les H;
ou £eA. Alors H, € H, =« H, H, est fermé dans H, de
codimension finie dans H et tout fe H, s’écrit de fagon
unique

9 fl&y) = 3 Pz, y)i(z,y)+ X c(€)(z, y)

EeF € A\F
ou

(10) S le(®) < C [, If(z, y)l* dv dy

E€A\F

et réciproquement toute série (9) pour laquelle Y |c(§)|?
ANF
est finie converge dans L% (R2?) vers un élément fe H,.

Prouver le théoréme 2 revient & prouver H = H,.

Soit E lespace quotient H/H,; E est de dimension
finie sur C. Supposons (en raisonnant par I’absurde) que E
ne soit pas réduit & {0}. Les opérateurs T,,: H—-> H
laissent H, invariant et définissent, par passage au quotient,
un groupe continu, & deux paramétres, d’opérateurs de E,
notés r,, Il existe donc un élément V # 0 de E et un
homomorphisme y de R? dans C* tels que

(11) ro.sV = x(a, b)V pour tout (a, b) € R2.

Revenant & H, V est 'image, modulo H,, d’une fonction
fe H n’appartenant pas & H,. La relation (11) devient

(12) f(z + a, y + b) — x(a, b)f(z, y) € H,.

Soit ge L3D), nulle hors de D, orthogonale & H, et
telle que j; f(z,y)g(x, y) dedy = 1. Multipliant (12) par
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g(z,y) et intégrant sur D, 1l vient

x(a, b) = [ fla+ =, b+ y)g(z,y) dwdy e H.

Le lemme suivant permettra de supposer y = 1.

Lemme 4. — Sotent p, et p, deux mesures de Radon dont
les supports sont des parties compactes de R? et A un homo-
morphisme de R?* dans G*. Pour toute fonction fe L}, (R?)
les conditions (13) et (14) ci-dessous sont équivalentes

(13) fru, =0 et frus =0
(14)  Of)x(u =0 et () * () = 0.

La preuve est immédiate et laissée au lecteur.

Un tel changement simultané de p,, u; et [ n’affecte pas
les conclusions du théoréme 2. Choisissant A = x~1, on pourra
désormais supposer y = 1 dans (12) et que 1€ A.

Soit ¢;, j > 0, une approximation de l'identité composée
de fonctions de 2(R2?). Puisque f¢ H, et que H, est
fermé, fxq;¢ Hy dés que | est assez grand. Par ailleurs
f* ¢, vérifie (12), est indéfiniment dérivable et sera appelée f
dans toute la suite. De plus lim flz+ a, '12) f(zy bf (ac, Y)

a>0

au sens de %~(R?) et a fortiori au sens de L2 (R?).
I1 vient :—i € H, et, de méme, %t € H,.
Nous allons, grace au lemme suivant, en déduire que
f[=P+g

ou P est un polyndme et ge H,. Mais fe H entraine
PeH et donc PeH,. On a fe H, ce qui est la contra-
diction désirée.

Il reste a trouver P et g.

Ecrivons —f= Qolzyy) + X' QE+ X a(8)E ou
¢eF EeANF
Zla(E)|? < + o

et X' signifie que £ =1 est omis dans la somme.

De méme 2L = Ry(z,y) + 3'RE + 3 b)E.
Yy EeF EEANF
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Lemme b. — Il existe un polyndme Py(z,y) et une série

gla,y) = X' P+ N c(E)E € ¥°(R?) tels que
EeF E€eA\F

kR . ﬂ: [ bf
op o T8 =5, ¢ 5 (Pote=
La disposition géométrique de l’ensemble M < C2? des
(z, w) tels que

(15) (z, y) = oxp [i(sw + wy)] € A

est décrite par la proposition 1. De cette disposition et de (10)
résulte qu'une série (9) appartient & %*(R?) si et seulement
si les coeflicients ¢(£) ont une décroissance rapide a I'infini
lorsqu’ils sont indexés par (z, w) € G2,

Pour prouver le lemme 5, on écrit d abord les relations de

compatibilité résultant de 2 (9]:) (bf > 11 vient
oy \ox ox \d

0 0
(16) 2y % =35 o
(17) §<Q52>=%(REE) i teF, &1

et finalement

(18)  wa(E) = zb(k) pour tout £ e A\F.

La relation (16) montre I’existence d’un polynéme P, tel que

oP, oP . ) .

=<, °t P,=—2 Si z # 0, lopérateur — définit
R dx 0 dy e P dx
. . 0

un automorphisme de H; de méme si w # 0, >0 est un

automorphisme de H;. Pour tout £eF, & # 1, ces deux
remarques permettent de trouver un polyndme P; tel que

0 o)
PEE. € HE et que 5; (Pg&) = QEE,. et @ (ng) = Rgi.

Finalement tout (z,w)e M, différent de (0,0), vérifie
soit |z > B > 0 soit |w] > B > 0 ol B est une constante.
Cette remarque et (18) permettent de trouver ¢(£), a décrois-
sance rapide, telle que 1zc(€) = a(§) et iwe(E) = b(E).
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5. Preuve du théoréme 3.

La preuve du théoréme 3 est semblable & celle du théoréme 2
et nous n’en donnerons que le plan. Quitte & multiplier y, et
w, par x € Hom (R2?, C*), on peut supposer que la solution
double de a; 4 bu + ¢ + djuv =0, ] =1, 2,_ est (1, 1).
On pose alors Fi(z, w) = a; + b + cje™™ + dpe=i ¢+,
les courbes F; =0 et F, =0 sont tangentes en (0,0) et
Pon vérifie facilement que leur multiplicité d’intersection en
(0, 0) est 2.

Doncles courbes T'; et T', définies aulemme 1 ont soit deux
points d’intersection distincts voisins de (0, 0), soit un seul
point d’intersection voisin de (0, 0) ou elles sont tangentes.

Dans le cas de deux points d’intersection distincts (r(p, q),

s(p, q)) et (r'(p, q), s'(p, q)), on pose encore

£,,q(2, y) = exp 1[2x(pz + qy) + r (p, 9= + s(p, 9)y]
et %42, y) = exp 1[2n(pz + qy) + ' (p, 9)= + s'(p, QY]

et r(p, q), s(p, 9), r'(p, q) et s'(p,q) tendent vers 0 & I'infim.
On pourra supposer que r'(p,q) > r(p,q) et 'on définira

par

alors a(p, q) € [—— %, %

s'(p, 9) — s(p,q) ‘
[(*"(p, 9)—7(P, 9))*+(s'(p, ) —s(p, 9))2]**

Dans ces conditions «(p, gq) tend vers une limite

re| — —, =
27 2

al'infini et tg « estla pente de la tangente commune en (0, 0)
aux courbes

@+ bt + o + de=etn =0 (j = 1,2).

De méme s1 T'; et I', sont tangentes, on obtient les solu-
tions élémentaires £,, et (z cosa(p,q) 4 ysina(p, q))E,,
et a(p, q) tend encore vers o« a l'infini.

Dans les deux cas ces solutions élémentaires existent pour
tout (p, q) € Z® tel que p? -+ ¢* > R?® et nous désignerons

sin a(p, q) =
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par H, , le sous-espace de H, de dimension 2 sur G, engen-
dré par les deux solutions élémentaires d’indice (p, q).
Pour base de H,, nous choisirons, dans le premier cas,

x“—I-EM___GM

et Xp,g — Ep,q —
[(*(p, q9) — r(p, @) + (s'(p, q9) — s(p, q))2]*2 P

et, dans le second cas, nous poserons s, , =§,, et

g = (@ cos a(p, q) 4 y sin «(p, 9))E, -

Nous reprenons alors la preuve du lemme 2. Il existe une
constante A > 0 telle que sur I’espace vectoriel des sommes

S(x,y) = X (alp, g)op, + bp, 9)7p.0)
P2+-qr> A2
les normes |S|ym et (Z|a(p, ¢)|* + Z|b(p, q)|2)** soient
équivalentes. La méthode de perturbation consiste & approcher

2Ti(pz+qY) —
6,, par e et ©,, par

(x cos « + y sin «)e2™ P+,

La encore la fermeture dans L% (R?) ou dans H des solu-
tions S(z,y) ainsi construites est de codimension finie dans

Dés lors la derniére partie de la preuve du théoréme 3 suit
les mémes pas que celle du théoréme 2.

6. Compléments.

Que deviennent les énoncés précédents st L? est remplacé
par 17,1 < p < 4+ o ou par 'espace ¥(R?) des fonctions
continues sur R2, & valeurs complexes?

Le théoreme 1 reste valable en remplacant ge L?}(D) par
geL”(D) o 1 < p < + . Sil’on s’intéresse aux solutions
continues de I’équation (2), il faut (et 1l suffit) d’ajouter les
conditions (f*p;)(z,1) =0 pour 1 <z <2, j=1,2

Les théorémes 2 et 3 ont une version faible et une version
forte. Désignons par B, < L{ (R?) l’espace de Banach des
solutions de fxu; =0, ] =1,2, normé par |f]wam.

11
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Si 1 < p < + oo, les solutions exponentielle-polyndmes
forment une partie totale dans B, (si p = 4 oo, il en est
de méme si L*(R?) est muni de la topologie o(L=, L1)).

Mais on peut préciser comment les solutions élémentaires
approchent les fonctions fe B,. Plagons-nous d’abord dans
le cadre du théoréme 2. Appelons A(Z?) I’algébre de Banach
des coeflicients de Fourier

fj; exp (— 2prixz — 2qmiy)f(z, y) dz dy

des fonctions fe L!(C) = L*(R?/Z?). On montre sans peine,
en appliquant le théoréme des fonctions implicites a I’algebre
de Banach A(Z2) et aux équations {;(z, + 2p= + r(p, q),
wo + 297 + s(p,q)) =0, = 1,2, que les suites r(p,q) et
s(p, q), fournies par la proposition 1, appartiennent a A(Z2?);
il en est de méme de r'(p, q) et s'(p, q)-

On reprend alors la méthode de perturbation du lemme 2

pour étudier I'espace des sommes

(@, y) = Za(p, 9)&,, (=, y) + Zb(p, 9)1,, 4, ¥)-

En utilisant les notations du lemme 2, on montre ’existence
d’une constante A > 0 telle que, si a(p, q) = b(p, q) =
pour p? 4 ¢* < A2, les normes de f et g dans Lr(D)
soient équivalentes (g est obtenue & partir de f en rempla-
¢ant r(p,q) et s(p,q) par 0).

Cette équivalence de normes conduit a deux conclusions.

Il existe une partie finie Ay < A et une constante A > 0

telle que toute conclusion fe B, posséde une série de Fourier
de la forme

(1) flz,y) ~ EEA Pt + Za(p, 9)8,, (2, y) + Zb(p, Q) 2, ¢(, Y) 5

€ Ao
a(p, q) = b(p,q) =0 s1 p* + ¢*> < A? et la convergence du
second membre de (1) vers f(x,y) est assurée par tout pro-
cédé de sommation convenant aux séries de Fourier des fonc-
tions de L1(T2). Par exemple, si nous posons pour T > A,

(2) falz,y) = X P

£€ Ao

4+ > (1 — M) <1 — Jll) (@, o&p, (@ ¥) + by, gX2p, ol T Y)]
IPIST,I9IST T T
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alors
(3) “f—fT"Lﬁw'—>0 (T - + o);

si p= -4 o cette convergence a lieu dans la topologie
o(L*, L') a moins que f ne soit une solution continue.

La situation est un peu plus compliquée dans le cadre du
théoréme 3 mais nous obtenons le méme type de conclusions.
En reprenant les notations du §5, on montre cette fois que

r(p, ¢) + r'(p, @) € A(Z?), r(p, 9)r'(p, q) € A(Z?) et
«(p, q) — @ € A(Z?);

mais en général, ni r(p,q), ni r'(p,q) n’appartiennent a
A(Z?). Deés lors on peut utiliser une variante de la méthode
de perturbation du lemme 2 du § 4 ([2]): il existe une cons-
tante A > 0 telle que [S(z, y)lLroy,

IZ[a(p, 9) + b(p, ¢)(x cos « + y sin «)]e2™ =+ Ly,
et
1Za(p, q)e*™ @+ 1y + | Zb(p, q)e* =9 Lo

sont trois normes équivalentes quand a(p, q) = b(p, q) =0
pour p* + ¢ < A? (les notations sont celles du § 5).

On en déduit que toute solution fe B, posséde une série
de Fourier de la forme

(4) f(@,y) ~ P PEE + Za(p, q)cp,q + b(p, q)'rp.q

geA

et cette série converge vers [ au sens suivant. Pour tout
T > A, posons

(5)  frlx, y) =
+

P&

5
S (1= (1 =) eim

IPIST, |9IST

Alors
(6) If — fr”L{:)c(R’) -0 (T— + o).

On peut enfin examiner le cas ou d, =d, =0 dans la
défimition des mesures p; (§1). Quitte & multiplier p, et
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@z par un méme y € Hom (R%, C*), on peut supposer que

w = 8(1,0) — 3(0, 0) + ¢, dz dy,
e = 8(0,1) — (0, 0) + o, dz dy.

Il est alors facile de voir que, sans hypothése supplémentaire
sur ¢, et ¢, € L1(C), le théoréme 1 ne subsiste plus. En effet
une condition nécessaire a la conclusion du théoréme 1 est
que le spectre M soit contenu dans un tube de la forme
|[Imz| < C, |[Imz| < C et cette condition est par exemple
violée si ¢; = ¢, = 1 sur C, 0 ailleurs.

En revanche, appelons T le triangle z > 0,y > 0, 2+y<1
et supposons que ¢, € LY(T), ¢, € LYT), ¢, = ¢, = 0 hors
de T. Alors les théorémes 1 et 2 restent vrais a cette diffé-
rence prés que C doit étre remplacé par T et D dans C
dans tous les énoncés; de plus I’ensemble M, défini dans la
proposition 1, est adjacent & (2rZ) X (2rZ) et zy = wy = 0.

Cet exemple montre 'importance de I’hypothése faite par
Delsarte: « ’enveloppe convexe des deux distributions est
la méme... De plus les deux distributions sont formées I'une
et autre de masses de Dirac placées aux sommets et d’une
densité suffisamment réguliére épandue a l'intérieur ».
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