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REMARQUES SUR UN THÉORÈME
DE J. DELSARTE

par Yves MEYER

1.

Soient 8(0, 0), 8(1, 0), 8(0, 1) et 8(1, 1) les masses unités
placées aux points (0,0), (1,0), (0, 1) et (1, 1) de R2.
Désignons par C le carré O ^ o î ^ l , 0 ^ î/ < 1 et par
(pi et (pg deux fonctions de L^R2) nulles hors de C. Enfin
^î ^i? ^5 ^î a^ &2? ^25 ^2 sont huit nombres complexes tels que
les mineurs c^d^ — Cgrfi, b^d^ — 62^1? a!^ — ^2^1? ^i^ — ^^
soient tous différents de 0.

On pose alors

(1) ^ = a^ 8(0, 0) + ^ 8(1, 0) + cj 8(0, 1)
+^8(1,1) + <9jdx dy

si ]' •== 1, 2 et Delsarte étudie dans [1] le système des deux
équations

(2) y^i^o, /^=o
où la fonction inconnue f: R2 -> C appartient localement à
L^R2). Il prouve que si le spectre de (2) est simple, les solu-
tions exponentielles de (2) forment une partie totale dans
l'espace de toutes les solutions f e L^(R2) de (2) ; la topo-
logie étant celle de la convergence en norme L2 sur tout
compact.

Nous allons montrer que l'emploi de méthodes hilbertiennes
permet de simplifier la preuve de [1] et de préciser les résul-
tats obtenus.
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134 YVES MEYER

2. Le cas L2 : énoncés des résultats.

Soit H l'espace vectoriel complexe des classes de solutions
f de (2) qui appartiennent localement à L^R2); deux solu-
tions presque partout égales définissant la même classe.

Soit d'autre part D le rectangle 0 ^ x ^ 2 , 0 ^ y ^ i .

THÉORÈME 1. — Toute fonction g e L^D) est la restriction
à D d'une et d'une seule solution fe H de (2).

En particulier, l'espace vectoriel H, muni du produit
scalaire {f^ f^} == f^x, y)J^{x, y) dx dy est un espace de
Hilbert.

Nous désignerons par G* le groupe multiplicatif des
nombres complexes non nuls et par Hom (R2, G*) le groupe
multiplicatif des homomorphismes continus de R2 dans G*,
c'est-à-dire de la forme ^{x, y) = exp i{zx + wy\ (z, w} e G2.

Appelons A c: Hom (R2, G*) l'ensemble des ï, précédents
qui sont solutions de (2) et, pour tout Ç e A, désignons
par Hç c= H l'espace vectoriel des solutions de (2) de la
forme P{x, y)^(x, y) où P est un polynôme en x et y à
coefficients complexes.

THÉORÈME 2. — Si le système des deux équations

(3) a, + b^u + c^ + djw =0 (/ = 1, 2)

possède deux solutions distinctes (u, v) e G* X G*, alors
dim Hç < + oo pour tout Ç e A ; de plus dim Hç = 1
pour tous les Ç G A à l'exception d'au plus une partie finie
F <= A.

La somme hilbertienne directe des Hç, Ç e A, et H sont iso9

morphes : toute solution f de (2), appartenant à L2^, s'écrit
de façon unique

W f{^ y) - S Pç(^ 2/)S(^ y) + S c{Wx, y)
$6F ÇSA\F

OÙ

(5) PçÇ e Hç ^ ^ KS)|2 < + oo.
S€A\F

Réciproquement, toute série (4) pour laquelle les conditions (5)
50 yU satisfaites converge dans L2^ (W5 une solution de (2).
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La situation est un peu plus compliquée si le système (3)
possède une racine double; le cas d'une seule racine simple
(u, v) e C* X C* est écarté par les conditions c^ — c^ ^=0,
b^ — fcg^i ^ O? a!^ — Ogfci ^ 0 et a^ — a^ ^ 0.

THÉORÈME 3. — 5i le système (3) possède une solution double
(u, v) e C* X C*, alors dim Hç < + °° pour tout Ç e A $
6^ pZu^ dim 1 - 4 ^ 2 pour ^ou5 les Ç e A a l'exception d'au
plus un ensemble fini de Ç e A.

D'autre part, il existe une suite E^, k ^ 0, rfê sous-espaces
de H, invariants par translation et de dimension 2 ^ une
partie finie F de A telles que toute solution f de (2) appar-
tenant à L?oc s'écrive^ de façon unique^

(6) f(x, y} = S P?(^ î/)^, y) + S A(^ 2/)
ter k^o

ou
(7) P^ e Hç, /•, e E, et S f |/,(rc, y)^ dx dy < + oo.

fc^O ^D

Réciproquement^ toute série (6) pour laquelle les conditions (7)
50M( satisfaites^ converge dans L2^ ^r5 une solution f de (2).

Il résulte des propriétés des E/, que chaque E^ est soit
l'un des sous-espaces Hç pour lequel dim 1-4 == 2, soit
engendré par deux caractères distincts ^ et Ç^ e A. Nous
verrons cependant qu'en général H et la somme hilbertienne
directe des Hç, Ç e A, ne sont pas isomorphes.

Les théorèmes 2 et 3 impliquent évidemment l'énoncé du
§ 1. Leur démonstration occupera les § 3 à 5. Au § 6 nous
compléterons cette étude en examinant le cas L^ p 7^ 2,
et le cas d^ == d^ == 0.

3. Preuve du théorème 1.

Elle est divisée en trois étapes décrites par trois lemmes.

LE M ME 1. — Si Oi&g — 02&i ^ 0, il existe deux constantes
positives C et T telles que toute fonction g e L^D) soit la
restriction à D d'une et d'une seule fonction

f: [0,2] X [0,+ oo[ -^C
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vérifiant

(8)
et

(f*^j){x,y) = 0 5i /=!,-

1 ^ rr ^ 2, y ^ 1.

Z)e pîus f est telle que

(9) (ff^.^f^ y^'dx ̂ )l/2 ^ ciigii.-
La preuve du lemme 1 est très simple. Nous exprimons

8(0,0) et 8(1,0) à l'aide de 8(1,0), 8(1, 1), <p^dx dy et ^
dans (1) et les relations (2) deviennent

(10) f{x, y) == ^f(x + 1, y - 1) + B,f(x, y - 1)
+ ffc f { x + l - s , y - t)^{s, t) ds dt

et

(11) f(x, y) == A^rr, y - 1) + B^f(x - 1, y - 1)
+ JX A-» -s, y - t)^(s, t] ds dt

où +1 et ^ e L^C).
Pour toute partie borélienne E de R2, désignons par

L^E) le sous-espace de L2(R) formé des fonctions nulles
sur le complémentaire de E. Soit l > 0 un nombre réel qui
sera précisé dans un instant. Le rectangle Di est défini par
O s ; a ; < l , l ^ i / < l + f tandis que Da est 1 < x < 2,
1 < y <S 1 + l. Soient g e L^D), gi e L^D^) et ^ e L^Dg) ;
la somme g + gi + gz vérifie (10) sur Di et (11) sur Da
si et seulement si

(12) g^x, y) = A.,g(x + 1, y - 1) + B,g(x, y - 1)

+ ffc ë^ + 1 - s, V- ()4'i(s, t) ds dt

+ ffc êi^ + 1 - s, i/ - <)^i(s, t) ds dt
+ ffc ̂ {x + 1 - s, y - t)^(s, t) ds dt

et

(13) g,{x, y) = A.^g(x, y - 1) + B^g{x - 1, y - 1)
+ ffcê^— s' Y — ̂ (s, î) ̂  ̂

~*~ JXêfl^ ~s^ y ~ ^^a^, <) ̂  ̂
+ JX ̂ ^ ~s î y ~ t^s' ̂  dsdt-
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Appelons T\ : L^Di) -> L^Di),

T, : L^(D,) -^ L^(D,), Ta : L^(D,) -> L^(D,)

et Ï4 : L^Dg) ->- L2(D2) les opérateurs respectivement défi-
nis par les deux dernières intégrales de (12) et les deux der-
nières intégrales de (13) ; ces intégrales peuvent toutes quatre
être restreintes à 0 ^ t ^ l car sinon la fonction à intégrer
est nulle. Il en résulte que ||T |̂| ^ 1/3, si l est choisi assez
petit, pour / == 1, 2, 3 et 4. Finalement (12) et (13) s'écri-
vent gi = Lg + T^gi + T,g, et g, == Mg + Tzgi + T^
qui entraînent gi == L^g et gg == Mgg où L^ et Mg sont
continus.

Nous venons de prolonger g e L^D) en une solution f
de (10) et (11), définie sur 0 ^ x ^ 2, 0 ^ y ^ 1 + Z. Les
équations (10) et (11) sont invariantes par translations paral-
lèles à y ' O y et il suffit d'itérer la construction précédente
pour obtenir le prolongement à [0, 2] X [0, 4" °°[- L'unicité
est assurée par la preuve que nous avons donnée.

LEMME 2. — Si Cî  — ^2^1 ^ 0, toute fonction g e L^D)
est la restriction à D cVune et (Kune seule fonction

f: [0,2] x ]- O ) , I ] ^ G

vérifiant (f* [^j){x, y) = 0 si j == 1, 2 <°( 1 ^ a? ^ 2, y ^ 1.
De pi!u5, on a

/L^JA^I^^W2 ^ C||gh.
La preuve est identique à celle du lemme 1.
Les lemmes 1 et 2 montrent que toute fonction g e L^D)

est la restriction à D d'une et d'une seule fonction

f: [0,2] X ]- oo, + oo[-^C

vérifiant {f^r ^)(a;, y) = 0 et (f* [L^)ÇX, y) = 0 sur la bande
l ^ r c ^ 2 , — o o < y < 4 - o o . De plus

ff^2\f^ V^ ^P (- ^^1) dxdy < + 0).

Le lemme 3 permettra d'étendre f à x ^ 2 o u r r ^ O .



138 YVES MEYER

Puisque a^ — a^ n'est pas nul, on peut résoudre (1) en
8(0, 0) et obtenir

(14) 8(0, 0) = As 8(1, 0) + B3 8(1, 1)
+ ^3 dx dy + Cap-i + D^

où ^eL^C).
Posons (13 = 8(0, 0) - As 8(1, 0) - B^ 8(1, 1) - ̂ 3 dx dy.

LEMME 3. — Soit T > 0 un nombre réel. Toute fonction
mesurable f: [0,1] X ]— oo, + oo[ -> C telle que

(15) JL^i \f^ y)!26""" dxdy < +^

est la restriction à [0, 1] X ]— oo, + °°[ d'une fonction
mesurable F: [0, + oo[ X ]— oo, + °°[ -^ C telle que

(16) (F * ̂ ){x, y) = 0 pour tout x ^ 1

et

(17) /L.^o 1̂  y)!26"™ ̂  ̂  < + 00

pour (ou( n;o > 0.
En outre, soient Xç > 1 et F j : [0, ^o] X ] — oo, + °°[ -> G
rfeMO; fonctions mesurables vérifiant (Fj ̂  [^){x, y) == 0 pour
1 ^ rc < n;o5 coïncidant avec f sur la bande 0 ^ x ^ 1, e(
satisfaisant à la condition (17). Alors F^ == Fg 5ur Za bande
0 ^ x ^ XQ.

La preuve est semblable à celle du lemme 1. On appelle X
l'espace de Hilbert des classes de fonctions mesurables

f: [0,1] x ]- oo, + oo[-^C,

soumises à la condition de croissance (15). Alors X est
invariant par translations parallèles à y ' O y et aussi par
convolution avec toute mesure de Radon portée par une
partie compacte de y ' O y .

On définit de même Y en remplaçant la bande 0 ^ x ^ 1
par l ^ o ; ^ l + ^ l > 0 sera précisé dans un instant.
Convenons que f e X (resp. g e Y) sont prolongées par 0
en dehors de 0 ^ x < 1 (resp. 1 ̂  x ^ 1 + l ) '

Les fonctions f et g vérifient (f 4- g) * ^3 = 0 sur la
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bande 1 ̂  x < 1 + l si et seulement si g + T\g == Tg/*;
TI : Y -^ Y est défini par

(Tig)(^, y) = J}̂  g(^ - s, y - t)^(s, t) ds dt

et Tg : X -> Y est un opérateur linéaire continu. Par un
choix approprié de l, ||Ti|| < 1 et g == (I + Ti^Tg/*. On
procède alors de proche en proche pour construire F sur
x ^ 1 et l'argument utilisé assure l'unicité.

Retournons à la preuve du théorème 1. On commence par
construire, à l'aide des lemmes 1 et 2,

/: [0,2] X] ~ oo, + oo[-^C

vérifiant f* ̂  == 0 et /^ ̂  == 0 sur la bande 1 ^ x ^ 2
et coïncidant avec g sur D. Grâce au lemme 3, on prolonge
la restriction de f à la bande 0 < x ^ 1 en une fonction
F : [0, + oo [ x ]— oo, + oo [ -> G vérifiant F * ̂ 3 = 0 sur
x ^ 1. Or {f*[^){x,y) = 0 si 1 < x < 2 et donc F ==/•
sur 1 < ^ < 2 comme le montre le lemme 3.

Il reste à vérifier que F ^ ̂  = 0 sur ^ ^ 1. Posons, à
cet effet, F^, y) = (F ^ ^)(^ + 1, y). Alors

(Fi * ̂ )(x, y) = 0 si a; ^ 1.

De plus, Fi(^, y) = 0 si 0 < x ^ 1 comme nous venons de
le constater. L'unicité établie au lemme 3 entraîne Fi == 0
pour tout x > 1.

Pour terminer la preuve du théorème 1, il reste à prolonger
f à x ^ 0. On procède comme au lemme 3 et cette dernière
étape est laissée au lecteur.

4. Preuve du théorème 2.

Le système a, + bjU + c^ + djW == 0 (/ = 1, 2) possède
deux solutions (^o, ^) e G* X C* et (uo, ^) e C* X G*.
Nous poserons UQ = e-120, ^ == e-^0, UQ == e-12'^ po==e-1^;
les quatre nombres complexes ZQ, Wg, Zo, WQ ne sont pas
déterminés de façon unique mais cela est sans importance
dans la suite et nous les supposerons désormais fixés.
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PROPOSITION 1. — L'ensemble M des couples (z, w) e C2

tels que ^{x, y) = exp {ixz + M/w) 50^ solution de (2) ^( rfis-
cr^ et est la réunion Sun ensemble discret adjacent à

(^ ^û) + (27TZ) X (27TZ)

et (Sun ensemble discret adjacent à {zç, Wo) + (27rZ) X (27rZ).
De plus, pour tous les {z, w} e M d l'exception d'un ensemble
fini, dim Hç == 1.

L'ensemble M est appelé le spectre de (2).
La preuve de la proposition 1 débute par un lemme.

LEMME 1. -- Soient Fi(z, w} et Fa(z, w) deux fonctions de
deux variables complexes, analytiques au voisinage de (zo, Wo).
Supposons que les courbes Fi(z, w) = 0 et F^z, w) == 0
aient une multiplicité d'intersection finie en (ZQ, Wo) égale à p.

Il existe alors un voisinage compact A de (zç, Wo) et un
nombre e > 0 tels que, si f^(z, w) et f^{z, w), analytiques au
voisinage de A, vérifient sup j/ij ^ e et sup \f^\ ^ e, les

A A
courbes I\ et I\ d'équations ¥^{z, w} + ^(^î w) == 0 et
F /^ ^\ _j- ^ (^^ ^) === 0 ont p points d'intersection dans A.
iS<H( 'yî ^ borne supérieure des distances de ces p points à
(zo, Wo) ; alors Y) tend vers 0 avec e uniformément par rap-
port à fi et /g lorsque Fi, Fg <?( A 5on( /î^s.

Naturellement, un point d'intersection (z^, w^) e A de I\
et r^ est compté m fois si la multiplicité d'intersection de
I\ et Fg en (zi, Wi) est m.

Pour démontrer le lemme 1, on peut supposer ZQ == WQ = 0
et quitte à faire un changement d'axes, que ni F^(z, 0), ni
Fg(z, 0) n'est identiquement nulle au voisinage de 0. On
peut alors trouver r > 0 et R > 0 tels que sur A, déter-
miné par \z\ ^ R, H ^ r, les courbes F^z, w) == 0 et
Fa(z, w) == 0 soient définies par deux polynômes de Weier-
strass

P(^ w} = ̂  + OiH -̂1 + • • • + a,(w) == 0

et
Q(^ w) == ̂  + fc^^z^ + • • • + a^w) = 0;

les a* et les bj sont analytiques au voisinage de 0 et nulles
en 0. Le discriminant D(w) de P et Q est aussi analytique
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au voisinage de 0, nul en 0 avec une multiplicité égale à la
multiplicité d'intersection p de nos deux courbes.

Quitte à remplacer F par un nombre plus petit, on peut
supposer que 0 est le seul zéro de D(w) dans \w\ ^ r, que

sup K(w)iR^ + . . . + sup KHI < 1 R?

|w«r |w|^»* 0

et que la condition analogue sur Q soit satisfaite.
1

Si e < -5-inf (R"1, R^ et sup |fi] < e, sup | Al < e, la
^ A A

preuve du théorème de préparation de Weierstrass (telle qu'elle
est exposée dans [4]) montre que les courbes Fi + f^ = 0 et
1̂ 2 + /2 =:: 0 sont définies sur A par deux polynômes de
Weierstrass Pi(z, w} = z" + a^w)^"1 + • • • + a,i(w) ==0 et
Qi(^ ^=zm+ ̂ W + • • • + P.M = 0; les ^ et p,
analytiques au voisinage de \w\ ^ r, ne sont plus nécessaire-
ment nuls en 0. De plus, sup |a^(w) — ^/(w)| ^ "^(^y fonc-

\w\^r
tion de s ne dépendant pas des fonctions /i et /g et tendant
vers 0 avec s; la même inégalité relie les (3/w) aux bj(w).
Le théorème de Rouché montre que si s est assez petit, le
discriminant d^(w} de P^ et Qi a le même nombre de
zéros, dans \w\ ^ r, que le discriminant de P et Q.

Une preuve différente m'a été indiquée par H. Cartan.
Appelons û un ouvert borné de C2 de frontière où régulière,

tel que les fonctions Fi et ¥^ soient analytiques au voisinage
de ti, ne soient pas simultanément nulles sur ôi2 et que les
courbes Fi(z, w) = 0 et Fg^, w) = 0 n'aient que des points
d'intersection isolés dans Q. Alors le nombre de ces points
d'intersection (comptés avec leur multiplicité) est

(Fi dF^ -_Fi rfFi) dFa A_^Fa
WF F ^ - -± F + (F, dF, - F, dF,} A dFi A dF,

[ 13 "S^JÔQ (FiF,+F,F,)2

Tant que Fi et Fg ne s'annulent pas simultanément sur ôQ,
cette intégrale est une fonction continue du couple F^, Fa
/norme par sup | Fi[ + sup | Fgl \ Or N(Fi ,F2)eN; donc
\ où eo /
N(Fi, F^) est localement constante.

Nous poserons F/z, w) = aj + ^-iz + c^-^ + d^e-1^^,
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/ == 1, 2 et, en conservant les notations du lemme 1,

fj{^ w) = j j ^ exp [— i{2pnx + 2ç7Tî/)] exp [— i{zx
+ wî/)]<P/^y) dxdy

(/ == 1, 2 et <py sont définis en (1)).
Le théorème de Riemann-Lebesgue assure que /.(z, w)

tend vers 0, uniformément sur tout compact de C2 lorsque
p2 _^_ q2 tend vers l'infini. On peut appliquer le lemme 1
pour compter le nombre de solutions au voisinage de (^o, Wo)
de p.y(2p7c + ^ 2ç7T + w) == 0 (/' = 1, 2) ce qui s'écrit aussi
F,(^+/^,w)=0.

II existe donc quatre suites de nombres complexes r(p, g),
S{P^ ?)? ^(P? î) et ^(P? î)? définies sur Z2, tendant vers 0
à l'infini et un nombre R > 0 tels que, si p2 + î2 ^ R2?
2 == 2;o + 2p7r + r{p, g), w = WQ + 2g7T + ^(p, ç) vérifient
p.i(z, w) == 0 et p^2? w) === 0; il en est de même pour

z = Zç + 2p7T + r'(p, g), w = Wo + 2ç7c + 5'(p, g)

Enfin pour tous les Ç(rc, y) == exp {i[zx + wî/)) correspon-
dants, dim Hç == 1.

Désignons par A^ l'ensemble des Ç que nous venons de
construire. Pour montrer que A est la réunion de A^ et
d'un ensemble fini, nous aurons encore besoin d'un lemme.

Dans le lemme 2 ci-dessous, a désigne un nombre réel posi-
tif et r(p, ç), 5(p, ç), r'(p, ç), 5'(p, ç) sont quatre suites com-
plexes arbitraires vérifiant, pour tout (p, q) e Z2,

(1) k^î)! ^ a? I^P.?)! ^ a» I^P.?)! ^ a

et |^(p,î)| ^ a.

Soient ^o? ^o? ^o et ^o quatre nombres complexes tels que
ZQ et ZQ ne soient pas congrus mod 2^.

A l'aide de ces quatre suites, on forme deux suites dans
Hon^R^Cl*)

Sp.ç(^ y) = exp i[zoX + WQV + 2p7rrr + 2g7rî/
+ ̂  ?)^ + ^(p. q)y]

et

Xp.ç(^, 2/) = exp i[zQX + Woî/ + 2p7r^ + 2g7Tî/
+ ^ /(p??)^+ ^{p.fDy}'
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LEMME 2. — II existe un nombre a > 0 tel que si les condi-
tions (1) sont satisfaites^ toute fonction fe L^D) s'écrwe^
de façon unique^

(2) f{x, y) = Sa(p, q)^q{x, y) + Sfc(p, î)Xp.,(^ y)

ou

(3) (S|a(p, ç)|2 + S|&(p, qW2 < + ̂ .

Réciproquement toute série (2) vérifiant (3) converge dans
L^D) (W5 un élément fe L^D).

La preuve du lemme 2 est une application très simple
de la méthode de perturbation exposée dans [3] p. 205.

On pose

g(x, y) == exp [i{zQX + Woî/)]2a(p, q) exp [i{2pnx + 2q^y)]
+ exp [i(zQX + ̂ o!/)]26^? î) ^P [^(2p7r^ + 2ç7Tî/)].

La condition ZQ — ZQ ^ 27rZ entraîne que || gl[ L,(D) et le
premier membre de (3) sont deux normes équivalentes. De
plus g représente n'importe quelle fonction de L^D) comme
on le vérifie immédiatement. Il reste à prouver que, par un
choix approprié de a, on a

^
W \\f— ghw ^ y II^ILW;

il en résultera que l'application linéaire transformant g en f
est un isomorphisme de L^D). Pour obtenir (4), on développe
en série chaque exp [i{r(p^ q)x + s{p, q)y)] et chaque

exp [>'(r'(p, q)x + s ' { p , q)y)].
Il vient

(5) f=g+ ^ ^f^y)
fc>0,^0 K \i \

où SY signifie que le terme k == ( == 0 est omis dans la
sommation. Chaque f,, ̂  a la même forme que g{x, y) ce qui
permet de majorer II/^^HL^D) par

Cia^(2|a(p, q)\2 + S|&(p, ç)|2)i/2 ^ Ca |̂|g||̂ .

Alors (4) résulte de (5) si a est choisi convenablement.
Nous revenons maintenant à la preuve de la proposition 1.

Les lemmes 1 et 2 réunis montrent qu'il existe une constante
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A > 0 telle que, si p2 + q2 > A2, |r(p, q)\ < a, \s{p, q)\ ^ a,
I^P? ?)1 ^ a et ^(P? ?)i ^ "5 a est défini par le lemme 2.

Désignons par A^ l'ensemble des Çp ç et des /p^ asso-
ciés (p2 + ç2 ^ A2) et par H^ c: H le sous-espace fermé
de H engendré par A^.

Tout fe HI s'écrit de façon unique comme une série (2)
où a(p, q) = 6(p, q) == 0 si p2 + î2 < A2 et où (3) est véri-
fiée.

Il en résulte que Hi est de codimension finie N dans H.

LEMME 3. — Uensemble A est la réunion de A^ et (Tune
partie finie dont le cardinal ne dépasse pas N. De pluSy pour
tout Ç e A, dim Hç < + °°-

Soient Si, . . ., Sm? m ^ N + 1, des éléments de A
n'appartenant pas à A^. Module Hi, ^i, . . . , Ç^ sont liés:

(6) a^+ - +aJ^eHi.

Parmi toutes les relations non triviales de la forme (6), choi-
sissons-en une de longueur minimale. Quitte à changer l'ordre
des Ç/, cette relation de longueur minimale s'écrit

(7) c^ + .. • + ̂ r e HI où 1 ^ r ^ m
et Ci ^ 0, . . ., c^ ^ 0.

Deux cas se présentent alors : r == 1 ou r ^ 2.
Soit, pour tout (a, b} e R2, T^: H-> H l'opérateur de

translation défini par (T^f)(rr, y) = f{x + a, y + 6).
Le théorème 1 montre que T^b est défini sur H et est

continu.
Si r == 1, (7) s'écrit, en posant Ç = Ci,

(8) ^, y) = Sa(p, ç)^., + Sfc(p, g)x^.

En appliquant T^ aux deux membres de (8), il vient

^{x, î/)Ç(a, b) = Sa(p, ç)^.,(a, b)^,{x, y)
+ ̂ (P.îkp.^ &)Xp.î(^!/)-

L'unicité du développement (8) de Ç(a;, î/) entraîne

^P? î)^.^^ fc) == ^P? î)^^ &)
et fc(p, ç)Xp.î(^ fc) = b{p, q)^a, b)

pour tout (p, q) e Z2. Tous les a(p, ç) et tous les 6(p, g) ne
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pouvant être simultanément nuls, il vient Ç == Çp ^ ou
^ === HLp.q pour un certain couple (p, g). C'est contradictoire
avec Ç ^ Ai.

Si r ^ 2, on applique à (7) les opérateurs Ta.b: la nou-
velle relation obtenue doit être proportionnelle à l'ancienne
sinon (7) ne serait pas minimale. Il vient

Si(^fc)== • • • ==^(a,fc)

en contradiction avec r > 2.
On prouve de façon analogue que dim Hç < + °° pour

tout Ç e A.
Soit Ha le sous-espace de H engendré par tous les Hç

où Ç e A. Alors Hi <= Hg <= H, Hg est fermé dans H, de
codimension finie dans H et tout fe Hg s'écrit de façon
unique

(9) f{x,y)= S P^2/)^,z/)+ S c{W^y)
ÇeF S€A\F

OÙ

(10) S I^OI2 < Cfj^,î/)|^rrrft/
^€SA\F "

et réciproquement toute série (9) pour laquelle ^ I^S)!2

A\F
est finie converge dans Lj^(R2) vers un élément fe Hg.

Prouver le théorème 2 revient à prouver H == Hg.
Soit E l'espace quotient H/Hg; E est de dimension

finie sur C. Supposons (en raisonnant par l'absurde) que E
ne soit pas réduit à {0}. Les opérateurs T<, ̂  : H -> H
laissent Ha invariant et définissent, par passage au quotient,
un groupe continu, à deux paramètres, d'opérateurs de E,
notés r^fe. Il existe donc un élément V + 0 de E et un
homomorphisme % de R2 dans C* tels que

(11) r^bV == ^(a, fc)V pour tout (a, b) e R2.

Revenant à H, V est l'image, modulo Hg, d'une fonction
fe H n'appartenant pas à Hg. La relation (11) devient

(12) f(x + a, y + b) - ̂  b)f{x, y) e H,.

Soit g e L^D), nulle hors de D, orthogonale à Hg et
telle que ^ f{x, y)g{x, y) dx dy = 1. Multipliant (12) par
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g{x, y) et intégrant sur D, il vient

^(a, b) = f^ f{a + x, h + y)g{x, y) dx dy e H.

Le lemme suivant permettra de supposer / == 1.

LEMME 4. — Soient [L^ et [L^ deux mesures de Radon dont
les supports sont des parties compactes de R2 et X un homo-
morphisme de R2 dans G*. Pour toute fonction /*eLi^(R2)
les conditions (13) et (14) ci-dessous sont équivalentes

(13) /^^=0 et f^^=Q
(14) (À/*) ^ (X^) = 0 et {\f} ^ (X^) = 0.

La preuve est immédiate et laissée au lecteur.
Un tel changement simultané de (AI, [Ag et f n'affecte pas

les conclusions du théorème 2. Choisissant À == ^-1, on pourra
désormais supposer ^ == 1 dans (12) et que 1 e A.

Soit 9^, / ^ 0, une approximation de l'identité composée
de fonctions de ^(R2). Puisque ff Hg et que Hg est
ferme, f ^ ^ j ^ î î ^ dès que / est assez grand. Par ailleurs
f * ^j vérifie (12), est indéfiniment dérivable et sera appelée f
dans toute la suite. De plus lim ̂  + ^ ̂  ~ A^ y) ̂  ̂  /^^ )

a»o a ôrc
au sens de ^(R2) et a fortiori au sens de Lj^R2).

^.Y» ^ / »

II vient -L e Hg et, de même, -L e Hg.ôrc ôî/
Nous allons, grâce au lemme suivant, en déduire que

^ = = p + g
où P est un polynôme et g e Hg. Mais fe H entraîne
P e H et donc P e Hg. On a fe Hg ce qui est la contra-
diction désirée.

Il reste à trouver P et g.

Écrivons ^ = Qo(rr, y) + ^ / QçS + S ^(S)^ où
°^ S€=F ^eA\P

S)a(Ç)|2 < + oo

et S7 signifie que Ç == 1 est omis dans la somme.

De même ^ = R,{x, y) + ^ KçS + S ^)S.
°y Ç € F $eA\F
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LEMME 5. — I I existe un polynôme Po(^, y) et une série
g(^ y) = S' p^ + S ^)S e ^-(R2) tels que

^ e F $ e A\F

^p•+^ et î ^
La disposition géométrique de l'ensemble M <= G2 des

(js, w) tels que

(15) HX, y) == exp [i{zx + wy)} e A

est décrite par la proposition 1. De cette disposition et de (10)
résulte qu'une série (9) appartient à ^(R2) si et seulement
si les coefficients c(Ç) ont une décroissance rapide à l'infini
lorsqu'ils sont indexés par (z, w) e C2.

Pour prouver le lemme 5, on écrit d'abord les relations de

compatibilité résultant de -ô- ( 1 - } = -ô- /^-V II vient
ôy \ô^/ ôrc \ôî//(16) ^=^-

(") ^ (Qîî) = ̂  (Ri5) si ç 6 F, s ,. 1

et finalement

(18) wa(Ç) = zfc(Ç) pour tout Ç e A\F.

La relation (16) montre l'existence d'un polynôme Pô tel que

Qo = ôpo et Pô = ôpo. Si z ^ 0, l'opérateur -ô- définit^x èy ? ^ ^^

un automorphisme de Hç; de même si w ^ 0, — est un
ôy

automorphisme de Hç. Pour tout Ç e F, ï, ^ 1, ces deux
remarques permettent de trouver un polynôme Pc tel que
PçÇ e Hç et que ^ (PçÇ) = QçÇ et ^ (PçÇ) = RçÇ.

Finalement tout (z, w) e M, différent de (0,0), vérifie
soit |z| ^ (3 > 0 soit |w| ^ p > 0 où p est une constante.
Cette remarque et (18) permettent de trouver c(S), à décrois-
sance rapide, telle que izc{^) = a(Ç) et wc(^) == &(Ç).
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5. Preuve du théorème 3.

La preuve du théorème 3 est semblable à celle du théorème 2
et nous n'en donnerons que le plan. Quitte à multiplier [L^ et
(Ji.2 par ^ e Hom (R2, C*), on peut supposer que la solution
double de aj + bjU + CjV + d^uy ==0, / == 1, 2, est (1, 1).
On pose alors F/z, w) = a, + ^-iz + c^ + ^--^-w;
les courbes Fi == 0 et Fg == 0 sont tangentes en (0, 0) et
l'on vérifie facilement que leur multiplicité d'intersection en
(0,0) est 2.

Donc les courbes I\ et F g définies au lemme 1 ont soit deux
points d'intersection distincts voisins de (0, 0), soit un seul
point d'intersection voisin de (0, 0) où elles sont tangentes.

Dans le cas de deux points d'intersection distincts (r(p, g),
s(py g)) et (^(p, g), s'(p, g)), on pose encore

^.î(^ y} = ex? i[^{p^ + qy} + r (p, q)x + s{p, q)y]
et Xp.^ y) = exp i[2n{px + qy) + r ' { p , q)x + 5'(p, q)y]

et r(p, g), s(p, g), ^(p, g) et 5'(p, g) tendent vers 0 à l'infini.
On pourra supposer que r ' ( p , g) ^ r(p, g) et l'on définira

TC 7T 1i / \ r TC TC 1alors a(p, g) e — —, — par
L 2 ^ J

sin afo a} = ________^(p,g) -^(p,g)_______[pî q) [{r'(p, ?)-r(p, g^+^p, g)-^, g))2]^2'
Dans ces conditions a(p, g) tend vers une limite

a e 7T 7T

T^ T
à l'infini et tg a est la pente de la tangente commune en (0, 0)
aux courbes

a/ + b^12 + ̂ -lw + ̂ -î(?+uo =0 (/ == 1, 2).

De même si I\ et Fg sont tangentes, on obtient les solu-
tions élémentaires Çp <y et (x cos a(p, g) + y sin a(p, g))Sp,ç
et a(p, g) tend encore vers a à l'infini.

Dans les deux cas ces solutions élémentaires existent pour
tout (p, g) 6 Z2 tel que p2 + g2 ^ R2 et nous désignerons
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par Hp ç le sous-espace de H, de dimension 2 sur G, engen-
dré par les deux solutions élémentaires d'indice (p, ç).

Pour base de îïp y nous choisirons, dans le premier cas,

Xp,g ~r ^p.jf ̂

et [(r'(p, <?) - r(p, ̂ + (;(p, ç) - ̂ (p, g))2]i/a = T^

et, dans le second cas, nous poserons a^q = Çp q et

ïp^ == (x cos a(p, y) + y sin oc(p, ç))^.

Nous reprenons alors la preuve du lemme 2. Il existe une
constante A > 0 telle que sur l'espace vectoriel des sommes

S(^ y) = S (a(p, q)a^q + b(p, ç)ï^)
P2+Î»^A2

les normes ||S|IL.(D) et (S|a(p, ç)|2 + S| fc(p, ç)|2)^2 soient
équivalentes. La méthode de perturbation consiste à approcher
<7^ par (̂p^y) ^ T^^ par

(x cos a + y sin a^27^4- .̂

Là encore la fermeture dans L^R2) ou dans H des solu-
tions S{x, y) ainsi construites est de codimension finie dans
H.

Dès lors la dernière partie de la preuve du théorème 3 suit
les mêmes pas que celle du théorème 2.

6. Compléments.

Que deviennent les énoncés précédents si L2 est remplacé
par L^ 1 ̂  p ^ + °° ou par l'espace ^(R2) des fonctions
continues sur R2, à valeurs complexes?

Le théorème 1 reste valable en remplaçant g e L^D) par
g e LP{D) où 1 ̂  p ^ + oo. Si l'on s'intéresse aux solutions
continues de l'équation (2), il faut (et il suffit) d'ajouter les
conditions (f-^ ^j)(x, 1) = 0 pour 1 ̂  x ^ 2, / = 1, 2.

Les théorèmes 2 et 3 ont une version faible et une version
forte. Désignons par Bp c: Lf^(R2) l'espace de Banach des
solutions de f * ̂  == 0, / = 1, 2, norme par ||/I|LP(D).

il



150 YVES MEYEK

Si 1 ^ p < + oo, les solutions exponentielle-polynômes
forment une partie totale dans Bp (si p = -)- °°5 il en est
de même si L°°(R2) est muni de la topologie <r(L00, L1)).

Mais on peut préciser comment les solutions élémentaires
approchent les fonctions /*eBp. Plaçons-nous d'abord dans
le cadre du théorème 2. Appelons A(Z2) l'algèbre de Banach
des coefficients de Fourier

j j exp (— îpnix — 2qniy}f{x, y) dx dy

des fonctions fe L^C) = L^R^Z2). On montre sans peine,
en appliquant le théorème des fonctions implicites à l'algèbre
de Banach A(Z2) et aux équations ji^Zo + 2p7r + r(jo, g),
WQ + 2çTC + s(p, q)) ==0, j = 1, 2, que les suites r(p, q) et
s(p, q), fournies par la proposition 1, appartiennent à A(Z2);
il en est de même de r''(p, q) et ^(p, q).

On reprend alors la méthode de perturbation du lemme 2
pour étudier l'espace des sommes

f(x, y) = Sa(p, ?)Çp,^, y) + 2&(p, qhp,q{^ y)'

En utilisant les notations du lemme 2, on montre l'existence
d'une constante A > 0 telle que, si a(p, q) = b{p, q) == 0
pour p2 + ç2 ^ A2, les normes de /* et g dans L^D)
soient équivalentes (g est obtenue à partir de f en rempla-
çant r(p, ç) et ^(p, q) par 0).

Cette équivalence de normes conduit à deux conclusions.
Il existe une partie finie Aç <= A et une constante A > 0

telle que toute conclusion f e Bp possède une série de Fourier
de la forme

(1) f(^y)- S P^+2a(p,g)^^,y)+2&(p,g)xp.^î/);
^€=Ao

a(py q) == &(p, q) == 0 si p2 + q2 ^ A.2 et la convergence du
second membre de (1) vers f(x, y) est assurée par tout pro-
cédé de sommation convenant aux séries de Fourier des fonc-
tions de L^T2). Par exemple, si nous posons pour T > A,

(2) fï(x,y)= S P^
ÇeAo

+ 2 (l - ̂ Vl - M) KÀ,p(^ y) + &p,,X2p,,(a-, y)]
ipKT,m^T \ 1 / \ JL /
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alors

(3) 11/>-/T||L^->0 (T->+ 00);

si p == 4- oo cette convergence a lieu dans la topologie
Gr(L°°, L1) à moins que f ne soit une solution continue.

La situation est un peu plus compliquée dans le cadre du
théorème 3 mais nous obtenons le même type de conclusions.
En reprenant les notations du § 5, on montre cette fois que
^P, ?) + r ' { p , q) E A(Z2), r(p, q ) r ' { p , q) e A(Z2) et

a(p,ç) -aeA(Z 2 ) ;

mais en général, ni r(p, g), ni r ' ( p , q) n'appartiennent à
A(Z2). Dès lors on peut utiliser une variante de la méthode
de perturbation du lemme 2 du § 4 ([2]) : il existe une cons-
tante A > 0 telle que ||S(rr, Î/)HLP(D),

et
II^KP? ?) + b(p, q)(x cos a + y sin ̂ e2^^^^

||2a(p, q)e2^x^\\^ + l|Sfc(p, q)e^^\\^

sont trois normes équivalentes quand a(p, q) = b{p, q) == 0
pour p2 + q2 ^ A2 (les notations sont celles du § 5).

On en déduit que toute solution f e B possède une série
de Fourier de la forme

W f{^ y) - S P^ + 2a(p, q)a^ + &(p, q)^^
^ € A o

et cette série converge vers f au sens suivant. Pour tout
T > A, posons

(5) f^y)= ^ P^
^<=Ao

+ S a(p, q) (i - MVl _ M\ (.,, )
IPl^T,m^T \ 1 / \ y J r^ ^

+ S ^ ç) (l - M) ('1 - M) T,,̂  2/).
IPKT,|Ç|^T \ 1 / \ T / "y v

Alors

(6) II/'-AIIL^^-^O (T->+ oo).

On peut enfin examiner le cas où d^ = d^ = 0 dans la
définition des mesures p^ (§ 1). Quitte à multiplier p^ et
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^.2 par un même ^ e Hom (R2, G*), on peut supposer que

^= 8(1,0) -8(0,0) +9, dx dy,
^ = 8(0, 1) - S(0, 0) + ?2 ̂  ̂ /.

II est alors facile de voir que, sans hypothèse supplémentaire
sur 91 et 92 e L^C), le théorème 1 ne subsiste plus. En effet
une condition nécessaire à la conclusion du théorème 1 est
que le spectre M soit contenu dans un tube de la forme
| Im z[ < C, | Im z| ^ C et cette condition est par exemple
violée si ?i = 92 = 1 sur C, 0 ailleurs.

En revanche, appelons T le triangle x ^ 0, y ^ 0, x+y ^ i
et supposons que <pi e L^T), 92 ^ L^T), 91 == ̂  = 0 hors
de T. Alors les théorèmes 1 et 2 restent vrais à cette diffé-
rence près que C doit être remplacé par T et D dans C
dans tous les énoncés; de plus l'ensemble M, défini dans la
proposition 1, est adjacent à (2nZ) X (2nZ) et ZQ = WQ = 0.

Cet exemple montre l'importance de l'hypothèse faite par
Delsarte : « l'enveloppe convexe des deux distributions est
la même... De plus les deux distributions sont formées l'une
et l'autre de masses de Dirac placées aux sommets et d'une
densité suffisamment régulière épandue à l'intérieur ».
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