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APPROXIMATION POLYNOMIALE PONDEREE
DANS UN DOMAINE D’HOLOMORPHIE DE (

par Nessim SIBONY

1. Introduction.

Soit Q un domaine d’holomorphie dans C" et soit w
une fonction s.c.i. définie dans Q, & valeurs réelles stricte-
ment positives. HP(Q, w) désignera I'espace des fonctions f,

holomorphes dans Q, telles que f]fl )w(z) di(z) < + oo,

A étant la mesure de Lebesgue de Q et 1 < p < . On
munit cet espace de la norme

£, = ( fo If1?(@)m(=) dn(z))™".

H~>(Q, w) désignera I’espace des fonctions [ holomorphes
dans Q telles que w(z)|f(z)] tend vers zéro quand =z
tend vers le bord de Q, on le munit de la norme
Ifl = sup w(z)|f(z).
z€Q
Nous noterons ces espaces HP(w), 1 < p < 4 oo, lorsque
Q = G". Ce sont des espaces de’Banach.

On se pose le probléme de:l’approximation des fonctions
de HY(Q,w), 1 < p < + oo, par des fonctions holomorphes
dans des ouverts contenant strictement le domaine Q ou bien
par des fonctions holomorphes & croissance donnée, par
exemple des polynomes.

Un tel probleme a été étudié par B. Taylor dans [12] lorsque
Q = C" Il a donné une condition suffisante pour approcher
les fonctions de H2(w), par des fonctions a croissance donnée,
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mais pour une topologie plus faible que celle de H2(w); c’est
celle d’un espace H2(wy), w; < w.

Le probléme d’approximation pour des algébres bornolo-
giques de fonctions holomorphes a été étudié par J.-P. Fer-
rier [4], [b], qui utilise pour cela le calcul symbolique de
Waelbroeck.

Nous avons besoin de quelques notations pour introduire
ce probléme.

tant donné un ouvert Q de GC", nous noterons dg(z)
la distance au complémentaire de Q soit dg(z) = i'ngf1 |z — #|.

n z'¢
Posons 8y(z) = (1 + |2[?)"12 ou |z|2 = Y || et

3a(z) = min [da(z), 8(2)].

Soit & wune fonction lipschitzienne positive dans GC*;
posons Q = {z|8(z) > 0}. On suppose 3 < 3, et — log?d
plurisousharmonique (p.s.h.) dans Q.

Notons E(k, 8) I’espace des fonctions f holomorphes
dans Q telles que |f], = sup|f (z)|] 3%(z) < 0 ou k est

un entier positif et 0(3) = U E(k, 3). L’espace 0(3) a une
k

structure naturelle d’algébre bornologique [5]. Un sous-espace
F est dense dans 0(8) pour cette structure si pour tout k,
il existe un entier k' tel qu'on puisse approcher les éléments
de E(k,3) par des éléments de F, pour la topologie de
E(k', 8). J.-P. Ferrier [4] a donné des conditions nécessaires
et suffisantes pour que @(3') soit dense dans 0(3), au sens
précédent lorsque 8’ > §, si on identifie 0(3') & un sous-
espace de 0(3).

Nous généralisons la technique de B. Taylor pour étudier
Papproximation dans un domaine d’holomorphie de GC*,
nous essayons de faire I’approximation pour la norme de
Pespace de départ. Nous donnons également des conditions
nécessaires d’approximation, ce qui nous permet de retrouver,
sans avoir & utiliser le calcul symbolique de Waelbroeck,
les résultats de [4] sur les algébres @(3). La technique uti-
lisée permet en particulier de préciser un entier k' tel que
lespace 0(8') n E(k',3) soit dense dans l’espace E(k, 3)
muni de la topologie induite par E(K/, 3).
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L’outil essentiel est la résolution de ’opérateur d avec les
estimations de Hérmander [7].

Nous aurons besoin des notions suivantes. Etant donnée
une fonction g & valeurs réelles définie dans Q, on notera
g* la plus petite fonction s.c.s. qui majore g. On dira que
exp (x) est un module de plurisousharmonicité pour @,
définie dans Q, si x est une fonction continue dans Q est si
pour tout (4, ... t,) € G* la distribution

220

— tjt, — exp (x) Y |4
hE 0Z; 03 j=1

est une mesure positive. Dans toute la suite on supposera que
w est de la forme w = exp (— @). On dira que w est un
poids si pour tout entier k on a:

sup exp (— @(z)) 85%(z) < oo.
z€()

Nous obtenons en particulier les résultats suivants.

TrtorkMeE. — St (@ — 2log 3g)(z) = <sup cp{") (z) pour
iel
z€ Q, ou chaque ¢, est p.s.h. dans un domaine d’holomorphie
Q;, 2 Q, la famille (¢;);c1 restreinte & Q étant supposée
filtrante croissante et si de plus il existe une constante C > 0
telle que C 3352 soit un module de plurisousharmonicité pour @,
alors U H2(Q;, exp (— ¢;)) est dense dans H2(Q, exp (— @)).
i€l

Lorsque Q = G" il suffit de supposer que C 33 est un module
de plurisousharmonicité pour ®@.

TuEorREME. — Sotent Q un ensemble convexe de C" et @
une fonction convexe dans Q telle que exp (— @) soit un poids.
Alors pour tout p, 1 < p < -+ o, les polyndmes sont denses
dans HP(Q, exp (— @)).

Nous obtenons comme corollaire d’un théoréme plus géné-
ral le résultat suivant.

CoroLLAIRE. — St ® est p.s.h. homogéne complexe d’ordre
p >0 dans G ie. O(uz) =|u|fD(z) pour ueC" et
z € CG*. Alors les polynémes sont denses dans

He (exp (— @), 1< p < + o
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Pour étudier des conditions nécessaires d’approximation,
nous montrons le résultat suivant sur les fonctions p.s.h.,
ce résultat admet d’autres applications [11].

Prorosition. — Soit @ wune fonction p.s.h. continue dans
un domaine d’holomorphie Q telle que ®(z) > — log 3q(z)
et exp (— ®) Ulipschitzienne dans Q; alors

O(z) = (Slip Cvloglavl) *(2)

pour tout ze€ Q, ou G, >0 et ot a, sont des fonctions
holomorphes dans Q.

On montre alors qu’une condition nécessaire pour que
H(Q'), T’espace des fonctions holomorphes dans Q' > Q,
soit dense dans H2?(Q, exp (— k®)) pour tout entier positif k,
est que, exp (— ®) étant un poids, on ait

®(z) = (sup o/ log f])*(s), ze @,

les ¢, étant des constantes positives et f; des fonctions
holomorphes dans Q'.

Les cas ou cette condition est suffisante sont étudiés dans
la suite.

2. Approximation dans un domaine d’holomorphie
pour les espaces HP(Q, w).

Nous utiliserons a plusieurs reprises les deux théorémes
suivants dus & L. Hérmander [7].

TatoriME 1. — Soient Q un domaine d’holomorphie de
C", ® une fonction p.s.h. dans Q et exp (x) un module de
plurisousharmonicité pour ®. Pour toute forme

g e L2 ,(Q,loc), g > 0,

telle que dg=0 et j;) lg|2 exp — (@ + %) dA(z) < o, il
existe u € L ,_(Q,loc) telle que du = g et

(1) q folulzexp (— @)dn < [y]gl* exp — (@ + x) da.

Les notations sont celles de [7] et [8].
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CororLLAIRE 2. — Sotent Q wun domaine d’holomorphie de
C*, ¢ une fonction p.s.h. dans Q, gel? ,(Q,loc), ¢ > 0,
avec dg =10 et f|g|2 exp (— ¢) dr < . Alors il existe
uel? . (Q,loc) vérifiant du =g et

qflulzexp — o) flglzexp — o) dx

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer le théoréme 1 avec

(I)=<p—l—210g(1+|z|2). On a

—_ t|2
y 2 tit, > 2 lo 1+z2t.t>2—|—-——
fzi 0z, 03, 7 1% szbzk g (L + 1= (1 + [4%)?

d’ou
exp (— @) = P (— )3
et exp—(d)—i—x)=?exp(— 9).

Donc (2) se déduit de (1).

Prorosition 3. — Soit ® wune fonction positive dans un
domaine d’holomorphie Q. On suppose que

®(z) — 2log 3q(z) = (sup @i)*(z)

iel

pour z€ Q ou, pour chaque i1 €1, ¢, est une fonction p.s.h-
positive dans un domaine d’holomorphie Q, > Q. La restric-
tion de la famille (¢,);cx & Q est supposée filirante croissante.
Alors pour fe H2(Q, exp (— @) il existe une suite de fonctions

appartenant a l ’HZ(Q,., exp (— ¢;) 88) qui converge vers f
i€l
dans H2(Q, exp (— @) 8} 33).
Démonstration. — D’aprés un lemme de G. Choquet [9],

il existe une suite i(m) d’indices tels que la suite ¢, soit
croissante et (sup <pi(,,,)>* = (sup <pi)* dans Q. Soit (K,),en
m i€l

une suite exhaustive de compacts de Q et («,) une suite de
fonctions %~ & support compact dans Q, 0 < «, < 1, «,
valant 1 sur un voisinage de K,. En convolant la fonction
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caractéristique de K, avec e <—> ou p est une fonction
€

%~ a support compact égale & 1 sur un voisinage de I’origine,
on voit qu’en choisissant ¢ en fonction de K,, on peut cons-
truire une suite «, qui vérifie de plus la condition

(3)

"(5) < G + dgi(a))?

2

1i<n |03,

ou C estune constante indépendante de p.

Posons g, = 3(«,f) = fd«,; g, est une forme différentielle
de type (0,1) a coefficients dans %7(Q). Soit I(p) défini
par

I(p) = [ol8l* exp (— @) 8 dr = [ [f|%3%,/2 exp (— @) 83 d.
D’aprés (3) on a

I(p) < C [y IfI* exp (— @)(1 + %) da.
Or ’
fe H}Q,exp (— ®)) et 8g<1 donc lim I(p) =0.

P>

Afin d’alléger les notations, désignons @,y par ¢, Qum
par Q, et posons:

I(p, m) = [q.|&l* exp (— @n) dr.

*

Rappelons que SUp ¢, = (sgp q:,,,) sauf sur un ensemble

de mesure de Lebesgue nulle [9]. Par suite, p étant fixé,
en appliquant le théoréeme de convergence monotone on a:

lim I(p, m) = [, I8/ exp (— (sup on) d2
= Jolgl? exp (— (sup .)*) d
= fg Igpl2 exp ('— (D) 82) = (p)a
d’aprés 'hypothése: @ — 2log 8g = (sup cp,.)"‘.
. 1
Donc pour tout p, il existe un entier m(p) tel que

I(p, m(p)) < 21(p).

Résolvons 1’équation du = g, dans le domaine d’holo-
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morphie Q,,. D’aprés le corollaire 2, il existe une solution
u, vérifiant

j;1m<p> |, exp (— @mp) 3 dA < f |8l* exp (— @mp) A2
= I(p, m(p)) < 2I(p).

Posons ¢, = fa, — u,. Alors 3, =0 dans Q,,; par suite
¢, est une fonction holomorphe dans Q,, et on a

ﬁlm(;» |95|% eXp (— @mep) 88 dN < 00

car il en est ainsi de u, et que fx, est & support compact.
De plus

Jalfa, — o2 exp (— ®) 8 88dn = [ |u,)® exp (— @) 33 3dn
< foluwl? exp (— oup) 38 d1 < 21(p),

or fa, est arbitrairement proche de f dans
LA(Q, exp (®) 54 8.

Par suite ¢, converge vers [ dans H2?(Q, exp (— @) 3% 83).

Cette proposition a été démontrée par B. Taylor [12]
lorsque Q = C" sous des hypothéses plus fortes sur ®.
Remarquons qu’on peut remplacer dans I’énoncé la fonction
3q par une fonction lipschitzienne strictement positive et
tendant vers zéro sur le bord de Q.

TutorkME 4. — Soit ® une fonction p.s.h. positive dans le
domaine d’holomorphie Q. On suppose que exp (— @) est
un poids vérifiant les conditions suivantes :

a) ®(z) = (S'lelll) 9,)*(z) pour z€Q, ou les ¢, sont p.s.h.

dans Q, domaine d’holomorphie contenant Q et ot la res-

Y

triction de la famille ¢, a@ Q est filtrante croissante.

b) Il existe une constante C > 0 telle que C 352 soit un
module de plurisousharmonicité pour @.
On suppose de plus que

c) — log 8q(z) = (siuII) Lpi)*(z) pour ze€ Q, ou les ¢, sont
€

p.s.h. dans Q, et la restriction de la famille (§,) a Q est
filtrante croissante.
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Alors U H2(Q;, exp (— ¢;)) est dense dans
iel
H2(Q, exp (— ®@)).

St on suppose que (9;), (4;) sont définies dans C" et que
exp (¢;) et exp (§;) sont a croissance polynomiale alors les
polynémes sont denses dans H2(Q, exp (— ®@)).

Démonstration. — Comme dans la démonstration de la
proposition 3 posons

I(p) = [ylgl® exp (— @) 35 da,
I(p, ) = [, lgl? exp (— r®) 83 d

ou 0 <r<1 et g,=23,f).
On voit facilement que lim I(p, r) = I(p); donc pour tout
r>1
p 1l existe % < r(p) <1 tel que I(p, r(p)) < 2I(p). D’apres
le théoréme 1 et I’hypothése b) faite sur @ il existe une solu-
tion u, de I'équation du = g, dans Q vérifiant

Jalul? exp (— r(p)®@) dn
< 7 [o1gl exp (= r(p)®) B < G L),

En effet C/2 352 est un module de plurisousharmonicité pour
r(p)® puisque r(p) > —%— En posant ¢, = fa, — u, alors

30, =0 et on voit qu'on peut approcher f dans

H¥(Q, oxp (— ©))

par des fonctions qui sont dans U H2(Q, exp (— r®)). 1l
nous suffit & présent d’approcher les fonctlons de

H2(Q, exp (— ry®)), ro < 1.
Or (ro® — 2log 8g)(z) = (sm‘lp (rop; + 2¢i))*(z) pour ze€ Q,

d’apreés les hypothéses a) et ¢). La proposition 3 permet d’affir-
mer qu’on peut approcher une fonction A € H3(Q, exp (—r,®))

par des fonctions de U H2(Q,, exp (— rop; — 2¢;) 38) et ceci

i€l
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pour la norme de l’espace H2(Q, exp (— r,®) 3} 82). Or,
puisque, pour tout k >0, sup exp (— @) 85%(z) < 0, la
convergence dans l’espace HZ(Q exp (— ro®@) 8% 82) 1mp11que

la convergence dans H2?(Q, exp (— @)). Pour terminer la
démonstration, il nous suffit de montrer que les fonctions de
H2 (exp (— rop; — 2¢;) 85) sont des polyndémes si exp (¢;)
et exp (¢;) sont a croissance polynomiale. En effet, s1 f appar-
tient & cet espace, 1l existe par hypothése un entier k > 0

tel que f[f[z(l + [2|?)~*d\x < . On a alors

@12 < G, [, \f(z + w2 dr(w)

Co [y [FG+ w21 + |2 4 ul2) ™1 + |z + ul?)* da(w)
(1 + |2 + w2 C, [ IFEQ)NA + [g2)-* da(z)

Z)k

N N N
»n
=
e

N
=
[N
+
x

donc f est un polynéme d’apres le théoréme de Liouville.

Ezemple 5. — Soit U un ouvert borné de GC" et p une
fonction de classe %2 strictement plurisousharmonique dans
U. Posons Q = {z/z€ U, p(z) < 0}, on suppose U >

alors Q est strictement pseudoconvexe. Posons ® = — —;

’

® vérifie les hypothéses de la proposition 4, car c’estpla
composée de p avecla fonction A(x) = — z~! qui est convexe
croissante sur R_. Donc ® = sup (¢;p + B;) ol «; et B,
sont des constantes, o; > 0 et o;p + B; est p.s.h. dans U.
De plus on a

D > p~200p > cp~? > ¢332

Done @ vérifie ’hypothése b) et il est clair que exp (— @)
est un poids. Par suite les fonctions holomorphes dans U
sont denses dans H2(Q, exp (p~1)).

TutoriME 6. — Sotent Q wun ouvert convexe de C" et @
une fonction convexe dans Q telle que exp (— ®) soit un
poids; alors pour tout p, 1 < p < 4 o, les polynémes sont
denses dans HP(Q, exp (— @)).

Lorsque Q = C" ce résultat est démontré dans [12] en
utilisant des fonctionnelles analytiques; notre démonstration
est cependant différente méme dans ce cas.
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Démonstration. — Nous allons faire d’abord la démonstra-
tion pour p = 2. On peut toujours supposer que @ > 0,
0eQ et ©(0)=0.

Soit ¢ > 1. La convexité de ® permet d’écrire

D(z) < t710(z) + (1 — t71)@(0)

ou encore

(4) O(tz) > tD(z).

En particulier ®(z) > R-Y|z|®

| |> par suite 1l existe ¢ > 0

tel que ®(z) > ¢|z| pour |z] assez grand, sinon @ serait
nulle dans une direction donnée et exp (— ®) ne serait
pas un poids.

Posons pour r < 1 f,(z) = f(rz); la fonction f, est définie
dans Q,=r1Q > Q. On a

f If(2)|2 exp (— @(2)) dh = r=2* [ |f(2)|? exp (— @(r~12)) d;

X,g(z) exp (—®(r1z)) < Xg exp <—— % (D(z)> < Xgq exp (— @(z))

ou Xq désigne la fonction caractéristique de Q.

D’ou, en appliquant le théoréme de convergence dominée
de Lebesgue, |f.] = |fl quand r —1; par ailleurs f, con-
verge vers [ ponctuellement. La boule unité de 1’espace
H2(Q, exp (— @)) étant faiblement compacte, on voit que
If. — fl tend vers zéro quand r tend vers 1; de plus

f. € H3(r1Q, exp (®,)).

Nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 7. — Soient Q un ouvert convexe et § une fonction
convexe sur Q telle que (z) > ¢|z|. Alors il existe une suite
§, de fonctions p.s.h. dans C" telles que exp (¢,) soit a
crotssance polynomiale et {(z) = sup ¢,(z) pour tout ze Q.

k
Supposons le lemme démontré et achevons la démonstra-
tion du théoréme. Il est clair que

® — 2logdg = sup ((® — 2logdg), ® + 2log (1 + |2|?)).
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Or, ® — 2logdg est convexe puisque @ l’est et I’hypothése
Q convexe équivaut & — log dg convexe. De plus

® — 2logdg > €|
comme on l'a vu, puisque — logdg(z) > — log|z — 4.
D’aprés le lemme 7, ® — 2logdg et @ s’écrivent comme
enveloppe supérieure de fonctions p.s.h. dont I'exponentielle
est & croissance polynomiale; i1 en est donc de méme de
® —2logdg et de @, — 2logd,q, puisque r1Q est
convexe. D’ou @, — 2log 8,9 =sup ¢, avec exp (p,) 4
k

croissance polynomiale. La proposition 3 permet d’affirmer
qu’on peut approcher f, dans I’espace

H} (10, oxp (— ®,) 32 8Y)

par des fonctions de U H? (exp (— ¢;) 38) c’est-a-dire par
1

des polyndmes, comme on I’a vu dans la démonstration du
théoréme 4.
Il suffit de remarquer que la convergence dans

H2(r1Q, exp (— @,) 8%.q 3%)

implique la convergence dans H2?(Q, exp (— @)).
Or

(5) d—q(z) > « > 0 pour tout ze Q.

En effet, i1l existe une boule de centre 0 et de rayon 8 conte-
nue dans Q. Doncsi z€ Q, onapour |{ <B(1—r)

z+C=rrz]+ {1 —r)({1 —r)g) erlQ
d’ou I'inégalité (5). On a vu (4) que pour r < 1,

®(z) > r1d(rz).
Par suite

exp (— 9(z)) < exp (— r1®,(z))
= exp (— ,(z)) exp (1 — r1)®,(z) < Cexp (— ®,(z)) 3q B4

puisque dq(z) = a > 0 et ®(z) > ¢z|.

Démonstration du lemme 7. — ¢ étant convexe, d’aprés le
théoreme de Hahn Banach, ¢ = SI;p (Re<z, w;) — «a)),
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«; € G, w; e G*. Il nous suffit donc de montrer que dans C

la fonction ¢ = sup (¢|z|, 2), ou x = Re z, s’écrit comme

(sup 5,‘) avec §, sous-harmonique dans C et exp (3,
k

a croissance polynomiale.
En effet, ¢ = sup [sup ((Re(z, w;>) — «;,¢|z|] et en uti-
J

lisant une rotation on se rameéne au cas ou w; = (w9, 0, ... 0).

Remarquons que
N

elz| = sup <log 3 Z | 2 > = sup @y.
N

La fonction ¢y est sous-harmonique et exp (py) est &
croissance polynomiale.

Soit 6 wune représentation conforme de 'angle ¢|z] < «
sur le demi plan supérieur

(6) 0(z) = e'zh.
S1 Imz > 0, posons
o 1 .
(cpNoel yftqja;e ;dt ol z=ux+ .

On voit que (py o 6~ )( ) < plog* |t| + C donc que l'intégrale
est convergente. On voit facilement que log* [t| = mf ((es)1e),
par suite

(o 2 879)(2) < A+ny—_l‘£‘it'—dt

t — x)* 4 y?
py 7t S\ (o)1
< A+ f t_x s = A P Re()(es)
D’ou il résulte que
T N——
(7) [(px o 072)(z)] < A + p log* [4].
. I

Posons &n(z) = on(z) si elz] >z et Fx(z) = (Fno 6~ 1) 0

sl gfz] < 2. Ona |§x(z)] < A; + Aplogt |z d’aprés (6) et (7)

et |ex(z)] < @(2).
Remarquons que

(8) o 0 071(z) > o o 6-1(2),

par suite Fx(z) = on(z) voir lemme 8. Donc §y est sous-
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harmonique dans C et a l'intérieur de l'angle z > €|z,

elle est égale a la solution du probléeme de Dirichlet avec

donnée au bord ¢y. De plus ¢(z) = sup §x(z), car en fai-
N

sant tendre N vers 'infini on voit que la solution du pro-
bléeme de Dirichlet, dans la construction choisie, avec pour
donnée au bord ¢y converge vers la solution du probléme
avec pour donnée au bord x et que cette solution est égale
a .

L’'inégalité (7) et la relation (6) permettent de voir que
exp (pn) est & croissance polynomiale.

Remarquons que la conclusion du lemme 7 reste vraie
pour la fonction ¢% « étant un nombre strictement positif
et ¢ wune fonction convexe vérifiant ¢(z) > ¢[z| pour un
e > 0 donné.

Pour écrire 'inégalité (8) nous avons utilisé le résultat sui-
vant: soit h une fonction sous-harmonique dans le demi-
plan supérieur, continue dans le demi-plan supérieur fermé.
On suppose qu’il existe k& > 0 tel que

0 < h(z) < klog (1 + |22).

Notons Ph lintégrale de Poisson de la fonction A, 1.e.

Ph(s) = £ ﬁ ( h(t) dt

T — 1) 4 2
On a alors h < Ph.
Nous allons démontrer un résultat un peu plus général.

Lemme 8. — Soit u wune fonction sous-harmonique dans
le demi-plan supérieur continue dans le demi-plan supérieur
fermé. On suppose que

u(t)| R S P .
L-————1+t2dt< 0 }g_g A ut(re’®) sin ¢ do = 0.

Alors u < Pu o Pu désigne l'intégrale de Poisson de u.

Démonstration. — Soit ze€ G avec Imz > 0. Désignons
par u} la mesure harmonique, relative au point z, du demi-
disque centré en 0 et de rayon R contenu dans le demi-plan
supérieur.



84 NESSIM SIBONY

On peut calculer explicitement uP. Pour R assez grand,
on a alors:

<4 (R =R — )
u(z) < Zf_n e O

2yf (R? —|2z]?)R sin ¢ w(Re*) do.
|Re®® — z|2| Re?? — 2|2

Majorons la derniére intégrale en remplagant u par ut.

Les hypothéses faites sur u permettent de passer a la limite

en faisant tendre R vers 'infini; d’ou il résulte que u < Pu.
Ceci achéve la démonstration du théoréme pour p = 2.
Faisons la démonstration pour p =+ . Si r <1 ona

|f:(z)| exp (— ®) < |f(rz)| exp (— r~1®(rz))

puisque @(rz) < r®(z). Donc f,e H*(Q, exp (— @)) et f.
converge vers f quand r tend vers 1.
Pour » > r, f,e H3(r-1Q, 20.). En effet

O(r'z) > rT D(rz),
d’ou
AR exp (= 20(72) < If(ra)* exp (— 2 7 @)
qui est intégrable puisque @(z) > €|z et r'[r > 1.
Par suite, il existe une suite de polynémes p, qui converge
vers f, dans H2*(r'—1Q, 2®.), c’est I'application du théo-

réeme pour p=2. Orsi ze Q onavu que z-+ {er1Q
pour [{| < B(1 —r') =r;. Il en résulte que

Ifz) — pya)® < Crg [ Ifi(z + €) — pz + D)2 dA(Y)

< G SUP exp (20,(2 + 8)) [ If()
— PQ)|* exp — (20,(2)) dA(%)

< Cr?" exp (20(2))e,
&)= [ I(8) — PO exp (— 20,(3)) dn(3).
En effet, ®.(z+4 ¢) < ®(z) + A(r') car

O(r'z 4+ 1) < ro(z)+ (1 — r)o(r'(1 — r')1Y)
< ro(z) + A(r).

ou
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b 2 ’
D’ou il résulte que p; converge vers f, dans

H*(Q, exp (— @))
puisque lime; = 0.

j)uo

Pour démontrer le résultat, lorsque 1 < p < o, on se
rameéne selon la méme technique au cas p = 2.

3. Approximation pour les algébres 0(3).

Nous avons défim l’algébre 0(8) au paragraphe 1, 38
étant une fonction lipschitzienne positive telle que 8§ < 3.

TrtoriME 9. — Si — log 8(z) = (sup q;,)"‘(z) pour z€ Q
iel
avec @; p.s.h. dans un domaine d’holomorphie Q; > Q et st

la restriction de la famille ¢, a Q est filtrante croissante,
alors on peut approcher les fonctions de E(k, 8) pour la norme

de E(k + 2n + 4, 3) par des fonctions de
UJ B, exp (— co) 39,
i€l

avec ¢ = 2k + 2n + 3.

Démonstration. — Soit Q = {z/z€ C"; 8(z) > 0}. On a
3(z) < 3qg(z) pour tout z. Dans la démonstration de la pro-
position 3, on peut supposer

p

l

9°—ier < ofl 4 3-1p,

vz

Par suite étant donné fe E(k,8) qu est inclus dans

H2(Q, 8%+2+1) " on peut lapprocher dans H?(Q, 3§%+2+7)

par des fonctions appartenant a UHZ(Q,, exp (— co,;) 83).
i€l

I1 suffit pour terminer la démonstration de voir que

H2 ( Q , 82k+2n+7)

s’injecte continiment dans E(k + 2n + 4, 8).
En effet on a:

(9) |f(2)]28%+2+7(z) < (volB.)™ [, |f(z+ C)|2 8%+2+7(z) dA(X)
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ou B, désigne la boule de centre z et de rayon —;- 3(z).
Mais B, est contenue dans Q, car

13(z) — 8(z + O] < —

7
si |7 < %a(z); donc 3(z+%) >0 si z+¢eB.
De (9) on déduit |
If(2)|? 3(z)+2+7 < ¢, 3(z)~2" fglf(z')l 3(=")HeA2ntT d(2')
c’est-a-dire

[ lransa < ¢ ([ 1£(2)]2 82247 da(2)).

Introduisons une définition de la densité dans 0(3) qu
soit plus fine que la notion de densité pour la structure bor-
nologique.

3(z)

DeriniTioN 11. — Un sous-espace F est dense dans 0(3)
s’il existe une constante y > 0 telle que pour tout k, on peut
approcher les fonctions de E(k,8) par des éléments de F et
cela pour la norme de Uespace E(k + v, 3).

CororraIre 12. — Soit Q un domaine de G". On suppose
P
que Q = m Q; ou chaque Q; estun domaine d’holomorphie.
i€l
Alors U(D(Sgi) est dense dans 0(3q).
i€l
En particulier, si Q = Q et Q est un compact polyno-
mialement convexe, les polynémes sont denses dans 0(3g).

=
Démonstration. — Puisque Q =| lQi, on a
i€l

3q(z) = inf 3q (2)
1
pour z€e Q. Dot — log3g(z) = sup (— log 8q,(2)), z€ Q;
i€l
or — log 3g, est p.s.h. dans Q; puisque Q; est un domaine
d’holomorphie. Donc l ’ 0(3q,) est dense dans 0(3g) au sens

i€l
de la définition 10, ceci d’aprés le théoréme 9.
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Si Q est un compact polynomialement convexe, on a
Q =| lQp ou chaque Q, est un polyédre analytique et
p
Q=0Q= ‘ I Q,. Le théoréme d’approximation d’Oka per-
P

met d’approcher les fonctions de 0(8q,) par des polynémes
uniformément sur Q.

Ezemple 13. —Dans C2 considérons le domaine d’holo-
morphie

o = {(2, 2)|(21, 23) € C2; |z)| < |z < 1}.
On montre que 8,(z) = dy(z) = inf [(1 — |z]), |z — |zl].

Or
(L —lzl)* =sup[ 3 |al]
N Lo<pr<N
et
(Izzl - lzll)_l = Nsup IPN,X., )\,(zl, zz)l ; D‘ll — |7\2] =1
ou
Poaun(a ) = 3 (na)(hm) 0+,
0<PLN

D’ou 1l résulte que pour ze€ w, on a
— log 3,(z) = (sup log|f])(z)

avec f; holomorphe dans C*\C X {0} = Q, donc H(Q)
est dense dans 0(3,). On voit facilement que les polynomes
ne sont pas denses dans 0(3,).

4. Approximation de fonctions entiéres.

Dans ce paragraphe on suppose que ® est une fonction
positive p.s.h. dans GC*, telle que exp (— @) soit un poids,
1.e. pour tout k, sup 37%(z) exp (— @(z)) < 0.

zeCh?
Prorosition 14. — Supposons que @ vérifie les conditions
sutvantes :

a) Il existe une constante C > 0 telle que C 8% soit un
module de plurisousharmonicité pour @.
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b) ® = (sup (I)j)*, ®; étant une famille de fonctions p.s.h.
jed

dans C" avec exp (®,) d croissance polynomiale.
Alors les polynémes sont denses dans H2(exp (— ®)).

Démonstration. — Soit « une fonction de classe %~ dans
C,0 < a <1 égalea 1 pour |z < 1 etnulle pour |z] > 2.
Posons a,(z) = «(p~*z). On a

(10) b

J

°—f£l’ < C(L —+ |42).

sz

En posant g, =23(«,f) ou fe H?(exp (— ®)), et
I(p) = f | g,l* exp (— ®)(1 + |2]?) dn(2),

on voit comme dans la proposition 3 que lim I(p) = 0. Soit

U(p, ) = [ lgl* exp (— ©,/2 — @[2)(1 + [2]?) dh.

On peut supposer comme on I'a vu que ®; est une suite, et
qu’elle est filtrante croissante, puisque cela ne modifie pas la
croissance polynomiale de exp (®;) lorsqu’on prend la borne
supérieure d’un nombre fini de fonctions de ce type.

Pour p fixé on a lim I(p,j) = I(p). Donc pour tout p,
J> o
il existe j(p) avec I(p,j(p)) < 2I(p). Résolvons dans C"

I’équation
(14) Su =g,

pour la fonction ¢, = %@ + %; ¢, admet comme module

de plurisousharmonicité exp (x) = % (1 + |7|?)~* d’apres

I'hypothése a). D’aprés le théoréme 1 1l existe une solution
de (11) vérifiant

f |u,|? exp (— @,) dA
<2 (gl exp (— o)1 + |2 dr < = 1(p).

Si ¢,=a,f—u, ona d,=0. On voit comme dans la
proposition 3 que ¢, converge vers [ dans H2 (exp (— @)).
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Les fonctions ¢, appartiennent & U H? <exp < - —(g— — %)\
7 /

Il nous suffit donc d’approcher les fonctions

p € H? (exp <—%— %1'>>

par des polyndmes. Or I’hypothése b) montre que

1) () [ O, \*
— —do — 1 b\ .
5 T3 <s‘}p2+2>

En reprenant le raisonnement de la proposition 3, mais avec

a, = a(p~'z), on voit que U H2 <exp <— % —_ %’ﬂ) 8%>

JjE€J

est dense dans H? <exp <~%——%1°>> pour la norme de

H <exp <— %-)— — %1*'> 80>- Or la convergence dans cet

espace implique la convergence dans H2 (exp (— @)); en

effet exp (— @) < ¢, exp <—— % — %-b> 3% puisque

(1 = 12]?) exp (2,,)
étant a croissance polynomiale est majoré par c; exp <— -5 )
Enfin les fonctions de H? <exp <—— 22)1 — %1“> 83) sont des
polyndmes.
Remarque 15. — Si on ne conserve que I’hypotheése
® = (sup ®,)*

ou @, est psh. dans C" la famille ®; étant filtrante
croissante, on peut approcher les fonctions de H? (exp — ®@))
pour la norme de H? (exp (— @) 33) par des fonctions de

LJ #2 (exp (— @) 83).

JEJ

Ezxemple 16. — S1 @(z) = |z]2* + ¢(z) o0 « >0 et ¢
une fonction convexe avec ¢(z) > ¢z|, les polynémes sont
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denses dans H2 (exp (— @)). En effet 2300 > 22|z|2* et

%

kJ bzkbz,

n —
2 %t |2

Z (1 + (%)l
Or [z]2* = sup log i Ll » donc @ =sup ®;, ®, véri-
p! P Js

azlzlza _
tktj = alzlz(a—n + a(a — 1)|zlz(a-z)

fiant les condltlons de la proposition 14; pour e 1l faut
utiliser le lemme 7.

CororrLAIRE 16. — Soit @ wune fonction p.s.h. dans GC*,

telle que exp (— ®) soit un poids. On suppose de plus les
conditions suivantes.

a) ® = (SUP(D) ou chaque ®; est p.s.h. dans C7,

i€l
exp (®,) étant a croissance polynomiale.

b) Il existe une constante B telle que pour tout A,
1 <2< 2,

on ait ®(rz) > ®(z) — B.
< A<

¢) Pour tout A,1 <

2, il existe une constante A(M\)
telle que

®(rz) > D(z) + log (1 + |2|2) — A(}).
Alors les polynémes sont denses dans H? (exp (— @)).

Démonstration. — Posons f.(z) = f(rz). On voit grace a
I'hypothése b) que f, converge vers [ dans H2 (exp (— ®)).
(Méme démonstration que pour le théoréme 6). Il nous suffit
d’approcher f. par des polynémes. On peut supposer la
famille @; filtrante croissante; d’aprés la remarque 15 on
peut approcher [, par des polyndémes pour la norme de
H? (exp (— ®,) 83). Or I'hypothése ¢) montre que

exp (— @) < C,exp (— @,) 83

donc les polynémes sont denses dans H? (exp (— @)).

Prorosition 17. — On suppose que @ vérifie les conditions
a) et b) du corollaire 16 ainst que les deux conditions sutvantes.
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¢') Pour tout 1 < A <2 il existe une constante C(})
telle que
®(rz) = @(z) + nlog (1 + |7|2) — C(}).

d) Pour tout r < 1, il existe une constante B(r) telle que

‘ d(rz) — @(z) < B(r)
® (%) = sup ©(¢ + w).

lwl<1

Alors pour tout p, 1 < p < + o, les polyndomes sont denses

dans HP (exp (— @)).

Démonstration. — L’hypothése b) montre que |f.[,— |fl,
lorsque r tend vers 1. Il est clair que f, converge ponc-
tuellement vers f, par suite d’aprés [6] p. 208 f. converge
vers [ dans HP (exp (— @)), 1 < p < .

Lorsque p= -+ o ona

|f(rz)] exp (— ®(z)) < exp (B)|f(rz)| exp (— @(rz)).

Donc f, € H* (exp (— ®)) et f, converge vers f dans cet
espace.

Poursuivons la démonstration lorsque p = + .

Nous allons approximer f,,r < 1. Soit ry <7 < 1

If:(z)l < exp (B)If].. exp (®(rz))
|1:(2)|* exp (— 2®(r'z)) < exp (B)|f]. exp (— 20(r'z) — 2®(rz))

or d’apres ')
®(r'z) > O(r) + nlog (1 + [rdf?) — A (%)
Donc

|1:(2)]* exp (— 2@(r'z)) < Clfla(1 + [r2]%)~>",

d’ou on a f, € H? (exp (— ®,))

®,. vérifiant les hypothéses du corollaire 16. Par suite il
existe une suite p; de polyndémes tels que ¢; tende vers
zéro lorsque j tend vers l'infini, ou

ey = [ If(ra) — p/(a)* exp (— 20(r'2))
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Mais |f. — p;|* étant plurisousharmonique, on a

fz) — P& < Vit J o, 1z + u) — pylz + u)l® dA(u)

< Vit fL G+ W) — pz + w)®
exp (— 29,.(z + u)) exp (20,.(r + u)) dr(u)

< Vitexp (20,(2))e,

V. désigne le volume de la boule unité dans G~

D’ou
exp (— @(2))If(z) — p(2) < Vi * exp [8.(z) — @(2)]¢
I'hypothése d) montre que p; converge vers f, lorsque j

tend vers I'infini puisque ®,(z) — ®(z) est borné.
La démonstration pour 1 < p < o suit les mémes étapes.

Exemple 18. — S1 ® est positivement homogéne d’ordre
p > 0, c’est-a-dire vérifie ®(iz) =*®(z) pour tout ¢t > 0,
les conditions b), ¢’) et d) sont vérifiées. C’est clair pour les
conditions b) et ¢’). Pourd) soit r < 1 et |u|l < 1, ona

= e (M)

O(rz + u) = |rz + u| Q(Irz—l—ul [rz 4+ u|f®(a)

ou |af =1 et @(z) =|z|f®P(B) avec B =1zlz|~1. D’ou il
résulte que

O(rz + u) — O(z) = [rz 4 u|*®(a) — |z|*D(B).
Or on a
o _ L0l =zt wl __Ju

|rz + ul S rz4ul’
r étant fixé; on voit que |« — B| est arbitrairement petit
pour |z| assez grand, indépendamment de u. Doncsi ¢ > 0,
®(x) < (1 4 ¢)®(B) pour |z| assez grand, par suite
®(rz) — @(z) < ©(B)[(1 + )(Irz| + 1)P — |4]’] < B(r)

si rP(1+4¢) < 1.

o —

Cororraire 19. — St @ est p.s.h. homogéne compleze,
d’ordre o > 0 e st ®(uz) = |u|*®(z) pour tout ueC et
z € C". Alors les polynémes sont denses dans HP (exp (— @))
pour 1 < p < + oo,
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Démonstration. — Comme on vient de le voir, 1l suffit de
vérifier la condition a) de la proposition 17. II est clair que @
est positive et d’aprés [9], th. 2.5.1 log ® est p.s.h.. Or

N @r . N P

® = sup log < 3 —,>, la fonction @y = log < > —7> est
N 0 . 0 .

p-s-h. car il en est ainsi de log Gﬁ) pour tout p, de plus

exp (Py) est a croissance polynomiale. La proposition 17
permet de conclure.

Remarque 20. — Signalons une extension du théoréme 6.

Soit @ une fonction convexe dans C" telle que exp (— @)
soit un poids. S1 « > 0, alors pour tout p, 1 < p < oo, les
polyndmes sont denses dans H? (exp (— ®%)).

En effet, comme on I’a remarqué a la fin du lemme 7, la
fonction @®* vérifie I'hypothése a). De plus, si on suppose
®(0) =0, on a @%iz) > t*®@*z) pour t > 1 car ® est
convexe. Cette inégalité permet de vérifier que les conditions
b) et ¢’) sont satisfaites.

On peut supposer « < 1, car si « > 1 la fonction ®*
est convexe et le résultat est alors un cas particulier du théo-
réme 6.

On a vu que ®(rz) < ®(z) + A(r), puisque @ est convexe.
D’ou 'on déduit lorsque « < 1

®%(rz) < O%z) + A¥r).

Donc la condition d) de la proposition 17 est satisfaite.

5. Conditions nécessaires d’approximation.

Nous allons montrer que si ® est une fonction p.s.h.
continue, dans un domaine d’holomorphie Q, qui croit assez
vite vers le bord de Q, elle s’écrit ®(z) = (sup ¢, log |a,| >*(z)

v

pour ze Q ou ¢, > 0 et a, sont des fonctions holomorphes
dans Q. Les conditions nécessaires pour I’approximation en
découleront. Pour cela nous avons besoin de quelques pré-
liminaires.

Dans [2], I. Cnop a démontré le théoréme suivant.

TrtoriME 21. — Soit Q un domaine d’holomorphie dans
C", il existe des fonctions u,, uy, ..., u, définiesdans CG* X Q
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telles que, pour tout s € C*, uy(s) sotent des fonctions holomorphes
dans Q et vérifient

(1) (& — s)wals, €) + -+ 4 (L — sa)uals, T)
+ 3a(s)ue(s, §) =1

pour tout (s,%) € G X Q. De plus, il existe un entier N et
une constante M > 0, tels que

S{OIw(s, 8 <M pour 0<i<n

Nous en déduisons le corollaire.

CoroLLAIRE 22. — Pour tout (%€ bQ il existe une fonction
fe E(N, Q), i.. vérifiant 38}|f| < telle que f soit non
bornée au voisinage de (°.

Démonstration. — En effet, si chaque u,(%° ) était borné
au voisinage de £° on aurait, puisque 3g(%%) =0,

1 < Zlu(go, Q¢ — ¢ < KE[g, — ¢
ce qui est impossible dans un voisinage de ¢°.

Prorosition 23. — Soit Q wun domaine d’holomorphie
dans G Il existe une fonction f holomorphe dans Q et un

entier N, tels que sup 8§(2)|f(z)] < o et que [ ne soit bornée
ze)
au voistnage d’aucun point du bord de Q.

Démonstration. — Soit une suite de points dense sur la fron-
tiere de Q et soit (B;) la famille dénombrable de polydisques
de rayons rationnels centrés en ces points. Désignons par E,
Pespace des fonctions f, holomorphes dans Q, telles que

Ifl = sup 83(aI1(=) et Ifl,= sup /(2]

ze() z€QNB;
solent bornées. L’entier N étant le méme que dans le théo-
réme 21.

On norme l'espace E; en posant |[f| =sup (|fls, Ifl));
c’est un espace de Banach.

Considérons 'application de restriction R;: E; - E(N, Q).
Cette apphcatlon est continue et le corollaire précédent
montre qu’elle n’est pas surjective, il en résulte d’aprés le
théoréme des homomorphismes que R,(E; est maigre dans
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E(N, Q). Il en est de méme de la réunion |_J R,(E,). Soit f
J

appartenant & E(N, Q) et n’appartenant a aucun des Ry(E)),
il est clair qu'une telle fonction n’est bornée sur aucun des
B; N Q, c’est-a-dire au voisinage d’aucun point du bord.
En particulier Q est son domaine d’holomorphie.

Remarquons que le théoréme de I. Cnop permet d’associer
a chaque domaine d’holomorphie Q wun entier N > 1 tel
que Q soitle domaine d’existence d’une fonction fe E(N, Q).
Dans [11], nous étudions les domaines pour lesquels N = 0,
c’est-a-dire ceux qui sont domaine d’holomorphie d’une fone-
tion bornée.

Prorosition 24. — Soit ® une fonction p.s.h. dans Q,
continue, telle qu’on ait ®(z) > — log 8g(z) et que exp (— @)
soit lipschitzienne de rapport 1. Alors il existe une suite a, de
fonctions holomorphes dans Q telle que

O(z) = (sup Cy log|av|>*(z) pour tout ze€Q avec ¢, > 0.

Démonstration. — Considérons 1’ouvert ou
Q= {(zw)eC¥zeQ, weCG, |w <exp(— ®(z))}.
Il est clair que dg(z, w) < exp (— @(z)) — |w]| et que
dg(z, w) = dg(z, 0) —|w].
Or dg(z,0) < exp (— @(z)) etsi (Z,%')¢Q ona
|z — z'| 4+ || = exp (— ®(2))

car la fonction exp (— ®) est lipschitzienne et vaut 0 au
bord de Q.

Remarquons que ’hypothése implique que |z] exp (— ®@(z))
est bornée sur Q; donc on peut supposer

exp (— @(z)) — [w| < 35(3, ).

En appliquant la proposition 23, il existe fe E(k, Q) dont
Q soit le domaine d’holomorphie. Considérons le développe-
ment de Hartogs de f [1],

f(z, w) = 3 ay(z)»’ ou ay(z) = — D“f z, 0).

v=0
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Posons — log R(z) = <H—rﬁ —%— log |ay|>* (z). D’aprés un théo-
réme de Hartogs, la série ' 3 ay(z)w’ est définie et holomorphe
dans le domaine Qj = {(vz, w)z e Q, |wl < R(z)}. On a

Q c Qp,

et Q étant le domaine d’existence de f, on a Q = Q,
d’'ou exp (— ®(z)) = R(z). Il en résulte que, pour tout
z€ Q,

S *
(12)  ®(z) = — log R(z) = <lim L log |av|) (2)
Puisque fe E(k, 33) on peut supposer
sup_35(z, w)|f(z, w)| < 1.
(z w)eQd

afs) = 5 [ 5 7 exp (= @(a))e0)r" exp (+0(a))e-"% do

avec r < 1; d’ou
2%

|ay(z)] < (2r)~1r~" exp (v®(z)) . 35 (2, r exp — ®(z)e®) do.

On a vu qu’on peut supposer exp (— ®(z)) — |[w| < 3g(z, w);
par suite

|ay(z)] < r~Yexp (v®(z)).(2n)? -j;zn (1 — r)*exp (4 k®(z)) do
d’ou
lay(z)] < r¥(1 — r)~*exp ((v + k)®(z)).

Pour v fixé, posons r = v(v 4+ k)~! on trouve alors

lav(z)] < (v + K)¢*+Ov="k~* exp [(v + k)@ (z)].

Donc

(13)

1
Al Ka(al < o)
ou K, = v'k*(v + k)—0+h,

Nous allons montrer que ®(z) = <sup T klog Kvla,,l) (2).
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1 1
= log Kilaa) = ;= log K, + ;= log |au(s)

et on voit facilement que lim A
v>o V

log K, = 0; donc

— 1 — 1
hsn o log K,|a,|(z) = hEn ——y log |a,(z)|

= lim —3— log |a,|(z)

d’out le résultat, d’apres les relations (12) et (13).

TrtoriME 25. — Soit 8 une fonction positive définie dans
C", lLipschitzienne avec 8 < 8, et — log 8 p.s.h. dans

Q = {z/3(z) > 0}.

L’espace H(Q') est dense dans 0(3), au sens de la définition 11,
st et seulement si

— log & = (gup cjloglfjl)"‘
i€l
avec ¢; > 0 et f,e HQ).

Démonstration. — Le fait que la condition soit suffisante
résulte du théoréme 9, puisque c¢;log|f)| est p.s.h. dans Q'
et qu'on prend tous les Q; égaux a Q'. Montrons que la
condition est nécessaire.

La fonction — log8d vérifie les hypothéses de la propo-
sition 24, par suite

*
(14) —log 8(z) = <sup % log Ia\,|> (z) pour ze Q.
On peut supposer aussi que
lim (v! log|a,|) = sup (v~ log|a,|).

D’apres (14), on a &(z)|a,(z)] < 1 pour z€e Q, ie.
a, € E(v, 3);

puisque H(Q’) est dense dans 0(3) il existe un entier
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Yy >0 et une suite de fonctions a,,ec H(Q') tels que,
pour tout ze€ Q

*Y(z) a,(z) — a, ,(2)] < p*

done
3+ 1(z)ay, | (z) < (1 + p).
Par suite
1
T Ylog (1 + pYlay,,l < —logs.

Or

- logla(a)] < suplog (L + p-t)la,|(2).
Done
h:n - log|a,| = hvm vy log |a,|

-1
< sup o ; log (1 + p~t)lay,,l(2),

et

— log 3(z) = <sup
Vs P
pour tout ze Q.
La démonstration montre que les polyndmes sont denses
dans 0(8) si et seulement si — log 8(z) = (sup ¢; log|p)|)*(z),
les p; étant des polynomes.

= log (1 + pla ) @)

CoroLLAIRE 26. — Soit 3 vérifiant les hypothéses du théo-
réme 25. St ¢¥3® est un module de plurisousharmonicité pour
— log & alors les conditions suivantes sont équivalentes.

1) H(Q') n H3(Q, 8%) est dense dans HZ2*(Q, 3*) pour tout
entier k > 0.

1n) — log 3(z) = (sgp c; log|fi )*(z) pour
z2e Q fie HQ') ¢ > 0.

Démonstration. — Si 1) est vérifiée, H(Q') est alors dense
dans 0(3). En effet

E(k, 8) < H2(Q, 82+20+1) c+ E(k + 2n + 4, 8)

les injections étant continues, il suffit d’appliquer le théoréme
précédent.
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Lorsque la condition 11) est vérifiée on peut appliquer la
proposition 4 pour en déduire 1).

Je voudrais terminer, en remerciant J.-P. Ferrier avec qui
j’al eu de nombreuses discussions, qui m’ont beaucoup aidé.
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