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INVARIANTS ASSOCIES
A UNE CLASSE D’OPERATEURS
PSEUDODIFFERENTIELS ET APPLICATIONS
A L’HYPOELLIPTICITE

par B. Helffer

Introduction.

On sait, dans la théorie des opérateurs pseudodifférentiels
classiques (0.p.d.), qu’on peut définir de maniére invariante
(par changement de coordonnées) le symbole principal p,
d’un o.p.d. et, qu’en un point critique de ce symbole principal,
on peut définir un symbole sous-principal.

Les résultats obtenus pour des o.p.d. a caractéristiques
doubles s’expriment en général a partir de ces deux inva-
riants.

Pour Pétude &’ opérateurs pseudodlfferentlels caractéris-
tiques mult]ples (> 2), 1l était naturel de chercher a intro-
duire des invariants plus généraux, permettant d’exprimer
des conditions nécessaires ou suffisantes d’hypoellipticité ou
des résultats de propagatlon des singularités.

On se placera ici dans le cadre introduit par J. Sjéstrand
dans [19] et développé également par L. Boutet de Monvel et
F. Treves [1], [4]. Dans I'introduction de ces invariants comme
dans la présentation de certains résultats, on s’est inspiré
de C. Rockland [17].

Nous donnerons dans cet article une formule explicite per-
mettant de calculer ces invariants qui n’ont de sens que sur
la surface caractéristique X du symbole principal.

Cette formule s’apparente a celle utilisée par J. Leray [16],
[17] pour introduire des opérateurs pseudodifférentiels dont
les symboles sont définis sur un espace symplectique.

w
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Ce travail sera poursuivi sous un point de vue sensiblement

différent dans [3].

Le plan de ce travail est le suivant :

Au §0: nous introduisons les principaux théorémes et
rappelons le contexte dans lequel nous travaillons.

Au § 1: nous construisons les invariants associés & un opé-
rateur pseudodifférentiel.

Aux § 2 et 3: on donne des applications qui sont les géné-
ralisations naturelles des théorémes d’hypoellipticité & carac-
téristiques doubles donnés par J. Sjostrand [19], L. Boutet
de Monvel et F. Treves [1] [4], A. Grigis [6] et qui consti-
tuent une formulation intrinséque des résultats de V. V. Gru-
sin [7], [8].

Au § 4: on considére une autre classe d’o.p.d. pour laquelle,
sous des hypothéses de méme type qu’au § 2, on peut cons-
truire des paramétrix dans les classes 57 35(8 < ¢) de L. Hor-
mander [11].

Enfin, nous tenons & remercier J. Sjostrand et L. Boutet
de Monvel dont les conseils ont permis de simplifier la démons-
tration de certains résultats.

0. Définitions. Rappels. Enoncés des résultats.

Soit Q une variété réelle C” paracompacte de dimension
n, et soit T*(Q)\O le fibré cotangent privé de la section
nulle.

Soit £ < T*(Q)\0 une sous-variété conique fermée; soit
meR, MeN.

On définit OPL™M™(Q,X) comme l'’ensemble des opéra-
teurs pseudodifférentiels P qui, dans chaque systéme de
coordonnées locales d’un ouvert U < Q, ont un symbole
de la forme:

0.1. p(x, &) ~ Y Pu—je(®, &) ou les p,_;n(z, &) sont des
j=0
symboles Jde Sm=i2(R* X R™0), positivement homo-
génes de degré m — j/2, qui vérifient :
0.2. Pour tout compact K € U, 1l existe une constante
Cx > 0 telle que, pour tout (z, &) dans K X R", tel
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que |¢| = 1, on ait:

| Pm—yi2 (%, E)| < Ck(d(x, E))™/; jeN, O

|| <js< M
dz, &) = Inf ((z—y)+ . — | ) estla distance de (z, &)
,MEXT |El
a .

La classe L™™ a été introduite par J. Sjostrand [19]
puis généralisée par L. Boutet de Monvel [1].
On dira que p dans L™™ est non dégénéré si la condition
suivante est vérifiée :
0.3. Pour tout compact K € U, 1l existe Cx > 0, telle que,
pour tout (z, &) dans K X R* tel que [¢] > 1, on ait:

|Pa(, B w
g Cx(d(=, E))".

Soit o = Y df; A dz; la 2-forme symplectique sur T*Q.

On dira qlie 2 est symplectique si la restriction de « &
TZ est non dégénérée. Dans ce cas, (£, ) est une variété
symplectique de codimension paire.

On dira que Z est involutive de codimension v si, locale-
ment, elle peut étre définie par 'annulation de v fonctions

C* réelles w(t=1,...,v) telles que les crochets de Poi-
son {u; u,} s’annulent sur X.

On supposera dans la suite que le champ de Liouville
0 . . . .
3 Ejg et les hamiltoniens H, (associés aux fonctions u;
J

dont 'annulation définit %) sont linéairement indépendants
en tout point de X.

Soient ¢y, ¢; deux éléments dans L™M(Q X); on définit
la relation d’équivalence suivante :

¢1 = ¢x i, et seulement si ¢, — ¢, € L™MH1(Q ).

Nous démontrerons au § 2 le théoréme suivant :

TatoriME 1. — Soit p un symbole vérifiant (0.1.), (0.2.):
alors, on peut associer @ p un élément q de

L™ M(Q, 5)/LmM+1(Q, X))



b8 B. HELFFER
définv par:

cexp(— Ly 22,y Lo Y
0.4. ¢ = exP( % 2 ax,b&,)p —& <z§1 2 ax,b€,> ’

=1

et qui posséde la propriété d’inyariance suivante:
Soit © wune transformation canonique de T*Q\0 dans
T*R™\0 qui envoie au voisinage d’'un point p de Z,X sur X',
Sotent & un opérateur fourier intégral associé a <, P
Vopérateur de symbole p, p' le symbole de P' = FPF-1 et
q le symbole associé a p' par (0.4), on a

g (v(e)) = q(e)-

CoroLLAIRE 2. — Soit p* le symbole complet de 'opérateur
P* adjoint de P de symbole p, soit q* le symbole invariant
associé & p*, on a:

=g

Remarque 0.1. — Une formule du type (0.4.) a été utilisée
dans un cadre voisin par J. Leray dans [15], [16] pour définir
une classe d’opérateurs pseudodifférentiels dont le symbole
est une fonction sur un espace symplectique.

Soit ¢ dans L™™/L™™+1 le symbole invariant associé a p;
remarquons qu’il ne dépend que de la classe d’équivalence de
p- On associe en tout point ¢ de X, & ¢n_j5, symbole
d’ordre m — j/2 de ¢(0 <j < M), une forme (M —j)
linéaire, notée §,—;2(p), définie sur (T (T*Q\0))*/ par:

0.5. ¥Xy, X, ..., Xu_; € T (T*Q\0)

~ 1 % %

qm—jlz(P)(Xh ) XM—j) = W (Xl e XM—ij-jl2)P(*>'
On peut montrer que ces formes sont symétriques, que leur
définition ne dépend pas du représentant de la classe de g,
et que si ¢ est non dégénéré au sens de 0.3., §,(p) induit

une M-forme symétrique non dégénérée sur T, (T*Q\0)/T,Z.
En tout point ¢ de X on définit 'application de

T,(T*Q\0)

(*) f(i désigne une extension de X; au voisinage de p.
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dans C définie par:
VX e T, (T*Q\0)
0.6. g(p, X) = jg'm Grm-ye(0)(X, ..., X).

On désignera par I', I’ensemble des valeurs de §(p,.);
c’est un invariant dans le sens du théoréme 1.
Soit p = (x,£), remarquons que, pour tout A eR*,
on a:
Leap = M M2T, 4.

Nous démontrerons au § 3 le théoréme suivant:

TutoriME 3. — Soit p un symbole vérifiant 0.1.,0.2., 0.3..
On suppose que T est involutive et qu’en tout point p de %, T,
ne rencontre pas Uorigine; alors P est hypoelliptique (*) avec
perte de M2 dérivées.

Ce théoréme généralise un théoréme de L. Boutet de Mon-
vel [1].

Supposons maintenant que X est symplectique de codi-
mension 2k. Dans ce cas, on peut identifier T, (T*Q\0)/T =
et (T,Z)* Porthogonal de T,Z pour o,.

Sous ces hypothéses, nous montrerons au § 4, en suivant
la méthode de C. Rockland [17], qu’on peut associer en tout
point ¢ de X, et pour tout choix b de coordonnées sym-
plectiques dans T,Z! un opérateur Q, , différentiel a coeffi-
cients polynomiaux opérant sur Z(R*)(*). Q,, dépend du
choix de b de la maniére suivante: s1 b désigne une autre
base, il existe un opérateur unitaire inversible U opérant
dans L2(R*) et Z(R*) (%)) tel que Q,, = UQ, ;U

On associe ainsi & p, en tout point p de X, une classe
d’opérateurs différentiels P, définie de maniére invariante.

De tels opérateurs sont introduits de maniére différente dans
[1] et seront étudiés plus précisément dans [3]. Nous renvoyons
également aux travaux de J. Leray [15] [16] qui étudient
en détail la classe des opérateurs différentiels & coeflicients
polynomiaux.

() On dira que P est hypoelliptique avec perte de M/2 dérivées, si pour tout
o< Q ue?(Q); PueH; (o) =>uec Hj}I"M2w).
(?) SL(R*) désigne I'ensemble des fonctions C* sur R* a décroissance rapide.
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On démontrera au § 4 le théoréme suivant :

TatoriME 4. — Soit p un symbole vérifiant (0.1.), (0.2.),
(0.3.). On suppose que X est symplectique de codimension 2k
et soit P, la classe introduite ci-dessus.

P est hypoelliptique dans Q avec perte de M|2 dérivées
st, et seulement si, en tout point o de X,

Ker P, n #(R*) = 0.

Lorsque M =2 et que l'on considére des opérateurs
pseudodifférentiels classiques, ce théoréme a été démontré
par de nombreux auteurs et de maniére plus explicite [19],
(4], [1].

Lorsque M > 2 et que la codimension de X est égale a 2,
nous renvoyons a notre travail [10].

La formulation du théoréme est celle de V.V. Grusin [7]
rendue intrinséque; elle est & comparer a la proposition 6.1
de P’article de L. Boutet de Monvel [1].

1. Démonstration du théoréme 1.

On suppose que X est de codimension v. Nous allons
introduire ¢ de la maniére suivante:

Soit (z,&) = p € Z et choisissons des fonctions C* réelles
Uy, ..., u, dont P'annulation définit X dans un voisinage
conique I' de p dans T*Q\O0.

On supposera les u; homogeénes de degré 1/2 en E.

Soit Uyt =1, ...,v) un opérateur pseudodifférentiel clas-
sique dont le symbole principal est u;.

Alors si P est dans L™™(Q, %), on peut en utilisant la
formule de Taylor écrire P sous la forme suivante:

M

(1.1.) P=>) > A, Ug
Jj=0 a&f1,..., v’
ol a = (a3, ...,an—), *€[1,...,v]
Uy =U, ... Uy,

et ou les A, ; sont des opérateurs pseudodifférentiels clas-
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siques ayant les propriétés suivantes :

(1.2.) A, e LMz,
(1.3.) Les A, ; sont symétriques en «.

On pose alors
Im—jiz = Om—ji2 (

pour j=0,...,M.

Les autres termes n’interviennent pas dans la classe de gq.
Dans toute la suite, nous ne déterminerons ¢ que dans la
classe d’équivalence L™™/L™™+1 introduire au § 0.

) Aa,jUa)
aEl1, .., VI

Remarque 1.1. — g¢,_;; étant introduit comme symbole
principal, il ne dépend pas du choix des coordonnées (z, &),
mais il dépend en revanche du choix des u;, U, A, ;.

Le nceud de la démonstration du théoréme 1 est le lemme
sulvant :

Lemme 1.2. — Soit Q= > AUy A, e LmY2(Q),
ALE[Ly ey v}M

A, symétrique. Alors le symbole complet de Q dans
Lm, M/Lm M1

_ 1 % 2 d
q = exp <—2-; 2155:55) om(Q)-

Démonstration. — On peut supposer m = M/2. Les A,
étant choisis symétriques, i1l suffit de démontrer le lemme
pour un terme du type suivant:

Q= v

est donné par

ou Ve llz1,
On utilisera constamment l’inclusion

Lm¥(Q, B) ey Lt M1(Q 3,

On démontre alors le lemme par récurrence sur M; 1l
est évident pour M = 1. Supposons le lemme vrai pour
M = M,, on va le démontrer pour M = M, + 1.

On désigne par ¢y le symbole complet de V™ modulo
(LM M+1)
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Par hypothése: qy, = exp <-21—L b_} 5%) oMo,
] (] )

La formule de composition nous permet d’écrire :

bq“ bv
= ") -
qv,+1 gn, + . 121 bg, b:L',
Oqy, O¢
=quy+— X T
¢ 121 b.’I), bzl

On en déduit :
_ 1§ (29, 30 | ¥¢qu, d¢
(A4) gus = gu-v + 57 B <ae, o T oat 28/
Par ailleurs:

1 i_a_ Mo+1 — _1; ._b_ 0 M,
exp<2l 7 bx,bi,>'v = \*P g 2 dx, O, ’

Or, 1l est facile de vérifier que:

(L g2 d\ J_A /g0 >
[ep 21 ,ba:,ai,’ ]_Zi ; x, dF,

ou B opere de L»Y dans L»™1 pour tout (p, N).
Par conséquent :

1 2 ¥\ o
(1.5) exp<2i ; bx,bi,)v = ¢.qy,
1 op 0 o0p
e (3 a o +am) 1
La comparaison de (1.4) et (1.5) permet de conclure la démons-

tration du lemme.

Fin de la démonstration du théoréme. — Utilisant le lemme 1.2
et 1.1, on voit qu'on a démontré que le symbole p de P
est congru a

1 . 0 d m, M m, M+1
exp<2l 2“1 bw,bi) g dans L™M/L .
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Le théoréme est démontré car I'application

1 2 2 »
exp(‘z‘:éﬁ?&)

est bijective de L™M/LmM+1 . [mM/[mM+1 et son inverse

1 X 2 9
est exp| — -+ =)
p( 2t :§1 dx, dE,
La démonstration du corollaire est évidente, compte tenu
de la formule donnant le symbole de 1’adjoint.

Signalons de nouveau le lien avec [15] qui ne travaille cepen-
dant pas dans des classes d’équivalence.

Remarque 1.3. — Soit ¢, (resp. ¢,) le symbole invariant
associé & p, (resp. p,), alors le symbole associé au composé
p1 # p: est donné par la formule

1 "D 0 1 " d D
1= <‘”‘P % (,El _—a) ql) # (""‘P % <.§1 _—z> %)

ou # désigne la loi de composition des symboles.

2. Démonstration du théoréme 3.

La démonstration étant strictement analogue a celle de [1],
nous renvoyons a cet article pour les détails de la démonstra-
tion, que nous esquissons seulement.

On considére donc un opérateur P de symbole p dans
L™M(Q, ) et vérifiant (0.1), (0.2), (0.3).

On déduit du théoréme 1 que, avec les notations du théo-
réme 1, si ;) est I'ensemble associé & FPF-1,

Pe@ = Tolp € Z).

Z étant involutive et le vecteur radial étant supposé non
orthogonal & X pour la forme symplectique o, il existe, au
voisinage de tout point de X, wune transformation cano-
nique ®: T*Q\0 — T*R™0 qui envoie microlocalement X
sur la surface £ définie dans T*(R")\{0} par

(8, =0,...,& =0)

ou v désigne la codimension de X dans T*Q\O0.



64 B. HELFFER

On suppose maintenant que X est déterminée par
£, =0,...,6, =0, et on écrit P sous la forme
M

P=Y S A,D, ...D

Loy,
(=0 ¢ €[1, .., v} -t

oules A, , sont des opérateurs pseudodifférentiels classiques
. l o . .
de degré m — M 4 o définis dans un voisinage conique

ouvert d’un point p de Z.
Dans ce cas, I'; est ’ensemble parcouru par:

M

2 2 - Onsrtia(Aa, )(0)Ea, - - - oy
=0 2 €l1,...,V
lorsque & = (&, ..., &) parcourt R
L’hypothése du théoréme nous dit que p' = 2 Pm—jz e

s’annule pas dans un petit voisinage conique de ¢ dans
T*R™N\0; p'~Y(z, &) e ST™M(Q, Z) (avec les notations de [1])
et 'on vérifie que I'on peut construire comme dans [1] une
paramétrix a gauche de P.

Remarque 2.1. — La condition est également nécessaire [1],

[14].

Remarque 2.2. — On suppose que g (X) est réelle sur
*
N(E), = w et que g(p,X) =0—>H; #0 (hamil-
P
tonien de §p).
Alors, on a un phénomene de propagation des singularités,

of. [13], [14].

3. Démonstration du théoréme 4.

On suppose maintenant que X est symplectique de codi-
mension 2k et on identifie T, (T*QN\0)/T,Z et (TZ)}t
que I'on notera RN(Z),.

a) Introduction de P, :

On considére maintenant que §(p, X) défini par (0.6) est
une fonction sur RN(T),.



INVARIANTS ASSOCIES A UNE CLASSE D OPERATEURS 65

Nous allons associer par un procédé di a J. Leray ([15],

[16]) et C. Rockland ([17], [18]) une classe d’opérateurs
différentiels de la maniére suivante :

On choisit des coordonnées linéaires canoniques sy, ..., S,
iy, -5t sur RN(X),, 1.e. des coordonnées linéaires telles que

k
o/R(E), = 3 di; A ds.

Ce choix de coordonnées associe & §(p, X) un polyndme
en (s,t)

éb(?a S15 + o o5 Siy tl’ ] tk)
défini par
éb(?a S1y v o5 Sk tl, sty tk) = Q(P, X)
ou (S, ...y Sy lyy ..y b)) désignent les coordonnées de X

sur la base choisie qu’on notera b.
On écrit ce polyndme sous la forme unique suivante :

M

M S \
TPy Sty v s Sio iy vy i) = N > ey da, Ua
J=0 aell,..,2k™’
OU Uy = Uy, .Uq, - - - Uqy,
Uy, = 8§, S1 o, =1
al l . ' 1 = l A k
U, =t st a,=1+k

et ou les a, ; sont symétriques.

On pose alors
M

Qb(Py S1y o v vy Sky Ds,’ IR Dsk) = Z E aa:IUa

Jj=0 aelL,... 2k
ou U, désigne l'opérateur s, si a;=1 2 1 <1 < kK
D, sia=10+k

Il est clair que, par ce procédé, on réalise une bijection entre
les polyndomes de degré < M et ces opérateurs différentiels.

On dira que §,(p, Sy, « - -5 Sy tyy - - -5 &) est le symbole de
Qb(P’ S1y ooy Sk Ds,a IS Ds;,)' ~

On désigne par ¢ lapplication ¢ — Q.

Le polynéme ¢ dépend du choix d’une base symplectique.
On est donc tout naturellement conduit & étudier 'action du
groupe G des transformations symplectiques de R* sur g.
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A un élément g de G, on associe I'application notée
multiplicativement a gauche :

§>gg=gq-g"

On utilisera alors la proposition suivante :

Prorosition 3.1. — [15], [16], [17] Pour tout g dans G,

il existe un opérateur unitaire U,: L}(R¥) - L3(R*) tel que

Pon ait: 5
¥(g-9) = U,.4(9). Ug?
De plus, U, et U;l opérent de ¥ (R*) dans &(R*).

Remarque 3.2. — Des constructions explicites de U, sont

données dans ([16], [18], [9]).

(3.1.) On notera P, la classe d’équivalence introduite; cette
classe d’équivalence est invariante (elle ne dépend plus
du choix de b) car associée a §(p, X) de maniére
unique.

b) Démonstration du théoréme :

La démonstration du théoréme est basée sur le lemme
classique suivant [12].
On désignera par (sy, ..., 8, b, ...,t,) les coordonnées

dans T*R™\0.

LemMme 3.3. — Sott I une sous-variété conique fermee de
T*Q\0, symplectzque de codimension 2k; alors au voisinage
de tout point o de Z, on peut trouver une transformation
canonique ® de T*QN\0 dans T*R™0, qui envote X sur

Y définie par {s, =0,...,5 =0, t; =0, ..., 4 = 0}.

Le théoréme 1 et le lemme 3.3. nous permettent de nous
ramener a I’étude d’un modele microlocal.

On suppose maintenant que X est donné dans T*R™\0
par:

H II

58 =0 ou s=(sl,...,sk,s’)( )

O *pn
0, ....4 =0 b= (s, - .., b t') € T°R™\0.

Soit A Topérateur pseudodifférentiel d’ordre 1/2 dont le
symbole est donné au voisinage de X par |¢/|'2.
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On pose:
U, = As; si v=1,...,k

U, = A—D, ., si v=k+1, ..., 2k
On peut alors écrire P sous la forme (1.1) (1.2) (1.3):
M
P=23 3 A, U,.
=0 a€ll, ..., 2k

Il est montré dans [19] qu'on peut construire une paramétrix
a gauche pour P, opérant continument de Hj,(Q) dans
Hi;"-™2(Q) pour tout s, si et seulement si, en tout point
(0,5,0,t) de X, Popérateur différentiel défini par

(3.2) P, , = Z > ag ,0,s,0,t)W,
ou a'?z,j = prmc(Aa,j)
w = |t} sl ;=]

. : 1<j<k
W, = [¢|75D,, si @, =+ 1 !
a un noyau réduit & 0 dans &(R*).

Or il est facile de vérifier que P, ,, défini en (3.2), est un
élément de la classe Py o, défini en (3.1).

Le théoréme est ainsi démontré.

Remarque 3.4. — Lorsque X n’est pas symplectique, on
peut faire toute la construction exposée au § 3.a) sur

T, (T*Q\0) tout entier, au lieu de RN, (Z).

Ce(n permet d’introduire la classe P, dans tous les cas.

Cette remarque sera approfondie et développée dans [3]
en suivant le formalisme introduit dans [1].

4, Etude d’un autre cas.

On considere la classe suivante :

Soit meR,MeN, keR tel que k> 2. On définit
L2 M(Q, %) (]) comme I’ensemble des opérateurs pseudodiffé-
rentiels P dans L"(Q) qui, dans chaque systéme de coor-

(3) Lorsque k = 2, la classe introduite serait la classe L™ M(Q, X) déja consi-
dérée au § 0.
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données locales d’un ouvert U = Q ont un symbole de la
forme :

4.1. p(a, &) ~ Z P, E)

ou les p,_;x, &) sont des symboles de S”'"(R" X R™0),
positivement homogénes de degré m — j, qui vérifient :

4.2. Pour tout compact K € U, il existe une constante
G, > 0 telle que, pour tout (z,&) dans K X R", tel
que [&] = 1, on ait:

Ipnll—gil(mx—’i&)l < C(d(z, )M, jeN, k j <M
1)

diz,2) = tnf (12 =yl + 7
omex
4.3. Pour tout compact K € U, il existe une constante
Ce > 0 telle que, pour tout (z,£) dans K X R tel
que |& > 1, on ait:

lpml(gxl’mg)l > C (d(=, £))™.

On supposera dans la suite qu’il existe un entier [ > 0
tel que M = kl. 11 est facile de voir que cette classe est bien
définie. En utilisant les méthodes du § 0, on peut introduire
en tout point p de X, pour tout j, tel que kjeN, et
kj < M, les (M — kj) formes linéaires symétriques suivantes
Pm—j(p) définies par:

b.b VX, ..., Xyoyy € T (T*QNO)
- 1 3 3
Pm—j(P)(Xn <oy XM—kj) = m (Xl cee XM—kjpm—j)P(*)°
On pose alors:

4.5. VX € T,(T*Q\0)
gle, X) = 3 Paylpe)(X, ..., X).

On a alors le théoréme suivant :

TutoriME 4.1. — Soit P un opérateur de LPH(Q,Z),
on suppose qu’en tout point o de X, et pour tout X dans

(*) }.{i désigne une extension de X; au voisinage de p.
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T (T*Q\O) : §(p, X) # 0. Alors Uopérateur P est hypoellip-
tique avec perte de | dérivées et on peut construire une para-

métrixz pour P dans S;7+(Q) (*) avec p =1 — 1, 8 = 4

k ke

L’hypothése nous dit que dans un voisinage canonique I'
d’un point p de X, il existe pour tout («,B)e N" X N"
des constantes C, C,3 telles que, pour |& > C, (x,E)e T,
on ait:

|p(z, €)] > Clg[™"
et [P (@, &)l < Cap(1 + |&])-A=HPl p(a, E)|
avec e =1—1/k, 8 = 1/k.

On est alors ramené a un théoréme d’Hormander [11].

Ezemples. — Dans R?

Df + AD2 est hypoelliptique s1 <+ A& # 0 pour
I<| + [& # 0.

Df + t*Di 4+ AD2 est hypoelliptique si ©* + $*6* + AE% = 0
pour |&| # 0.

Remarque. — Lorsque X est involutive (cf. § 0), la condi-
tion du théoréme 4.1 est nécessaire pour avoir une hypoellip-
ticité avec perte de [ dérivées.

Lorsque X est involutive et que § est réelle, on a, sous
des hypothéses convenables, propagation des singularités

comme dans ([2], [13], [14]).
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