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PUISSANCES FRACTIONNAIRES
D’UN OPERATEUR GENERATEUR
D’UN SEMI-GROUPE DISTRIBUTION REGULIER

par Mikhael BALABANE

Introduction

Cet article vise a définir un cal¢ul opérationnel sur la classe des
opérateurs générateurs de Semi-Groupes Distribution Réguliers (SGDR),
pour les fonctions f(z) = —(—z) (0<a< 1). Ainsi, nous cons-
truisons, a partir d’un opérateur A de cette classe, un opérateur noté
— (= A)*. Nous examinons les conditions 4 imposer 4 A pour que
— (= A)* engendre un SGDR, que nous notons alors U,. Enfin, nous
étudions la régularité de U,. Ceci nous ameéne a expliciter une classe
d’opérateurs, générateurs de SGDR : la classe (¢), sur laquelle le calcul
opérationnel est interne, et vérifie les propriétés classiques du calcul
des puissances fractionnaires. Enfin, nous étudions les propriétés d’ap-
proximation des opérateurs — (— A)“.

Pour ce faire, nous utilisons une technique inspirée de celle de
Yosida [21], qui nous a parue d’'un maniement plus aisé, dans le cadre
des SGD, que celle de Balakrishnan [1] et Komatsu [14], [15]. (Cette
derniére nécessite, en effet, une analyse directe des propriétés spectrales
de — (— A)*).

Nous commengons par examiner le cas ou A est un opérateur
normal, générateur d’un SGDR sur un espace de Hilbert H, ce qui nous
donne une idée des résultats “maximaux’’ auxquels nous pouvons nous
attendre. Dans ce cas, nous utilisons une formule classique (Krein [13])
pour construire — (— A)*. Dans (I — 1), nous constatons que les opé-
rateurs — (— A)* vérifient les propriétés classiques des puissances frac-
tionnaires. Dans (I — 2), nous établissons, par I’analyse spectrale de
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— (= A)*, que cet opérateur est générateur d’'un Semi-Groupe Holo-
morphe (SGH). Nous montrons que les opérateurs —(— A)* approchent
au mieux les opérateurs A et I (I — 3), et que les espaces D (— (— A)%)
interpolent les espaces D (A) et H.

Nous examinons ensuite le cas ol A est un opérateur générateur
d’un SGDR sur un espace de Banach X. Dans (II—1), nous construisons,
par une Intégrale de Dunford et grace a la caractérisation de A donnée
par Chazarain [5], un semi-groupe U, qui, formellement, est le semi-
groupe engendré par —(—A)*. Nous en étudions la régularité dans le
cas général (II-2), et nous exposons les problémes liés a la possibilité
de définir — (— A)* comme dérivée a I'origine de U, (II-3).

Puis nous utilisons la transformation de Mellin pour caractériser
les opérateurs A pour lesquels U, est un Semi-Groupe Fortement
Continu (SGFC), et constatons que ce cadre coincide avec celui que
se sont fixés Balakrishan [1] et Komatsu [14], [15], (III, 1). De méme,
dans (III-2), nous donnons une caractérisation des opérateurs A pour
lesquels U, est un SGDR, fonction. Nous isolons ainsi une classe
d’opérateurs, la classe (e), stable par le calcul opérationnel. Nous expli-
citons les propriétés de régularité des opérateurs —(—A)* et U,
correspondants. Enfin, dans (III-3), nous examinons le cas général, et
caractérisons A pour que U, soit un SGDR.

Remarque. — Nous supposerons toujours que la résolvante des

opérateurs A considérés contient R, .

I. PUISSANCES FRACTIONNAIRES D’UN OPERATEUR NORMAL,
GENERATEUR D’UN SGDR

1. Construction de — (— A)®.

Soit A un opérateur normal d’un espace de Hilbert H. Nous sup-
posons que A engendre un SGDR : G, et que R_+ Cp(A). En vue de
construire les opérateurs — (— A)*, nous avons besoin des :
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a) Notations et définitions

@ (R) désignera I’espace des fonctions C* sur R & support
compact ; @_ I’espace des fonctions C™ & support limité a droite ;
@, le sous espace de D(R) des fonctions nulles sur R_. ®D'R ;X)
désignera ’espace des distributions sur R a valeurs dans un espace de
Banach X, et (D'+ (R ; X) l’espace des distributions a support limité
a gauche, a valeur dans X.

Pour une fonction ¢ €@ (R), nous noterons <1'3 sa transformée de

Laplace : ¢ (\) :fw eM @(t)dt.
0

A étant un opérateur d’un espace de Banach E, nous noterons
D(A) son domaine, 0(A) son spectre, et p(A) son ensemble résolvant
(p(A) = C — 0(A)). 0(A) sera souvent une partie logarithmique du
plan complexe ; une partie ¥ C C étant dite logarithmique s’il existe
deux constantes a et b telles que :

AEZX = ReA<max(a,b Log |Im A|)
De méme, nous définissons une courbe logarithmique I' par :
Al ® ReA =max(a, b Log |[Im A|)

Enfin, nous appelons mesure spectrale hermitienne positive sur
un espace de Hilbert H une mesure E sur C a valeurs dans £(H),
vérifiant les 3 propriétés suivantes :

) Vo ECL(C), VY ECC) [ ¢ ¥ WAEN)

=(f'e ) dE)o(fumnaEm)
i) voeC (©),( [600dEM) = [F0dEN)
iii) V$E€C,(C),4>0=[M)dEN>0

Pour x et y éléments de H, nous noterons E_ y la mesure sur C
a valeurs dans C définie par :

V6 eC ©, [oaE, 0 =(( 6 MdEM)x.»)
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ou ( , ) désigne le produit scalaire dans H. Adoptant cette notation,
nous définissons, pour toute fonction borélienne f sur C, I'opérateur

normal non borné E (f) = ff()\)dE (A\) en posant :
i) D(E¢f))={x€H ; FEL? (C; E, )}

i) VxED(E(), vy EDEU) EN)x.y)=[fOdE, 0

Et nous avons alors : IIE(f)H,,(H) =sup.ess [f(N)].
A €suppE
b) Construction de —(—A)* et premiéres propriétés

A étant un opérateur normal sur un espace de Hilbert H, généra-
teur d’'un SGDR : §, (A =§(-§")), il satisfait le :

TueorReEME I—1 (Chazarain [5], Foias [9]). — a(A) est une partie
logarithmique du plan complexe, et il existe une mesure spectrale
hermitienne positive E, de support o(A), telle que :

D A=[AdEM)
i) VOEDR,), 8@ = $0dEQ)

Il est alors naturel de définir, pour 0 < a < 1, les opérateurs —(—A)*
en posant :

DEFINITION I—1. — —(—A)* = f —(=N)* dEQ\)
(ou Z*=Z* &**% pour —T<ArgZ<+m)

Il découle alors, des propriétés des mesures spectrales hermitiennes
positives (Schwartz [17]) la :

PRropOSITION [—1. — Pour 0 < a <1, —(—A)* est un opérateur
fermé de domaine dense, normal.

Nous allons démontrer, et ce sera I’objet de la suite de ce paragraphe,
que les opérateurs ainsi définis vérifient les propriétés classiques des
puissances fractionnaires. Dans la suite, nous écrivons A, pour —(—A)*.
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PROPOSITION I-2. — Pour 0 << a<'1 D(A,) CD(A)).

Preuve. — Six € D(A,), alors —(—\)* € L*(C ; E, ). Mais alors,
pour |\ =1, |—(=N)®¥| = |—(=N)?#|, et, pour \| < 1, [—(=NP|<1.
Comme 1€ L%(C ; E, ), nous avons —(=\PEL*(C ; Ex.x), donc
x €D(Ay).

Nous en déduisons le :

THEOREME [—-2. — Pour 0 < a< 1, 0<g3< ], 0<a+8 < 1,
il est équivalent de dire :

i) x€D(Ay4p)
ii) x€ED(A,) et AxE D(Ap)
et, dans l'un ou l'autre cas, nous avons :
Ag Ay x=—Ayp X .

Pour démontrer ce théoréme, nous avons besoin du :

LemMe I-1. — vx €D(A) , E, =\**E, ..

aX, Ay x

Démonstration du lemme. — Pour toute fonction ¢ de Cy (C),
nous avons :

Ex, 2 2y @ =( [ $OVIEQ) [~ *dEQ)x, [~(-NFEAN)

- ( S 6 )aE (7\)x,x) = (\**E, ) (¢)

Démonstration du théoréme. — L’équivalence de (i) et (ii) découle
du lemme puisque :

[x ED(A,) et A,x €D(Ay)] * [(-\*EL*(C;E, )
et [-(-MFE€L*(C.E, , 4] = [N*EL(CE, )
et [INPEL*(C,AP*.E, )]« [IN""PEL E, )]
g [xGD(AMﬁ)].

L’égalité découle de la nature spectrale de la mesure E.
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De la proposition (I—2) découle la :

PRrorosITION 1—3. — En notant R le sous espace engendré par
H X ns .
¢&1‘JDO G(¢)H, nous avons

i) R est dense dans H
ii) Va, 0<a<1, RCD(A))

Démonstration. — Le résultat (i) découle de la régularité¢ de §
(Lions [16]). Le résultat (ii) découle de (I—2) puisque R C D(A)
(Lions [16].

2. Propriétés spectrales de A, (0<a< 1)
Semi-groupe engendré par A, :
a) Mesure spectrale attachée a A, . Spectre de A, :

A, étant un opérateur normal, densément défini et fermé, il existe

une et une seule mesure spectrale E, hermitienne positive qui vérifie :
Ay = [ NdE, ).

Or, la mesure spectrale image de E par 'application A » —(=A)*
a cette propriété. D’ou la :

PROPOSITION [-5. — 0(A,) C —(—0a(A))".

Pour caractériser géométriquement ce spectre, nous avons besoin
de la :

NOTATION. — Nous noterons S, le secteur ouvert du plan com-
plexe :
Sn ={A€EC ; |Arg \| <1}
LEMME I —2. — X étant une partie logarithmique du plan complexe,

pour tout o, 0 < a < 1, et tout € > 0, il existe une constante C, telle
que l'image de T par lapplication N\ - —(—\)* soit contenue dans

Ce - Sa(-’zl +e)'
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Démonstration. — Constatons d’abord que, du fait que ¥ est loga-
rithmique découle I’'inégalité :

ve>0, 3B, ;(IM >B, et NEZ = |Arg ()| <%+ ¢)
Donc, pour A€2 , (-N)*E{X;IN*<BIUS
a(’5+e)

Donc, pour A €3 |, —(-A)® eC, -8 )
Q(lzr +£)

avec C, = B, /sin 01(—72E + e).

De ce lemme, du théoreme (I-1) et de la proposition (I-5) découle
alors le :

THEOREME [-3. —i) Ve>0,3C, ;0(A,)CC_—S

"‘('12! + e)

ii) Vn>0,3Mn;VM€Sﬂ%,”)n,
(T o)

M
WEP(AL —C. D) et I+ Col= A<

Démonstration. — 11 reste a démontrer (ii). Pour cela, écrivons :

W+ C =AY = — L aE, 0

u—AN+ C,
Donc :
1
+C.—A)' = su -
“(ﬂ € a) I hesupI:)Ea M A+ Ce
< p ! sup ‘ ! !
Sy Su -_— = = =
g — A+ C -\€S8 —A i
AEC, Sa(-12£+e) K € eba(g-f-e) M |“‘Slnn

Remarque. — De méme, nous pouvons démontrer que R—+ Cp(A).
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b) Semi-groupe engendré par A,

De cette proposition, et de la caractérisation d’un opérateur géné-
rateur de semi-groupe holomorphe (Kato [11], Butzer-Berens [4])
découle le :

LEMME I-3. — Pour tout € > 0, 'opérateur (A,— C, 1) engendre

un semi-groupe holomorphe dans le secteur S"( ac’ fortement
=(1—a)—ae
2

continu a lorigine.

- . C.t
En multipliant ce semi-groupe par e € , nous avons :

LeMME I—4. — Pour tout € > 0, A, engendre un semi-groupe
holomorphe dans S , fortement continu a l'origine.

3 (1-a)—€

D’ou le :

THEOREME 1-3. — A, est générateur d’un semi-groupe U, , holo-

morphe dans S, , et fortement continu a l'origine, qui s’écrit :
5 (1-a)
2

U, (1) = e V% = [tV B V).

Démonstration. — Du lemme (I—4), nous déduisons I’existence
du semi-groupe U, dont le générateur est A ,. D’autre part, A, étantun
opérateur fermé, de domaine dense, normal, et son spectre étant une
partie logarithmique du plan complexe, il engendre, d’aprés Foias [9],
un SGDR : g, qui s’écrit :

VOEDR, ) , ()= J 6 ) dE,O).
Or, si nous considérons I’opérateur §_(8,), (Lions [16]), nous avons :

§.6) =/ 5,00 dEQ) = [ & dE (V).

Pour tout 1> 0, §,(6,) est un opérateur continu, et la famille (€60
forme un semi-groupe, fortement continu d’aprés le théoréme de
Lebesgue. D’ou :

VOERR,) , 8, () = /;“’ (1) g, (5,)dr.
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Par unicité du SGFC engendré par un opérateur, nous avons :
§,(8,) = U, (r) = e7*(=A)°

Donc e~t-A% = f eM dE,(\) = f e 'CN* GE(\). C.Q.F.D.

Ainsi, nous avons construit un calcul opérationnel pour les opéra-
teurs normaux, générateurs de SGDR, a résolvante contenant l—{‘+ ;
De plus, remarquons que I’opération : “prendre la puissance fraction-
naire” est régularisante : elle transforme le générateur d’'un SGDR en
un générateur de semi-groupe fonction, fortement continu, holomorphe
dansun secteur.

3. Propriétés d’approximation ; les espaces D (A,).

a) Propriétés d’approximation

Par simple application du théoréme de Lebesgue, nous établissons
le :

THEOREME [—4. — i) Pour tout x €ED(A) , lim A x = Ax
a—1
ii) Pour tout € > 0, et pour x ED(A,) , lim A, x =—x
a—>0
iii) Pour 0 < a< 1, s’il existe € > 0 tel que x €D(A,, ), alors

Agx est continu en 8 au point .

Remarque .— Un énoncé plus précis de ce théoreme a été¢ donné
dans Balabane [2].

b) Les espaces D(A,) ; (0<a< 1)

A, étant un opérateur normal et fermé, ’espace D(A, ) muni du
produit scalaire (x ,y), = (x,y) +(A,x, A,y) est un espace de Hilbert.
Nous avons évidemment le :

THEOREME I-5. — Pour 0 <.B < a < 1,l'injection de D(A,) dans
D(Aﬂ) est continue.

De plus, nous avons le :

THEOREME I-6. — Pour 0 << a <1, D(A,) est dense dans
D (Aﬂ)
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qui découle de la proposition (I-2) et de la :

PROPOSITION I—-6. — D(A) est dense dans D(A,).

Pour démontrer cette proposition, nous avons besoin du :

1
LEMME. — Pour a < 5, si D(A) est dense dans D(A, ) alorsD(A)
est dense dans D(A,).

Démonstration du lemme. — Soit [ une forme linéaire continue
sur D(A,), nulle sur D(A). II existe alors y € D(A,) tel que :

Vx€DA,) , 1(x)=K,y)+ (Ax, Ay)
et VxeDA) , (x,»)+(Ax , Ayy)=0

Or, x€D(A) = x €ED(A,,) = x ED(ALAY) ; d'ob
VxEDQA) , (I+ A, A¥)x,y)=0

Or, si D(A) est dense dans D(A,,), (I + A, AX) étant une bijec-
tion continue de D(A,,) dans H, (I + A, A¥) D(A) est dense dans H,
doncy = 0.

Remarque. — Ce raisonnement montre aussi que D(A,, ) est dense
dans D(A,), (méme pour 2« = 1).

Démonstration de la proposition. — Soit n €N, tel que :
1t a>1> 2"
D’aprés la remarque du lemme, D(A2n+lm) est dense dans D(Azna).

Or, D(A2 ) C D(A). Donc D(A) est dense dans D(Azna ). En itérant

n+ly
I’application du lemme, ceci montre que D(A) est dense dans D(A,).

Enfin, il est facile de prouver le :

THEOREME [-7. — Soit 0 < a < B <y < 1. Soit xeD(A,,).
Alors -

g xIl < C (@, B, NI Ay xI| TP A || E-r-)
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II. CAS OU A ENGENDRE UN SGDR SUR
UN ESPACE DE BANACH

Soit A un opérateur générateur d'un SGDR § sur un espace de
Banach X. En vue de définir —(—A)®, construisons le semi-groupe U,
que, formellement, il engendre. Pour cela nous utilisons la caractérisa-
tion de A donnée par Chazarain [5] :

THEOREME II—1. — A est un opérateur fermé de domaine dense,
dont le spectre est contenu dans une partie logarithmique du plan
complexe, Z, et dont la résolvante satisfait a la majoration :

VAEZ ; A= A < Pol (A,

ou Pol désigne un polynéme a coefficients positifs, indépendant de \.

Remarque. — Nous supposerons, dans toute la suite, que

F-p N =¢,
et nous désignerons par N le degré du polyndome. Nous écrirons souvent
Pol(JA]) sous la forme M(1 + [A\)N ou M est une constante.

1. Constructionde U, ; (0 <a < 1).

DErINITION II—1. — Soit I" une courbe logarithmique qui entoure
Z, et qui ne coupe pas R, , orientée dans le sens des Im \ croissants,
Posons, pour t >0 :

1 o
U,(t) = — —t=N — A tdn
=3[ e A —A)
L’application f(z) = z étant définie comme en I—1.

Remarque. — Cette définition de U, coincide avec celle donnée en
I quand A est un opérateur normal et X un espace de Hilbert. En effet,
choisissons I telle que, pour u €T, |u| = oo, on ait :

e -0 1
dist(,Z) W)

nous avons :
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1

- f (L5 ) an- 4

L’intervertion des intégrations étant permise, d’aprés le théoréme
de Fubini, puisque, si nous notons ||E|| la mesure sur C a valeur dans
R, définie par ||E||(¢) = |E(¢)Il, nous avons :

I

—1(—=A)%

dllEll(m)d|A|

e—t(—A)a

A—u

<fsup
r

HEZ

dIN<+e. C.QF.D.

Etablissons maintenant que U, est un semi-groupe, et étudions ses
principales propriétés.

PROPOSITION II—1. — Pour 0 < a <1, et pour tout t >0, Uy t)
est un opérateur linéaire continu sur X.

En effet, I’intégrale est convergente au sens de la norme de
2(X), puisque, d’aprés le lemme (I-2), pour A\ET et || = oo,

le —t(—)\)"“l =0 (e—tIMa cos(a; + e))

La majoration polyndmiale de |[(A— A)"!|| donnée par le
théoréeme (II—1) permet alors de conclure.

THEOREME II-2. — ¥s >0, V>0, U,(t+5)=U,() U,(s)

Démonstration. — Remarquons d’abord que la fonction
etV (\ — A

étant holomorphe sur le complémentaire de X U ﬁ: , la définition de
U, ne dépend pas de la courbe logarithmique choisie. Soit donc I' et
[ deux telles courbes ; nous avons, d’aprés I’identité résolvante :
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1.\2 . o o
U U0 =(57) [ [, e e 0= p) @w—a)" drap

=N s

_(E) ff ——— (A=A —(u—A)")d\ du
-1 e~ 1N (A — A)-! ( 1 f e"(—#)“d i
2im Jr 2im Yr' u—A #)
1 1 e—t(=N%
- — —s(-m)* — A —
2im I w=A" -/;~ a—X ‘”\) du

2. Propriétés de U,

Ce paragraphe est consacré a I’étude de la régularité de U,. Com-
mencons par le :

THEOREME II-3. — Pour 0 < a < 1, U, est un semi-groupe holo-

morphe dans le secteur S,

210()

Démonstration. — 11 suffit, d’aprés Hille-Phillips [10], de montrer
qu’il existe une application holomorphe sur Sz o prolongeant U,.
2
Or la formulation :

1
U, ==— [ e a—A)! dx
2ir vYr
fournit un prolongement de U, sur I’ensemble des points #&C
ou cette intégrale est convergente : 'ensemble des t € C tels que
Re #(—N)* < 0 pour tout AET, |\| assez grand. D’aprés le lemme

(I-2), cet ensemble contient S_

2(1 —a)

Montrons maintenant que, pour ¢ >0, U,(¢) “régularise” les
éléments de X :
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ProposITION II-2. — ¥xEX, V?>0,Va, 0<a<]I,
U, () x ED(A™).
De plus, si. x €D(A), U, (H)Ax = AU, (8)x.
Démonstration. — La premiére partiec de la proposition sera
démontrée, dés que nous aurons prouvé que U, (#) x €D (A). Pour ce

faire, soit (p,),en une suite régularisante de ®,, nous avons
(Chazarain [5]) :

_ 1 . A1
(o) Up(Dx =5 fr 2, ) (A= A)

_1_ -t (-m*° — A)-1
[2 ‘/1: e (u—A)y "xdp| d\

im

Et en appliquant l'identité résolvante, apres avoir constaté que p,
était une fonction entiére, décroissant a l'infini, sur Z, plus vite que
toute puissance de 1/|\]| :

1 o
§(o) Uo(Hx = j[: etV 5 ) A— A) T xd
Or, p, tendant vers 6 dans ®', p, tend vers 1, en restant dominé par

une constante. Nous pouvons appliquer le théoréme de Lebesgue qui
donne :

S(p,) U,(Ox = U,(t)x

De méme nous pouvons démontrer que :
S(—p,) U,(OH)x —~ ——l—f N tENT A=Ay T xdA.
" « 2imvYr
Comme A est fermé, ceci prouve que U, (¢)x ED(A) et que :
1 o
AU, ()x =—— [ Ae?EVT x — A)! )
w0 =5 [ e A — A xd\

De plus, la deuxiéme partie de la proposition se démontre en remarquant
que dans cette écriture, si x € D(A), nous pouvons remplacer
AA—A)'x par I+ (A —A) ' Ax.



PUISSANCES FRACTIONNAIRES D’'UN OPERATEUR 171

Etudions maintenant le comportement asymptotique de U,. Du
théoréeme de Lebesgue découle le :

1
TEeEOREME II—-4. —VnEN ,Va, 0 < <5, lim ¢ [|U, ()l = 0.

t—> oo

Quant au comportement au voisinage de 0 de U_, il est donné

par le :

o

THEOREME II—-5. — Pour tout o, 0 < o < 1, il existe une cons-
tante K (o) indépendante de t telle que :

K ()
N +1
t [+

U, DI <

Démonstration. — Ce théoréme découle des inégalités du lemme
(I-2) et du théoréme (II-1), par un calcul classique (Widder [20]).

Remarque. — Nous avons construit le semi-groupe U, que —(—A)%,

formellement, engendre. C’est un semi-groupe holomorphe dans S,,(l ;
(-«

comme le chapitre I le laissait prévoir. Mais contrairement au cas I,
il n’est pas fortement continu : généralement, la majoration du théo-
réeme II-5 ne peut étre améliorée (c.f. III). U, étant a croissance polynd-
miale au voisinage de l'origine, il existe une distribution qui la régu-
larise (Gelfand-Shilov : generalized functions. T1) ; mais U, n’étant
pas localement intégrable sur IT+ ; la distribution qui le régularise aura
généralement l’origine pour support singulier : ce ne sera donc pas un
SGD régulier.

Néanmoins U, satisfait deux propriétés qui, dans le cas des semi-groupes
fortement continus, découlent de la continuité a I'origine. Ces deux
propriétés établissent en partie, dans le cas des SGDR, la régularité a
I'origine. Avant de les énoncer (théoréme II-6), établissons le :

LemMe I[I-1. —Va, (0<a < 1),V xED(A"*?), lim U (#)x = x.
t—>0

Démonstration. — L’identité résolvante permet d’écrire :

_ x Ax AV*lx  (A—A) ' AN*? &
()\—A)1X=K+F+...+)\N+2 + )\N+2
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D’ou :
1 exp[—t(—N?] _
Uu)x =5 [ —wr— A=A AN xdn
Le théoréme de Lebesgue montre alors que, quand ¢ = O,

1 1
U, (Dx = ﬂfl i A AT AN xd

et le calcul des résidus permet d’affirmer que ceci est x.

Adoptons la :

NotatioN II-1. — §, désignera la distribution appartenant a
®'(R, ; £(X)) associée a U, :

V4 ED (R, ) ,§Q(¢)=fo°°¢(r) U, (1) dt.

Nous avons le :

TrorREME II-6. — i) R, le sous espace engendré par U [§,(¢) X]
pER,

est dense dans X,

i) N,= N [Ker§]={0}
0

PED

Démonstration.—1i) découle du lemme II-1 et du fait que D (AN*?)
est dense dans X (Lions [16]).

ii) soit xEN,, et soit (p,) une suite régularisante de @ (R, ).
Nous avons :

1
EN — 1 p, (—(=N*) A—A) ! xd\ =
VREN  —— [ By (<=2 A=A xdX =0
A~! étant un opérateur continu sur X, ceci s’écrit :
VnEN Lf,a —=NHATT A—A) ' xdA=0
’ 2im T n )

Utilisons I’identité résolvante, et I’analycité de la fonction 2
intégrer sur ( (ZUR,):
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U by =N
VnEN 2”7/; - A—A)y'xd\ =0

Itérons ce calcul jusqu‘a l'ordre N + 2, puis appliquons le
théoréme de Lebesgue en faisant tendre n vers I'infini. Il vient :

1
2im

1
AN+2

]I )\Nln A—A)y'xd\=— Res( A — A)! x,o)

=AN"2x =0

D’ou la conclusion : x = 0.

3. Construction de A,,.

L’aboutissement logique de cette étude serait de définir —(—A)“
comme la dérivée a l'origine du semi-groupe U,. Malheureusement,
U, n’étant pas un SGD régulier, ni a fortiori un SG fortement continu,
les opérateurs ainsi définis ne seraient pas fermés. Mais, en adoptant la :

NOTATION. — Nous noterons A, la dérivée a l'origine de U, :

U,(®)x —x
D(A,) =§ x€X ;—"‘—(—l)‘—x-—a une limite pour t > 0
U,()x —x
x = lim 2>~~~
A t-o t

Nous pouvons affirmer :

ProrosiTiON I1-3. — A, est densément défini, fermable.

En effet, d’aprés le théoreme (I1-5), U, est un SG a croissance

N+ 1
e

conclure.

]+ 1, et un théoréme de Da Prato-Mosco [7] permet de

De cette proposition découle la possibilité de définir —(—A)*
comme étant la fermeture de A, ; mais, généralement, nous n’avons
pas p(A_a) # ¢. Dans le chapitre suivant, nous résolvons ces problémes
et caractérisons A pour que ces difficultés soient levées.
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Notons d’abord la :

ProposiTION II-4. — VxD(A™) , A, Agx =— A ;X

qui découle de I’application itérée de I’identité résolvante et du calcul
holomorphe.

Adoptons enfin une notation qui nous sera utile par la suite :

NOTATION. — Nous noterons G, le SGD (non nécessairement régu-
lier) défini par :

G,ED'R, ; LX), &) = fo " 6(t) U (ndt VoEDR,).

III. ETUDE DE A_. DEFINITION DE —(-A)*

0. Nouvelle formulation de U,,.

. . N . 1
Dans ce chapitre, nous nous restreindrons a étudier le cas 0< a<5.

Cette restriction ne limite pas la portée des résultats, car, grice a

’holomorphie de U, sur S”(1 y le théoréme suivant nous permettra
—2‘ —Q

1 1
de conclure pour 5 < a < 1, dés que nous le pourrons pour 0 < a < 5 :

THeoreME III—1. — Soit B un opérateur fermé, de domaine dense,
sur un espace de Banach X. Si B est générateur d’'un SGDR G(respecti-

s T
vement SGFC), analytique dans S, avecz <86 <-§, alors —B? est géné-

rateur d’un SGDR (respectivement SGFC),analytique dans Sz(e ny
3

Démonstration. — Dans le cas ol § est un SGDR, § étant ana-
lytique, il est a croissance exponentielle (Chazarain [5]). Quitte 3
multiplier § par e~N’, nous pouvons supposer que § est borné. Et
nous avons (Da Prato-Mosco [6]) :



PUISSANCES FRACTIONNAIRES D’UN OPERATEUR 175

p(B)DS,
5+9

vn >0, EIM,,>0,3N,,€N;>\€S,,+0 = [|(A\—B)!||
. 270
<M, (1+ ADNn

Mais alors, pour tout n > 0, et tout complexe u € Szo—zn» nous
pouvons écrire :

1 1
W+ B =(uP @ 4+ B) (—i|u? e!“FW2 4+ B)
Or, pour p€ES,, ,,,

b

ilp 1/2 ei(Arzu)ﬂ c S,”
5 +0 —n

2

et _i|#|l/2 el'(Al‘gu)/2€S1r
5+0_’7

Donc les opérateurs (i|u|V/2 eiAT8M/2 4 By et (—i|u|!/? ¢!ABWI/2 4 B)
sont inversibles, et ceci entraine que (u + B?) est inversible. Et nous
avons la majoration :

Il + B>) | < || G |u|'/? ez 4 By~

1
li(—ilp|® eArewiz 4 By 1)

<Mf, (1 + |u|‘/2)2N" et — B2 engendre donc un SGDRA dans
S

2 (o—%).

Remarque. — Dans le cas ou B engendre un SGFCA, ce théoréme
est dii a Goldstein [23].

1
Nous restreignant donc 4 0 < a < 5, nous allons donner une nou-

velle expression de U, plus utilisable. Nous partons de la constatation
suivante : pour

1
0<a<s, et $>0, limufC e TN A= A)Y L aN| =0
R
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ou Cy est la partie du cercle de centre 0 de rayon R représentée ci-
dessous :

A
Cr
I
R
Cr

1
Nous avons donc : pour0<a<5,t>0:

0 ©o
U, (1) = —1— eV A — At an+ —1— emtN"
2im 2im

A\— A)! dx

avec, dans la premiére intégrale Arg(—A) ==, et dans la seconde
Arg(— A\) = — m. Donc,

I e , ‘
Ua(t) = Z;jo (eXp (-t p* e"“") — exp (— t p* efamy)
(p—A)'dp

= lf i exp (— t p* cos(am)) sin(z p sin(am)) (p—A)"! dp
Yo

o 1/a _
[ et sin ot oy (1 050M% o
0 u

ul/&

8~ §-

_/ome—’ sin Bz (I— e B) ' dz

ol nous avons posé f = tg amr et B = (cos am)/® A.

D’ou le :
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1
THEOREME III-2. — Pour 0 < a < 5, en posant 3 = tgamw

1/a

et B = (cos am) A, nous avons :

1 o, tle
vi>0, Ua(t)—;_/o e sin fz (1— — B)

-1 dz

177

Remarque. — Cette expression de U, permet de définir ce SG
pour une classe d’opérateur A plus large que celle des générateurs de
SGDR. 1l suffit que A soit un opérateur fermé, de domaine dense,

tel que :

R, Cp(A) et YA>0 , ||(A— A)!|| <Pol(\).

Comme U, se présente sous la forme d’une convolution sur R+
muni de sa mesure invariante dt/t ; L’outil adapté a4 son étude est
évidemment la transformation de Mellin (Titchmarsh [18]) dont nous

rappelons les principales propriétés :

DEerINITION III—1. — Nous appelons transformée de Mellin d’une
fonction fdéfinie sur R, , et nous noterons u(f), la fonction définie sur :

dt |
AEC; A f(HEL! <R+ e )g
par la formule
r() ™) /{;t f@) P

ProrosiTioN III—-1. — Si ¢t f(t)E L' (R+ Eit—t)

dt
et si t"g(t)eL'(R+ i

dt
alors IMN(Fxg) (t)EL'(R+ ;7)

et nous avons :

pFxg) ) =unl) N .p@MA)
dt

ou le signe * désigne la convolution sur R, pour la mesure — :
t

om0 =["ros(H) =
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Notons enfin la formule d’inversion :
ProrosiTiON III-2. — Si f est une fonction continue sur R, ad

variation bornée au voisinage de t €R,, et si u(f) (\) existe pour
Re \ = g, alors :

f(t)—

o+iT
tim [ 07 u() ) da

T—o0

1. Caractérisation de A pour que U, soit
fortement continu. La classe (0).

Le théoréme (II-5) fournit une condition suffisante pour que U,
soit borné au voisinage de I'origine (donc fortement continu, d’aprés
le théoréme d’Ascoli, puisqu’il converge fortement vers I'identité sur
le sous espace D(A™) dense dans X : Lions [16]) : Il suffit que
N = — 1, c’est-a-dire qu’il existe une constante positive M telle que :
VAEZ, |[|(A — A)7!|| < M/|\|. Dailleurs, en utilisant la nouvelle for-
mulation de U, et par la méme démonstration que pour le théoréme
(I1-5), il apparait qu’une condition moins restrictive suffit.

PropoSITION III-3. — Pour que U, soit Fortement Continu, il
suffit que R, C p (A) et qu’il existe M > 0 telle que :

VA>0 [IA=A)'I<MA
L’objet de ce paragrpahe est de montrer que cette condition est néces-
saire. Pour cela, supposons que U, est fortement continu et étudions:
a) La transformée de Mellin de U,

Pour u >0, posons ®u) = (I — u'/® B)™! et démontrons
d’abord la :

ProrosiTION III—4. — VA, 0< Re A< l/a, VXxEDB”)
= D(A%)

[ t*U, (t)x—=—(f the ’sinBt%)(/:t"Q(t)x-c:—t-)

0
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Démonstration. - Cette proposition découlera de la proposition
(III-1) dés que nous aurons montré que pour x € D(B”), et pour

dr
0<ReA<l/a, t» ®(t)x €L (R ;7-).Or cette fonction est continue

sur R, ; pour ¢ = o, nous pouvons écrire :
_ | —1 -
eRN @)l = e R AT (e — B ) ~ e ReAT e B

Et pour ¢ = 0, nous pouvons écrire :
tRe)\ II(I_tl/a B)—lx“ - tReA “x + tl/an +...
+ ¢Ne BNx' + (N+1)/a a-— Ve B)—l BN+! x||

< tRe A(le” + t1/°’ [IBx]|| + ...+ tN,a ||BNx”)
+ MpRe AN (4 g N¥ey BN+ 1)), our

M et N sont les constantes introduites par la remarque du théoréme
I1-1).

Nous allons maintenant démontrer que, lorsque U, est fortement
continu, cette déconvolution est possible pour tout x € X. Pour cela
montrons la :

PRrorositioN III-5. — Si U, est un SGFC, alors, pour

0< Re A < l/a,
Uapplication :

D(B”) - X
o dt
AP (t)yx—
x—*jo‘ ) ;

est linéaire continue pour la topologie induite sur D(B”) par la norme
de X. Elle se prolonge donc en un opérateur continu sur X que nous
noterons u(®) (\). Et nous avons :

‘ Ta \
r(®) ) = T rUHA)

ot ¥ (\,a) =T'(N\) sin(Aarm) (cos am)*.
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Démonstration. — Constatons d’abord que pour 0 <ReA<1/a,
= AN -z dz . A
f z%e“sinfz— =T QA)sin(Aaw) (cosam)*.
0 z

Nous avons alors, d’aprés la proposition (III—4), pour

0<ReA<l/a,
1
Vx€D(B”) , n(U,#)x) (>\)=—1r—a—‘1’(7\,0l) u(®@)x) )

or, pour 0 < ReA < l/a, ¥ (A, ) # 0, d’out la majoration :

- _ TQ = . ﬂ
Vx €D(B7), [u(®(t)x) NI T llf(; t* U, ()x p 1

mo|lxIl o gea dt
<— tRe u. @)l —.
|~y(x,a)|fo [SNOTE

Et le théoréme (II—-5) et ’hypothése de forte continuité de U,
assurent la convergence de cette intégrale.

L’application considérée est donc continue sur D(B”), et se pro-

longe continuement a X. L’égalité découle du fait que D(B™) est dense
dans X.

Remarque. — L’hypothese “U, fortement continu” peut étre
affaiblie. Cette démonstration reste valable si nous supposons unique-
ment que U, est intégrable au voisinage de I’origine.

Montrons enfin que la formule d’inversion de Mellin est valable
quand U, est fortement continu. Pour ce faire, n’ayant pas d’informa-
tion sur la régularité de u((I — #'/® B)™'), il nous faut étudier le com-

T

ortement, pour |7| > o ; de —————  u (U + iT). étu-

p pour |7| ToFira 4 (U,) (o + ir). Donc étu

dier u(U,) (o + i7), en exploitant I'analycité de U, dans S_ y Ce
)

qui fait 'objet des lemmes suivants.

LEMME III-1. — _Sl' I est une courbe logarithmique entourant Sp(A)
et ne coupant pas R, et si 6 = inf |Arg\|, alors 0 < 0 < w/2 et
AET
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4 T
pour tout ¢, 0 < |¢| <-2~ (1l—a)+a« (6 —E)et pour tout n € N,
nous avons :

lim p" ||U,(p €®) || = 0.

p—>

Démonstration. — La premiére assertion découle du fait que si
ANET et |]A] = oo, alors |Im A] = oo ; la seconde découle du théoréme
de Lebesgue en écrivant que :

. 1 .
U, (p e'?) :2_' j; exp (=(=N* p e’®) (A — A)" ! ax
i
et en remarquant que pour A€, Im A =0,
Re ((—N)* p e®) = p|\|* cos(¢p + o (Arg A — )

= p IN® cos(I¢] +a(mr—0))

De méme pour AET, Im A <O0.

LemMmE II1-2. — Si U, est fortement continu, alors, pour tout
T
¢$,0< ¢<% (1—a)+ a(@ —?), et pour tout € > 0, il existe une

une constante M (e, ¢, o) telle que :

1
Vo € [e,——] , VTeR , [lu(U,) (0 +ir)||<S Me ®I7!
o

Démonstration. — Supposons d’abord 7 > 0. L’analycité de U,

dans S_ , et le comportement a I'infini de U, donné par le lemme
2 1-a

(III—-1) permettent d’écrire :

® _o+iT dt * ip.o+i i dp
BUN @ +in = [T1o47 U ) = = [T Ua(p e®)—>
o 0

. oo . o d,
:e—T¢ ezo¢ jo pa+rr Ua(pezd));)e

D’ou

I8 (U,) @ + inll < e [T o711 U, (p el dp
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et la majoration découle alors de la forte continuité de U,. Le cas
7 < 0 se démontre de la méme maniére, ¢ étant changé en — ¢.

LemMme III-3. — Si U, est fortement continu, alors :
i) Vo]0, 1/af, u(®) (0 +ir)EL'(R;d7)

iil) Ve>0, 3C(e,qa) ; Voe[e,l——e],
o

(@) (@ + i1 g sary <C

Démonstration. — Soit ¢ tel que%(l —20)< ¢ <—72£ (1 -

+ a(@ —E).
2
Nous avons d’apres le lemme (I1I-2) :
u(U,) (0 +inll<Me®'!
. 1
D’autre part, puisque 0 € | €,—— € |, nous avons :
o
: . sin (eam) am|7| o+iT
|sm(a+z'r)a1r|>——2— e , et, | (cos am) | = (cos am)Ve,

Enfin, d’aprés la formule de Stirling (Titchmarsh[19]) quand |7| = oo,

. 1
ID(o +iT)| ~ e ™2 |7j9 =12 | /21 uniformément en 0 € [a —— e].
a

. . 1
Donc il existe une constante T(e , ) telle que pour 0 € |e,—— €
o
et pour |7] > T,

—5 17l o

1
e 7l /27 <2|C(0 + ir)|

1
Enfin, pour (6, 7) € [e ,—— € ] x [— T, + T], '(c + ir) estune fonc-
o

tion continue ne s’annulant pas. Il existe donc une constante T'(e , )
telle que :

1
(g,7) € [e,;—e] x[—T,+T] = |T(c+in|=T.
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1
D’ou, pour o€ [e,——-e],
o
T
P + i = + i
fu (@) (o + it)ll V(o +i7.0)] Hu(U,) (o + in)||

27 oM e~ (¢ + am)ir

= T Xyepe
sin (e a ) (cosour)lloz< Te[— T, + T]

LAY
2e?

+
\/2_1r['r|°— 1/2

et cette fonction est indépendante de o, et intégrable sur R pour la
mesure d 7.

X|-r|>T)

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la formule
d’inversion :

ProposITION III-6. — Pour 0 € 10, 1/x[, et t > 0, nous avons :

1 votice T
I—¢V* By = — =2 U.)(\)dA.
207 Joiw 9o HUD M)
Démonstration. — Notons d’abord que pour x € D(B™) et

o0 €Jo, 1/af, t°(I — t'* B)~! x est une fonction de ¢ continue sur
R,, intégrable sur R, pour la mesure dt/t. Donc, d’aprés la proposition
(I1-2) :

vVxED®B*),vt >0,

1/a ) 1 . Wo+i T A 1a oot
I-¢t"B)y 'x=— lim t™ u(@—tY*B)" ' x) M) ad\
20T T o—iT
1 cotie T
=— t 7N —— uw(U, (t)x) \) dA
217 Jomiv Tovw AU M)

cette derniére intégrale étant convergente (Lemme I11-3).

D’autre part, d’aprés ce lemme, ’application :

DB~) - X

1 o+ioe T
— tr U (¢ N dA
x > o f.,_,-w o HUa DM
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est continue. Comme D(B™) est dense dans X, et que, sur D(B™)
cette application coincide avec (I — £/® B)~!, nous avons :
1 o+ic

(I _ tl/a B)—l - t—)\

B2 u(Uy) ) dx
2ir Jooie YO He :

b) Caractérisation de A pour que U, soit un Semi-Groupe Forte-
ment Continu Analytique : la classe (0).

THEOREME I11-3. — U, est un Semi-groupe Fortement Continu,
Analytique dans S"( , Si et seulement si :
2

1—a)
IM>0 , VAER, , IIA0— A "I <M/

Démonstration. — L’analycité de U, découle de I'étude faite au
Chapitre II. La condition suffisante découle de la proposition (III-3).
Il suffit donc de montrer la condition nécessaire. Pour cela, soit v, et
v_ deux fonctions C”, avec supp v, C]—1, o],
suppy_ Cl—oo, 1 ety, () +y_ (D=1

Nous avons, d’aprés la proposition (III-6) :

Vt>0,Vo, 0<0< 1/a,

j oo —-A
e 1 =£- «0t+i t voo A ﬂ
a—rrpyt == [ ‘I’()\,Ol)(‘/o MU, () s)d)\

a e t_iT . o+iT g
BEYE J_m ('Y+(T)+'Y_(T))m (fo s U, (9 ; )dr

=1,() + 1_(2).
Etudions d’abord I, (¢). Soit ¢ tel que

0<¢<12(1 —oz)+a(0—%)-

D’aprés le lemme (III-2) nous avons pour tout 0,0 < g < l/a,

aeld® pto o (1)t 7 e-TO = . ds
I.(¢) = + o+iT ipy “°
+==73 L. V(o +ir) (fo 77 Ua(s e )s)dT
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d’aprés le lemme (I1I1-1). Vu les majorations faites dans le lemme (I11-3),
nous pouvons appliquer le théoréme de Fubini, ce qui donne :

200 =3 ir —‘r¢
L vl (fTno ) g an)®
igp

e o . koo 7y (T)ei”" e—r¢
= e’? U, (te*™® * d
2 ‘/;m ( ) (j—w V(0o + i) dT) P

w¢

L,(t)*

— Et, si nous notons par S, 'espace de Schwartz pour la variable 7,
par 5, la transformation de Fourier inverse pour la variable 7,et par
<, >p la dualité (S', S) pour la variable p, nous pouvons écrire, en
remarquant que

MES et que e’ U, (te?*®)€L”(R,dp)C S|
¥ (o+ it) T * °
ioe -7
, = (1+(De
L@ = <e’ U,(te!*?) , & (2——
NG o T(\I/(a+i‘r)) g
Or, quand 0 > 0,
v, e Sy @e
V(o +iT) v (iT)

Donc, par continuité de la transformation de Fourier inverse,

-t S

5 (Ye(D e ) 5 (1D )
V(o +i7) T W (iT)

_1¢

=
<

D’autre part,

Sp
e’? U,(te?ti®) - Ua(te"+i¢)
D’ou :
v, (1) e "
I, (¢ <U telti?y | * >
0 = ey 5 (Pgas) >
Donc,
o . — (Y (‘r)e_”’
- pti¢p +
Ve >0, [IL (DI < 11U, (e Ol g, I 5, (————q,(m Mot
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Et, U, étant borné (lemme III-2), ceci entraine qu’il existe une
constante M, indépendante de ¢ avec ||I, (#)|| < M, . De méme, nous
pouvons montrer ’existence de M_ telle que ||I_(#)|| < M_. Et, en
posant M = M_ + M_, M est une constante indépendante de ¢ telle
que :

vit>0, [Id-t"*B)'I<M
Ce qui équivaut a I’existence d’une autre constante M telle que :

VAS>O0, |IA— A <M.

Remarque. — Ce résultat est en accord avec les résultats obtenus
dans le Chapitre I, puisque, si A engendre un SGDR Normal, et si
p(A) DR, , A étant normal nous avons :

IM ; VA>O0, |[[A— A <M/

DEFINITION III-2. Nous appelerons Classe (o) [!'ensemble des
opérateurs A générateurs de Semi-Groupes distribution réguliers et
vérifiant p(A) DR, et

VA>O0, I|(A— A7 <M/

¢) Définition de —(—A)* quand A appartient a la classe (o)

Remarque 1. — Si A est un opérateur générateur de SGDR, et si
U, est le Semi-Groupe que —(—A)* formellement engendre, nous venons
de démontrer I’équivalence des assertions :

i) A appartient a la classe (o)

ii) U, est un semi-Groupe Fortement Continu Analytique dans

%’(l—a).

Remarque 2. — De lextension du calcul de U, donnée par la
remarque du théoréme III-2, nous pouvons affirmer que la classe (0)
est la classe des opérateurs traités par Balakrishnan [1] et Komatsu
[14] [15]. De plus, nous donnerons de —(—A)* une définition qui
coincidera avec la leur pour A appartenant a la classe (0).
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DEFINITION 1II-3. — Pour A appartenant & la classe (o), nous
posons, pour O0<a<1/2:

d
(A = A= 1 [T, (),
Des résultats du (§1, b), nous déduisons le :

THEOREME III—4. — Pour A appartenant a la classe (o) et pour
0 < a<1/2, —(=A)* est un opérateur fermé, de domaine dense, géné-
rateur d’un semi-Groupe Fortement Continu Analytique dans le sec-

teur S, , et borné.
Z(1—-
2

LeMME 11I—-4. — Si A appartient a la classe (0), alors —(—A)* est

inversible pour 0 < o < 1/2, d’inverse continu.

Démonstration. — 11 suffit de remarquer que I'opérateur continu

_ fw U, (¢)dt est I'inverse de —(—A)“.
0
Ce lemme permet la :

DEFINITION III-3. bis. — Pour A appartenant a la Classe (o), nous
posons, pour 1/2 < a <1,

— (A =—[(-A)"?]?

De par le lemme (III-4), pour 1/2 < a <1, —(—A)* est un opéra-
teur fermé, de domaine dense, et le théoréme (III-1) nous permet
d’affirmer le :

THEOREME III—4. bis. — Pour A appartenant a la Classe (o) et pour
0<a<1, —(—A)* est un opérateur générateur d’'un Semi Groupe
Fortement Continu, Analytique dans Sﬂ( ) et borné

2 1-o

De ce théoréme découlent les propriétés spectrales de —(—A)* :

THEOREME III-5. — Si A appartient a la Classe (o), alors pour
0<a<l,
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) p(=(=A))DS,

w
5+5(1_°‘)

i) Vo >0, 3M, ;VAES,

m
Z2t30-0)-n

T+ (=AY~ < M, /IN.

Démonstration. — Ce théoréme est une conséquence du fait que

U, est FC, borné et analytique dans S"( ) et de la caractérisation
S1-a
2

de tels opérateurs (Kato [11]).

COROLLAIRE. — Le calcul opérationnel construit est interne a
la Classe (o) : si A appartient a cette Classe, il est de méme de —(—A)*
pour 0 < a<1.

Démonstration. — 11 reste a démontrer que 0 € p(—(—A)*). Et
ceci se fait comme dans le lemme (III—4).

Vérifions maintenant que ce calcul opérationnel satisfait les
propriétés classiques des puissances fractionnaires :

THEGREME III-6. — Pour 0<a<1,0< < ,et0<a+ < 1,
nous avons, au sens des opérateurs, et de leurs domaines :

(—A)* (AP = (AP

Démonstration. — i) (—A)* (=AY D (—A)**# : En effet, D(A™)
étant dense dans D((—A) **?) pour la norme du graphe (vérification
immeédiate), il existe, pour tout x € D((—A)**#), une suite (x,) d’éléments
de D(A™), tels que :

x, > x et (A x, > (—A)**F x.

Or, d’apreés la proposition (II—4),
(-A** x, = (— A (-A° x,.

Le fait que (=A)*? soit fermé, et que (—A)* soit fermé d’inverse
continu entraine alors que :

xEDW(-A)®) et (=A)P xED(-A))
et (=A)®* (AP x = (—A)**F x,
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ii) (—A)* (=A)? C (—=A)**P : En effet, soit x € D((—A)*), avec
(=A) x € D((—A)*)). Il existe alors une suite (x,) d’éléments de
D(A™) telle que x,, = (—A)? x et (-A)* x,, > (-A)" (-A)* x.

Soit y, = [(-A)*1"' x, ; ¥, €ED(A™) et nous avons :
Yo > x et (A (=A)F y, = (A (A x.

Or, (-A)* (=A)* y, = (=A)**# y_, et nous pouvons conclure du fait
que (—A)**# est fermé.

Examinons maintenant les propriétés d’approximation des opéra-
teurs —(—A)*. Nous avons :

TueOREME [II-7. —Va, 0<a<1, Ve>0, Vx € D(—A)"9),
lim  (-A)¥x=(=A)*x (ou (-A)° =1

g~ a
a<p<ate

En vue de démontrer ce théoréme, établissons le

LemMME III-5. — Si A appartient a la Classe (o), alors :

i) il existe 2, 0 < Q < w2, et N >0 tels que :
AES, = [|A— A) || < N/iN

iil) Nous avons, pour 0 < a < 1/2,

-1
2im j/\ (—=N)*

[—(-A»]" = A —A)!dx
ou A est une courbe orientée du type :

A

( on
\
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Démonstration du lemme. — Comme A appartient 2 la Classe (0),
nous savons qu’il existe une constante M telle que :
A> 0= |I(A - A<M/
Pour tout u € C tel que |Arg u| < Arc tg (1/2 M) et Re u >0,

la série :

(Re p — A)™! (- )" dm p)" (Re u— A"

0

T s

converge en norme, et définit donc un opérateur continu qui inverse
(u — A). Et nous avons :

M =  M"|Im u|" 2M 2M 1
< <

— A< = Tul
M= A S Ren 2 Rewr “Rew “oos® il

ou £ = Arc tg (1/2 M). Ce qui prouve (i).

(ii) découle du fait que l'intégrale qui y figure converge en norme et
coincide sur D(A™) avec [—(—A)*]™ .

Démonstration du théoréme. — Supposons d’abord que «a = 0.
Soit x €E D((—A)®), et ¥ = (—A)° x. Nous avons, pour 0 < <e, et
en posant (—A)#~¢ = [(—A)#]1,

A x=AF y = L _a_ariya
2im YA (=N)EB
Et le théoréme de Lebesgue, qui s’applique en vertu du lemme, permet
de dire :
lim (—A)* x = (—A) €y =x.
B—0
Pour a # 0, nous écrivons (—A)® x = (=A)® (—=A) x et nous ap-
pliquons le résultat précédent.

Remarque. — Ici apparait une différence avec le cas traité en I
(Théoréme I—4): nous n’avons plus la continuité en o de —(—A)%,
mais uniquement la continuité a droite.

Notons enfin que le théoréme (I-7) subsiste :

THEOREME I-7. bis. — Si A appartient a la Classe (o), alors, pour
0<a<p<vy<l1,et pour x € D(—A)"), nous avons :



PUISSANCES FRACTIONNAIRES D’UN OPERATEUR 191

f-a it}
II=(=A) x|l S C (a0, B, VI —(=A) x| ~*||—(—=A)* x|["~®

la démonstration est analogue a celle donnée par Krein [13] pp. 115-
116 ;
2. Caractérisation de A pour que U, soit un SGD
fonction Régulier. La Classe (¢€).
a) Caractérisation de la Classe (€). Régularité de U, :

Nous nous intéressons maintenant au cas ou la résolvante de A
décroit “légérement” moins vite, sur R, , que dans le cas du §1. Pour
cela, adoptons la :

DEeFINITION [II—-4. — Un opérateur A générateur de Semi Groupe
Distribution Régulier appartient a la Classe (€) si p(A) D §+ et si
Ve>0 , 3M, ;VA>0, A=A <M /€

L’intérét de cette définition provient de la :

ProposITION III—7. — Il est équivalent de dire :

i) A appartient a la Classe (€)

1
i) Vo,0< gl <%(1—a), VA, 0 < Re <—
o

MU, (te‘¢)eL‘(]o,oo[ ;?)

Démonstration. — (i) = (ii) d’aprés la majoration donnée par le
théoréme (II-5). (ii) entraine I’existence de u(U,) (A) pour Re A > 0,
et, jointe a la remarque de la proposition (III-5), elle permet d’écrire,
pour 0 < Re A < 1/a:

1 i TA
[—tY*By!' =— t» ——— u(U,) (\) d
( Uy T U0
D‘olr nous déduisons la majoration :
vo,0<o<1/a, IQ—tY*B)y <

o o+io 3 1
I ———— u(U,) A dA
i [ o HU) VA

et I’assertion (i) en découle.
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Si A appartient a la Classe (e), U, (#) est intégrable au voisinage de
'origine, et le semi groupe distribution §, (notation II-1) que U,
définit est régulier. Il est alors naturel d’adopter la définition suivante
de —(—A)* :

b) Définition et analyse spectrale de —(—A)* pour A appartenant
a la Classe (€)

DEFINITION III-5. — Pour A appartenant a la Classe (€), et pour
0 < a < 1/2, nous définissons —(—A)* comme étant le générateur du
Semi Groupe Distribution Régulier §,. Pour 1/2 < o < 1, nous posons
—(-AF =—[(-AF" .

De cette définition découle I’analyse spectrale de —(—A)* :

THEOREME III-8. — Pour A appartenant a la Classe (€), —(—A)* est
un opérateur fermé, de domaine dense, générateur d’'un Semi Groupe

Distribution Régulier Analytique dans S,,( y et il existe, pour tout
I-a
2

n > 0, un polynome P, tel que :

= (AEp(=(-A))

F-a)+F—n
et [I[A + (AN <P, (XD

Démonstration.— De par sa définition,—(—A)®, pour 0 < a < 1/2,
est générateur d’un Semi Groupe Distribution Régulier. L’analycité de
ce semi groupe découle du théoreme (II-3). Le théoréme (III—1) permet
d’étendre ce résultat 3 0 < o < 1. D’autre part, il est facile de voir que
ce semi groupe est a croissance exponentielle d’ordre O (Lions [16]),
et les propriétés spectrales de —(—A)* découlent alors de la caracté-
risation d’un tel opérateur (Da Prato-Mosco [6]).

En fait, pour 7\€§+ , la majoration de la résolvante de —(—A)* peut
étre affinée :

ProposITION I11-8. —Va, 0 < a < 1, R, Cp(—(—A)*), et nous
avons .

M
Ve>0,3IM ;VrA=>0, |](>\+(~A)"‘)“II<)\1_EE
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Démonstration. — Notons d’abord que, d’aprés Lions [16], le sous
espace R, = [ U g, (¢)X] est dense dans X, et nous avons evidem-
dED,

ment :

R =

o

x€X ;x =‘/‘w¢(t) U,(2) ydt avec p€E@,,y €X| .
0

Or, sur R, l'opérateur ./m e MU, ()dt inverse (A +(— A)),
0
(A = 0). Cet opérateur étant continu, et son image incluse dans

DA+ (—A)*), le théoréme du graphe fermé permet de conclure :

VA0, A+ (—A)X)! =f°° e My (t)adt.

0

La majoration s’en déduit.

COROLLAIRE. — Le calcul symbolique construit est interne a la
Classe (€).

c) Propriétés des puissances fractionnaires

THEOREME III-9. — Si A appartient a la Classe (€), alors Vo,
VB, 0<a<l, 0<B<K], 0K<a+p8<1,

i) D(—(-=A))D D(—(-A)*"¥)

ii) —(—A)*)—(—A)® = (—A)**P au sens des opérateurs et de
leurs domaines.

Démonstration. — 11 suffit d’écrire [(—A)*]™! = fw U, () dt et

0

de constater que [(—A)*]™! [(=A)#]™! = [(=A)*"#]7".

ProrosiTiON III-9. — Si A appartient a la Classe (€), alors,
Va, 0<a<1, Ve>0, VxD(—(—A)"¢),
lim —(—A)*x = —(-A)f*x.

B—a
a<p<a+e

Démonstration. — Analogue a celle du théoréme II[-7,en y rem-

placant la courbe A par une courbe A’ asymptote 4 'axe réel pour
|N] = oo,
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d) Comparaison de —(—A)* et A,

THEOREME III-10. — Pour A appartenant a la Classe (€), —(—A)"
est la fermeture de l'opérateur A,. De plus, il est équivalent de dire :

(@) A, est fermé

(b) la moyenne de Césaro de la résolvante de A est bornée :

1t
IM; vi>0, “—] I—s'* Ay ' ds|| <M
tvo

(c) U, est Fortement Continu au sens de Césaro.

Démonstration. —

i) Montrons d’abord que A C —(—~A)* ; —(—A)* étant un opé-
rateur fermé, il suffit pour cela de montrer que A,C —(—A)*. Pour
cela, pour x €D(A,), nous allons exhiber une suite (x,) d’éléments
de R, telle que :

X, > X et —(-A)* x, > A, x.

Soit (p, ) une suite régularisante de @, telle que

jo‘ t1pL(Nldt <2 et soit x, =f0 p,(t) U, (1) x dt.
Nous avons : x,=> x et :

AL x + (—A)* x, || = [lAx + fo“’ p! (1)U, (t)x dt||
= lIax = [T pa (DA, Uadx di
= /o.,, tp!, (t) [% ./:Aa U, (s)x ds — Amx]dtll
= llfomtp;(t) [H‘Q—_—x - Aax] ds||

U,()x — x
< 2 sup Il _Dt(_)____
tEsupp o, t

— A, x|l
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ii) Montrons maintenant que —(—A)*C Ka. Pour cela constatons
simplement que A, prolonge la restriction de —(—A)* a R,.

iii) Montrons maintenant que A, est fermé si et_seulement si la
moyenne de Césaro de U, est bornée.

Pour cela, constatons que si A, est fermé, alors il admet un

inverse continu :/ U,(#)dt, et nous avons :
0

U, (t) A — A7
t

1 pt 1 pe 1
7]; Uu)ds =— [ A, Uy@)A,' ds =
et cet opérateur est borné au voisinage de ¢t = 0.

1
Inversement, si — j U, (s)ds est borné au voisinage de I’origine,
t Yo

et si (x,) est une suite d’éléments de D(A,) telle que x, — x et

A, x, = y, nous pouvons écrire :

U,(®)x, —x,

1 pt
—t—j; U,(59)Ax, ds = ;

Le théoréme de Lebesgue permet d’en déduire :

1 pt _U,(0x —x
t‘/; U, )y ds-——t——

1 pt .

— j U, (s)ds étant borné, il converge fortement vers I'identité quand
t Yo

t > 0, ce qui prouve que x €ED(A,) et A, x =y

iv) Montrons maintenant que si la moyenne de Césaro de U, est
bornée, alors la moyenne de Césaro de la résolvante de A est bornée.
Pour cela restreignons-nous a 0 < o < 1/2, et posons :

__i ' ~L ' _ ol —1
G(z)_tfoua(s)ds et F(t)—tj;(l ste By ! dg

G(#) est un opérateur continu, borné, admettant une extension ana-

De plus, pour 0 < ¢ <%(1 —a) + o —m),

—a)

lytique sur S_
20

p||G(pei®)|| est borné quand p tend vers I'infini, Nous en déduisons
que pour AEC, 0 < Re A< I, u(G) (\) existe, et
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I1(G) (o + iT)|| < Me™'™1®

(méme démonstration que pour le lemme (III-2)).

De méme, F(¢) est un opérateur continu pour t >0, et A appar-
tenant a la Classe (¢€), ¢||F(?)|| est borné pour ¢ - oo, Pour ¢t = 0, nous

€

te/m'

avons la majoration : ||F(¢)|| < Donc, pour 0 < ReA < Lu(F) \)

existe. Nous avons :
G(1) =—1—f°°e—z sin Bz F(i) dz
am Yo z

et par le méme raisonnement qu’en (III-§ 1) nous montrons que :

YA, a)
LG A)=————uE) Q).
TQ

Ce qui nous permet de conclure, de méme qu’en (III-§1), que Fest
borné au voisinage de ’origine dés que G I'est.

v) Enfin si F est borné au voisinage de I’origine, G I’est. Ceci
découle du fait que :

G() =%fome—= sin (8 z) F(;’)df

3. Cas général.

Dans le cas général, U, est a croissance polyndmiale au voisinage
de lorigine. Il existe donc une distribution sur R qui le régularise
(Gelfand Shilov : generalized functions ¢ 1). U, n’étant pas intégrable
au voisinage de l’origine, cette distribution définit un SGD analytique,
non nécessairement régulier. Nous n’avons donc pas de moyen naturel
de définir un SGD régulier que —(—A)®, formellement, engendre. Pour
définir —(—A)* dans ce cas nous pouvons chercher les conditions a im-
poser 3 A pour que Ka soit générateur de SGDRA, et poser
—(—A) = Ka, ou caractériser A pour que U, (cf. notation II.1)
soit régulier, et poser —(—A)* =§ _(-8") ;

En fait, ces démarches sont équivalentes :
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ProposiTION III-10. — [l est équivalent de dire :

i) Ka engendre un Semi Groupe Distribution Régulier Ana-
Iytique G, .

ii) Il existe un Semi Groupe Distribution Régulier Analytique

G, tel que :
G,(6,)=U,(r) pour t>0.
iii) Il existe un Semi Groupe Distribution Régulier Analytique
G, tel que :

Galco(R+) =U,

iv) Il existe un Semi Groupe Distribution Régulier Analytique
G, tel que :

VIER, = [¢6Uw0 (fo°°¢(t) U, (n)dr) (X)]

VOED_ , G, @)x = [ ¢()Uy(Dx at.
0

Démonstration. — (i) = (iv) : en effet, si Ka engendre un SGDRA

G,, alors p(Ka) contient un secteur contenant le demi plan S_ et nous
2
avons : ||(A — Ka )~!|] < Pol (JA]) (Da Prato-Mosco [7]).

D’aprés Chazarain[ 5] nous avons :

1
2irm

VOED_ , Gy(9) = fI b (A — A )t dh

Or, nous savons que, pour x ER,,,

()\ - IA—Q)_I x = /'°° e—At Ua(t)x dt.
Dot (iv). ¢
(iv) = (iii) : en effet, (iv) affirme P'existence d’'un SGDRA : G,

tel que VxER, , VOED_ , G,(¢)x = fo°°¢(t) U, (t)xdt Or,

pour €M (R, ), ¢(¢)U,_ (#) est intégrable, et 'opérateur / 'wd)(t)Ua (¢) dt
]

se prolonge de R, 4 X, et nous avons :



198 v M. BALABANE

Go@) = [T (1) U () dr.
0

(iii) = (ii) : découle de la continuité de U (¢) pour ¢t > 0, et du

fait que pour tout SGDRA G,, G,(8,) est un opérateur continu
(Da Prato [8]).

(ii) = (i) : il suffit ge démontrer que si G, est le SGDRA inter-
venant dans (ii), et si A, est son générateur, alors A, = A,. Or, il
est évident que A, C A, d’oll, comme A, est fermé A, C A_ . D’autre
part, pour x ER,, x ED(A,) et A x = Xax. Comme A, =

J— a‘“a ’
nous avons A, = Ayjq C Aq-

a) Conditions sur A pour que —(—A)* puisse étre défini :

Cherchons donc les conditions & imposer & A pour que (iii) soit
vérifié : qu’il existe un SGDRA G, tel que G, 5r,, = U,. Pour
cela, supposons qu’un tel semi groupe existe.

Considérons le SGD non régulier G, défini par :

VED_, G,#) = [ 41— 6(0)— 1 4'©)...

~

IN ~
- X ¢™ (0)) U, (1) dt

N+ 1
P

ou N est un entier supérieur a

La distribution G, — G, est nulle sur R —{ 0}. Son support est
donc réduit a {o}; Cette distribution étant d’ordre fini au voisinage
de {0}, il existe un entier Q tel que :

g .
Gy, — Gy =2 89®L;

i=0

ol L, est un opérateur continu sur X (puisque G, et G, sont a valeur
dans £(X)). En appliquant cecia x ER et a ¢ €D _, et d’apres (iv),
ceci donne N = Qet :

vxeR, , L) = [ U xar

L, étant continu, ceci entraine :
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vi=1,...,N, IM, ,VxER, , ||f HU, () x dt|| < M, x|
0

Il est bien évident qu’inversement, si ces conditions sont réalisées,
nous pouvons définir un SGDRA G, qui régularise U, . Plus précisém-
ment :

PRroPOSITION III—-11. — Les deux assertions suivantes sont équi-
valentes :

v) L’opérateur L, défini sur R, par :
VXxER,, Lyx = fo U, (t) x dt

se prolonge en un opérateur continu sur X.
vi) p(A,)# 6.

De plus, ces assertions sont équivalentes aux assertions de la proposition
I11-10.

Démonstration. — (v) = (vi) : il suffit de constater que I’égalité,
vérifiée pour tout x ER :

A, f U, (t)x dt = jo A, U, (t)xdt =—x
0
montre que si (v) est vérifiée, alors A, admet un inverse continu :

—L,, donc OEp(Ka).

(vi) = (v) : soit g un entier supérieur a (N + 1)/a. p(Ka) étant
non vide, (A—a )? est fermé et prolonge la fermeture de A‘;. Or, pour
X € RC!)

(- hHe! X‘z/o' 19U (t)x dt =x

Donc, pour tout x €X :

(- D! K‘;/omt" U,(t)xdt =x

L’opérateur : (— 1)77 ! A%7! jo‘ t?U,(¢)dt a donc pour domaine X.
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Il est fermé car I’intégrale est convergente en norme et p(Xa) #* ¢.
Il est donc continu. La conclusion découle du fait que, sur R, cet
opérateur coincide avec —L,,.

(v) © (i) : il suffit de vérifier, d’aprés ce qui a été montré plus
haut, que si L, est continu, alors, ViEN, L; est continu. Or, par
simple intégration par partie, et en utilisant le fait que L, = — (Ka )y 1,
il ressort que sur R, L; = (L, y*+r

Caractérisons maintenant la classe des opérateurs A pour lesquels
ces assertions sont vraies :
ProrosiTION III-12. — Les assertions (i),. .., (vi) sont équiva

lentes a la continuité de I'opérateur défini sur R, par :

sin T«

f“x-“ O — A dx.
™ 0

Démonstration. — Par application du théoréme de Fubini, il est
immédiat de voir que sur R, cet opérateur coincide avec — L,,.

DerINITION III-5. — Un opérateur A est dit appartenir d la
Classe (I) si A engendre un Semi Groupe Distribution Régulier, si
p (A) D R, et si l'opérateur intervenant dans la proposition (11I-12) est

1
continu pour tout a, 0 < a < 5

b) Définition et propriétés de —(—A)* pour A appartenant ala
Classe (I) :

Pour A appartenant a la Classe (I), nous posons évidemment, pour

1 — 1
0< <? —(—=A)* = A,. Pour 5< a < 1, nous posons
+ (A = (A,),).

THEOREME III—-11. — Si A appartient a la Classe (I), alors :

i) —(—A)* engendre un Semi Groupe Distribution Régulier
Analytique dans Sﬂ( )y a croissance exponentielle d’ordre 0.
2 1I—a
i) S,

2

Cp(=(=A))

+12'(1-a)
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i) vp>0, 3N, ,3IM, ;
AES = I+ (A<M, (1 + ]\

3t301-a)-n
iv) —(—A)® admet un inverse continu : ﬂf U, () de.
0

Démonstration. — (i) découle du fait que G =U,.

P (R,)
(ii) et (iii) découlent des résultats de Da Prato-Mosco [6].
(iv) découle de la proposition (III—11).

CORROLLAIRE. — Le calcul symbolique construit est interne a la
Classe (I).

Vérifions maintenant les propriétés classiques des puissances frac-
tionnaires :

THEOREME III-11. — ()Va, 0<a< 1,VB, 0<3<K 1,
0<a+ <1, (A (—A)F = (—A)**5,

ii) Si, pour tout a, nous munissons D(—(—A)*) de la norme du
graphe, c’est un espace de Banach ; pour 0 < a < < 1, D(—(=A))
s’injecte continuement dans D(—(—A)%) et y est dense.

iii) Va, 0<a<1, VxE€DMA™)
lim (—=A)f x = (—=A)* x.

B—>a
Démonstration. — (i) Par application du théoréme de Fubini nous

montrons que sur D(A®),

fom Ua(t)dt[.m Ug () dt =j:° Uy, p (1) dt

La continuité de ces opérateurs (propriété III—11) entraine que
I'égalité a lieu sur X. Ce qui sécrit :
R R = (A
D’ou la conclusion.

ii) Montrons le résultat de densité. Pour cela, constatons qu’il
suffit de le prouver pour a < < 2«. Or, dans le cas

R, C D(—(-A)**) C D(~(~A)’ C D(—(-A)*)
et R, est dense dans ce dernier espace (Lions [16]).

iii) Découle du théoréme de Lebesgue.
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4. Conclusion.

Ainsi,nous avons construit un calcul symbolique sur la classe des
opérateurs générateurs de Semi Groupes Distribution Réguliers, pour les
fonctions f(z) = —(—z)“. Nous avons montré qu’en général, les opéra-
teurs construits engendrent des Semi Groupes Distribution Analytiques
non Réguliers.Nous avons caractérisé la classe des opérateurs (Classe
(I)) dont les puissances fractionnaires engendrent un Semi Groupe
Distribution Analytique Régulier, celle ou les puissances fractionnaires
engendrent un Semi Groupe Distribution fonction Analytique Régulier
(la Classe (€)), et enfin la Classe (0) : classe des opérateurs dont les
puissances fractionnaires engendrent un Semi Groupe Fortement
Continu Analytique. Le calcul Symbolique construit est interne a
chacune de ces classes, et vérifie les propriétés classiques des puissances
fractionnaires.

Remarque. — La plupart des résultats établis se généralisent im-

médiatement aux opérateurs qui, sans étre nécessairement générateurs
de SGDR, contiennent R, dans leur ensemble résolvant, et dont la
résolvante satisfait une majoration polynodmiale sur R, .
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