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PROPAGATION DES SINGULARITES ANALYTIQUES
POUR LES SOLUTIONS DES EQUATIONS
AUX DERIVEES PARTIELLES

par JM. BONY et P. SCHAPIRA

Cet article(!) est consacré a I’étude des opérateurs (pseudo)
différentiels analytiques P dont la variété caractéristique est réguliére,
involutive, de codimension n = 1. Nous démontrons alors (voir le
n° 1.1, pour les hypothéses et énoncés précis) que si u vérifie Pu = 0,
le support essentiel (analytic wave front) de u se propage le long de
n-feuilles bicaractéristiques. Nous démontrons également un théoréme

d’existence microlocal.

Lorsque la variété caractéristique complexe est réguliére (ce qui
implique n =1 ou 2), les théorémes de propagation le long des
courbes ou des 2-feuilles relatives 3 Re P et Im P sont bien connus,
ainsi que leurs analogues dans le cadre C* (voir Anderson [1],
Duistermaat-Hormander [6], Hormander [8], Kawai [11], Sato-Kawai-
Kashiwara [S.K.K.]).

Une transformation canonique permet de se ramener au cas d’opé-
rateurs pseudo-différentiels partiellement elliptiques : deux groupes de
variables x et ¢ étant fixés, la partie principale de P(x, ¢, D, , D,) est
d’ordre O par rapport & ¢ et est elliptique par rapport 4 x. Nous démon-
trons dans ce cas des résultats plus précis. En particulier, la propagation
des singularités résultera d’un théoréme de régularité partielle : si une
microfonction u(x, t) vérifie P(x, ¢, D, ,D,) u = 0 dans R” x RP,
il existe u(z , t), microfonction sur C* x RP, vérifiant

8/0z, = 0(i = 1...n),

dont la restriction & R” x RP est égale 4 u. (Voir le n° 1.2, pour les
énoncés précis).

(1) Les résultats de cet article ont été annoncés dans la note [4].
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Nous utilisons systématiquement dans ce travail la théorie des
hyperfonctions et des microfonctions de Sato [14] [15] développée
par M. Sato, T. Kawai et M. Kashiwara [S.K.K.]. Afin de ne pas rendre
la lecture de cet article trop dépendante de la lecture de [S.K.K.] nous
avons résumé dans un paragraphe 0, en écartant systématiquement la
cohomologie, les définitions et résultats de [S.K.K.] qui suffisent pour la
compréhension des démonstrations (& I’exception d’un théoréme
démontré en appendice).

Dans le paragraphe 2, nous étudions les opérateurs pseudo-
différentiels dans le domaine complexe, en modifiant un peu le point
de vue de [S.K.K.]. Les résultats essentiels consistent 4 montrer que
’on peut faire opérer globalement les opérateurs pseudo-différentiels
sur les fonctions holomorphes, dans des domaines dont la forme est

géométriquement controlée (domaines plats), et & démontrer des
estimations a la frontiére pour ces opérateurs,

Dans le paragraphe 3, nous utilisons les résultats précédents pour
démontrer un théoréme de Cauchy-Kowalewski pour des opérateurs
pseudo-différentiels dans le domaine complexe P(z, w, D, , D, ) dont
la partie principale est d’ordre 0 en w et est non caractéristique par
rapport a z,. Le point important est de contrdler avec précision la
forme des domaines dans lesquels on sait résoudre le probléme de
Cauchy.

Cela permet aux paragraphes 4 et 5 pour des opérateurs partielle-
ment non-caractéristiques de démontrer des théorémes d’existence et
de prolongement pour I’équation Pf = g ou f et g sont holomorphes
dans des domaines qui ‘“touchént le réel”, et donc de démontrer des
théorémes d’existence et de régularité pour I'équation P (x, ¢, D, ,Dyu=v
ou les microfonctions u et v sont les valeurs au bord de f et g.

On en déduit au paragraphe 6, dans le cas partiellement ellip-
tique, le théoréme d’existence et le fait que, si u vérifie Pu = 0, u est
restriction au réel d’une microfonction u(z, t) sur C" x RP, partielle-
ment holomorphe en z. Le théoréme de propagation résulte alors du
théoréme de propagation de [S.K.K.] pour les solutions du systéme
0/9z;.

Les arguments utilisés aux paragraphes 4,5 et 6 reprennent de
trés prés (avec paramétre) ceux que nous avons utilisés dans [2], [3].
En particulier, les arguments cohomologiques sont trés élémentaires
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(résolution du probléme de Cousin). Toutefois, ces arguments s’insére-
raient naturellement dans la théorie cohomologique trés élaborée
(‘““micro-microlocale”) de M. Kashiwara (non publiée), théorie sur
laquelle il a bien voulu nous dire quelques mots [9], ce dont nous le
remercions. Il est trés probable que les résultats qu’il a obtenus, joints
a ceux de notre paragraphe 5, permettraient d’obtenir des résultats
de propagation des singularités trés précis, lorsque 1’on suppose que la
variété caractéristique de P contient une sous-variété involutive
réguliére.

0. NOTATIONS ET RAPPELS DE THEORIE
DES MICROFONCTIONS

Ce paragraphe rassemble des définitions et propriétés concernant
le faisceau @ de M. Sato, qui seront d’un usage constant dans la suite
de larticle. La référence de base est le long article de Sato-Kawai-
Kashiwara [S.K.K.] et ne sera pas systématiquement rappelée dans ce
paragraphe.

Le choix des définitions et ’ordre dans lequel nous présentons
les propriétés ne reflétent en rien 'ordre des démonstrations des dites
propriétés. Ainsi dans [S.K.K.] la propriété que nous choisissons comme
définition des microfonctions est démontrée a la 208°™¢ page, alors
que la définition cohomologique apparait a la 11éme page,

Pour simplifier I’exposé nous nous placerons sur I’espace vectoriel
R’ ou son complexifié C’. Nous aurons aussi a considérer les espaces
S»-t = (R — {0})/R, et P»-1 =(C" —{0})/C —{0}.

Si " est un cone de R* nous notons I CS”~! son polaire,

Nous désignons par © le faisceau des germes de fonctions holo-
morphes sur C, par (I sa restriction a R», et par @3 le faisceau sur R”
des hyperfonctions de Sato [14].
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0.1. Support essentiel et microfonctions,

Soit £ un ouvert de R”, 5 un voisinage ouvert de Q dans C*. Si I
est un cone ouvert convexe de R” et f une fonction holomorphe dans
& + i N, on sait définir [13], [12] la valeur au bord b(f) def:
c’est une hyperfonction sur 2.

DEFINITION 0.1.1. — Soit u€E®R(Q) et (x, ) EN x S*~1. On dit
que (x, §) n'appartient pas au support essentiel(?) de u (en abrégé :
S.E.(u)) si il existe un voisinage W de x dans C*, des cones ', en
nombre fini, dont les polaires F"; ne rencontrent pas §, et des fonctions

fy, holomorphes dans (2 + il )N W telles que u = 2 b(f,) dans
«
R*NW,

DEFINITION 0.1.2. — Soit U un ouvert de R” x S*~!, On pose
@ (RY)
“{u€EBR)S.E.(w) C [ U}

L’application U = €(U) définit évidemment un préfaisceau sur
R” x S¥7!.

e

THEOREME 0.1.3. — Le préfaisceau U - € (U) est un faisceau

— Ce faisceau est flasque

— Si Q est un ouvert de R”,

2X(93]

CAx S 1y ——
( ) )

et le support essentiel de u E@B(2) est le support de son image dans
C (2 x s ).

Nous désignons par @ le faisceau ainsi obtenu.

Si u est une section de € au-dessus d’un ouvert U de R” x S*~!,
nous dirons (avec M. Sato) que u est une microfonction sur U,

Remarquons en particulier que les hyperfonctions dont le support
essentiel est vide sont les fonctions analytiques.

(®) “Singular support” dans [S.K.K.].
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THEOREME 0.1.4. — Soit u €BR(L), avec SEw)C N x 1 ou I
est une partie convexe (i.e. : le cone engendré est convexe) propre
AN(=D = ¢), ferméede S*~'. Il existe une fonction f qui pour tout
voisinage fermé convexe proprel' de 1 est holomorphe dans  +iT")N &Y,
ou I est un cone ouvert convexe dont le polaire est contenu dans 1',
et S’ est un voisinage (dépendant de I') de S dans CV telle que b(f) = u.

Si f est holomorphe dans (2 + z‘F)ﬂﬁ, b(f) est une hyper-
fonction u sur  dont le support essentiel est contenu dans  x I ou
I est le polaire de T'.

Par abus de langage nous désignerons encore par b(f) la micro-
fonction sur £ x S*~! image de u, c’est-a-dire la classe de u modulo
[2(Q)].

Les notions introduites ici sont invariantes par changement de
coordonnées, a condition de considérer  x S*~! comme le fibré en
sphéres cotangent a 2.

0.2. Restriction des microfonctions.

Soit R? = RP x{0}C RP*9, y une hyperfonction définie sur un
ouvert Q de RP*?, et supposons S.E.(u)N{(x,0,0,7)}= ¢ (en
désignant par (x, ¢, £,7) un point de R? x R? x (RP*? —{0}) ou
son image dans RP*? x SP*4-1) On sait alors définir la restriction de
uaR?P : uIRp est une hyperfonction sur R? N Q.

Dans le cas ou u = b(f), f holomorphe dans (2 + iI") N ﬁ;, le
polaire de I" ne rencontrant pas{(0,7)}, uIRp = bRP (f(z, ,...,zp,O. ..0).

Soit maintenant U un ouvert de R? x SP~!, u une microfonction
définie au voisinage de {(x, 0, £, 7)| (x, £) € U} et supposons ’appli-
cation (x ,0, &,7) > (x, §) propre sur le support de u. Alors on peut
définir la restriction de ¥ a RP, microfonction sur U.

Les applications de restriction ci-dessus sont compatibles.
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0.3. Opérateurs pseudo-differentiels complexes.

Si U est un ouvert de C’ x P*"!, notons U louvert de
C’ x (C* — {0}) canoniquement associé a U, et vérifiant donc

AECNO}, Vi, 0)EU , ., A0)ET

On appelle symbole d’ordre inférieur ou égal a m (o0 meE1Z)
m

dans U; la donnée d’une séric 2, p,(z.%), ou les p_ sont des

K=—o0
fonctions holomorphes dans U, homogénes en ¢ de degré k, telles que
pour tout compact de U, il existe une constante M telle que I’on ait
lp, (., $) < M~**1(— k) ! pour (z,{) dans ce compact, et k négatif.

L’anneau 2 (U) des opérateurs pseudo-différentiels (d’ordre fini)
dans U est défini comme étant un espace en bijection avec I’ensemble
des symboles d’ordre fini dans U.

L’application U — % (U) définit le faisceau ¢ des opérateurs
pseudo-différentiels.

m

On note P(z,D,)= 3 p,(z,D,) lopérateur associé a
k=—o0
S= S_‘ pk(z , €). On dit alors que P est d’ordre inférieur ou égal
k=—oc0

a m, que S est le symbole de P et que Pm (z,¢) estle symbole principal
d’ordre m de P.

La somme et 'opérateur identité I étant définis de fagon évidente,
le produit R(z,D,) = P(z, D,) Q(z, D,) des opérateurs P et Q de
1

m
symboles respectifs > p,(z,§) et Y q,(z,%) est I'opérateur
k=—o k=—o0

m+l

R de symbole . r (z,§) défini par :

k=—oo

r@, =%  1a'(Dgp) (D;q)C)
itj—lal=k

(3) Nutilisant ni adjoint ni transformation de Fourier nous notons Dz_ = a/azi
1
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Les calculs de Boutet de Monvel et Krée [S] [cf. aussi S.K.K.,
ch. 2, § 15] montrent que ce produit est une loi interne dans ¢ (U) et
démontrent également le résultat suivant :

ProrosiTion 0.3.1. — Soit P(z, Dz) un opérateur pseudo-
différentiel d’ordre m dans U, dont le symbole principal d’ordre m ne
s’annule pas dans U, Il existe alors un et un seul opérateur Q(z, Dz)
appartenant a %, (U), d’ordre —m, tel que 'on ait PQ = QP = L

On note Q = P!,

Le théoréme suivant, di & Kashiwara, est I’analogue pour les

opérateurs pseudo-différentiels, du théoréme de préparation de
Weierstrass.

ProrosiTion 0.3.2. [S.K.K., ch. 2, § 22]. — Soit P(z, Dz)un
opérateur pseudo-différentiel d’ordre u, défini au voisinage de
(z,,8°)EC x P!, avec §° = (1,0. .. 0). Supposons que

pu(zo, 1,0...,0,8)=at™ + 0(#"),a# 0.

1l existe alors des opérateurs pseudo-différentiels E et P/(i =0....m-1),
définis au voisinage de (z, ,°), tels que :

— E est d’ordre u — m, et inversible

— les P, sont d’ordre m —j, et indépendants de sz

- P@z,D,)=E,D,) [D'z"v +P, ,(z,D,) D'z",,—l

+...+P,(z,D,)]

(On a posé D,. pour (Dzl, oD )

0.4. Opérateurs pseudo-différentiels réels.

1 dans

Désignons par < [Dapplication naturelle de R” x S~
C’ x P,

Le faisceau @, des opérateurs pseudo-différentiels réels est le
faisceau sur R” x S*~! image réciproque de % par y. Un germe
d’opérateur pseudo-différentiel réel au point (x, £) de R” x S"~! est
ainsi un germe d’opérateur pseudo-différentiel au point de C¥ x P?~!
correspondant.
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La donnée d’un opérateur pseudo-différentiel réel P(x , Dx) sur
un ouvert U de R” x S’~! est équivalente a la donnée d’un symbole
P(x,&6) =2 p, (&, £) dans I'ouvert conique U de R” x (R¥ —{0}) ou
les fonctions analytiques pk(x , £), positivement homogénes de degré
k en &, se prolongent holomorphiquement 4 un méme voisinage
complexe de U dans C* x{C*\ 0}.

Nous renvoyons a [S.K.K.] pour l'invariance par difféomorphisme
et la définition des opérateurs pseudo-différentiels dans le cas d’un
ouvert U du fibré projectif cotangent P*(X) a une variété analytique
complexe X, ou du fibré en sphére cotangent S*(M) a une variété
analytique réelle M. '

ProprosiTION 0.4.1. — Le faisceau C est muni d’une structure de
faisceau de module sur le faisceau d’anneaux % y des opérateurs.
pseudo-différentiels réels.

Si U est un ouvert de R” x 87!, si u€C(U) et P(x, D,) est
un opérateur pseudo-différentiel réel sur U, on sait donc définir
P(x,D,)u €€ (U), cet accouplement étant compatible avec la compo-
sition et la restriction 4 un ouvert U’ € U. Il est d’autre part compatible
avec I’action des opérateurs différentiels sur les hyperfonctions.

Nous donnerons au n° 2.5, une interprétation fondée sur [10]
de cet accouplement, en termes de valeurs au bord.

Remarque 0.4.2. — Si P est défini sur 'ouvert Q x w C R x §*~!
et si f est holomorphe sur (2 + i) N Q avec I® C w, avec I’abus de
notations signalé plus haut, b(f) est une microfonction sur § x S?~!
3 support dans £ x I'° C Q x w.

Alors Pb(f), microfonction sur £ x w 2 support dans Q x I'°
peut étre considérée comme une microfonction sur  x S’~1, c’est-a-
dire un élément de B (2)/A(N).

0.5 Transformations canoniques. ([S.K.K., Ch. 2, n° 3.3]

Soient U0 et U1 deux ouverts de R” x S”~! et ffo et fjl les ouverts
associés dans R” x (R” —{0). Soit T une transformation canonique
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(c’est-a-dire un difféomorphisme analytique, conservant la forme

symplectique 2 dEiAdxi) homogéne de degré 1, appliquant ffo sur ﬁl.

En restreignant au besoin U et U il existe (de fagon non
unique) un 1somorphlsme T de PR sur P, RIU, > un isomorphisme
(noté encore T) de elU sur e|U qu1 respecte les structures de
faisceau d’anneau pour 92 , de falsceau de L -module pour @, et
compatible avec l’action de T sur le symbole principal. En d’autres
termes :

TP.Q) =T®).TWQ ; TPuw) =TE®) Tw)

o[T‘(P)] = o(P) o T-! en désignant par o (P) le symbole principal de P.

Dans [S.K.K.], les applications T sont appelées transformations de
contact quantifiées. Dans le cadre des distributions, Tu et TP corres-
pondent a I'image de u et au transmué de P par un opérateur intégral
de Fourier inversible associé a T.

1. ENONCE DES RESULTATS ET REDUCTION AU CAS
PARTIELLEMENT ELLIPTIQUE

1.1. Enoncé des théorémes d’existence et de propagation.

Soit U un ouvert de R” x §*~! et U I'ouvert conique correspon-
dant de RY x (R —{0}). Soit P un opérateur pseudo-différentiel
d’ordre p sur U, du symbole principal P, (x , §). Soit VC U sa variété
caractéristique, correspondant a

V={x.5Help, &, 6}=0

Nous ferons les hypothéses suivantes sur P :

(A) — V est une variété analytique réelle non singuliére, de codimen-
sion n dans U.

(B) — PM (x, &) s’annule sur V exactement 2 I’ordre m, c’est-a-dire :
pour tout point (x,£) de V et tout vecteur (Ax , A¥) transverse en
(x, &) aV,il existe a # 0 tel que I’on ait :



90 1.M. BONY et P.S. SCHAPIRA
P“(x + eAx, £+ eAt) =ae™ + o(eM)

(C) — V est involutive et la restriction de la 1-forme canonique

<

~

&, dx, a V est partout non nulle.

i

it

La condition (C) signifie que, si q, (x, £),...,q, (¢, £) sont des
fonctions homogénes en £, s’annulant sur V et dont les différentielles
sont linéairement indépendantes sur V,on a :

et:
—dq,,...,dq, et ZE dx sont linéairement indépendants.en
tout point (x, E) de V.

Il en résulte que V est une variété réguliére de codimension n
dans R” x S¥~!, que les projections des champs hamiltoniens qu e s s
Hg, sur R” x S*7! sont indépendantes et définissent localement un
feuilletage de V par des feuilles réguliéres de dimension n (indépendant
du choix des gq,).

Ce sont ces n-feuilles que 'on appelle feuilles bicaractéristiques
de P. '

THEOREME 1.1.1. — Supposons que P vérifie les conditions (A),
(B), (C) et soit u une microfonction sur U solution de Pu = 0.

Alors le support de u est une réunion de n-feuilles bicaractéris-
tiques.

COROLLAIRE 1.1.2. — Soit P un opérateur différentiel, f et g des
hyperfonctions telles que Pf =g Soit U un ouvert de R* x S¥~!
ou P vérifie les conditions (A), (B), (C), et tel que le support essentiel
de g ne rencontre pas U, Alors, S.E.(f) N U est réunion de feuilles
bicaractéristiques.

THEOREME 1.1.3. — Sous les hypothéses (A), (B), (C) pour P,
soit v une microfonction définie au voisinage d’'un point (x ,£) de U.

1l existe alors u, microfonction définie au voisinage de (x ,§),
solution de Pu = v.
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Exemple 1.1.4.

1/ Les opérateurs (pseudo-) différentiels de multiplicité complexe
constante, la 1-forme canonique ne s’annulant pas sur la variété
caractéristique réelle, et vérifiant I’hypothése a) ou b) satisfont aux
hypothéses des théorémes précédents.

a) p, le symbole principal réduit de P est réel.

b) p est complexe, mais d Re p et d Im p sont linéairementindé-
pendants et leur crochet de Poisson s’annule sur V.

On a, selon les cas, propagation des singularités le long des
courbes ou de 2-feuilles. Ces résultats ont été démontrés par Sato-
Kawai-Kashiwara [S.K.K., ch. 3]. Leurs analogues dans le cadre des
distributions ont ét¢ démontrés par Anderson [1] et Hormander [8].

2/ Soient (P ) -1, , des opérateurs différentiels de méme ordre
et de partie prmc1pale reelle Soit P = X p"" + Q avec Q d’ordre
inférieur. Si on suppose que les dP, et la 1-forme canonique sont
linéairement indépendants et que les crochets de Poisson { P, ’Pi}
sont nuls sur V={(x, §)|V,,P,(x,£) = 0}, on a propagation des
singularités le long de r-feuilles pour les solutions de Pu = 0.

]
3/ Soit P (x, ¢, a—) un opérateur différentiel sur R? x R? qui
x

pour chaque ¢ est elliptique en x. Le support essentiel d’une solution
0

u de P(x, t,a—) u = 0 se propage le long des feuilles définies par
x

¢ = 0, t = constante, 7 = constante.

1.2. Forme réduite de P et nouvelles notations.

Les théorémes 1.1.1. et 1.1.3 sont de caractére “micro-local”
il suffit de les démontrer au voisinage de chaque point (x0 & 0) de U.
D’autre part, la multiplication de P par un opérateur pseudo-différentiel
E dont le symbole principal ne s’annule pas en (x, 3 0) ne change ni
les hypothéses des théorémes (la variété caractéristique est inchangée)
ni les conclusions (E est un isomorphisme du faisceau e au vonsmage

de (x, E ).
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De plus, ces théorémes sont invariants par transformation cano-
nique. Plus p{fécisément, si T est une transformation canonique de U0
sur U , et si T est une “transformation de contact quantifiée’ associée,
il est clair que :

— Les hypothéses (A), (B), (C) sur P qui ne font intervenir que le
symbole principal de P et les structures différentielles et symplectiques
sont encore valables pour T(P). Pour les mémes raisons, les feuilles
bicaractéristiques de T(P) sont les images par T des feuilles bicaracté-
risitques de P.

— Les supports de T(P) ?(u) et de ’F(u) sont respectivement les
images par T des supports de Pu et u.

D’aprés la théorie classique de Jacobi, il est possible de trouver,
au voisinage de (x, , & o) une transformation canonique telle que, en
nommant (x,,...,x, ;¢,...,¢,_ )et Gt s 1, Ty )
les nouvelles coordonnées, I’image de (xq » ¢ o) soit le pointx =t = o,
tE=0,7=(,0,...,0) et 'image de la varieté caractéristique V soit
définie par £, = ... =& =0.

En multipliant T(P) par un opérateur elliptique d’ordre u — m ,
on se raméne a démontrer les théorémes 1.1.1. et 1.1.3. dans le cas
suivant.

Nouvelles notations. — R* = R" xR?P ; x€R" ; tE€RP
(E, T)e Sn+p—1 R
L’opérateur pseudo-différentiel P(x, ¢, D, Dt) d’ordre m est

défini dans un voisinage U du point de coordonnées x = t = £ = o,
7=(,0...0). On a :

>

P, (x,t,8,7)= Y a,(x,t &, ,7)E
lal=m
ou les a, sont des symboles d’opérateurs pseudo-différentiels d’ordre 0,
vérifiant

(B) vEERNO , ) a,(x,t,0,7)¢* #0

lal=m
pour (x ; t; 7) voisin de (0;0;(1,0...0)).

Les feuilles bicaractéristiques sont les n-feuilles Feo

d’équa-
. 0
tions ¢ =0 , T=Ty, L=

T
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Lesa, s'obtiennent en effet en développant

4" [P (x.t,0%,7)] db ,

P, (.15 = j (1 -0yt ()

1) !
la fonction P~ s’annulant a I'ordre m — 1 pour £ = 0. De plus, on a

1 gl p ,t,0,
a (x,t,0,7)=— m ° T). La condition (B) est bien
@ o! 0%

équivalente i la condition (B').

Nous démontrerons au § 6 les théorémes suivants.

THEOREME 1.2.1. (existence). — Soit & un voisinage de (0,0)
dans R"*P et K un compact de S"*P~! gyec  x K C U. Pour tout
voisinage K' de K et toute microfonction v définie sur = S"*p -1
et a support dans 0 x K, il existe un voisinage 2’ de (0,0) et une micro-
fonction u définie dans Q' x S**P~! et a support dans Q' x K'
solution de Pu = v.

Le faisceau @ étant flasque, I’existence dans les germes en résulte
aisément.

THEOREME 1.2.2. (régularité). — Soit u une microfonction sur U
solution de Pu = 0. ]l existe alors une microfonction i, définie dans

~ 0
un voisinage U de U dans C* x RP x §?"*P-1 solution de — u =0

0z;

(i=1,...,n) telle que la trace de W sur U soit égale a u.

TueorReME 1.2.3. (propagation). — Nous identifions la variété
caractéristigue V ={(x,t, % ,7)EU§ = 0} au sous-ensemble corres-
pondant de R" x RP x SP~1. Soient alors §2 un ouvert connexe de
R" et w un ouvert de R? x SP~! avec  x w C V. Soit Q' un ouvert
non vide de S et u une microfonction sur U, solution de Pu = 0.
Alors, si u est nulle sur Q' x w, elle est nulle sur  x w.

Le support essentiel de u (qui est contenu dans V) est donc de la
forme 2 x F ou F est un fermé de w. On a localement (et donc
globalement) propagation le long des n-feuilles bicaractéristiques
£§=0,(t,7) = cte.

Il est clair d’aprés ce qui précéde que les théorémes 1.2.1. et
1.2.3. entrainent respectivement les théorémes 1.1.1. et 1.1.3.
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2. CALCUL PRECISE POUR LES OPERATEURS PSEUDO-
DIFFERENTIELS DANS LE DOMAINE COMPLEXE

Les opérateurs pseudo-différentiels dans le domaine complexe
sont définis dans [S.K.K.] par voie cohomologique, et ils opérent sur
les “microfonctions holomorphes”. Nous définissons ici élémentaire-
ment la maniére dont on peut, un hyperplan étant donné, les faire
opérer sur les fonctions holomorphes (point de vue lié au précédent,
voir Remarque 2.2.3.), en précisant les domaines de définition et la
croissance au bord de ces fonctions.

Dans tout ce paragraphe, £ désignera un hyperplan complexe de
C’, de normale {, € P*~!. Sans restreindre la généralité, nous suppose-
rons §{, = (1,0,...,0). Soit z, = ¢ I’équation de X.

Nous désignerons par P un opérateur pseudo-différentiel d’ordre m
défini dans un ouvert de la forme 2 x W ou £ est un ouvert de C”,
et W un ouvert de P*~! contenant{{ €P*~' ;¥ =1et |§,| <k},

m
(i=2,...,»). Si Y P(z,%) est le symbole de P, pour chaque

compact de £, il existe M, telle que
sup |P_,(z, ) < M 1!

pour z appartenant au compact, {, =1 et [§;| < ky @=2,...,v).

Les constantes k, et M, (que I’on peut supposer uniformes sur 2,
quitte 4 le restreindre un peu) sont fixées dans tout ce paragraphe.

2.1. Action locale des opérateurs pseudo-différentiels sur les
fonctions holomorphes.

Chaque terme P/{z, {) du symbole de P est défini pour § , =L
Ig'il < k0 (i =2,...,»). Nous pouvons donc avec [S.K.K.], le dévelop-
per en série entiére. On obtient :

Pz 1.8 = 2 g,y ¢ @5

a =0
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ol Pz.§)= 2 a,(2)8

la=1

a=0
en notant ¢ = G‘l ,eta= (ozl , '), indice o, pouvant prendre des
valeurs négatives, ainsi que ol = + o, + ...+ o, =a + |o'].

Les inégalités de Cauchy et les majorations des P, entrainent que

Mglalﬂ (_ a) !

la, (@) < Py

pour |o] < 0.

Pour un multi-indice a = (ozl , &) vérifiant o' = 0, et pour toute
fonction f holomorphe au voisinage d’'un point de ¥, nous poserons :

a|a|

9z°1, .. az™
1 v

D2 f =

si o, =0, et nous désignerons par Df_f f,la(— o, ) primitive de

2 \* , . . e
(;7 f qui s’annule sur ¥ ainsi que ses (— a; — 1) premiéres dérivées
z

lorsque a; < 0.

ProposITION et DEFINITION 2.1.1. — Soit f holomorphe au voisi-
nage d’un point z, de QN Z. Alors la série

Pyf2) = X a,(z)D§f(@)
lej<m
a=0
converge au voisinage de z,, et définit l'opérateur Py .
En effet, si f est holomorphe et bornée dans un polydisque de
centre z, et de rayon r, on a une majoration du type suivant dans le
polydisque de rayon #' < r (pour a; > 0)

F e of

ID*f(2) < [r— 7l (= a)!

(—a)! o'! Myl pe)
© el k-

et donc Iaa(z) D*f(z)l < CM

Les termes avec o, > 0 étant en nombre fini, il en résulte que la

série converge dans le polydisque de rayon ' dés que Mor' <1et
!
r

——— < 1 et définit donc P_, f au voisinage de z.
k,(r — 1) z
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ProposITION 2.1.2. — Soient P et Q deux opérateurs pseudo-
différentiels définis au voisinage de (z | , ¢ ), l'opérateur Q étant d’ordre
inférieur ou égal a 0. Alors, pour toute fonction f holomorphe au
voisinage de z oy ona

(P.Q)zf = PE sz au voisinage de z,.

Ce résultat peut se déduire de [S.K.K.] (voir remarque suivante).
bornons-nous ici a esquisser une démonstration directe.

SoitP(z,D,) =Z a,(z2)D*etQ(z, D)) =2 b, () Df. Comme
Q est d’ordre négatif ou nul, on a 8, < 0. En développant les bB en
série entiére, on se raméne a démontrer le théoréme pour des expres-
sions du type D"é . (27 Dg /). Comme il est bien connu que la compo-
sition des opérateurs différentiels obéit a la loi de composition des
symboles donnée en 0.3., et comme D‘l" commute avec D7!, D,, ...,

Ly 4z i 1
D, z,,...,z,, on est ramené a démontrer la proposition pour D12 (zlf).

Par intégration par partie, on obtient D;E‘ (z,N =1z, D;E’ f— D1_22
et par recurrence

!
DFEHN=3 k...(—k—r+DL..d-r+ 1)z DF" f
=0
ce qui est le résultat cherché.
R.emarque 2.1.3. — Dans [S.K.K.] les opérateurs pseudo-différen-
tiels operent sur les ‘“‘microfonctions holomorphes”. Dans le cas

simple de I’hypersurface £ (d’équation z, = O par exemple), plongée
dans C¥, les éléments de Cxicv s’écrivent de la fagon suivante :

u=f@)Ye)+ Y fi(z,...,2,)8,)
120

et le faisceau des opérateurs pseudo-différentiels opére (comme

faisceau d’anneau) sur @ -
zIC

L’opérateur P, peut s’interpréter de la facon suivante : a f(z) on
associe u = f(z) Y(z,), puis on fait opérer P comme dans [S.K.K.]

Pu = g(2) Y(zl)+ z gl(zz,.,.,zv)8"(zl)

et on oublie les couches multiples : sz(z) =g(2).
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Dans le cas ou Q est d’ordre inférieur ou égal a 0, il ne s’introduit
pas de couches multiples dans Q [f(z) Y (z,)] et la proposition précé-
dente se déduit immédiatement de

PoQ) f2) Yz )] =P[Q(E) Yz NI

2.2. Noyau d’un opérateur pseudo-différentiel .

Nous rappelons ici la définition du noyau d’un opérateur pseudo-
différentiel, et démontrons une majoration qui sera importante dans
la suite. Nous poserons avec [S.K.K.] :

_(_ l)n+l n!
®, @) ——2;—— ppowey pour n = 0
_ -1
<I>_n(t)—2”r (;:—_B! " llogt pourn>0
et<I>a(w1,...,wv)=@al(wl)...q>au(wv).

ProrosITION et DEFINITION 2.2.1.— ([S.K.K.], ch. II, n° 1.4.),

la série K(z, w) = Z a,(z) ®,(w) est convergente pour z € Q ;

lal<m
a'>0

1
0< |w,| <k, lwl| G=2,...,v);|w,l <M—,
0
La fonction K est appelée noyau de P(z, D,).

Nous renvoyons a [S.K.K.] pour la démonstration. Un calcul
presque identique sera d’ailleurs fait dans la proposition suivante.

Remarque 2.2.2. — On a Kz, w) = M(z, w) + N(z, w) log w,,
ou M est la somme (finie) des termes de la série avec o = 0, et est

le noyau de I’opérateur différentiel 2 a,(z) D~
@ =0

PRroOPOSITION 2.2.3. — Supposons P d’ordre inférieur ou égal a O.
m(z)
On aalors K(z, w) = + N(z, w)log w, .
w ..

1° v
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Quels que soient k <k et r< l/Mo, il existe p, telle que

|w;|<r(f=1a--~,l’) N(Z w)< #k su l
0<lw |<klw) (=2,...,») S gl w0 2, v |

La constante p, , ne dépend que de ko, kK, M, r.

On a
—Q
1 o w, !
Nz, wy= 2, ———a,@) s
a<o.a0 Wit W, (o) w
ll<O

1 , o w\ Sz, w

Ne = —L 3 @ (B) e = SE0)

w..ow, = (—a)! w TR
On a d’autre part

lay @) < M (= la) ! Mg

1ol
kg

La série définissant S(z, w) converge donc normalement pour
w } - ’ ’
- < ket |lw,| < r, et sa somme est majorée par u;", borne ne dépen-
w.

dant que de M, k,, k et r.

Fixons maintenant z et w'. La fonction w, - S(z, w,) est
holomorphe pour |w,| < inf (kw,,r) et sannule pour w, =0 (la
i>1

série ne contient que des termes avec a; <.0). On a donc d’apres le
lemme de Schwarz

'
Mgy

—_— i=2,...,
inf (k fw,l,r) g

1
— <
w, S, w)l

ce qui établit la proposition avec p,, = u;" sup (1,1/k).

2.3. Action globale des opérateurs pseudo-différentiels
dans les domaines plats.

Dans des domaines £ suffisamment “‘plats” relativement a Z, les
propriétés du noyau K(z, w) permettent de montrer que P opere
sur les fonctions holomorphes dans 2.
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DEFINITION 2.3.1. — Soit k > 0. Nous dirons qu’un ouvert convexe
Q de C¥ est k — T — plat s’il posséde la propriété suivante :

VZEQ,VZEZ telsque |z, —Z,|>klz,—Z] i=2...,v

onazeENNZ.

Il est clair qu’un ouvert k — X — plat est aussi X' — X — plat pour
k' > k, c’est-a-dire qu’un ouvert est d’autant plus “plat” que k est
petit. D’autre part, en utilisant des affinités relativement 4 X, on
voit facilement qu’un ouvert kK — X — plat est réunion de domaines
k' — T — plats pour des k' < k.

DEeriNITION 2.3.2. — Nous appellerons v-cycle s’appuyant sur T
une application v : T" > Q telle que I'on ait ¥(0,t,,...,t)EZ
(T désigne le tore de dimension v).

Sia#0,etsif(z,...z,) est définie au voisinage de I'image de y
avecf f(z)dz = 0, on définit j f() log (z; —a)dz de la
Y P25
fagcon suivante : pour o < € assez petit, v, (e, ¢,,...,?,) est voisin
de o et il existe une détermination continue de f(y(?)) log [y, () — a].

Cette détermination se prolonge en une détermination continue
pour 0<¢, <1;(t,...,t)ET" !,

La différence de deux telles déterminations est proportionnelle

a f(z), et comme / f(z)dz = 0, 'intégrale

Y

f f(z) log (z;, — a)dz est définie sans ambiguité.
ZyZ

ProposITION 2.3.3. — Soit & un ouvert convexe k, — Z — plat de
diamétre inférieur a 1/M o

Soit f€ ©(82). On a alors :

a) sz(z) =3 a, ) D°Z‘f(z) converge uniformément sur tout
compact de S2.

b) Pour tout z appartenant a S, il existe un v-cycle vy dans 2,
s’appuyant sur Z, et possédant les propriétés suivantes :
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- 1 ~ Yl
QRim)~? dz A...ANdz =1

‘/7 (51—21)~--(5v—zp) ! v
vZ €7, 071a|?1—21l<k0|3;—zj| G=2,...,v)

¢) Pour tout v-cycle possédant ces propriétés, on a

Pf@) = [ Ke.z-Df@dE

ou K est le noyau de l'opérateur P.

Il suffit de démontrer la proposition lorsque £ est un domaine
k — Z — plat, de diamétre inférieur a r, avec k < k, et r <r,.

Démontrons alors b). Soit «,(#;) un cycle dans C, avec
v(0) = v(1) = g, tournant une fois autour du point z,, tel que y(¢,)
soit toujours a une distance inférieure a4 € du segment oz, . Soit

1
p(tl ) = k“

1

z, —y(@)| avec k<k, <k,.

Il est clair que le v-cycle
(ty,..nt) —>[v, (), ...z, + p(t)) ey ,. . ]

satisfait aux conditions b) et est inclus dans £ pour e assez petit
et k, suffisamment voisin de k,,.

Soit maintenant y = (y,,...,%,) un v-cycle satisfaisant aux
conditions b), et soient

: Iy, (@) — 24|

n = inf |y,(t) = z,| ,r = sup |y, () — ol ,et k; = sup —————
ly; () — 2z |
pour t€T”;i=1,...,v;j=2,...,v. On an >0, r<1/M,, et

ky <k,. La série K(z, w) =2 a,(z) ¢,(w) converge normalement
pourn < |w,| <r et |w |<k, }wl.l. On a donc

[ Ke.z-Df@d=2a,0) [ ¢,6-DfEdF

Y ZyZ £yE

Pour o = 0, la formule de Cauchy donne immédiatement

[ ¢,@—fE)dZ = DfG)
d
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)
Pour & < 0, en remarquant que Y b, o W)=9¢
e,
ou h est une fonction holomorphe pour w, = 0, w, # 0, on obtient
par intégration par partiesen ¢ .

N w) +h

al+l,...

8- DIGVE = [

ZvZ

¢a +1, 2, .0 (Z_E)F(E)dz
YZyz 1"772"""n
ou on a pos¢ F(z) = Dl_z‘f(z), les intégrales sur le (v — 1) cycle
correspondant a t, =0 ou 1 étant nulles du fait de la nullité de F.
On obtient ainsi par récurrence :

[ 4.c-D 7@ &= DifE)
vz

On voit facilement que si vy vérifie les conditions b) relativement
au point z, il les vérifie également relativement aux points voisins de
z. On en déduit que la série £ a,,(2) D‘;‘: f(2) converge uniformémentau
voisinage de chaque point et donc sur tout compact de £, ce qui
démontre c) et a).

COROLLAIRE 2.3.4. — Supposons P d’ordre m = 0, et supposons
que l'on ait P, (z,§,) # 0 dans Q (avec toujours §, = (1,0...0)).
L’opérateur P~' est alors défini au voisinage de Q0 x {§,}. Quitte a
restreindre un peu S, on peut associer @ P~' des constantes k;, et M,
(analogues a k, , M pour P).

Soit alors S un ouvert k — X — plat (avec k = inf (k, , k:)'))
de diamétre inférieur a inf(l/M0 , 1/M'0 ). Quelles que soient les fonc-
tions g holomorphes dans S) et (hl)lzo """" n_, holomorphe sur QnNg,
il existe une et une seule fonction f, holomorphe dans S2, solution de

PR sz =8
(—az—) f(O,zz,...,zu) =hl(22,...,zv)pourl= 0,...,m— 1.
1
On peut trouver f, holomorphe dans £ ayant ses m premiéres

traces égales aux A, et en remplagant f par f — fo, on se raméne au cas
des traces nulles.

Onal=PP ! etP ! d’ordre <0, dou

—1 —
P)_‘ P)_, g=g
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D’autre part, P~! étant d’ordre —m, les m premiéres traces de
Pg‘ g sont nulles, ce qui prouve I’existence.

Soit maintenant f, solution de P): f = 0 et ayant ses m premiéres
traces nulles. Si on pose ¢ = D' f, on a alors f = (D), ¢.
1 1
On a: (PD;:")}:ap=P2 (Dz"lm)zap:sz:O.

Comme PDZ“"' est inversible et d’ordre 0, on a ¢ = 0 et donc
f =0, ce qui prou've I’unicité.

2.4. Majorations dans les domaines plats.

Nous conservons les mémes notations. Le noyau K de P s’écrit
K(z, w) =M(z, w) + N(z, w) log w, et nous notons P, et P, les
opérateurs différentiel et pseudo-différentiel de noyaux respectifs M
et N log w,.

Soit £ un ouvert convexe, k, — Z — plat, de diamétre < l/Mo, et
soit z € §2.

Considérons la v-chaine suivante :
7:[01]xT*"! —>Q

7l(t)=zl +t (06—2z,)
_ + + tl 2iTt;
7i(t) =2z g —’:lo—zll ety

Si les a; > O sont assez petits pour que (z,, ...,z + g e )
appartienne a {2, pour k <k, suffisamment voisin de k,, cette
v-chaine est dans .

On a alors le résultat suivant,

ProprosITION 2.4.1, — Avec les notations ci-dessus, on a, pour
ASEA(9)) .
P.f(z) = 2im j NG,z —2) f(z)dz
v

Considérons le l-cycle 7. , de C obtenu en parcourant le segment
[o,0+ (1 —€) (zl — 0)], puis le cercle de centre z, et de rayon
€lz, — o| puis le segment [0 + (1 — €) (z1 — 0), a], et soit ¥'le »~cycle



PROPAGATION DES SINGULARITES ANALYTIQUES 103
7,0=7,,)

~ I:le(tl)_zl| 2iTTt.
'y].(t) =z +[a]. +—k— et
Pour € assez petit, ce v-cycle est inclus dans §2 et satisfait aux
hypothéses de la proposition 2.3.3. et on a

P, f(z) = f~ N,z —2)f@) log (z, —Z,)dz
Zyz
Pour "yvl(tl) appartenant au segment [g,0 + (1 — €) (z, — 0)]
on n’a 3 intégrer que la différence des déterminations de N(z, z — z)
log(z, —Z,) intégrale qui converge vers I'intégrale de 2i7N (z,z — z) f(2)
sur v lorsque € = 0, tandis que I'intégrale relative au petit cercle tend
vers O avec €, d’ou le résultat.

Notation 2.4.2. — Soit £ un ouvert et z un point de . On pose,
pour toute partie [ C {2, ..., v}

d,(z) = inf { sup |z,.—?illz€CQ} 7, =z pourj €1
icl

ProprosITION 2.4.3. — Supposons P d’ordre inférieur ou égal a 0.
Soit 1, J une partition de {2,...,v}. Soit & un ouvert convexe
k, — Z — plat de diametre inférieur ou égal a r,, avec k, <Kk, et
r, < 1/My. Il existe alors une constante C telle que, quelle que soit
€ 0(2), vérifiant

VZEQ, @) <d (z)*d;(z)#,a>0,8>0
on ait VZEQ, P, f@2) <Cd (2)° d, (z)#

On peut choisir la constante C ne dépendant que de k,M,r, ,a,p.

m(z) , , , .
OnaK(z, w) = ——— + N(z,w) log w,.Le résultat étant évi-
w....w

dent pour la multiplication par m(z), nous n’avons a considérer que la
partie relative a N.

Un point z étant donné, construisons la v-chaine intervenant
dans la proposition 2.4.1, avec :
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— les a, tous égaux 4 a < d (z) pour jEI )

— les a, tous égaux a a; <d;(z) pour jE€J

— k vérifiant k, <k < k,.

Soit z le point de cette v-chaine relatif aux valeurs (@, t") du
parameétre. On peut minorer aisément dl(f) en remarquant que la

v-chaine construite en remplagant a, par d et k par kl resterait
dans §2. On en déduit

I
@) =>d(2) —a +t, [(,7 - )lo - zll]
1

1 1
d,(z2)=d;(z) —a; + ¢, [(k— —7)10 - le]

1
(0] era 6 = -
n posera P

1
k,

D’aprés la proposition 2.3.3. on a une majoration :

! | 1 ~
Pof@I<p | <= = WP =) VO 1

Z, —2z,| ...z, — z,] (i=2,...,v

et donc en posant u' = (27)*~! u

P, F(2)l < j [d, —a, + 60— z1¢t]°

1 -1
[dy —a, +6 |0-zlltl]“’ SL}]Z; [aL +I‘°“21“1] lo—z,ldt,
L=l,

1 1
Choisissons a, = ] dl et a, = 511 dl.

o+
On obtient |P (@) < sup (TI ; TJ) avec
.00 o - B —
<y + 6 —d + 0t
T<u, [a+1dl(z) t] [3+1 ;@ ]

1 1 ]!
[—d(z)+—t] dt

+ 1 k

(3) Ajouté sur épreuves. Il faut en fait prendre a, < d; (z)/2 pour que la
v-chaine soit contenue dans Q, et remplacer d, par d, 2 dans le reste de la démons-
tration, ce qui ne modifie 4’ que par un facteur 2°‘+ﬁ
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On a a > 0 et on peut donc choisir k¥ suffisamment voisin de k,

«a
pour que ’on ait 0 < z On a donc

, ﬁ —ﬁ /.w o —a—1
TIQ# m J(Z) Jo o ;——_‘_—ldl(z)—%—et dt

1
et T, < y"; . e? d, ) *# d @)

On majore le terme T; de fagon analogue, ce qui démontre la
proposition, le choix de 6 et la valeur de u ne dépendant que de
ko, My, k,,r,,a,B (Prop. 2.2.3.).

2.5. Dépendance de Py par rapport 3 Z.

Il n’est pas possible de faire opérer directement les opérateurs
pseudo-différentiels sur les fonctions holomorphes. Néanmoins, le
résultat suivant montre en quelque sorte que, “modulo des fonctions
holomorphes dans des ouverts plus grands”, P f ne dépend pas de Z.

Nous conservons les mémes hypothéses et notations pour P.

THEOREME 2.5.1. — Soit §2 un ouvert convexe k, — X — plat de
diametre <1/M0, ou T est I'hyperplan d’équation z, = o. Soit !
I'hyperplan d’équation z, = o', et soit ' un ouvert convexe, k, — Z' —
plat, tel que Q' NZ'C Q. Alors, pour toute fonction f holomorphe
dans ), la fonction Py f — Py, f qui est définie dans 2 N Q'se prolonge
a ' tout entier.

Pour z appartenant a ', choisissons v,(t,), cycle dans C, avec
7,(0) = v, ()= d', tournant une fois dans le sens positif autour de
z,, tel que 7v,(z,) soit suffisamment voisin du segment 0z, . Nous
pouvons lui associer les cycles suivants de C :

6'1 obtenu en parcourant successivement le segment go’, le cycle vy ,
et le segment o'c.

53 obtenu en parcourant successivement vy, , le segment oo’ et le
segment oa’.

Considérons maintenant les v-cycles de C” :
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1 2int;
v(@®) = 7,(t,),,..,z,.+;|zl—7l(tl)|e /A

1 .
§'(t) = [5'10] hooeag b le - 84 (2, e¥m ] I=(1,2)

avec k < k0 suffisamment proche de k0 etreT?.

Lorsque z € 2 N Q' le cycle v est contenu dans 2 N ', et §! et
8% sont contenus dans 2.

Pourz € Q2 N Q’, on a (Proposition 2.3.3.)

Pof@)= [ Ke.z-Df@dr= | K@, z-2)fE) dz
JE'YT ='52x’
Pof@) = [ Ke.z-Df@dF

Dans le calcul de la différence, il n’apparait que la partie relative
au changement de détermination de log z, surla v-chamne A :

Al(t)=0+ tl(ol— U)

A () = +l — A, ()| e?imy
i )= 2 T 1

P..f(z) — Py f(z) = jA 2iTN(@z, z — ?) () dZ

Mais le second membre est défini quel que soit z appartenant a '
(la »-chaine A étant toujours incluse dans §2) et définit une fonction
holomorphe dans ', ce qui établit le théoréme.

Cette propriété permet d’interpréter simplement la maniére
dont les opérateurs pseudo-différentiels dans le domaine réel opérent
sur les microfonctions.

Soit donc maintenant P(x , Dx) défini au voisinage du pointx = 0,
£§=(1,0...0). Il lui correspond 'opérateur P(z, Dz) défini dans

C” x P*~' pour z voisin de Oet§ = (1,,,...,{ )avec sup 5 < k,
v 2
convenable.

Soit alors G un cone de R”, dont le polaire est contenu dans

(£lg, = 1 et sip || <k )
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THEOREME 2.5.2. (Kashiwara-Kawai). — Soit f une fonction holo-
morphe dans lintersection de R* + iG et d’un voisinage de 0 dans C®.
Sa valeur au bord b(f) définit une microfonction pour x voisin de 0,
El =1 et IEI.I < k. 1l existe alors g, holomorphe dans l'intersection de
R” + iG et d’un voisinage de 0, telle que l’on ait Pb(f) = b (g).

Plus précisément, si T est I'hyperplan complexe d’équation
z, =1i0 avec 0 > 0 assez petit, alors Pz (z, Dz) f(z) est définie dans
Uintersection de R” + iG et d’un voisinage de 0, et on a

b[P, (., D,) f(z)] = P(x, D,) b(f)

Avec des notations un peu différentes, ce théoréme est démontré
par Kashiwara et Kawai dans [10], th. 3.3. [Il suffit de remarquer que
I'on peut (avec les notations de leur théoréme) prendre o, = @, = io,
A = 1, et que les chaines qu’ils notent y, x. . .X7y, sont en fait du type
des chaines qui nous ont permis de calculer Py a partir du noyau K]J.

Il est facile de voir que, si k' < k, est assez voisin de k, pour

que soit contenu dans R” + iG, le domaine

o
z|lz, =io, Iz].| <;

o |z, — io|
k

plat ainsi que D N (R” + iG). Le théoréme 2.5.1. montre alors que
sz ne dépend pas de X, modulo des fonctions holomorphes au
voisinage de 0, ce qui ne change pas la microfonction valeur au bord.
Par contre, pour montrer que b(Py f) = P(bf) il est bien sir nécessaire
de faire le lien avec la définition (cohomologique) de ’action de
P(x, D) sur les microfonctions.

D=

Z | |z].| < k est un voisinage de O quiest k — X —

Remarque 2.5.3, — Le théoréme 2.5.1. peut s’étendre au cas ou
les hyperplans £ et =’ ne sont pas paralléles (on se raméne a ce cas
en utilisant des difféomorphismes convenables). Ce résultat, joint au
corollaire 2.3.4., et en utilisant des méthodes analogues a celles que
nous avons développées dans [2] permet d’obtenir le résultat suivant :

THEOREME 2.5.4. — L’opérateur P vérifiant les hypothéses faites
dans ce numéro, soient 2 C Q' deux ouverts convexes, k0 -2 -
plats, tels que l'on ait Q NZ = Q' N Z. Posons

A={$EP =18, 5I<k, et 4z€Q',P _(z,$)=0}
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Supposons que pour tout hyperplan réel affine de normale N,
qui coupe Q' sans couper 2, on ait N& A.

Alors si fEO(Q) et si Py, fEO ('), on a fEO ().

N’ayant pas a utiliser ce résultat dans la suite, nous nous bornons
a I’énoncer sans démonstration. Ce résultat et ceux qui précédent
permettent d’étendre aux opérateurs pseudo-différentiels dans le
domaine complexe les résultats d’existence et de prolongement
démontrés dans [2] pour les opérateurs différentiels.

3. THEOREME DE CAUCHY-KOWALEWSKI POUR LES
OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS

3.1. Hypothéses et énoncé du théoréme.

Dans tout ce paragraphe, (z, w) désignera un point de C* =C" x C?
et (¢, 0) un point de C**P\{0} ou son image dans P**?~!. Nous utili-
serons les notations

et les notations duales correspondantes.

Nous désignerons par P un opérateur pseudo-différentiel d’ordre
m = 0, défini au voisinage du point de coordonnéesz =w =¢ = 0;
60 =(1,0,...,0). Nous supposerons que P est “non caractéristique
et sous forme de Weierstrass” par rapport a Dz" et que sa partie princi-
pale est “d’ordre zéro par rapport a D, ”, c’est-a-dire :

P=D" + X A,(wD,D,)DIDy ¢l

z
n 0<ld1<m

+ X BG.,w,D,,D, ) D!
0<i<m
ou les A, sont des opérateurs pseudo-différentiels d’ordre 0 et les
B, des opérateurs pseudo-différentiels d’ordre /, les symboles (complets)
des A, et des B, ne dépendent pas de §’n..
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Soit ¥ un hyperplan d’équation w, = ¢ et soit H un hyperplan
d’équation z, = h.
DEFINITION 3.1.1. — Soit Q un ensemble convexe de C"*?P,

On dit que S est z, —k — X — plat s’il posséde la propriété
suivante : Si (z, w)EQ et (z, w) € T vérifient

w, —w |>klw,—w| i=2...,p
—w | > -7 j = -
le wll/klzl. Zil j=1...,n—1
z =7z
n n

alorsona (Z,W)EZ NK.

On dit que 2 est w— 6 — H — plat s’il posséde la propriété
suivante :

si (z,w)EQ et (Z, w)EH vérifient

|zn—zn[>6|zi—z].| i=1...,n—1

w=w
alorsona Z,w)EHN Q.

Remarquons que ces propriétés expriment simplement que les
tranches z, = cte (w = cte) de 2 sont plates en un sens analogue a
celui de la définition 2.4.1.

THEOREME 3.1.2. — [l existe un voisinage §2, de O, des constantes
k>0 et 6§ >0 telles que, quels que soient h et o définissant H et Z,
quel que soit I'ouvert convexe §) contenu dans 2, z, —k— Z — plat
et w— 6 — H — plat, on ait :

pour toute fonction g holomorphe dans S, et pour tout m-uple (h)
de fonctions holomorphes dans S2 NH, il existe une et une seule
fonction f holomorphe dans S2, solution du probléme de Cauchy :

P.N=¢;7vO=0w

ou vy, désigne les m premiéres traces de u sur H.
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3.2. Quelques résultats géométriques.

Dans le théor¢me 3.1.2., les ouverts ne sont supposés plats que
dans certaines directions. Une premiére étape va consister 4 se ramener
au cas d’ouverts qui sont de plus un peu aplatis dans la direction w, .

ProprosITION 3.2.1. — Soit § un ouvert convexe z, - k — 2 — plat
et w—6—H— plat. Alors Q est réunion d’ouverts Qe qui sont
également z —k — X — plats et w— 8 —H plats, et qui de plus

1
possédent la propriété suivante ((z, w') — —— H~platitude) :
€

si on a z,wEQN, ; Z,w)EH
avec =7 s w=w;F -z|=>—w, —w,l
alors @, w)EQ,

Nous utiliserons la notation suivante : si M = (z, w) est un
point de £, nous noterons MH et M): ses projections respectives sur
Het>.

D’autre part, un groupe de variables étant donné nous noterons
B,.(p) lintersection de la boule fermée de centre O et de rayon p
avec le sous-espace d’équationz, = w = 0.

B,. ,+(p) T'intersection de cette méme boule avec le sous-espace
d’équation z, =w, =0, etc. ..

Si M appartient a8 £, ona, pour 0 < ¢ <1

t
M+ tM, - M)+ B, (EIMH—M|)CQ

et, comme pour tout point M’ de cet ensemble, on a M'E —-M'= M, - M,
ona

L, (M) =M+ t(M,, — M) + s(M; — M)
t s
+ B, (5 My — M) + B, (7 M, — M) C @

pour0<s<1l et 0<r<1.
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Soit maintenant I‘:t M) = Fst(M) + Bwl(et IM,; — M]). On voit
facilement que I’on a les propriétes suivantes

a) Si M appartient au segment M, M,, alors I'{, (M) est inclus
dans I’enveloppe convexe de I‘j t(Ml) et Fi . (M2 ).

b) Si M, ET (M) et M_ €T, (M,) alors M, €T% (M) avec
A-s)=0-5U-s) et A-1)=1-0(1-1)
¢)SiMEH ona I (M)=T¢M)

Soit alors Q_ ={MEQ|VsE€[0,1],V+E[0,1],TM)C Q).

Il résulte facilement de a) que £, est convexe et de b) qu’il est
z, —k—Z — plat et w—6— H— plat. Il résulte enfin de c) que
QE NH=QNH.

Soit alors M = (z, w) un point de Q_ et ﬁ = (z~, :u’) un point de
' ~1 1 ~ I
Hvérifiantz' =2",w'=%",[Z, — 2, | >—t—|wl —w,|.OnaM€&T | (M)
et donc MEQNH = ©_NH ce qui prouve que 2 satisfait aux
conditions de la proposition.

’

COROLLAIRE 3.2.2. Soit M, = (z', 1z, , w), on a alors

d,M,)=>d, M)+ A = Dz,

d, (M,) = d,.(M)
d, (M) >dy M)+ (1 = 1) Iz,

3.3. Démonstration du théoréme 3.1.2.

La démonstration de I'existence et de I'unicité de la solution du
probléme de Cauchy se fera par une méthode d’approximation
successive voisine de celle utilisée dans [7] pour le probléme de
Goursat. Nous devons faire au préalable un certain nombre de réduc-
tions, et le besoin de controler QO, k et & nécessite une certaine
précision.
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A — FORME DE L’OPERATEUR P

OnaP=D" + Y A, D%Drkl4+ % B Dri-!
n o<ldI<m n 0<I<m n

ou les A, (d’ordre 0) et les B, (d’ordre /) ont un symbole (complet)
indépendant de ¢ .

Si Qz,w,D,,D, ) d’ordre ¢ a un symbole indépendant de
§,» il est facile de démontrer les résultats suivants :

QD;",' = Dg‘.' Q+ R, o R est dordre q + |&'| — 1 et a son
symbole indépendant de §n.

A
QD, =D, Q+ X D, R,

n<A<I-1 N
ou les R, sont d’ordre ¢ et ont leur symbole indépendant de §,.

On en déduit que P peut se mettre sous la forme :

— —le/| ! —1-1 R’
P=Dr + X DripuA,+ X DPUB
o< |dI<m 0<I<m n
ou les B; d’ordre / ont leur symbole indépendant de {,. Si on pose
C = D;’ B;, on obtient la forme suivante :
1

P=D" + Y D' DY Az, w,D,,D,)

n o<ldl<m "

Ny —I-1 1
+ % Dyt D, GG.w,D,,D,)
0<I<m

ou les A, et les C, sont d’ordre <0.

B — CHOIX DE Q, ET K

Les A et les C, sont des opérateurs pseudo-différentiels définis
au voisinage du point de coordonnées z =w =¢( =6'=0 ; 6, =1,
et a ce titre possédent des symboles satisfaisant aux majorations
du § 2. Mais, pour z_ fixé, ils définissent des opérateurs Aa,’z et
C. pseudo-différentiels d’ordre 0 dans C"~! x CP, définis " au
voisinage du point de coordonnées 2’ =w =¢' =6'=0; 6 = L
Pour z, suffisamment voisin de 0 dans C les constantes (ko ,MO)
relatives a ces opérateurs peuvent étre choisies indépendamment de z_.
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On peut donc appliquer la proposition 2.4.3., avec les constantes
k et C uniformes, dans chacun des hyperplans z, = constante. On
obtient ainsi le résultat suivant :

LeMME B. — Il existe k >0, C > 0 et un voisinage Qo de O,
tels que pour tout ouvert convexe 2, z, — k— Z — plat et contenu
dans Qo, et pour toute fonction f holomorphe dans 2 et vérifiant

FM) <d,M)"*d,,(M)* avec a>0 et >0
on a
sup (|Ay 5 FM), IC,p FM)) < Cd_ (M)~ d, M)~*
on a pasé OIZV’IZ= (z, w)et
d,M) =inf{Z — 2|7, 2z, , w)ECK}
d,M) = inf {|w' — w'| Iz, w,, W) ECQ}

d, M) = inf {10, — wl I, w,, w)ECQ}

1 s

Enfin, les considérations qui précédent montrent clairement
que tous les choix faits pour P peuvent étre faits pour l'opérateur
Pz ,z —h, w,—0, w', D, , D, ) indépendamment de & et 0 pourvu

n

que ceux-ci soient assez petits. En restreignant au besoin 2, cela
nous autorise a supposer dans toute la suite que
Z est ’hyperplan d’équation w, =0
H est 'hyperplan d’équation z, = 0.
C — MAJORATION DES DERIVEES
LemMme C. — Soit f(ul, e, ur) holomorphe dans un ouvert §2

de C et vérifiant fw)| <du ,CQ)'1>=0.
0
Ona ia—— fwl<e(l + 1)d,CQ) 1.
Z.

I1 suffit d’appliquer I’inégalité de Cauchy sur le disque paralléle

du,CQ
au plan des u;, de centre u et de rayon—(l;*;l—) (cf.[7],lemme 5.1.3.).
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D — RESOLUTION PAR APPROXIMATIONS SUCCESSIVES

Les fonctions g et (k) étant données, il suffit évidemment de
démontrer le résultat d’existence et d’unicité dans tout ouvert se
déduisant de €2 par une homothétie de centre O et de rapport < 1,
si bien que I’on peut supposer g et (4) définies au voisinage de §2, et
donc bornées dans £2. '

Il suffit de méme de démontrer le théoréme dans chacun des
ouverts §2_ construits au n° 3.2., ce qui nous autorise 4 supposer que
les majorations du Corollaire 3.2.2. sont valables dans 2.

Enfin, si " désigne une fonction holomorphe bornée dans 2 dont
les m premiéres traces sur H sont égales a (), en remplagant f par
f— 7, on se rameéne au cas ou (#) = 0.

Nous définissons alors les fv dans §2 par récurrence :

f,=0

D f,yy =8~ 2, DPRIDNA,f,— ¥ Dt D, Cy f,
n o<la'l<m " o<i<m " !
Dl;fv+l'|H:0 > j=03‘--,m~1
n

Posant v, = f

1 fp, nous obtenons

1

o —la'| ! ! iy = 1
D' v, == ¥ DIIDIALyv, — ¥ DYID, Cpo

ad n 1z v
o<la’I<im 0<I<m

! S ’ ' & ol .
Nous avonsv. = ¥ v* + Y o', ou les v* et v! sont définis par
v l-"' v dnnd 14 v v
o 1
’

’ ’
Dzk! I U?l = - D:l A 1 U
n

aZ v
D} v =0 j=0,..., 0~ 1
et :
Di:l Uy = Df”l Gz o,
D/ vl 1,=0 j=0,...,1

n
Démontrons par récurrence, que l'on a pour des constantes
K o ©t K convenables
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v K? §v-P p/2
v M<K | Ll

= p(% + 1) sp(m+112)

d M) d, (M)

La fonction g étant supposée bornée, il en est de méme pour v 0 = f
et il est donc possible de choisir K0 valable pour v = 0.

1

Supposons donc la formule établie au rang v. Nous poserons

& KSR g, 1P
-

L(zn) =K
p=Q _F p(m+1/2)
I (2 + 1) )

0
On a
! i le’l —la I -
D Ay vl SCLE)E* +1)! d M)~ d (M)~

en appliquant le lemme B (la constante C est celle de ce lemme),
puis |«'| fois de suite le lemme C.

Soit maintenant
1 ’
— ? (e
M, = (2, 1z, w)et formonsfo DX A,y v, (M,) 2, dt

Nous pouvons majorer cette intégrale en utilisant la relation précédente,
en majorant |¢z, | par |zn| , dw'(M,)_l pard,, M)-1, d, (Mt)—la [

(1 - t)|z,,|]—"""—l
5

par [dz,(M) + et en intégrant sur [0, + o°]. On ob-

I z o'y ll( t) n | = '| ( ")

(1 + D! d (M) d (M) " .
En itérant || fois ce calcul, nous obtenons
e, (M < Cell (| + 1) 891 L(z,) d M)~ " d (M)
Soit encore, en remarquant que |a’| varie entre 1 et m.
*) W& MI<Cem(m+1).5.L@,)d, M) d M)y,

en supposant, ce qui est loisible, § < 1.
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On a de méme, en appliquant le lemme B et / fois le lemme C
|D12l Cey v, M) < CL(zn)e’ I d, M) ! dw,(M)‘l d“’n ™M)!

Nous pouvons majorer d,, (M)~! pard, (M)~'~!/2, en supposant,
ce qui est loisible, le diamétre de 2 0 inférieur a 1. Un calcul analogue
au précédent (en majorant d"’n M) ~=172 par

[d,, D) + e(l — 1) |z, 1]7-1/2)
permet de démontrer que la fonction ¢ vérifiant
D;n ¢M) =—D, Cxv,M) ; D, oM), =0 j=0,...,/1-1

admet la majoration suivante

I e!
< !
M) <Ce -1/2)...3/2.1/2

L(z,)d, (M)y"' d,. (M)~ d, (M)~'/?,
1

et donc |[p(M) <2Cme™ e ™ L(z,)d, M)~ d, M)~'d, M) '/2.
1 1

Onav, (M) = /" ¢M,) z, dt, et donc

Yo
1
vl M| < 2Cme™ e d () d,, (M) fo L(tz,)

-1/2
[dwl(M) +e(l -1 Iz, 11 1/ |z, | dt.
Nous pouvons majorer chacune des intégrales

p+1

.1 = -
j ltz, |P/? [d, M)+ e(l — 1) Iz, []7'? Izl dt < |z,[ T €'/
1

)G L

‘1 —
X j tP2 (1 — )12 g = lz | 2 e 12
0

( ey

Il en résulte que 'on a
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1
ey, o <K, 3 2Cm \f) ke iz,
p=0 p+1 e+ (m+172)

dz,(M)“l dw,(M)‘l
On déduit maintenant de (*) et (**) que, en choisissant K tel
que 'on ait

K =22Cme™ /7. m

et
K>C@m+ 1)em. card{c||a| < m}

On a
v+l —
Ku+l 6v+1 P IZ |p/2
v, M) <K, 2
p=0 F( +1) eptm+172)

d, (M) d,,, (M)

ce qui achéve la récurrence.

On a alors
= : KPta §4 Iz, |p/2
Y o, M<K, d, M) d M)
0 p>0 450 T ( + 1) ep(m+1/2)
\ 3 KP |z, |P/?
S 1o, 00 <K, (\ o) (Y
) p=0 l"( + 1) ep(m+1/2)

d,(M)~" d,. (M)~

1
Il suffit donc de choisir 6 <E (qui ne dépend que de m et de la

constante C du lemme (B)) pour que la série X v, converge uniformé-
ment sur tout compact de £2.

On a Z v, = lim f = f et f est bien une solution du probléme

n—oo

0
de Cauchy.
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Pour prouver l'unicité, soit f holomorphe dans §2, solution de
sz =0 ;v,f = 0. Posons alors v, = f quel que soit ». On a bien

m = — m—la'| e’ _ m—I-1
Dzn Uyt z Dzn Dz' Aa'E v, z Dzn le CIE Uy

Or, sous ces seules hypothéses, nous avons démontré dans ce qui
précéde que lim v, = 0, ce qui implique f = 0.

p—>oco

4. EXISTENCE ET PROLONGEMENT DANS DES TUBES LOCAUX

Nous conservons les notations du paragraphe 3, ainsi que les
hypothéses sur l'opérateur P(z, w,D,,D,). Les constantes k, et
8, désigneront les constantes intervenant dans le théoréeme de Cauchy-
Kowalewski précisé (th. 3.1.2,) valables pour P dans un voisinage
donné de O.

Nous noterons z =x + iy, w =t + is les parties réelles et
imaginaires des variables z et w, et de méme { = £+ in ;0 =71 + io.

Si G est un cone ouvert convexe (non nécessairement saillant) de
R"*?  nous noterons TG (le “tube” de base G) I'ouvert R**? + iG. De
méme, pour I' cone ouvert convexe de R”, nous poserons TI' = R"+ i’
fréquemment identifié 3 {(z, w)€EC*"*?|zE€TT et w =0} On a
ainsi T(G +TI') = TG + TI".

4.1. Construction d’ouverts plats associés a G et I'.

ProrosiTioN 4.1.1. — Supposons que G soit contenu dans le
demi-espaces, > 0 et qu’il contienne le cone de révolution d’équation :

n P
s, >k (2 )2+ 2 Isjlz) 12 gvec k < k,A/m T p et que T con-
1 2

tienne le cone de révolution d’équation

n—1
¥, >8(\Z Iyilz)'/2 avec 8<50/\/n_
2
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1l existe alors un systéme fondamental de voisinages de l'origine

€2,)5>0 & chacun desquels on associe les hyperplans complexes T
h>0

et H d’équations respectives w, = io et z, = ih, tels que l'on ait :
a)Q etz —k —Z—platetw— 38 —H - plat
b)Q_, NZ est contenu dans TG + TI'
c) Q_, "HN (TG + C") est contenu dans TG + TI'
d) les ouverts Qah N (TG + TI') et Qoh N (TG + C*) sont
z, — k, — 2 — plats et w — 6, — H — plats.

Nous utiliserons le lemme suivant (ou X et H sont fixés).

LemMe 4.1.2. — Soit X un compact convexe z, — k — Z — plat
et w— 6 —H— plat. Alors, K posséde un systéme fondamental de
voisinages ouverts, convexes, z, — k — X — plats et w — 8 —H -
plats.

Comme dans la démonstration de la proposition 3.2.1., a tout

point M = (z, w) nous associons ses projections M,; et My sur Het Z
et définissons le compact

t
Ly = U M+ M, —M)+B, (—gIMH—MI)—-l—s(Mz—M)

0<s<1
0<t<l1

+ B, (5 My — M)

(ou B,.(p) est la boule en les variables z' de centre O et de rayon p,
etc...).

Soit alors £, un voisinage ouvert convexe de K, et posons
Q={MeQ, Ly CQ}

Comme dans la proposition 3.2.1., on voit facilement que £ est un
ouvert convexe, z, — k — X — plat et w — § — H — plat. Il est d’autre
part évident que 'ona KCQ C Q .

Démonstration de la proposition 4.1.1. — Soit ket & vérifiant

k <k, <k,A/n+petd<3s <& h/n et construisons les cones de
révolution dans C**? et C".
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4 n
G, = g(z,w)lsl >k, [;3 AT 'zilz]x/z {
2

1
) n—1 /
— N 211/2
T, —%z]yn >8l[xn + Y Izl ] ;
1
Leurs adhérences Cl et fl , diminuées de 0, sont respectivement
contenues dans TG et TI'. Soit enfin G'l = Gl ﬁ{(z,w)lzn = 0}.
Les hyperplans £ et H d’équations w, =io et z, = ih étant
fixés, construisons le compact suivant
K={GE,w)€G,|s, <0}+{(z,0)[zET ety <h}

Il est manifestement z, — k;, — X — plat et w — 6, —H — plat.

Nous allons choisir un voisinage  de K, z, — k, — 2 — plat et
w — 6, — H— plat, assez petit pour que l'on ait les deux propriétés
suivantes :

— 2 NZ est relativement compact dans TG + TI'. Cela est
possible, K NZ étant un compact contenu dans (G, + I';) —{0}
donc dans TG + TT.

— Q2 NH est contenu dans ’ensemble des points distants de
1 1
K N H de moins de sin o (\E——a—) h avec a = Arc 1g k.
1
Si Pon remarque que, pour tout w vérifiant 0 < Im w, <o, ona
{Z'1(", ih, w)EKYC{Z'||2'| < 1/8,h + 1/k,Im w } il résulte aisé-
ment de la seconde propriété de 2 que I'on a

1 1
{z'l(z',ih,w)GQ.}C{z’llz'l <—6h +k—Imwl}
1

On en conclut que, pour chaque w vérifiant Imw, > 0, si N désigne
le sous-espace affine {(z, w)|z €C"}, on a

QNHN Nw est relativement compact dans TG + TT
, 1 1 )
En effet, (TG + TF)ﬂHﬂNw D Z’||2l<g h +; Im W

Il en résulte que 2 NHN (TG + C*) est contenu dans TG + TI.
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Il est maintenant facile de voir que ' = Q N (TG + TI') est
z — k, —Z — plat puisque Q' CQ tandis que R’'NT =QNZ. Le
raisonnement est le méme pour Q"' = Q N (TG + C*).

Pour démontrer qu’un ouvert £2 est w — 6§ — H — plat, il suffitde
démontrer que, pour chaque w tel que Nw coupe £2, I'ouvert (relative-
ment a Nw YN Nw est 5—(HN Nw )—plat. Or pour chaque w avec
Imw, >0, onaQ’ﬂNw CQNN_ etQ'ﬂNw NH=QNN_ NH,
d’ou le résultat, les autres hyperplans N ne coupant pas Q'. On
raisonne de méme pour .

4.2. Théoréme d’existence et de prolongement.

THEOREME 4.2.1. — L’opérateur P(z, w, D, ,D,) satisfaisant
toujours les hypothéses du § 3, il existe des constantes k >0 et
8 > 0 telles que l'on ait la propriété suivante. Si G est un céne ouvert
convexe de R"*P contenu dans le demi-espace t, >0 et dont le
polaire G° vérifie G° C{(E,1,7)YesP-1||§? + |72 < k?}, et
si T est un cone ouvert convexe de R" avec T'° C{(¢', 1)||¥| < 8},
il existe un systéme fondamental de voisinages V de 0 dans C"*P, des
hyperplans E d’équation w, zo (avec o; > 0 et g, > 0) tels que
V’ soit z, — k 2 — plat et que lon ait :

a) Pour toute fonction g holomorphe dans (TG + TI') N V]., il
existe f holomorphe dans (TG + TI‘)F\VI. solution de le_ f=s

b) Pour tout voisinage Vlf de 0, il existe un voisinage V;' de 0
tels que si f est holomorphe dans (TG + TNV, et si Py z f se

prolonge holomorphiquement dans (TG + C*) N V alors f se prolonge
holomorphiquement dans (TG + C*) N V"

Les constantes k£ et & sont celles intervenant dans le théoréme
3.1.2.

Les hypothéses de la proposition 4.1.1. étant satisfaites, nous
pouvons construire les ouverts £, correspondants. Nous choisirons
V;:Qo.h. ou o, —=>0 eth, —=>0
i % ] ]
Soit alors g holomorphe dans £, , N (TG + TI'). Cet ouvert
étant z, — k — E’. — platet w — 6 — H]. z plat, il résulte du théoréme
3.1.2. que le probléme de Cauchy
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Pg, f=g
(XY fly =0 r=0,...,m—1
az H,

posséde une solution f holomorphe dans £, i N (TG + TI'), ce qui
prouve la premiére partie du théoréme.

Pour démontrer la seconde partie, toujours avec V =8, n >
i
nous choisirons V! = Qol n.» ou I est suffisamment grand pour que

Qg n V)N Q- On a'alors QN ZCR , N (TG + TT)
et nous pouvons appllquer le theoreme 2 5.1. qui nous assure que, si f
est holomorphe dans £2,, ,, N (TG + TI'), la fonction Py, f — lefse
prolonge holomorphiquém’ent dans Q"z - Il en résulte lque le f est
holomorphe dans SZ,,I " N (TG + C*). La fonction f est alors 'unique
solution u du probléeme de Cauchy :

leu = lef

a r / a r
(a_z,,) uly = (a) fla  7=0...,m—1
Comme le f est holomorphe dans Q"z n N (TG + C") et comme

a r
a—zn) f IH: est holomorphe dans

QolhlﬁHﬂ(TG+TF)=Q hlﬂHﬂ(TG‘FC"),

9]

il en résulte que f est holomorphe dans Q"l n N (TG + C") ce qui
démontre le théoréme.

5. EXISTENCE ET PROLONGEMENT POUR DES OPERATEURS
PARTIELLEMENT NON CARACTERISTIQUES

5.1. Lemmes de décomposition.

Désignons par A I'’ensemble U {0,1}" et si «a€{0,1}" posons
n>0

lal = n.



PROPAGATION DES SINGULARITES ANALYTIQUES 123

LeMME S.1.1. — Soit T' un céne ouvert convexe de R". Il existe
des cones ouverts convexes Fa , X EA, tels que :

r=r,nNr,
VaEA, Fa = F(a,o) N l"(a,l)

VaeA , F(a,o) U l"(a, est convexe.

1)
Le diamétre de I‘g tend vers O quand |o| tend vers + oo

Démonstration. — Soit 8 une droite de R” passant par 0, &7 et
6~ deux demi-droites de & issues de O et opposées. Si I' contient un
demi-espace le lemme est évident. Sinon choisissons & telle que
§ NI = ¢ et désignons par ' (resp. I'|) l'intérieur de I'enveloppe
convexe de "'V &%) (resp. T U &7).

Alorsonal'=T NI et Ul =T+ § est 'intérieur de
I’enveloppe convexe de ' U §. Le polaire de Iy (resp.T')) est Iinter-
section du polaire de I" et de ’hémisphére polaire de § * (resp. § ~).

On décompose de cette maniére I' en I‘a,o et I‘m‘l . Il est clair que,
en choisissant convenablement pour tout « une droite §  correspon-
dante, on peut faire tendre le diamétre de I‘: vers 0.

LeMME 5.1.2. — Soit G un cone ouvert convexe de R*"*P, " un
cone ouvert convexe de R", T des cones de R" vérifiant les conclusions
dulemme 5.1.1. et V un voisinage de Stein de 0 dans C"*?P.

Pour tout g € (TG + TI') N V) on peut trouver (ga )me A avec

8, €O ((TG+ Tr ) NV) tels que pour tout m, on ait g = Yy g

lal=m

[+
Démonstration. — 1l suffit de savoir décomposer chaque g, en
8,, T &, ,- Nousnouslimiterons donc a I
(TG + 1T =[TG + Tr) N V] N [(TG + Tr' ) N V]
(TG + Tr')) N V]U [(TG + TT')) N V] = [(TG + (Tr, VT ) N V]

et ce dernier ouvert est un ouvert de Stein. Le lemme résulte de ce que
I'on sait résoudre le premier probléme de Cousin dans les ouverts de
Stein.
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5.2. Forme réduite de Weierstrass.

Dans ce chapitre P désigne un opérateur pseudo-différentiel défini
dans un voisinage complexe du point (0,0,o0, To) ER"” x R? x S"tp-1
dont le symbole principal s’écrit :

P Ge,t,g,1)= % a (x,t,tE,nE

lal=m

ou les a, sont des symboles d’ordre 0.

DEFINITION 5.2.1. — [¢f. S.K. K., ch. 2, déf. 3.5.4.). Sous les hypo-
théses précédentes on dit que la direction §, € S"~! est non caracté-
ristique en (0,0, 0, o) Si

Y a,(0,0,0,7))5 #0

lal=m

LEMME 5.2.2. — L’hypothése &, non caractéristique entraine
P’existence de WEo R Eto , QE0 , 650 , kEo , tels que

a) W, est un voisinage de (o ,0)

0

b) EEO et QEO sont des opérateurs pseudo-différentiels définis
surWEO x{(¢,1,7)] 2+ 17 <k§0}

c) EEO est elliptique d’ordre O sur cet ouvert

d)P = EEO . QEO

e) les conclusions du théoréme 4.2.1. sont vérifiées pour l'opéra-
teur ng avec les constantes '8‘9'0 et kEo .

Démonstration. — On peut supposer ‘g’o =(0,..., 0, 1). Le théo-
réme de préparation (théoréme 0.3.2.) entraine l’existence de WZO’
E¢, , Qg vérifiant a) b) c) d), et tels que en écrivant Q au lieu de
Qq,» et en posant E=(¢", £)

Q(x,t,D,,D)=D7 + » B(x,t,D,,D)Dr"’

n I<ISm n

ou les BI sont d’ordre < /.
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Désignons par bl le symbole principal de Bz et écrivons que les
dérivées d’ordres <m — 1 de P, sont nulles pour § = 0 ; on obtient
que les dérivées d’ordres </ — 1 de b, sont nulles pour £ = 0, d’ou la
décomposition analogue a celle du n° 1.2. :

b,(x,1t, o=y b, (x, t &, g

'd
la'|=1

ou les b, sont des symboles d’ordre 0.

On peut donc écrire

QGx,#,D,,D)=Dr + ¥  Aulx.t D, DDy« px

n 1<la’I<m

+ 2 C,t, D, D)D"
1<I<m n
ou les A, sont des opérateurs pseudo-différentiels d’ordre < 0 et les
C, d’ordre </— 1 dont les symboles complets ne dépendent pas de £, .

L’opérateur Q vérifie donc les hypothéses du théoréme 4.2.1.,
ce qui, pour une nouvelle constante k‘o’ démontre le lemme.

5.3. Existence et prolongement.

THEOREME 5.3.1. — Soit P un opérateur pseudo-différentiel défini
au voisinage de (0,0,0,7,), dont le symbole principal s’écrit

2 a,(x,t,&,71)E%, les a, étant homogénes d’ordre 0.
lal=m
Soit 1 une partie compacte de S"~', et supposons toutes les
directions £ €1 non caractéristiques en (0,0,0,T 0 ).

1l existe k > 0 tel que si G est un cone ouvert convexe de R"*?,
dont le polaire contient 7 et est contenu dans {&, 1,752 + 72 <k?}
et si I' est un cone ouvert convexe de R dont le polaire I'° est contenu
dans 1, on a en désignant par V, V', V"' des voisinages (dépendant des
fonctions considérées) de (o, o) dans C**P :

a) Pour tout g€0© (TG +TI)NV') il existe f€ O (TG + TT)NV)
solution de Pb (f) = b (g).
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b) Soit fEO(TG + TI) N V) et supposons Pb(f) = b(g) ou
g€ O((TG + C*)NV'"). Alors fEO(TG + C*)N V" .

Les égalités ci-dessus ont lieu au sens des microfonctions sur
Pouvert (x, )ER"™P NV, (§,7)E{(E, 1,782 + 72 < k?*} (cf.
remarque 0.4.2.).

Démonstration, — A tout § €1 associons W Et s Qs s , k

4
donnés par le lemme 5.2.2.

1
Les boules de centre £ € S"~! de rayon vy 85 recouvrent . On

. . 1 .
peut en extraire un recouvrement fini B (El >y 65), i=1,...,q
i
Posons :

W=nw, 8 = inf 8,‘, , k =inf k,

it i i

Démontrons a) : d’aprés le lemme 5.1.2. on peut décomposer g
en ) g avec g, €EO(TG + TT ) N V') et diamétre T, <§* (en
suppi)sant V' ouvert de Stein). Il suffit donc de savoir résoudre
Pb(f )= b‘(ga). Comme le diamétre de F: est inférieur é—i—, I‘Z est

contenu dans une boule B(§; , &, ) decomposons doncPenP = EE
Q;, et soit, d’aprés le theoreme 2.5.2. g €O(TG + TC ) N V )
telfe que E i‘ b, = b(g)). D’aprés le theoreme 4.2.1.0on peut trouver
un voisinage V_ de 0, un hyperplan Z et une fonction f, holomorphe
dans (TG + Tl"a) N Va, solution de

QEi’z fa = g;
Alors d’aprés le théoréme 2.5.2.
Q¢ b(f,) =0b(,) =E;' b))
] 1
et Pb(f,) = B Q b(f,)=bE,)
Démontrons b)

LEMME 5.3.2. — Sous les hypothéses précédentes soient L) et
I‘l deux coOnes ouverts convexes de Rn avec I' = I‘o N I‘l et I‘0 ur,
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convexe. Alors si f appartient a © (TG + TTI') N V) et vérifie Pb(f) = 0,
il existe des fonctions f‘,(i = 0,1) appartenant a © (TG + TFi) NV
telles que l'on aitf=f0 + f, et Pb(f) = 0( = 0,1).

Démonstration du lemme. — D’aprés le lemme 5.1.2. on peut
décomposer f en f = h0 + hl avec hi e O0(TG + TFi) N V).

Soient d’aprés le théoréme 2.5.2., g, et g, holomorphes dans
TG + TI‘0 et TG + TF1 au voisinage de O, telles que Pb (hi) = b(g,.)
(i =0,1). Comme Pb(h 0) =—Pb . ), la fonction gt g, se prolonge
holomorphiquement au voisinage de 0, et la fonction g, se prolonge
donc a TG + TI' o + T , au voisinage de O.

D’aprésla partie a) du théoréme 5.3.1. que I'on vient de démontrer,
on sait résoudre Pb(h) = b(g,) avec h €EO((TG + TI, + TI,)NV"),
Posons f, = hy, —h, f, =h, + h. Les fonctions f, répondent au
probléme.

Fin de la démonstration. — En résolvant Pb(h) = b(g) ou h est
holomorphe dans (TG + C") au voisinage de 0, ce qui est possible
d’aprés le a), on peut supposer Pb(f) = 0.

Appliquons le lemme 5.1.1. et le lemme 5.3.2. : il existe

£, €EO(TG + TT,)NV,)

telles que f= X £f,,Pb(f,)=0

lal=m

Pour m assez grand le diamétre de l"° est inférieur éZ. Donc pour tout

« tel que |af = m, il existe un i < q tel que l" C B(;, 8§ ).
i

Ecrivons P sous la forme Eti . QE,-' On a Esi . in b(f,) =0 et
par suite Qt- b(fa) = 0.

Soit V; un voisinage de 0 contenu dans VQ,E un hyperplan
d’équation w, = ia, tels que V. soit k, — 2 — plat.

D’aprés le théoréme 2.5.2., Q Lz f est holomorphe au voisinage
de 0, et d’aprés le théoréme 4.2.1. cela entralne f EO(TG+C"HN V")

Par suite f = ), f, est holomorphe dans (TG + C*) N v,

lal=m



128 J.M. BONY et P.S. SCHAPIRA

6. DEMONSTRATIONS DES THEOREMES POUR UN
OPERATEUR PARTIELLEMENT ELLIPTIQUE

6.1. Microfonctions partiellement holomorphes.

Identifions I’espace C” a I’espace R?” muni du systéme de

]
Cauchy-Rieman 5 (i=1,...,n). Soit u une microfonction définie
z,
1
sur un ouvert de C" x R? x §2"*P~1 solution de 3/0Z,u =0(=1,....n) :

nous dirons que u est partiellement holomorphe. Son support est
alors contenu dans I'ensemble {(z, ¢, ¢ ,7)EC* x RP x §2*p-1 . ¢ = 0}
ensemble canoniquement isomorphe 4 C* x R? x SP—1,

Désignons par €, le faisceau des microfonctions partiellement
holomorphes, et identifions €, a sa restriction 4 C” x R? x SP -1

Le faisceau €, a la propriété suivante :

THEOREME 6.1.1. — [SK.K., ch. 3, th. 2.2.8.]. Soient et '
deux ouverts de C" avec S connexe, ' non vide, ' C §, et soit w
un ouvert de RP x SP~', Soit u une microfonction partiellement
holomorphe sur ) x w, nulle sur ' x w. Alors u est nulle sur Q x w.

D’autre part on sait, d’apres le n° 02, définir la restriction d’une mi-
crofonction partiellement holomorphe u sur £ x «w C C* x (RP x SP7Y)
a (2 N R") x RP : c’est une microfonction sur I'ouvert

U={(x,t,HER"? x §"*P 1 |(x,t, TVC QX w}

et son support est contenu dans{{ = 0},
Identifiant R” x {0} x R? x SP~! i son image dans R"*? x §n*p—1,
nous appellerons p le morphisme de “‘restriction au réel” :

. p -1 n+p. n+p—1 @
p: C‘Bh (C"x RPx SP )IR""PxSP" _>FR"+PXSP“1 (R"*P.x S ,©)

THEOREME 6.1.2. — Le morphisme p est injectif.

M. Kashiwara nous a indiqué qu’il possédait une démonstration
de ce théoréme [9] Pour étre complet nous en donnons une démons-
tration en appendice.
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COROLLAIRE 6.1.3. — Soit 2 un ouvert connexe de C", avec
Q NR™ # ¢. Soit w un ouvert de R? x SP~1,

Soit u une microfonction partiellement holomorphe sur £ x w.
Si la restriction de u a (2 N R™) x w est nulle, u est nulle sur 2 x w.

Démonstration. — D’aprés le théoréme 6.1.2. u sera nulle au
voisinage de (§2 NR") x w : il suffit alors d’appliquer le théoréme
6.1.1.

6.2. Lemme de décomposition.

Nous poserons dans ce numéro :
An :{+ ) _}n
B, ={B€{+,0,-}"|B, # 0 sauf pour un i}

A tout 1 €{l,...,n} correspond une application i de A, dans

i(x , O

e @) =(0, ..., 0,0, 0).

12

Aa €A, on associe le “quadrant” de R” Q, ={x € R"lo;x, >0}
et 2 $ €B, on associe Dﬁ ={x € R"|B, x, >0 pour B, #0 .

On identifie R'l 2 son image dans R” x R?.

LEMME 6.2.1. — Soit G un céne ouvert convexe de R**P, V un
voisinage ouvert de Stein de O dans C"*P,

a) Pour tout f€ O((TG N'V) il existe (f,),c > avec
n

f,EOTG+TQ)NV) et f= 2 f
aEAn

b) Soient (f,) avec f, holomorphe dans (TG + TQ_) NV,

aEA "’
n

et supposons Y f = 0dans TGNV.

a€A,

Alors il existe (fB) avec fB €O (TG + TDB) N V) telles

naenn

que VaeAn’fa = Z ai f;'(a)'

i=1
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La démonstration se fera par récurrence sur n, la démonstration
pour n = 1 étant intégrée dans le passage de » — 1 a n (ou si 'on
préfere, le théoréme est trivial pour n = 0).

D’autre part 'ouvert V étant fixé et ne jouant aucun role dans la
démonstration, nous ne 1’écrirons pas.

Supposons donc le théoréme démontré jusqu’a la dimension
n—1@m>0).

a) Soit f holomorphe dans TG

Soit e, le vecteur (1,0,...,0) de R",

R,86%* =R*e ,6- =R e ,6 =Re
On peut écrire (lemme 5.1.2.) :
f=f, +f  avec [, €0(TG+ 8

Appliquons T’hypothése de récurrence 4 G* =G+ 6+ et
G- =G+ & dans R*~! x RP*!

f+ = 2 f+ v

YEA, ’
ou f, 7 est holomorphe dans le tube T(G + &% + Q ), C’est-a-dire
le tube T(G + Q,), avec & = (+,7v) et de méme pour f On a donc

f= % f .f,€0(TG+ TQ,)

a€A,

b) Soient f, €O(TG + TQ,),« €A , avec D, f, =0 dans
aEA
TG. Les a € A, sont de la forme (+,7) ou (—,7) avec vy €A,_,.
Posons :

h+ = Z f(+,'y) v h_ = Z f(-,'y)

'yEAn_l YEA,_

La fonction A, est holomorphe dans T(G + 87) (avec les nota-
tions du a)) et ~_ dans T(G + &6~ ). Comme h+ +h =0, ces
fonctions définissent une fonction # holomorphe dans T(G + &),
avec h, =h,h_ =—h D’aprés 'hypothése de récurrence a) on
peut écrire :
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h= 2 h ,h €EOTG+8 +Q)
yeh,_, vy’ oy a
donc Z f(+,7) - hY =0
YEA,
L fepyth =0
76An—1

D’aprés I’hypothése de récurrence b) il existe des fonctions g;: et
&, (N€B,_,),holomorphes dans T(G + § t+ D )etT(G+ &6~ +D,)

telles que VYEA, | :

Pour B € B, posons :
i B=0,7.5,=h
si. B=(+, i), fy =&,

On vérifie que

S

Va€A, f, =¥
=1

% Tt ()

~

avec fl.(a) holomorphe dans TG + TDI,(Q).

6.3. Existence, régularité, propagation.

Nous nous proposons de démontrer les théorémes du n° 1.2,
Nous désignerons donc par P un opérateur pseudo-différentiel défini
sur un ouvert U de R”"*P~! dont le symbole principal s’écrit :

P (x,t,8,7)= Y a (x,t, &,71)E"

lal=m
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ou les a, sont des symboles homogeénes d’ordre 0. Comme au n° 1.2.
nous supposerons que la variété caractéristique V de P est définie
par £ = 0 et que pour tout £ appartenant 4 S”~! la direction est non
caractéristique en (xo vty 0, T ).

Rappelons que I'opérateur P est un isomorphisme du faisceau @
au-dessus des points de U n’appartenant pas a4 V. En particulier si
Pu = 0, le support de u est contenu dans V.

Démonstration du théoréme 1.2.1. — Recouvrons le compact K
par un nombre fini de boules ouvertes Bi , i€ Il U I2 de centre (E‘i s Ti)
de rayon ki, telles que :

— Sii€l}, ona§; # 0 et k; est inférieur a la distance de (§; , ;)
av.

— Sii€l,,onaf; =0 etk estinférieur a la constante k donnée
par le théoréme 5.3.1. au point (x 0,).

— La réunion de ces boules est contenue dans K'.

O’tO’

Le faisceau € étant flasque on peut écrire v = Z v, ol le support

i
de v, est contenu dans §2 x B.. Pour i €1 , posons u, = p-! v;. Pour
i€1, soit g, une fonction holomorphe dans TGi N Wi, ou Wt, est un
voisinage de (x0 to) et ou G,. est un cdne ouvert convexe de R"tP,
avec G; C B, ,7,€G;, telle que I'on ait b(g,) = v,.

D’apres le lemme 6.2.1. on peut décomposer g, en

g = L 848y EO(TG, + TQ)NW,

ozEAn
et d’aprés le théoréme 5.3.1. on sait résoudre
Pb (f;',a) = b(gi,a)f;‘,a EG(TGI' + TQa) n W:

il suffit alors de poser

u= Z ui+ E Z b(f;',oz)

i€l i€l; a€A,

Nous démontrerons le théoreme 1.2.2. en deux étapes.

LeMME 6.3.1. — Soit (xo RN 0, ro) € U, u une microfonction
définie au voisinage de ce point, solution de Pu = 0. ]l existe une
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microfonction u, définie au voisinage de l'image de ce point dans
C" x R? x S$2"*P—1 partiellement holomorphe, et dont la “restriction
au réel” est u.

Démonstration du lemme 6.3.1. — Nous prendrons x, =t, =0.

Si £ est un ouvert de C"*? avec 0 € 352, on désignera par CI(Y)
I’espace des fonctions holomorphes au voisinage de 0 dans 2

6@) = lim © (@ NW)
wW>o

A) Onva se ramener au cas ou u = b(f), avec f € 5(TG) le polaire G° de
G étant un voisinage de (0,7,) contenu dans{(¢,1,7")[&* + 72 < k?}.

Soit #’ une microfonction 4 support dans R**? x K, ou K est un
voisinage compact de (0,7;) dont la restriction 4 un voisinage de
(0,0,0,7,) soit u. Le support de Pu’ est contenu dans R"*? x K'
ou K’ est un compact ne rencontrant pas (0, To)-

D’aprés le théoréme 1.2.1. on sait résoudre Pv = Pu’, le support
de v ne rencontrant pas (0,0,0, 7). On peut donc, en remplagant
u par u — v, supposer que « est une microfonction sur W x S"*P~1
avec W voisinage de (0, 0), a support dans W x K, ou K est un compact
de SP~1 contenu dans {(¢,1,7")|§2 + 72 < k?}, ol k est donné par
le théoréme 5.3.1. dans lequel on prend [ = S"/.

Soit G un codne ouvert convexe de R"*? dans le polaire est un
voisinage de 7, contenu dans (¢£,1,7 g2 + 72 < k* , f une fonc-
tion holomorphe de (9(TG) avec b(f) = u. On a donc Pb(f) = 0 (cf.
la remarque 0.4.2.).

B) Démontrons que en fait, f €6 (TG + C)).
Appliquons le lemme 6.2.1. 4 la fonction f et soit £, E@'(TG +TQ,)

avec f = ) f,. Soient, d’aprés le théoréme 2.5.2., g, € 8(TG + TQ,)
«Q

telles que Pb (fa) =blg, ). La fonction g = Z g, est holomorphe

aGAn

dans TG au voisinage de 0, et b(g) = Z b(ga) = Z Py (fa) =0.
o o

La fonction g est donc holomorphe au voisinage de 0 dans C**?.
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En remplagant 8v,...4) DA &L ., —& on peut supposer
2 g, = 0. D’aprés le lemme 6.2.1. b) : il existe (gB)
aEAn

n
g € O0(TG + TDﬁ) et poura €A ,g = Z % 8y

avec
BEB, ,’

i=1
D’aprés le théoréme 5.3.1. on sait résoudre

Pb(f,) = b(g,) ., €6 (TG + D)
Posons 0, =fa — i @, fl_(a)

i=1

n

Pb(‘P)=Pb(fa)— 2 & b(gt(:x))

i=1

D’aprés le théoréme 5.3.1. cela entraine g, €6(TG + C* ) et donc
=Y 7f =Yg, €6(TG + C").
a o

C) L’ouvert (TG + C*) contient un ouvert de la forme C* x (R? + iI'),
ou I' est un cone ouvert convexe de RP et I'° est un voisinage de
7, €SP~'. On peut alors prendre la “valeur au bord partielle en 7,
b'(f) de f [cf. 12] : C’est une hyperfonction sur C* x RP (au voisinage
de (0,0)) partiellement holomorphe, et sa restriction a8 R” x R? sera
b(f), la valeur au bord (hyperfonction) de f. Le germe de f en
(0,0,0,7,) est donc la restriction au réel d’'un germe de micro-
fonction partiellement holomorphe a savoir le germe de b’ (f) en I'image
de (0,0,0,7,) dans C* x RP x §27*p-1,

Remarque, — On démontrerait de la méme maniére que si Pu est
la restriction d’une microfonction partiellement holomorphe il en est
de méme de u.

Fin de la démonstration du théoreme 1.2.2, — A tout point
(xp Dty O,To) de V associons grice au lemme 6.3.1. un ouvert
.Qo X w, de C" x (R? x S?7!) et une microfonction partiellement

holomorphe u sur cet ouvert, avec u '(n ORMxw,

Sl u est défini sur Q X w, et u sur Q X w u et %, coincident
sur (Qkﬁ Q N R™) x (w ﬁ W ), donc d’aprés le corollalre 6.1.3. sur
(Q ﬂﬂ)x (w ﬂw)—(Q x w)ﬁ(Q X w)
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Les u; se recollent donc et définissent une microfonction # sur

U ﬁi X w; dont la restriction au réel est u.
i

Démonstration du théoréme 1.2.3. — En remplacant £ et w par
deux ouverts £ CC £ y W, CC w, on peut supposer d’ apres le
théoréme 1.2.2. qu ’il existe Q v01smage de § dans C" et ¥ micro-
fonction partiellement holomorphe sur € x w,avecu | x w = u.

Alors 4|Q' x w = Q¢ et le corollaire 6.1.3. joint au théoréme
6.1.1. entraine & = 0 sur £ x w, et donc u = 0 sur £ x w.

APPENDICE

Démonstration du théoréme 6.1.2.

A) Soit u une microfonction partiellement holomorphe sur C* x RP,
définie au voisinage du point (0,7 ) €(C" x R?) x SP~1 ou on a
identifi¢ SP—! 3 son image dans{ (¢, 7) € S?"*P-1|¢ = 0}.

En considérant les différents plongements :
R*xRP >CxR*"!xRP»>...>C*"!xRxRP—->C"xR"

on voit qu’il suffit de démontrer le théoréme pour » = 1. Nous suppo-
serons doncn = 1.

B) Désignons par (eh) lespace des germes en (O, L )ECx RP x SP~!
des microfonctions partle‘ilement holomorphes.

Il résulte de [S.K.K., ch. 1, prop. 1.2.3. et ch. 3, prop. 2.2.5.] que
(V,0)

=~ lim HP .
@© )(0 T0) 1mP (CxRP+iT) NV

ou V parcourt un systéme fondamental de voisinages de O dans CP*!
et I' parcourt I’ensemble des cones convexes fermés de RP dont le
polaire dans SP~! est un voisinage de T,

Rappelons d’autre part [S.K.K., ch. 1, démonstration du th. 1.3.2.]
que en désignant encore par O 'origine de R x R?, et par T, un point
de S? :

Corg = lim HPT! V,0)
0,7¢) % ®RPHL1icynv
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ou V parcourt un systéme fondamental de voisinages de 0 dans CP*!,
et G I’ensemble des cones fermés convexes de RP*! dont le polaire est
un voisinage de T dans SP.

C) Désignons par & la droite R x{0}de R x R?, &% et 6~ les demi-

droites fermées §+ x{0}et ﬁ_ x{0}de &§. Si G est un cone con-

vexe fermé de RP*! dont le polaire G° est un voisinage de T dans
SP our, €{0 x S?~1}, G + 8 estdelaformeR x I, avec I'° voisinage
de 7 dans SP—1 et

G+6 =G+ 86THUGH+ §)
G=(@G + 8*)NG+ 67)
I'=(G + 8)N{0}x R?)

Considérons la suite exacte de cohomologie a support :

H? V,0) x HP VvV, 0
RPTLLiG+6T) ( ) RP L4iG+s™) ( )
— HP V,0)—— HP'! V,0)— ...
RPL4i(G+s) ( ) v RPYl4 ( )

et désignons par p; lapplication obtenue par passage & la limite
inductive en V.

Si G + 8% ne contient aucune droite on a [13, ou S.K.K., ch. 1,
démonstration du th. 1.3.2.] :

lim HP + V,0=0
Yoo RITHGHS)

et de méme avec G + 6.

Il en résulte que si G° est un voisinage de 7, dans 87 Iapplication
pg est injective. Comme

H;p+l+i(G+8‘) V., 0) = Hoygpeiry (V. 0)
I’application p’ :
lim HP V, 0 —— lim HP'! V,O6
Yor  CxRP+iD) ( ) v o RT4ic ( )

est injective.

D) Il faut maintenant vérifier que les applications p et p’ coincident.
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Pour cela nous prendrons pour R x I' une intersection de p
demi-espaces fermés H. de la forme R x H]f, et pour G l'intersection de
R x T et de deux demi-espaces fermés K, et K , de telle sorte que

G+6+=(Rxl")ﬂK0 , G+ 67 =R xI)NK,
Les cones I' et G ainsi construits forment une base des cones dont le
polaire est un voisinage de 7, (dans SP~! pour I, dans SP pour G).
Pour simplifier Iécriture nous prendrons V = CP*!,

Désignons par H les demi- i-espaces ouverts de CP*! de complé-
mentaires RPY! + zH] et par K et K les demi-espaces ouverts de
complémentaires respectifs RP*! + i(G 4 §")et R + {(G+687)

Les Hj(i =1,...,p) forment un recouvrement acyclique du
complémentaire de RP*! 4+ /(R x I') pour le faisceau ©. On en déduit
une application surjective :

] m H — HP (cPtl, )
ji=1 Cx (RP+iT)

On a de méme des applications

o((n H, )mg)——» Hooh,, ©7,0,1=0,D

Désignons par G’ I'intérieur du cone — G et par I'' 'intérieur de
—TI.

= TR x I')

k]

j=1

(n H)NK, =TG + 6)

ji=1
P ~
(N H)nK =TG + )
=1 ] 1
Comme I’application

9(TWG + )N xOTG + §7)— O(TG)

f.8)— f+g
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est surjective, on en déduit une application
@(TGI — Hp+1 Cp+l , ©
) RP 4G ( )
Désignons par @, le faisceau sur C x RP des hyperfonctions par-

tiellement holomorphes, par p I'application de restriction au réel de
telles hyperfonctions, et considérons le diagramme :

O(TRxT") —» 0O(TG")

b’ b
(1) \ @) \
v

HZ gp (CP71, ©)—> @3, (C x R?)—»@B(RP*!)

3) 4

v
HP L, 0)—e, —>e
Cx(RP+ir) (0,79)

(0 :To)
Rappelons que b’ désigne la valeur au bord partielle en .

Les diagrammes (1) et (2) sont commutatifs (cf. par ex. [12]).
Le diagramme (4) est commutatif d’aprés [S.K.K., ch. 1, th. 2.2.6.] et
il résulte de la démonstration du théoréme 2.2.5. de [S.K.K., ch. 3]

que le diagramme (3) est commutatif.
Soit alors u € (6h) . On lui associe # € H? V, ©pour
0,7 Cx(RP+ir)
voisinage V de 0 dans C?*! et un cone I' convenable. Soit

FEO(TR x I'))

(en prenant V = CP*! pour simplifier), dont I’image est u.

Pour envoyer u dans Co.rp) il suffit donc d’envoyer f dans
O(TG') et de ‘“‘redescendre” en 23(0 o)’

Considérons le nouveau diagramme :
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O(TG') €«<—— O(TWG' + 8 )xOTG + 6*)

@B(RP*) %—H’I’{;i (cP*t o)

1

e <——HP*! (CP*', )
G

0,7) RPF14;

ce diagramme est commutatif, et au lieu d’envoyer f dans ©(TG') on

peut envoyer f dans O(TG' — 6§ =) x O(T(G' + & ~)), par exemple

par f = (f, 0), et redescendre en H (CP*1!,0) : mais il sagit
G

ptl
e . pHly
alors de I’application

R

w (CP*1,0)— HPYl  (CPT',0)
Cx(RP+iT) RPT +iG

ce qui achéve la démonstration.
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