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SUR LA THEORIE DES INVARIANTS
DES GROUPES CLASSIQUES (*)

par Thierry VUST

Soit N un espace vectoriel de dimension finie (le corps de base k
étant algébriquement clos et de caractéristique nulle), N’ le dual de N
et S un sous-groupe du groupe des automorphismes de N. On consi-

dére I’espace vectoriel E éNﬂa@N et I'opération naturelle de S
dans E. La théorie (classique) des invariants des groupes classiques,
comme elle est exposée dans le livre de H. Weyl : the classical groups,
consiste en la description de I'algébre k[E]S des fonctions polynomiales
sur E invariantes par S (celles qui vérifient f(sx) = f(x), s€ES, x€E)
lorsque S est le groupe spécial linéaire, le groupe (spécial) orthogonal
ou le groupe symplectique. H. Weyl procéde par voies algébriques
(avec comme outil essentiel une identité de A. Capelli) et explicite
dans chaque cas un systéme de générateurs et relations pour les algebres
k[E]°. Dans le premier appendice de leur article [1], M. Atiyah,
R. Bott et V.K. Patodi traitent un cas particulier en faisant usage de la
théorie de Galois. Ici on reprend ce probléme en utilisant des techniques
de nature géométrique.

Pour illustrer nos techniques (et orienter le lecteur), nous allons
traiter dans ses grandes lignes le cas du groupe symplectique.

Rappelons tout d’abord que la donnée d’un systéme de générateurs
de la k-algeébre k[E]® (qui est de type fini puisque S est réductif) est
équivalente a celle d’'un homomorphisme surjectif

V:klx,,...,x,] > K[EI®

(*) Ce travail est une reprise de la premiére partie de la thése de I'auteur et
a été réalisé en partie pendant un séjour au laboratoire de Mathématiques Pures
de I'Université de Grenoble.
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le noyau Ker(;Z) de E est alors I'idéal des relations entre ces généra-
teurs ; la donnée d’un systéme de générateurs de Ker @) revient cette
fois 2 celle d’un homomorphisme G kY. vl 2 klx s ux,)
tel que p(m) = Ker(y), ou m désigne I'idéal maximal (627 yq) de
klyy .- yq]. On désigne par E/S la variété algébrique affine dont
I'algebre k[E/S] des fonctions réguliéres est k[E]S, par P (resp. Q) un
espace vectoriel de dimension p (resp. q), de sorte que

k[P] = k[xl,...,xp]

(resp. k[Q] = k[y,,. - »¥¢ 1) La donnée d’un systéme de générateurs
et relations pour k[E]S revient donc & celle d’une présentation de la
variété algébrique affine E/S, i.e. d’une suite de morphismes

Es 5 p% 0

telle que
(a) Y est une immersion fermée ;
(b) ¢ induit un isomorphisme entre E/S et la fibre p=!(0O).
Soit £ € A*(N") une forme bilinéaire alternée non dégénérée sur N (qui est
donc de dimension 2n) ; on note Sp(N) le sous-groupe d’isotropie de
f pour l'opération de GL(N) dans A?(N). Les deux Sp(N)-modules
N et N’ sont isomorphes si bien qu’il suffit de considérer le cas ou

E =éN ; on identifie alors E ‘avec HomM , N) ou M est dedimension
m ; le groupe Sp(N) opére dans E par s.¢« =so o, s€ Sp(N), «€E.

On considére le morphisme
x:E > A?M)
o a*if)
ou a*(f) est le “pull back” de f sur M défini par
o*(f) x,y) =flakx),ay)),x,y EM.

On note 7 : E - E/Sp(N)le morphisme correspondant a linclusion
K[E]SP™ - K[E] ; puisque x(s. @) = x(a), s € Sp(N),a € E, le mor-
phisme x induit un morphisme ¥ : E/Sp(N) = A?(M’) qui rend le

diagramme
E
% N

E/Sp(N) & A?M)
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commutatif.- On considére enfin le morphisme
Opr1 ¢ AZM) > A2 (M)
w PP wA . Aw .

On a alors le

THEOREME. — La suite
' 2 Pnt1 +
E/Sp(N) > AM) = A2 (1)
est une présentation de E/Sp(N).

Preuve. — Le cas ou m < 2nse déduit facilement du casm = 2n ;
on va donc supposer dans la suite que m = 2n.

On commence par montrer que I'image  (E/Sp(N)) est le cone
C, de A?(M’) formé des éléments de support de dimension < 2n et
que VY, considéré comme morphisme E/Sp(N) - C, est birationnel
(le support de w € A*(M’) est le plus petit sous-espace vectoriel V
de M’ tel que w€E A%(V)).

D’un autre coté, on dispose du résultat suivant qui a été commu-
niqué par R.W. Richardson :

(1) Soit X et Y deux variétés algébriques affines irréductibles et
réduites et Y : X = Y un morphisme surjectif et birationnel. Si Y
est normale, alors  est un isomorphisme.

Dés lors, la difficulté se concentre sur I'étude de la sous-variété
C, de A2(M') : pour démontrer que Y : E/Sp(N) = C, est un iso-
morphisme, il suffit de prouver que C, est normale ; pour enfin obtenir
les relations, il faut identifier un systéme de générateurs de I’idéal de
C, dans k[A>(M")]. La clef de cette étude est formée des deuxrésultats
que voici :

(2) Soit G un groupe algébrique réductif connexe, Uun sous-groupe
unipotent maximal de G et X une variété algébrique affine irréductible
réduite ; on suppose que G opére dans X. Alors, pour que k[X] soit
intégralement clos (i.e. X normale), il faut et il suffit que k[X]" soit
intégralement clos.

(3) On note U un sous-groupe unipotent maximal de GLM).
L’algébre kK[A2(M))Y est 1:.e algébre de polynomes a [m]2] indéter-
minées.
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Le résultat (3) peut étre précisé : I'inclusion C, C A2(M’) devient
aprés passage aux invariants par U, une inclusion entre deux espaces
vectoriels. Pour le démontrer lorsque la dimension de M est paire (le
cas impair en découle facilement), on procéde comme suit : le groupe
GL(M) opére dans A>(M') et y posséde une orbite ouverte isomorphe
a GL(M)/Sp(M) ; on a donc un homomorphisme injectif

kIAPMDHY > k[GLM)/SpM)]Y ;

I'espace homogeéne affine GL(M)/Sp(M) étant symétrique, on peut
utiliser un travail antérieur [8] qui donne la structure de GL(M)-
module de I'algébre k\[GL(M)/Sp(M)] ; on déduit de 12 la description
de I'algébre k[GL M)/ SpM)]" puis celle de k[A*M")]".

Au § 1 on démontre le critére de normalité (2). Le § 2 est consa-
cré a I'étude de certains cones (ceux du type C, ci-dessus) qui four-
niront en fin de compte la réalisation géométrique des variétés
E/S (S = O(N), Sp(N) ou GL(N)). Au § 3, on fait la théorie des inva-
riants des groupes classiques ; nos résultats ne sont complets que dans
le cas ou S = O(N), Sp(N) ou GL(N). Dans une annexe enfin, on jus-
tifie une divergence mineure entre nos résultats et ceux de H. Weyl
concernant les relations de K[E]SP(™),

1. Un critére de normalité.

1.0 Le corps de base k est algébriquement clos et de caractéris-
tique nulle.

Soit G un groupe algébrique réductif connexe ([5], [10]). On
suppose que G opere linéairement dans un espace vectoriel M ; on
notera M® le sous-espace des éléments de M laissés fixes par G et M’
le dual de M muni de I'opération (s.€) (x) = €(s™ ! .x),sE€G, eEM/,
x €M. Soit X une variété algébrique affine ; on notera k[X] I'algébre
des fonctions régulieéres sur X. Enfin, si H est un sous-groupe de G,
k[G]" désignera la sous-algebre des fonctions de k[G] laissées fixes
par 'opération de H définie par (s.f) (¢) = f(t5), s€EH, t €G, fE k[G].
Le groupe G opére dansk[G]H par (s.f) (¢) = fs"'1),5tEG, fE k[G]H.

Lorsqu’on parlera‘ d’un G-module M (sans autre précision), il est
sous-entendu qu’il s'agit d’'un G-module rationnel de dimension finie,
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i.e. que la représentation G - GL(M) correspondante est rationnelle
([10] chap. I § 1).

1.1 Soit G un groupe algébrique réductif connexe et X une variété
algébrique affine ou G opére (morphiquement). Soit M un G-module ;
un G-morphisme ¢ de X dans M est un morphisme ¢ : X > M com-
mutant aux opérations de G dans X et M : p(s.x) = s.¢(x), SEG,
x€X. Pour ¢ : X > M, on note ¢ : M’ = k[X] 'homomorphisme
défini par ¢, (e) = €0 ¢, €e EM’ ; on obtient ainsi une bijection cano-
nique entre ’ensemble Morg (X , M) des G-morphismes de X dans M
et 'ensemble Homg (M’ , k[X]) des homomorphismes de G-modules
M' - k[X].

Lorsque M est irréductible, I'ensemble Morg (X, M) est donc
une interprétation géométrique de la composante isotypique de type
M’ du G-module k[X]: en fait cette composante isotypique est
canoniquement isomorphe a4 M'®@Homg (M, k[X]) via I'application
x®a ~> a(x), xEM', «€ Homg M', k[X]). Cette application est en
effet surjective par définition ; pour voir qu’elle est injective, il
suffit de prouver que si la famille (a,,..., oz,,) d’éléments de
Homg (M', k[X]) est linéairement indépendante, alors les sous-espaces
Im(e,), ..., Im(a,) sont linéairement indépendants. On suppose que
o, #0, i=1,..., p et on note JC{I,...,p} un sous-ensemble
maximal tel que les sous-espaces (Im(;));c; sont linéairement indé-

P
pendants. On a® Im(ey) = Y, Im(e;) : en effet, pour i ¢ J,
i=1

Im(e) N ® Im(ey) # O,
jies

d’ou Im(e;) C _GBJ Im(e;) par irréductibilité de Im(e;). Maintenant,
je

siJ#{1,...,p}, pour i ¢J et tout x EM’, on peut écrire

o(x) =Y, %(x;)
JEI
ou les x; sont les éléments de M’ univoquement déterminés par x (les
@; étant non nuls, sont injectifs) ; on obtient ainsi des applications
X ™ Xx; qui commutent a ’opération de G dans M'. Par irréductibilité

de M’ encore une fois, il existe NEk tels que x; = )\ix, donc tels que

e
jel

o = Y )\I.al..
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Soit B un sous-groupe de Borel de G, U son radical unipotent ;
en particulier U est un sous-groupe unipotent maximal de G. On
rappelle que pour tout G-module irréductible M, le sous-espace MV est
de dimension 1 ([11] exp. 15) ; le groupe B opére donc dans M" via
un caractere @ : c’est le poids dominant de M relatif a B. Le poids
dominant d’'un G-module irréductible caractérise ce G-module. Les élé-
ments non nuls de MV s’appellent les vecteurs primitifs de M (relatifs
aB):

On note M(w) un G-module irréductible de poids dominant &.
D’aprés ce qui précéde, de la décomposition du G-module k[X] en
somme directe de ses composantes isotypiques, on déduit I'isomor-
phisme canonique

® M(&) © Homg (M(®), k[X]) = k[X]

d’ou par restriction, I’isomorphisme

@ M(®)"” ® Homg (M(&), k[X]) - k(X1 ;

on a encore les isomorphismes (canoniques 2 homothéties pres)
M (®)" @ Homg (M(®), k[X]) = Morg (X,M(&)").
Par transport de structure de k[X]" égMorG (X,M(&)), on obtient
une structure de k-algébre sur I’espace vectoriel % Mor; (X, M(®)) :

si p; € Morg (X, M(&))), i = 1,2, le produit de ¢, et v, est défini par
la composition

X 2% M@,) ®@ M(@,) 5> M@, + &,)

et dépend du choix d’un élément non nul pr de Iespace vectoriel de
dimension 1 Homg (M(@,) ® M(w,), M(w, + w,)).

Remarque 1. — Si X est irréductible et réduite et sig; n’est pas
nul, i = 1,2, alors le produit de ¢, et ¢, n’est pas non plus nul
(puisque k[X]Y est intégre).

1.2 On conserve les notations précédentes ; en particulier U
désigne un sous-groupe unipotent maximal de G. Puisque le G-module
k[G]Y contient tous les G-modules irréductibles exactement une
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fois(*), I'algébre k[G]U est de type fini engendrée par ses sous-G-
modules irréductibles dont les poids dominants engendrent le monoide
des poids dominants de G. On définit une variété algébrique affine
Z par k[Z] = k[G]U ; le groupe G opere dans Z et y posséde une
orbite ouverte isomorphe a I'espace homogene G/U : on note z, un
point de cette orbite dont I’isotropie est égale a U.

Soit X une variété algébrique affine dans laquelle le groupe G
opere. On a le morphisme de restriction ¢ : K[X x Z] = k[X x {z4}],
d’ou on déduit, faisant opérer G “diagonalement” dans X x Z, un
homomorphisme ¢ : k[X x Z]¢ - k[X x {zo}]U.

ProPoSITION 1. — (**) L’homomorphisme
Yik[X x Z]° ~ KX x {z5}]"
est un isomorphisme.

Preuve. — Puisque I'ensemble G.(X x {z,}) des translatés par G
de X x{z,} est ouvert dense dans X x Z, y est injectif. On identifie
ensuite k[X] et k[X x {z,}] ; cela fournit a k[X x{z4}] une structure
de G-module dont la restriction a U coincide avec celle provenant de
Iopération de U dans la sous-variété X x{z,} de X x Z. Soit alors
M un sous-G-module irréductible de k[X x{z,}] et N le sous-G-
module de k[Z] = k[G]U isomorphe au dual de- M. On vérifie facile-
ment que ¢ (M®N) est contenu dans M : en effet, pour f€ k[X],
g€ k[Z],ona ¢ (f@g) = g(z,)f. Puisque dim(M®N)® = dim(MV) = 1
et puisqu’on sait déja que ¥ est injectif, MU est contenu dans I'image
de Y ; ceci prouve que Y est surjectif.

CoROLLAIRE. — (cf. [3]) L’algébre k[X]Y est de type fini.
Cela résulte de la réductivité de G (cf. [5] chap. 1 § 2).

LeMME 1 — (cf. [7]) Soit A une k-algébre commutative intégre,
K son corps des quotients et U un groupe unipotent opérant ration-
nellement dans A (par automorphismes de k-algeébres). Alors, le corps
des quotients de AY est égal a KY.

(*) Pour tout sous-groupe H de G, la multiplicité du G-module irréductible
M dans k[G]" est égale & dim (M")H.

(**) La preuve de cette proposition a été obtenue en collaboration avec
D. Luna.
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Preuve. — 11 est évident que le corps des quotients de AY est
contenu dans KY . Réciproquement, soit a/b un élément de KU, a b€EA.
Puisque U est unipotent, le sous-espace vectoriel de A engendré par
les (s.a);cy contient un élément a' non nul invariant par U. On écrit

n n
d=% NG.a) et b= N\(s;.b);NEk*, 5;€U;

i=1 i=1
alors comme a/b = N\(s;.a)/N\(5;. b), 1 <i<n,onaaussia/b = a'v';
on en déduit que b’ est invariant par U, i.e. que a/b appartient au
corps des quotients de AY, ce qui acheve la démonstration.

LEMME 2. — Soit A une k-algebre commutative et B une sous-
algébre de A. On suppose que le groupe réductif G opére rationnelle-
ment dans A et B. Alors, si A est entiére sur B, AC est aussi entiére
sur BS,

Preuve. — On désigne par a > a® Iopérateur de Reynolds sur A
(cf. [5] chap. 1§ 1). Soit alors a un élément de A® ; puisque A est
entiere sur B, il existe b, €B, 1 < i < n, tels que

a"+ ba"' +...+b, =0.

S0P _ P i
Comme (b;a"" Y =b; a",

on a aussi a"+bPat+ . +bF =0,

ce qui montre que a est entier sur B,

THEOREME 1.— Soit G un groupe algébrique réductif connexe
opérant dans une variété algébrique affine irréductible réduite X et
U un sous-groupe unipotent maximal de G. Alors, pour que X soit
normale, il faut et il suffit que k[X]U soit intégralement clos.

Preuve. — La nécessité est facile (et ne dépend pas de la nature
du sous-groupe U). On suppose alors que k[X]U est intégralement clos.
On note X la normalisée de X et ¢ : X — X le morphisme canonique :
le groupe G opére dans X. On considére aussi la variété affine Z définie
par k[Z] = k[G]Y. D’aprés le lemme 2, le morphisme fini ¢ x id :
X x Z - X x Z induit un morphisme fini (’)2 x )]G - (X x 2)/G
(on fait ,pé.. G “diagonalement dans ;( x Z et X x Z ; les notations
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sont celles introduites plus loin en (3.0)). De la proposition 1 résulte
donc que k[i]U est entier sur k[X]Y ; or d’aprés le lemme 1, & [X]Y
et k[X]E ont le méme corps des quotients; 'hypotheése signifie donc
que k[X]V = k[X]V. Maintenant, si k[X] était distinct de k[X], il
existerait dans k[X] un sous-G-module M non réduit a (O) tel que
K[X] = k[X] ®M ; mais alors k[X]V = k[X]" e MY, d’ou la contra-
diction puisque MY n’est pas réduit a (O). On a donc k[)z] = k[X],
d’ou la conclusion.

1.3 Soit M = M(w) un G-module irréductible de poids dominant
@ (relatif a un sous-groupe de Borel B de G). On désigne par C(M)
I'adhérence de lorbite d’un élément primitif de M ; la variété C(M)
est un cone.

Pour montrer I'utilisation du critére du théorémel,on va prouver
le résultat suivant qui est déja démontré dans [6].

THEOREME 2. — (i) La composante homogene de degré n de
k[C(M)] est G-isomorphe a M(n&)'.

(i) La variété C(M) est normale.

Preuve. — On note U le radical unipotent de B et N un G-module
irréductible de poids dominant x. Soit ¢ & Mor;(C(M),N). On a
o(C(M)Y) C NV ; par conséquent, puisque la dimension de NV est
égale a 1 et puisque g est entierement déterminé par sa valeur en un
vecteur primitif donné de M, la dimension de Mor; (C(M),N) est infé-
rieure ou égale a 1 ;le G-morphisme ¢ est donc nécessairement
homogéne (C(M) est un cone). Alors, si r est le degré de ¢, on a
XB)px)=0b.9(x) = ¢(b.x) = p(&(b)x) = B(b) ¢(x) pour tout
xECM)Y et bEB, doul x = & si ¢ nest pas nul. Enfin, comme
la restriction 4 C(M) de I'application identique de M fournit un élément
non nul de Morg (C(M),M), la dimension de Morg (C(M),N) est égale
alsi x=0a&" rEN, et est égale a 0 sinon. La premiére assertion est
donc prouvée. Puisque AX[C(M)]V est une algeébre de polyndomes a une
indéterminée (cf. (1.1)), la seconde assertion résulte du théoréme 1.

2. Sur certains cones des espaces S*(N), A%(N) et Hom(M,N).

2.0 On conserve les notations et conventions du paragraphe
précédent.
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Soit X une variété algébrique affine et f€ k[X] ; on note X,
Iensemble des x € X tels que f(x) # 0 : Cest un ouvert affine de X
dont I'algebre des fonctions régulieres est le localisé k[X]. de k[X] rela-
tivement a la partie multiplicative (f”),5 ,-

Soit G un groupe algébrique réductif connexe et U un sous-groupe
unipotent maximal de G. On suppose que G opere dans X ; on notera
généralement u un isomorphisme © Morg (X,M(@)) > k[X]V (cf.

(1.1)), et pour ¢ € Mor (X,M(&)), on dira que u(p) est le vecteur pri-
mitif de k[X] correspondant a .

On utilisera aussi la notion que voici qui correspond a celle de
générateurs et relations de la k-algébre k[X] (cf. 'introduction) : une
présentation de la variété algébrique affine X consiste en la donnée
d’une suite

v [
X - P =>0Q

ou P et Q sont des espaces vectoriels de dimension finie et Y, ¢ des
morphismes de variétés algébriques affines tels que

a) Y est une immersion fermée,
b) ¢ induit un isomorphisme X - ¢~ 1(0).

Ici la fibre ¢—1(0) est munie de sa structure de variété algébrique
intrinséque définie par k[p~—!(0O)] = k[P]/a, ol a est I'idéal de k[P]

engendré par (€ o ¢), cq’

Soit N un espace vectoriel de dimension »n, B un sous-groupe de
Borel de GL(N) et U le radical unipotent de B : identifiant GL (N)
avec I'ensemble des matrices inversibles n x n, on peut prendre pour B
le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures et pour U le sous-
groupe des matrices triangulaires supérieures avec des 1 sur la diagonale.
On note @; le poids dominant (relatif 2 B) du GL(N)-module A#(N),
1< i< n;le poids dominant d’'un GL(N)-module irréductible s écrit

n

@= ) a & avec ¢,EN, 1 < i <neta, €Z.On notera comme
i=1

avant M (&) un GL(N)-module irréductible de poids dominant .
Soit M un espace vectoriel de dimension finie ; on rappelle enfin
que tout GL(M) x GL(N)-module irréductible est de la forme Hom(P,Q)

ou P (resp. Q) est un GL(M)module (resp. GL(N)-module) irréduc-
tible.
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2.1 Soit N un espace vectoriel de dimension n, On identifie S?(N)
avec l'espace vectoriel des applications linéaires « : N’ = N telles
que a="a. Le groupe GL(N) opére dans S*(N) par s.a=safs sEGL(N),
o € S*(N). Pour 1< p < n, on a le GL(N)-morphisme

w',, : S(N) = S*(A® N) ;
a = N«

par composition de <p1’, avec un élément non nul de HomGL(N) (SAAPN),
M(2(Bp)) on obtient un GL(N)-morphisme non nul ®p de S?2(N) a
valeur dans M(2<D,,) (cf. remarque | ci-dessous). Aprés identification
de S?(A”N) avec k, le morphisme ¢, (ou y,) devient simplement une
application proportionnelle au déterminant usuel sur S2(N) ; il est
alors bien connu que ¢, est un générateur de 'algébre k[S?(N)] St (V)
et par suite que ¢, est un élément irréductible de 'anneau kK [S2(N)].

Remarque 1. — Soit (e¢;),<;<, une base de N, (€;),<;<, la
base duale. Soit T le tore maximal de GL(N) formé des automorphismes
de N dont la matrice dans la base (e,) est diagonale. Pour toute suite
S = (i;,<i, <...<i,) d’¢éléments de {1,..., n}, on pose

es=ei1/\...l\e,~p et €s T € N A€

on définit ensuite un élément By de S2(AP N) par la formule
Bs(es’) = dggreg.

Les 35 sont des vecteurs propres simultanés pour 'opération de T rela-
tivement a la valeur propre xg : diag(f,...,¢,) (ti1 tiy oo t,.p )2,
On a X ) = 2 &, ; de plus, le sous-espace de poids 2, dans

®2(APN) (donc dans S?(APN)) est de dimension 1 ; comme lesxS
se déduisent de X(1,.... p Par Iopération du groupe des permuta-
tions de {1,...,n} (le groupe de Weyl), le sous-espace de poidsx‘s
de S?(APN) est de dimension 1 et appartient au sous-GL(N)-module
irréductible M de poids dominant 2 &, (cf. [11] exp. 16) ; ainsi les
Bs appartiennent a M.

On considére enfin I'élément o de S*(N) défini par a(e;) = e
1< i< n;alors APa= gp;, (o) est somme des fg et par suite appartient
a M. Comme ’orbite de o dans S*(N) est ouverte, on en déduit que
¢;, (S*(N)) est contenu dans M. Par conséquent, les relations ¢;, (=0
et g, () = 0 sont équivalentes.
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On désigne par C’J le c6ne des éléments de S*(N) de rang < p ;
ensemblistement on a C = ¢ ﬂ (0O). 1l est classique que GL(N) opére
transitivement dans Cp C p—1 5 €N particulier, et par définition méme
du groupe orthogonal O(N), la variété S2(N)-C est GL (N)-
isomorphe a GL (N)/O(N).

n—1

Remarque 2. — Identifiant ¢, a une application polynomiale sur
S2(N), u(yp, ) est proportionnel a p,. On a donc
S’MN)-C, , = S*(N),, , ~ GL(N)/O(N).

-1 u(p,)

Puisque les poids des vecteurs primitifs u(yp;) sont linéairement
indépendants, les u(p;) sont algébriquement indépendants. On va
démontrer que k[S2(N)]Y = k[u(p,),...,u(p,)].

Lemve 1. — Ona (R{S*(N)), 5 = k[ulp), .-, 4 @)y -

Preuve. — Puisque le groupe des caractéres de U est trivial, on a
les isomorphismes

K[S* N ),y = RISTM](,0)Y = KISP Ny 1Y

D’un autre coté, S2 (N) on) est GL(N)-isomorphe a [I’espace
homogéne GL(N)/O(N) (remarque 2) ; ainsi, la dimension de
Morg, (ny (87N, 5 » M(©))

OMN)  Daprés I'exemple 2 § 3 de

OMN) gt égale a 1 si

est égale a la dimension de M(w)
[8], on sait que la dimension de M(w)

n

n
o= 2 2a;0; avec a@q€EN,1<i<n et a,€Z
i=1

Vu I'isomorphisme de B-modules
k[S? (N)u(¢n)]U - gM (@)Y ® Homg () M(&), k[S? (N)y(p, 1)
et I'isomorphisme
M(@)" @ Homgy () M(&), A[S*(N),(, 1)
= Morg (yy (8*(N), ¢, 5, M(@))

(voir (1.1)), cela signifie que les composantes isotypiques du B-module
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(k[S? (N)]U )u(w,,) sont de dimension 1 et contenues dans

klu(p,), ..., u(‘pn)]u(¢n) ,

d’ou la conclusion.

LEMME 2. — On a

ulp, ) k[u(p,), .., ulp,)] = ulp,) k[S* N Nk[ulp,), ... ulp,)

Preuve. — Puisque les composantes isotypiques du B-module

klu(p,), ..., u(p,)l

sont de dimension 1 engendrées par les mondmes u(p, )*!. .. u(p, )in
et puisque les deux membres de I'égalité proposée sont des sous-B-
modules de k[u(p,),...,u(p,)], il suffit de vérifier qu’'un mondome
de la forme u(p,)"...u(p, ,)n—1 n’appartient pas a

u(p,) k[S2MN)1Y = (u(p,) k[SMN)DY.

Cela provient de ce que (u(yp,) k[S? (N)])U ,comme trace sur k[Sz(N)]U
de I’idéal de k[S*(N)] engendré par le déterminant, est un idéal premier
de k[S2 (N)]U d’une part, et de ce que, pourl < i < n, chacun des y;
ne s’annulant pas sur C,_, = apn_l (0), les u(yp,) n’appartiennent pas a
(u(p,) k[S*(N)])Y d’autre part.

PROPOSITION 1. — L’algébre k[C, ]V est une algébre de polynomes
a p indéterminées engendrée par les vecteurs primitifs u(yp,) correspon-
dant aux GL(N)-morphismes ¢;, 1< i< p.

Remarque 3. — La proposition signifie que la dimension de
14

Morg (ny (C,, M(&)) est égale a1si @ = Y 24; &;,4,EN,et est
i=1

égale & O sinon. De plus, puisque y; (donc u(yp;)) est homogene de
degré i, on a un GL(N)-isomorphisme

kIC,l, =~ _ @ M(é1 2a,,)

a; =0, Tia;=r

ou k[Cp ], désigne la composante homogene de degré r de k[Cp 1.
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Preuve de la proposition 1. — On commence par considérer le
cas ou p = n ;on a donc C = S?(N) et on a déja vu que les u(¢:)
sont des elements algébrlquement indépendants de k[S (N)] .
lemme 1 résulte qu'on a la situation que voici :

K[STN]Y > (R[SP(N)TY)
U il
klu@,),..., u((pn)] > klulp, ..., u(‘pn)]u(w,,) ’

L’égalité k[S? (N)]U =klu (p,)s - .., u(p,)]résulte alors tres facilement
du lemme 2.

Il est clair que la restriction de ¢; 4 C,, est (resp. n’est pas) iden-
tiquement nulle pourp + 1 < i< n (resp. 1 < i < p) (cf. remarque 1).
D’autre part, puisque un GL(N)-morphisme de C dans M(®) est la
restriction a C d’un GL(N)-morphisme de S? (N) dans M(&)(*), le
morphisme de restnctlon ¥ k[ST(ND)Y —~ k[C, 1Y est surjectif ; son
noyau étant clairement I'idéal engendré par les vecteurs primitifs u(y;)
correspondant aux ¢;, p + 1< i<n (k[C ] donc k[C, 1Y est intégre),
la proposition 1 est démontrée.

THEOREME 1. — La sous-variété fermée C, de S*(N) formée des
éléments de rang < p est normale ; la suite

C, - S*N) "B gt N

est une présentation de C,.

Preuve. — La premiére assertion résulte de la proposition 1, du
théoreme 1 § 1 et du fait que la variété C , est irréductible (comme
étant presque homogene pour I'opération de GL(N)).

Comme ClJ est invariante par GL(N), I'idéal a de C, dans k[S*(N)]
est engendré par un sous-GL(N)-module de k[S*(N)]. On note M, le
sous-GL(N)-module de k[S*(N)] engendré par ulp), 1 <i<n ety
le morphisme de restriction k[S2(N)]Y — k[Cp]U. Le noyau de ¢ est
engendré par u(«ppﬂ), ..., u(p,) (cf. proposition 1) ;en premiere ap-

n
proximation, I'idéal o est donc engendré par $+ . M,. Pourdémontrer
i=p

la seconde affirmation du théoréme, il reste encore a prouver que I’idéal

(*) L’homomorphisme surjectif HomM(&)', £[S* (N)]) > Hom(M(w)', X[C,])
reste surjectif aprés passage aux invariants par GL(N).
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de k[S?(N)] engendré par M, ;, contientM,,p + 1< i< nOr d’apres
la remarque 1, M; est égal au sous-espace (€ o ¢;) .cs2(oiny’ 5 d€ plus,
le composé

i® v

S2(N) S STA' N)® SE(N) > ST (AT N,
ou ¢ est la restriction 2 S>(A' N) ® S*(N) du morphisme canonique
Hom (AN, A'N) ® Hom(N',N) > (®*(A'N)) ® (®2N) —
- ®2(Ai+lN) - S2(Ai+lN)

est égal (a un multiple preés) a ¢, ., (voir le début du n° 1 de Pannexe)
ce qui achéve la démonstration du théoréme.

2.2 Soit N un espace vectoriel de dimension n. Le groupe GL(N)
opere dans A*(N). Pour 1< p < [n/2], on a le GL(N)}morphisme

g, t A2(N) > A% (N)
a = OAN...ANQ

a valeurs dans le GL(N)-module irréductible de poids dominant @y -
On désigne par Cp le cone des éléments de A2(N) de support de
dimension < 2p ; identifiant A2(N) avec I'espace vectoriel des appli-
cations linéaires o : N’ = N telles que a = — tq, Cp devient le cdne
des éléments de rang < 2p. Ensemblistement, on a C, = gp;lﬂ(O) ;
de plus, le groupe GL(N) opere transitivement dans C,—C,_:.

PROPOSITION 2. — L’algébre k[Cp]U est une algébre de polynomes
a p indéterminées engendrée par les vecteurs primitifs u(yp,) correspon-
dant aux GL(N)-morphismes ¢;, 1< i< p.

Preuve. — (a) Lorsque n = 2m est pair et apres identification de
A" (N) avec k, g, est une application proportionnelle au pfaffien sur
A%(N) ; il est alors bien connu que ¢,, €st un générateur de I’algebre
k[/\2 (N)]SL(N) et par suite que yp, est un élément irréductible de
I’anneau k[A%(N)]. Par définition du groupe symplectique Sp(N),
A*(N)-C,,_, est GL(N)-isomorphe a GL(N)/Sp(N).

En suivant exactement le méme schéma de démonstration qu’au
numéro (2.1), et en utilisant cette fois 'exemple 1 du § 3 de [8], on
prouve la proposition lorsque n = 2m est pair.
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(b) Lorsque n = 2 m + 1 est impair, on considére un sous-espace
M de dimension 2 m de N ; on identifie GL(M) a un sous-groupe de
GL(N) et A2(M) a un sous-espace de A2(M). Le stabilisateur H de
sous-espace A2(M) dans GL(N) contient un sous-groupe unipotent
maximal U de GL(N) ; en fait U n’opére effectivement dans A*(M)
que comme sous-groupe unipotent maximal U’ de GL(M) : en effet,
dans une base de N dont les 2m-premiers vecteurs engendrent M, H est

de 1a forme
GLM) *
0 x]

On note enfin C, M) (resp. C (N)) le cone des éléments de A2(M)
(resp. A% (N)) de rang < 2p ; on a GL(N).C, (M) = C,(N). Par res
triction, on a des homomorphismes

¢ : k[C,N)]Y > k[C,m)]Y = k[C,M)]"

dont on va montrer que ce sont des isomorphismes. De 1a et de la partie
(a) de la preuve résultera l'affirmation de la proposition lorsque
n=2m-+ 1.

Soit f = u(p) € k[C,(N)]V ; dire que f€ Ker (¢) signifie que la
restriction a CP(M) du_GL(N)-morphisme ¢ de Cp (N) est nulle ; or
puisque Cp(N) = GL(N).CP(M), cette condition implique que ¢ est

: Phomomorphisme ¢ est donc injectif. Comme enfin I'image par
q,'> des u(p;ic (N)) 1 < i< p, constitue un systéme de générateurs de

k[C, (M)]U (c’est la proposition 2 dans le cas n = 2m), ¢ est surjectif.

THEOREME 2.— La sous-variété fermée C, de A*(N) formée des
éléments de rang (ou de support de dimension) < 2p est normale ;
la suite

¥
C, » AXN) B APTI(N)

est une présentation de C,.
La preuve du théoréme 2 est semblable a celle du théoréme 1.

2.3 Soit M et N deux espaces vectoriels de dimension m et n
respectivement. On fait opérer le groupe GL(M) x GL(N) dans
E = HomM,N) par (s,t).a =tas !, s€GLM), t€GLN), a€E.
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Pour 1< p < inf(m,n), on a le GLM) x GL (N)-morphisme
Pp E - Hom (A” M), A’ (\)).
ar AP«

On désigne par C‘p le cone des éléments de E de rang < p ; ensemblis-
tement on a C, = ¢}, (O). Le groupe GL(M) x GL(N) opére transi-

tivement dans CP—CP_l .

Dans ce numéro, on note U un sous-groupe unipotent maximal
de GL(M) x GL(N).

PorosITION 3. — L’algébre k[C » 1Y est une algébre de polynémes a
p indéterminées engendrée par les vecteurs primitifs u(p;) correspon-
dant aux GL(M) x GL(N)-morphismes ¢,, 1< i< p.

Preuve. — (a) Lorsque m = n et apres identification de M avec N
et de Hom(A" (N), A" (N)) avec k, ¢, est une application proportionnelle
au déterminant sur E ; il est alors bien connu que g, est un générateur
de K[E]SL(MNXSL(N) et par suite que ¢, est un élément irréductible
de I’anneau k[E]. La variété E—C,_, est GL(N) x GL(N)-isomorphe 2
GL(N) x GL(N)YK ou K ={(s,5), s € GL(N)}.

La démonstration de la proposition 3 lorsque m = n se fait comme
celle de la proposition 1. Pour obtenir I'analogue du lemme 1, il est
nécessaire de connaitre la dimension de Hom(P,Q)* (P,Q deux
GL(N)>modules irréductibles) ; or cette dimension est égale a dim
Homg L(N) (P,Q)) et vaut 1 ou O suivant que P et Q sont isomorphes
ou non (puisque K est 'ensemble des points fixes de I’automorphisme
involutif (s,z) = (¢,s) de GL(N) x GL(N), ce résultat rentre aussi dans
le cadre de [8]).

(b) Lorsque m # n, m < n par exemple (aux changements évi-
dents prés, le cas m > n se traite de la méme manieére) on procéde
comme pour la proposition 2. On identifie M a un sous-espace de N,
G' = GLM) x GL(M) a un sous-groupe de G = GL(M) x GL(N) et
E' = Hom(M,M) 2 un sous-espace de E = Hom(M,N). Le stabilisateur
H du sous-espace E’ dans G contient un sous-groupe unipotent maxi-
mal U de G ; en fait U n’opére effectivement dans E' que comme sous-
groupe unipotent maximal U’ de G' : en effet, dans une base de N
dont les m-premiers vecteurs engendrent M, H est de la forme
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GL(M) O
GLM) x

* *

On note Cp (resp. C",) le cone des éléments de E (resp. E') de rang
<p;ona G.C;, = Cp et par restriction des homomorphismes

¢ : k[C,1Y — k[C,1” = Kk[C,]”

dont on montre comme au numéro (2.2) que ce sont des isomorphismes.

THEOREME 3. — La sous-variété fermée C, de Hom(M,N) formée
des éléments de rang < p est normale ; la suite

©
C, > HomM\N) > ' Hom(A?*' (M), A°*'(N))

est une présentation de C,.

La preuve du théoréme 3 est semblable a celle du théoréme 1.

3. Sur la théorie des invariants des groupes classiques.

3.0 Les notations et conventions sont celles des paragraphes
précédents.

Soit G un groupe algébrique réductif et X une variété algébrique
affine ; on suppose que G opére (morphiquement) dans X. La sous-
algébre k[X]€ de k[X] formée des fonctions réguliéres sur X invariantes
par G est de type fini ; on définit alors une variété algébrique affine
X/G par k[X/G] = k[X]® et on désigne parm : X > X/G le mor-
phisme correspondant a I'inclusion k[X]¢ C k[X]. Le morphisme 7 est
surjectif et possede la propriété universelle que voici : pour toute
variété algébrique affine Y et tout morphisme ¢ : X - Y tel que
o(5.x) = p(x), x €EX, s €EG, il existe un unique morphisme y : X/G - Y
tel que Y o m = . Pour plus de détails au sujet du morphisme 7 voir
[5] chap. 1.

L’expression “un point en position générale dans X posséde la
propriété (P)” signifie qu’il existe un ouvert dense de X formé de
points vérifiant (P).



SUR LA THEORIE DES INVARIANTS DES GROUPES CLASSIQUES 19

3.1 Soit N un espace vectoriel de dimension n et f€ S*(N’) une
forme bilinéaire symétrique sur N de rang maximum. Le groupe GL(N)
opére dans S2(N") ; on note O(N) le sous-groupe d’isotropie de f. Soit
M un espace vectoriel de dimension m. On considére les GL(M) x O(N)-
modules E = Hom(M,N) et S?(M’) (O(N) opérant trivialement dans
S?(M")). On a alors un GL(M) x O(N)-morphisme

x:E - $*M)
oa = a*(f)
ou a*(f) est la forme bilinéaire symétrique sur M définie par
o*(f) (x,y) = fla(x), a()), x,y EM ;
par définition de m : E = E/O(N), x se factorise en

E
N\
v
E/O(N) —> SZ(M')

ou ¥ est un GL(M)-morphisme.

THEOREME 1. — Le morphisme  est une immersion fermée
d’image le cone C,, de S2(M') formé des éléments de rang < n.

Pour démontrer ce théoréme, on a besoin de deux lemmes.

LEMME 1. — Soit X et Y deux variétés algébriques affines irréduc-
tibles et réduites et Y : X = Y un morphisme surjectif et birationnel.
Si Y est normale, alors y est un isomorphisme.

Preuve. — On note A = k|y¥], B = k[X] et K le corps des quo-
tients de A ; identifiant A a son image dans B, on peut supposer que
A C B CK. D’apres le corollaire du théoréme 2 et le théoréeme 4 du
§ 1 de [2], A est I'intersection N 1 Ab’ ou I est ’ensemble des ideaux

premiers de hauteur 1 de A ; de plusles Ay sont des anneaux de valua-
tion discréte. On suppose alors que A est distinct de B ; il existe donc
beEBethEItelquebd Ap Puisque les corps des fractions de A, Ap
et B coincident, b s’écrit b = u’g ot u € p est une uniformisante pour
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Ay, r < 0 et g un élément inversible de Ay ; on écrit encore g = a'/a”’,
a', a''€ A-p, d’ou I'égalité bu’a’’ =a’' dans B. Comme a’ ¢ b, il
existe un idéal maximal m, de A tel que hC m, et a ¢ m,. Soit alors
m, un idéal maximal de B tel que m, N A = m, (un tel idéal existe
d’aprés I'hypothése de surjectivité de y). Alors, a' € m, d’une part et
bu='d"' € m, d’autre part, ce qui contredit ’égalité a’ = bu="a"".

LEMME 2. — On suppose m = n ; pour tout « € E de rang maxi-
mum, X 'x() = O(N).a.

La preuve du lemme 2 n’offre pas de difficultés.

Preuve du théoréme 1.— (a) On a x(E) = Y(E/ON)) =C,,.
Puisque 7 est surjectif, il suffit de montrer que 'image de x est égale a
C,. Cette image est contenue dans C, et contient visiblement un élé-
ment de rang p pour 0 < p < inf(m,n) ; puisqu’elle est stable par
GLM), elle coincide nécessairement avec C, .

(b) Pour m = n, le morphisme ¢ : E/O(N) - C,, est birationnel. On
note V I'ouvert de E formé des éléments de rang maximum. D’apres
le lemme 2, pour €V, on a7 'm(a) = x~ 'x(@) = ON).« ; le mor-
phisme ¢ : 7 (V) = x (V) est donc bijectif, d’ou I’affirmation (en
caractéristique nulle, un morphisme bijectif est birationnel ; cf. [12] § 4
n°4et§5n°3,0ug§S5n’4).

(c) I résulte du théoréme 1 du § 2, du lemme 1 et de (a) et (b) que
Y : E/O(N) = C, estun isomorphisme lorsque m = n.

(d) Lecasm < n.

Soit § un homomorphisme surjectif N - M ; a § correspondent
des homomorphismes injectifs E > Hom(N,N) et S>M') - S?(N') :
le premier commute aux opérations de O(N) et induit une immersion
fermée E/O(N) - Hom(N,N))O(N). On a de plus le diagramme com-
mutatif

s*M) -  S*(N)

W

E/O(N) - Hom (N,N)O(N)

ou y, et Y, sont comme dans’énoncé du théoreme. D’aprés ce qui
précede, Y, est surjectif et , un isomorphisme ; on déduit alorsim-
médiatement du fait que les fleches horizontales de ce diagramme re-
présentent des immersions fermées, que ¥, est un isomorphisme.
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Remarque 1. — L’affirmation du lemme 2 est encore vraie lorsque
m < n pour « en position générale dans E ; sa démonstration n’étant
plus tout-a-fait évidente, il a paru plus simple (et plus court) de déduire
lecasm < nducasm = n.

Suivant (2.1), pour 1< p < m, on désigne par ¢; le GLM)-
morphisme §?(M') > S?(A? M") défini par ¢, (@) = AP, « € S*(M")
identifié 4 un élément de Hom(M,M'). Le corollaire que voici est une
conséquence immédiate du théoréme 1 ci-dessus et du théoréme 1 § 2.

COROLLAIRE. — La suite
EON) % s2u’y ‘Tt sttt M)

est une présentation de la variété E/O(N).

Remarque 2. — Soient (m,) et (n,.) des bases respectives de M et
N ; soient (u;) et (v;) les bases duales. Soit f€ S*(N') définie par
flagn;) =26, i, j=1,...,n Au moyen de ces bases, on identifie
E avec ’ensemble des matrices n x m et S*(M') avec I’ensemble des
matrices symétriques m x m, si bien que x est ’application a - ‘oo
Notant enfin x; les vecteurs colonne de o, 1< i< m, le corollaire
précédent redonne les résultats classiques relatifs a kK[E]°(™ (cf. [9]
chap. I § 9 et 17), a savoir que I'ensemble des “produits scalaires”
(x;,x;) constituent un systeme de générateurs de kK[E]°M  qu’il n’y
a pas de relations entre ceux-ci si m < n, et que toute relation pour
m > n est conséquence des relations exprimant que les mineurs d’ordre
(n + 1) de la matrice symétrique ((x; ,X;)) sont nuls.

3.2 Soit N un espace vectoriel de dimension 2n et f€ A?(N') une
forme bilinéaire antisymétrique sur N de rang maximum. Le groupe
GL(N) opére dans A>(N') ; on note Sp(N) le sous-groupe d’isotropie
de f. Soit M un espace vectoriel de dimension m. On considére les
GLM) x Sp(N)}modules E = Hom(M,N) et A*(M') (Sp(N) opérant
trivialement dans A2(M’)). On a alors un GL(M) x Sp(N)morphisme

x:E - A?M)
a = a*(f)
ou a*(f) est la forme bilinéaire antisymétrique sur M définie par
o*(f) (x.y) = flakx), ap)), x,yEM ;
par définition de m : E/Sp(N), x se factorise en
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E
N\
v
E/Sp(N) ~> A*(M')

ou Y est un GL(M)-morphisme.

Exactement comme au numéro (3.1) on démontre le théoréme
suivant et son corollaire.

THEOREME 2. — Le morphisme  est une immersion fermée
d’image le cone C, de A*M') formé des éléments de rang (ou de
Support de dimension) < 2n.

Suivant (2.2), pour 1< p < [m/2], on désigne par ¢, le GL(M)-
morphisme A2(M’) > A*’(M’) défini par ¢, (@) = an. .. o (p-fois).

COROLLAIRE. — La suite

Pn+1

E/SoN) > APM) 5 AP )

est une présentation de E/Sp(N).

Remarque 3. — L’affirmation analogue a celle du lemme 2 selon
laquelle x"x(a) = Sp(N).a pour a en position générale dans E nest
pas vraie pour m impair plus petit que 2n ; ¢’est aussi une raison pour ne
pas prouver directement que y : E/Sp(N) - C, est birationnel pour
m < 2n (cf. remarque 1).

Remarque 4. — Soient (m;) et (ny) des bases respectives de M
et N ; soient (y;) et (V,.) les bases duales. Soit f€ A2(N’) définie par
fn) =38, 55 8;4y,; 1<i<j<2n, 1< s<n. Aumoyen de ces
bases on identifie E avec 'ensemble des matrices 2n x m et A*(M’)
avec I’ensemble des matrices antisymétriques m x m, si bien que x
est I’application &« = "o Ao ou
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Notant x; les vecteurs colonne de &, 1 < i<<m, le corollaire pré-
cédent redonne les résultats classiques relatifs a un systéme de généra-
teurs de K[E]SP® (cf. [9] chap. VI § 1) : Pensemble des “produits
scalaires alternés” [x;,x;] engendre K[E1S*®™ Au méme endroit
H. Weyl donne comme systéme de générateurs pour I’idéal des relations
entre les [x,,x:] les n (comprenez n + 1) relations

irXj
J, =2 % [xg,p0] by X2 ) X215 %2,] =0
Jz =2t [xo 7)"0][-’51 ,yl] [xz ,)’2] [X3 ,X4]. .. [xzn-l’xzn]=0

Jn+[ Ezt [xo ’yO] [xlayll"~[x2nay2n] =0

ou les sommations sont étendues a ’ensemble des permutations des
2n + 1 vecteurs x,,x,,..., X,, (en tenant compte de la signature).

Pour interpréter ces relations, on a besoin de quelques notations.

Pour s = 1, on définit
i, : A (M) > HomM, A~ ' (M")

par [i; (@) W] (z,,. ..,z ) =aW,z;,...,2,_,), ¥, 2, EM | Télé-
ment i, (@) (¥) de A°~ 1 (M) est donc égal au prodult intérieur i (y) «
deyEM et xEA°M).

Pour w € A2(M') et 1<s<n+ 1 on pose ensuite
Js(w) . A2S—1(M) - A2n+1(MI)
Gy o3 Vas )P i WA A, ) wAaw" ™ FL

Alors, les résultats de H. Weyl signifient que la suite
v n+1
E/Sp(N) > A*(M) - @ Hom (A™ ' (M), A**' (M)

w J(w),..., ], (W)

est une présentation de la variété E/Sp(N).
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D’autre part, puisque le produit intérieur i(y) est une anti-
dérivation de A(M"), on a le diagramme commutatif (2 une homothétie
pres).

A2n+2 (M')

v,y’
A?M")

HomM , A" (M"))

ou i, est injectif. L’énoncé du corollaire du théoréme 2 peut donc
prendre la forme : la suite

E/Sp(N) ——> A% (M) —1= Hom(M , A>**1 (M"))

est une présentation de E/Sp(N). On en déduit que les relations (*)
sont surabondantes et en fait que les relations J;, s > 1, sont consé-
quences de J,. Une preuve directe de ce résultat est donnée dans
I’annexe.

3.3. Soit N, P et Q des espaces vectoriels de dimension n, p et gq
respectivement. On considére les GL(P) x GL(Q) x GL(N) — modules
E = Hom(®P, N) x Hom(Q, N') et Hom (P, Q") (GL (N) opérant trivia-
lement dans Hom (P, Q')). On a alors un GL (P) x GL(Q) x GL(N)
— morphisme

x : E—=Hom(P, Q')

(CY 5 B)'_—> tﬁa
qui par définition de m# : E— E/GL(N) se factorise en
E
N
E/GL(N) —Y> Hom(P, Q")

ou ¥ est un GL(P) x GL(Q) — morphisme.
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THEOREME 3. — Le morphisme 1 est une immersion fermée
d’image le cone Cn de Hom (P, Q') formé des éléments de rang < n.

La démonstration du théoréme 3 se fait comme celle du théo-
réme 1. On commence par supposer que min (p, g) = n, auquel cas il est
facile d’avoir un analogue du lemme 2 (i.e. pour x en position générale
dans E, X~ 'X(x) = GL(N). x) ; on déduit ensuite le cas min(p, @) <n
du cas min(p, q) = n.

Suivant (2.3.), pour 1 < s < min(p, g), on note p_le
GL(P) x GL(Q) — morphisme Hom(P, Q') ——> Hom(A*(P) , A%(Q"))

défini par A (o) = Ao, «a € Hom(P, Q). En utilisant cette fois le
théoréme 3 du § 2, on obtient le

COROLLAIRE. — La suite
E/GL(N) —%—Hom(P, Q') 21> Hom(A"* 1 (P) , A"*1(Q))

est une présentation de E/GL(N).

3.4. Soit M et N deux espaces vectoriels de dimension m et n respec-
tivement. On considére les GL(M) x SL(N) — modules E = Hom(M , N)
et Hom(A"(M), A"(N)): le dernier n’est différent de 0 que pour
m=n, le groupe SL(N) y opére trivialement et considéré comme
GL(M) — module, il est irréductible. On a alors un GL(M) x SL(N) —

morphisme

X : E ——=Hom(A"(M), A"(N))

oa—> AN«

qui par définition de # : E—E/SL(N) se factorise en

N

E/SL(N) ———>Hom(A"(M) A" (N))

ou ¥ est un GL(M) — morphisme (x est le morphisme ¢, considéré en
(2.3)).
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THEOREME 4. — Le morphisme . est une immersion fermée
d’image l'adhérence de l'orbite d’un élément primitif du GL(M) —
module irréductible Hom (A" (M) , A"(N)).

La preuve du théoréme 4 est semblable a celle du théoréme 1.
On suppose que m = n (sinon E/SL(N) = {*} et il n’y a rien 4 démon-
trer). Pour montrer que I'image de ¢ est égale a I'adhérence C de
lorbite d’un élément primitif de Hom(A"(M), A"(N)), il suffit
de montrer que I'image de x est égale a C. On vérifie trés facilement
que si € E est de rang n (resp. de rang < n), alors x(a) EC — (0)
(resp. x(a) = 0) ; on a donc X(E) C C et x(E) # (0), d’ou I’affirmation
puisque X(E) est stable par GL(M) et puisque GL(M) n’a que deux
orbites dans C. On procéde ensuite comme en (3.1) en utilisant cette
fois le théoréme 2 du § 1.

Remarque 5. — Un systéme de générateurs de I'idéal de C dans
Hom(A”(M) , A"(N)) =~ A*(M') est bien connu (cf. [4] vol. 1 chap. 7
§ 7); on peut interpréter ces résultats en disant que la suite

]
A"(M') —— Hom(A™ (M) , A""* (M"))

w—=> i) wAw)

C

ouy=U,,... ,yn_l) et i(¥) w est la forme linéaire sur M définie
par [i(y) w] 2) = W, ... Vot z) —avec les notations de I’annexe
p(w) est égal i, ,(w)Aiy(w) — est une présentation de C.

Annexe .

Cette annexe se rapporte a la remarque 4 du § 3 ; on y donne
une preuve directe du fait que le systeme de relations J,,...,J

n+1
entre les générateurs de k [E]S?™ est surabondant.

1. Soit M un espace vectoriel de dimension finie ; on note M’ le
dual de M, AP(M) la puissance extérieure p-ieme de M et A(M)
I'algébre extérieure de M. On considére 'algébre produit tensoriel

AM)® AM’) ; par transport de structure, on obtient une structure
d’algebre associative sur Hom(A(M), A(M')) dont le produit est
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comme suit : pour u € Hom(A"(M),,A(M")) et vEHom(A*(M) , A(M)),
le produit u Av de u et v est I’élément de Hom (A" S(M),A(M"))
défini par

1
uho,, ..., 5, =l Ze@uWyyy oYy A

U(ya(r+l) AR ) yo('..‘..s) )’
la somme étant étendue a I’ensemble des permutations de{1,...,r + s},
¥y, €M.

Remarque. — I’application Hom(M , M') - Hom(A"(M) , A"(M"))
qui a u fait correspondre u A---A u (r-fois) est a un facteur prés
celle qui est induite par le foncteur A’.

Pour r = 0, on introduit les h&)momorphismes
i, : A(M') —— Hom(A"(M) , A(M'))

définis pour « € AS(M") par

(@) (2,0 2] (yyee s ¥ )=,y 2,0 P ey Y, )

S—r
lorsque s = r et par ir(a) = 0 lorsque s < rYi % € M.

Dans la suite on se donne deux entiers positifs p et g. On considere
les homomorphismes

f,: @ (A*M') — Hom(AP(M) . A%~ 7 (M"))

définis pour max (0, p— q) < r< [p/2] par la formule
[(0® . Qw,) =i (w)A--Ai(w)Ai (W, )A. .. A

zl(cop") A lo(wp—r+l

YA .. A io(“’q)'
De plus, on définit un homomorphisme
g : & (A*(M') — Hom(A? (M) , A*9=P(M"))
par la formule
8w ..0w,) =i(wA . . Aw).

Le but de ce numéro est de démontrer le résultat suivant :
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LEMME. — Il existe des constantes non nulles ¢, (ne dépendant
que de p, q et r) telles que, pour tout w € A*(M'), on ait

fol2]
g(we . .®w) = ¥ ¢, f(w®. . .0w)
r=max(0,p—q)

Preuve. — a) On désigne par G le groupe des permutations de
{1,...,}2q et par P; la paire {2j — 1, 2j}, 1 <j <g4. Pour max
O,p—q)<r<|[p/2], on note A, le sous-ensemble de & formé
des permutations ¢ telles qu’il existe 7 paires P, avec o(P;) C {1, ..., p}
et p— 2r paires Pi avec G(P,.) N{1,...,p} est réduit & un élément.
On désigne par G le sous-groupe de © formé des o telles que
o{l,...,p) ={1,...,p} et par H le sous-groupe de G formé des
éléments qui induisent une permutation des P,, 1 <1< g : on fait
opérer G x H dans G par (0, ,02).0 =0, 00;! ,0,€G,0€6,
0, € H. Il est facile de vérifier que A est G x H - homogeéne.

b) On considére l'opération naturelle de & dans le produit

129 M, puis I'opération associée de G dans I'ensemble des fonctions
sur 1129 M.

A tout w € A?(M"), on fait correspondre I"application
W MM — &

q
y = (yl" .. syzq)"_—')illl w(y2i_l :yzi)'
Puisque w est alternée, on a 0. w? =_€(0)w? pour 0 € H. De laet
du fait que A, est G x H-homogene, résulte que la somme

Z e() 7.

7€G.0

est indépendante du choix de 0 € A_; par suite, il existe des constantes

non nulles a, — en faita, = 2° _2’<:) (;— r2r) — telles que

Y eMrei=a Y e@)7.uf

TEA, 7€G.0

ou p est I’élément de A, dont la restriction a {1,...,2r} et
{2p—2r+1,...,2q} est I'identité et dont la restriction a
{2r+1,..., 2p — 2r} est du genre
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("1”2 R YIS nzs)
n n

nlnsﬂ...n]. nsﬁ... s 2s

¢) Par définition on a

2P (£ (8. .. ®W) By Y By aPy,) =

}..G €(0) W01 Vo)) - P01y Vo) D01y Yagorn) -+ - -
[

o @00 s Vozp-2n) PVzparty * Yozp-2rt) -+ W o2g-1) + Yo(2g)

= Y e@e@r.w? ).

7€G.p

On a donc :

28w ..@W) ¥y, Y I Wpyysea¥y) = Y €M@ ()=

e
[p/2] . a _ [p/2] a
¥ Y (1. ()= Y o a4y emr.o)
r=max(0,p—q) TEA, r=max(0,p—q) 7€G.p
lp/2]

= ¥ €(p)a, 2977 [f(wWB...®W) (¥ .-, ¥ Wy s 3¥yp),
r=max(0,p—q)

d’oui la conclusion.
2. On rappelle que pour w € A?(M’), la relation J, est donnée par

J (@) s APTHM) —— A (M)

(‘yl,...,y2s_l)r——>i(yl)wA...Ai(y2s_l)wAw"“"“_

et que J est équivalente a ¢, .

Posant p =2s—1 et g=n+s, J(w) est proportionnel a
fo(w& ..Qw) ; de plus,‘pour 0<r<s—1=[p/2], le produit dans
Hom(A(M), A(M")) de iz(w) A A iz(w) (r-fois) et de Js_r(co) est
proportionnel a f,(w® ..®@w). On a donc les diagrammes commutatifs
(2 homothétie pres).
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®"tS(AM) —Ir 5 Hom(A*~'(M), A™* ' (M)

A
A* (M)

dol

@ (A’M)®A* (M) —zﬂ—>Hom(A2’ (M), k) ®Hom(A>*~21 (M) ,A?"" 1 (M"))

ou les fleches d sont les applications diagonales‘ w*r w®....®w.

D’autre part, on a le diagramme commutatif

A2 ) — L @nv s (A2 M) —E = Hom(A1 (M), A27*1 (M)

e S L

A2n+2 (M )®A2s—2 (M ) _____>A2n+2s (M )

Le lemme montre alors que la relation J, est conséquence des

relations Js T et i donc des relations JS_ , )

10 1 TR 1
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