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SUR LA THÉORIE DES INVARIANTS
DES GROUPES CLASSIQUES (*)

par Thierry VUST

Soit N un espace vectoriel de dimension finie (le corps de base k
étant algébriquement clos et de caractéristique nulle), N' le dual de N
et S un sous-groupe du groupe des automorphismes de N. On consi-ê m*
dère l'espace vectoriel E = N©©N' et l'opération naturelle de S
dans E. La théorie (classique) des invariants des groupes classiques,
comme elle est exposée dans le livre de H. Weyl : thé classical groups,
consiste en la description de l'algèbre k[ E]5 des fonctions polynomiales
sur E invariantes par S (celles qui vérifient f(s.x) =/(x), s G S, x G E)
lorsque S est le groupe spécial linéaire, le groupe (spécial) orthogonal
ou le groupe symplectique. H. Weyl procède par voies algébriques
(avec comme outil essentiel une identité de A. Capelli) et explicite
dans chaque cas un système de générateurs et relations pour les algèbres
k[E]8. Dans le premier appendice de leur article [l], M. Atiyah,
R. Bott et V.K. Patodi traitent un cas particulier en faisant usage de la
théorie de Galois. Ici on reprend ce problème en utilisant des techniques
de nature géométrique.

Pour illustrer nos techniques (et orienter le lecteur), nous allons
traiter dans ses grandes lignes le cas du groupe symplectique.

Rappelons tout d'abord que la donnée d'un système de générateurs
de la k-algèbre kfE]8 (qui est de type fini puisque S est réductif) est
équivalente à celle d'un homomorphisme surjectif

V ^ : k [ x , , . . . , x . ] ^ k[Ef ;

(*) Ce travail est une reprise de la première partie de la thèse de Fauteur et
a été réalisé en partie pendant un séjour au laboratoire de Mathématiques Pures
de l'Université de Grenoble.
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le noyau Ker(V/) de i// est alors F idéal des relations entre ces généra-
teurs ; la donnée d'un système de générateurs de Ker(^) revient cette
fois à celle d'un homomorphisme ^ : k [ y ^ , . . . , y ] -> k[x p . . . ,x ]
tel que Ï(m) = Ker(i^), où m désigne l'idéal maximal ( y ^ , . . , y^ ) de
k[y^ • • • .Vq}- On désigne par E/S la variété algébrique affine dont
l'algèbre k[E/S] des fonctions régulières est ^[E]8, par P (resp. Q) un
espace vectoriel de dimension p (resp. q), de sorte que

k[P] = k [ x , , . . . , x ^ ]

(resp. k[Q] = k [ y ^ , . . . , y ^ ] ) . La donnée d'un système de générateurs
et relations pour ^[E^ revient donc à celle d'une présentation de la
variété algébrique affine E/S, i.e. d'une suite de morphismes

\h <fl

E/S -> P -> Q

telle que
(a) V/ est une immersion fermée ;
(b) ^ induit un isomorphisme entre E/S et la fibre (^""KO).

Soit/^ A^N') une forme bilinéaire alternée non dégénérée sur N (qui est
donc de dimension In) ; on note Sp(N) le sous-groupe d'isotropie de
/ pour l'opération de GL(N) dans A^N). Les deux Sp(N)-modules
N et N' sont isomorphes si bien qu'il suffit de considérer le cas où
E =©N ; on identifie alors E avec Hom(M , N) où M est de dimension
m ; le groupe Sp(N) opère dans E par s.a = s o a, sGSp(N), a G E.

On considère le morphisme

X : E -^ AW)

a -> a*(/)

où a*(/) est le "pull back" de /sur M défini par

a*(0 ( x , y ) =f(a(x),a(y)),x,y^M.

On note TT : E -> E/Sp(N) le morphisme correspondant à l'inclusion
^[E]SP(N) ^ A-[E] ; puisque \(s. a) = y(a), s^ Sp(N),aE E, le mor-
phisme x induit un morphisme ^ : E/Sp(N) -^ A2 (M') qui rend le
diagramme

^/^ ^K x^ ^
E/Sp(N) -^ A2 (M')
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commutatif. On considère enfin le morphisme

^i : A2 (M') -> A2^2 (M')

a? (-^ a? A. . .A a; .

On a alors le

THEOREME. - La suite

E/Sp(N) ^ A2 (M') ^1 A2^2 (M')

est une présentation de E/Sp(N).

Preuve. — Le cas où m < în se déduit facilement du cas m = în ;
on va donc supposer dans la suite que m > în.

On commence par montrer que l'image V/(E/Sp(N)) est le cône
C^ de A2 (M') formé des éléments de support de dimension < în et
que i//, considéré comme morphisme E/Sp(N) -> C^ est birationnel
(le support de c jGA 2 ^^) est le plus petit sous-espace vectoriel V
de M' tel que c^GA2^)).

D'un autre côté, on dispose du résultat suivant qui a été commu-
niqué par R.W. Richardson :

(1) Soit X et Y deux variétés algébriques affines irréductibles et
réduites et ^ : X -> Y un morphisme surjectif et birationnel. Si Y
est normale, alors ^ est un isomorphisme.

Dès lors, la difficulté se concentre sur l'étude de la sous-variété
C^ de A2 (M7) : pour démontrer que ^ : E/Sp(N) -> C^ est un iso-
morphisme, il suffit de prouver que C^ est normale ; pour enfin obtenir
les relations, il faut identifier un système de générateurs de l'idéal de
C^ dans k[A2 (M')]. La clef de cette étude est formée des deux résultats
que voici :

(2) Soit G un groupe algébrique réductif connexe, Vun sous-groupe
unipotent maximal de G et X une variété algébrique affine irréductible
réduite ; on suppose que G opère dans X. Alors, pour que k[X] soit
intégralement clos (i.e. X normale), il faut et il suffit que k[X\^ soit
intégralement clos,

(3) On note U un sous-groupe unipotent maximal de GL(M).
L'algèbre k^fM')^ est ^:œ algèbre de polynômes à [m/î] indéter-
minées.
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Le résultat (3) peut être précisé : l'inclusion C^ C A2 (M') devient
après passage aux invariants par U, une inclusion entre deux espaces
vectoriels. Pour le démontrer lorsque la dimension de M est paire (le
cas impair en découle facilement), on procède comme suit : le groupe
GL(M) opère dans A2 (M') et y possède une orbite ouverte isomorphe
à GL(M)/Sp(M) ; on a donc un homomorphisme injectif

^(M')^ -^ ^GLW/SpW^ ;

l'espace homogène affine GL(M)/Sp(M) étant symétrique, on peut
utiliser un travail antérieur [8] qui donne la structure de GL(M)-
module de l'algèbre /:[GL(M)/Sp(M)] ; on déduit de là la description
de l'algèbre k^LWSpQA)^ puis celle de ^[A2^')]0.

Au § 1 on démontre le critère de normalité (2). Le§ 2 est consa-
cré à l'étude de certains cônes (ceux du type C^ ci-dessus) qui four-
niront en fin de compte la réalisation géométrique des variétés
E/S (S = 0(N), Sp(N) ou GL(N)). Au § 3, on fait la théorie des inva-
riants des groupes classiques ; nos résultats ne sont complets que dans
le cas où S = 0(N), Sp(N) ou GL(N). Dans une annexe enfin, on jus-
tifie une divergence mineure entre nos résultats et ceux de H. Weyl
concernant les relations de ^[E]8^^.

1. Un critère de normalité.

1.0 Le corps de base k est algébriquement clos et de caractéris-
tique nulle.

Soit G un groupe algébrique réductif connexe ([5], [10]). On
suppose que G opère linéairement dans un espace vectoriel M ; on
notera M° le sous-espace des éléments de M laissés fixes par G et M'
le dual de M muni de l'opération (s.e)(x) = e(s~1 . x ) , s ^ G , eGM' ,
x^M. Soit X une variété algébrique affine ; on notera Â:[X] l'algèbre
des fonctions régulières sur X. Enfin, si H est un sous-groupe de G,
^[G]" désignera la sous-algèbre des fonctions de Â:[G] laissées fixes
par l'opération de H définie par (s.f) (t) == f(ts), sE H, t G G, /G Â:[G].
Le groupe G opère dans^G]" par(î./)(0 = f(s-10,^rEG,/E Â^G]" .

Lorsqu'on parlera d'un G-module M (sans autre précision), il est
sous-entendu qu'il s'agit d'un G-module rationnel de dimension finie,
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i.e. que la représentation G -^ GL(M) correspondante est rationnelle
([10] chap. 1 § 1).

1.1 Soit G un groupe algébrique réductif connexe et X une variété
algébrique affine où G opère (morphiquement). Soit M un G-module ;
un G-morphisme ^ de X dans M est un morphisme ^ : X -» M com-
mutant aux opérations de G dans X et M : ^p(s.x) = s.^pÇx), s^G,
x^X. Pour ^ : X -> M, on note <^ : M' -> k[X] rhomomorphisme
défini par <po(e) = e o <p, e G M' ; on obtient ainsi une bijection cano-
nique entre l'ensemble Mor^(X , M) des G-morphismes de X dans M
et l'ensemble Hom^ (M' , k[X]) des homomorphismes de G-modules
M' -> Â:[X].

Lorsque M est irréductible, l'ensemble Morç(X,M) est donc
une interprétation géométrique de la composante isotypique de type
M' du G-module k[X] : en fait cette composante isotypique est
canoniquement isomorphe à M'®Homç(M',/;[X]) via l'application
x®a ->• a(x), x^M\ a G Hom^ (M',fe[X]). Cette application est en
effet surjective par définition ; pour voir qu'elle est injective, il
suffit de prouver que si la famille ( c ^ , . . . , a p ) d'éléments de
HomG(M\fc[X]) est linéairement indépendante, alors les sous-espaces
Im(o^), . . . , Im(ap) sont linéairement indépendants. On suppose que
Q .̂ =/= 0, i = 1,. . . , p et on note J C { 1,. . , , p} un sous-ensemble
maximal tel que les sous-espaces (Im(ay))y^j sont linéairement indé-

p
pendants. On a .® Im(ay) = ^ Im(a,) : en effet, pour î ^ J ,

7 i= 1

Im(a,) H ® Im(a,) ̂  0,
/ e j /

d'où Im(a,) C ® Im(ûy) par irréductibilité de Im(a,). Maintenant,

si J ^ {1, . . . , p}, pour i ^ J et tout x e M', on peut écrire

°^) = S ^O^)
/^J

où les Xy sont les éléments de M' univoquement déterminés par x (les
Qy étant non nuls, sont injectifs) ; on obtient ainsi des applications
x ^ Xj qui commutent à l'opération de G dans M'. Par irréductibilité
de M7 encore une fois, il existe XyEfe tels que x. = \.x, donc tels que

^ = Z X, a,.
/ £ J
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Soit B un sous-groupe de Borel de G, U son radical unipotent ;
en particulier U est un sous-groupe unipotent maximal de G. On
rappelle que pour tout G-module irréductible M, le sous-espace M11 est
de dimension 1 ([11] exp. 15) ; le groupe B opère donc dans M^ via
un caractère eu : c'est le poids dominant de M relatif à B. Le poids
dominant d'un G-module irréductible caractérise ce G-module. Les élé-
ments non nuls de M^ s'appellent les vecteurs primitifs de M (relatifs
à B) :

On note M(c5) un G'module irréductible de poids dominant co.
D'après ce qui précède, de la décomposition du G-module Â:rX1 en
somme directe de ses composantes isotypiques, on déduit l'isomor-
phisme canonique

© (M(u)®HomG(M(ûJ),^[X]) -^ k[X]

d'où par restriction, l'isomorphisme

© (M^ ®HomG(M(o;), k[X]) ^ k^ ;
U}

on a encore les isomorphismes (canoniques à homothéties près)

MO^ ®HomG(M(o;), k[X]) ^ Mor^X^o;/).

Par transport de structure de ^[X]11 àOMorç (X,M(û3)), on obtient
CJ

une structure de fc-algèbre sur l'espace vectoriel © Mor^ (X,M((D)) :
CJ

si ^, E Morc(X, M(c^.)), i = 1,2, le produit de <^ et ̂  est défini par
la composition

X ^1-®^ M(cDi) ® M(o;2) ^ M(o:)i + 0:2)

et dépend du choix d'un élément non nul pr de l'espace vectoriel de
dimension 1 HomG(M(c<3i) ® M(œ^) , M(o;i + cj^)).

Remarque 1. - Si X est irréductible et réduite et si<^, n'est pas
nul, i = 1,2, alors le produit de (^ et (^ nîest P^ n°n plus nul
(puisque ^[X]17 est intégre).

1.2 On conserve les notations précédentes ; en particulier U
désigne un sous-groupe unipotent maximal de G. Puisque le G-module
^[G]0 contient tous les G-modules irréductibles exactement une
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fois(*), l'algèbre ^[G]11 est de type fini engendrée par ses sous-G-
modules irréductibles dont les poids dominants engendrent le monoïde
des poids dominants de G. On définit une variété algébrique affine
Z par k[Z] = ^[G^ ; le groupe G opère dans Z et y possède une
orbite ouverte isomorphe à l'espace homogène G/U : on note ZQ un
point de cette orbite dont l'isotropie est égale à U.

Soit X une variété algébrique affine dans laquelle le groupe G
opère. On a le morphisme de restriction 0 : k[X x Z] -> k[X x {^o}],
d'où on déduit, faisant opérer G "diagonalement" dans X x Z, un
homomorphisme \1^ : k[X x Z}0 -> k[X x {Zo}^.

PROPOSITION 1. - (**) L 'homomorphisme

^:k[XxZf ^ klXxiz,}^

est un isomorphisme.

Preuve. - Puisque l'ensemble G.(X x {z^}) des translatés par G
de X x { z o } est ouvert dense dans X x Z, ^ est injectif. On identifie
ensuite k[X] et k[X x {ZQ}] ; cela fournit à k[X x{zo}] une structure
de G-module dont la restriction à U coïncide avec celle provenant de
l'opération de U dans la sous-variété X x { z^} de X x Z. Soit alors
M un sous-G-module irréductible de k[X x { z o } ] et N le sous-G-
module de k[Z] = ^[G^ isomorphe au dual de M. On vérifie facile-
ment que 0 (M®N) est contenu dans M : en effet, pour/G À:[X],
^G^[Z],ona0(/ '®g)=^(Zo)/. Puisque dim(M ® N)0 = d i m ( M U ) = 1
et puisqu'on sait déjà que \p est injectif, M° est contenu dans l'image
de V/ ; ceci prouve que ^ est surjectif.

COROLLAIRE, -(cf. [3]) L'algèbre ^[X]0 est de type fini.
Cela résulte de la réductivité de G (cf. [5] chap. 1 § 2).

LEMME 1 — (cf. [7]) Soit A une k-algèbre commutative intégre,
K son corps des quotients et U un groupe unipotent opérant ration-
nellement dans A (par automorphismes de k-algèbres). Alors, le corps
des quotients de A0 est égal à K^.

(* ) Pour tout sous-groupe H de G, la multiplicité du G-module irréductible
M dans ^[G]" est égale à din^MT.

(**) La preuve de cette proposition a été obtenue en collaboration avec
D. Luna.
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Preuve. — II est évident que le corps des quotients de A^ est
contenu dans K^. Réciproquement, soit a/b un élément de K11, a, é G A.
Puisque U est unipotent, le sous-espace vectoriel de A engendré par
les (s.a)^^u contient un élément a' non nul invariant par U. On écrit

a ' = t \(s,.a) et b ' = J^ \(^,. b) ; X,G fc* , s^ U ;
î = 1 Ï = 1

alors comme a/& = \.(^. û)/\.(^.. 6), 1 < / < ^, on a aussi û/6 == û?7è' ;
on en déduit que b' est invariant par U, i.e. que a/b appartient au
corps des quotients de A°, ce qui achève la démonstration.

LEMME 2. - Soit A une k-algèbre commutative et B une sous-
algèbre de A. On suppose que le groupe réductif G opère rationnelle-
ment dans A et B. Alors, si A est entière sur B, A° est aussi entière
sur B°.

Preuve. — On désigne par a -> a^ l'opérateur de Reynoids sur A
(cf. [5] chap. 1 § 1). Soit alors a un élément de A° ; puisque A est
entière sur B, il existe b^ E B, 1 < i < n, tels que

û" 4- Z?ia"-1 + . . . + b^ =0.

Comme (é, û"-^ = bf û"-1,

on a aussi a" + bf a"-1 + . . . + b^ = 0,

ce qui montre que a est entier sur B°.

THEOREME l.—Soit G un groupe algébrique réductif connexe
opérant dans une variété algébrique affine irréductible réduite X et
U un sous-groupe unipotent maximal de G. Alors, pour que X soit
normale, il faut et il suffit que A'RC]11 soit intégralement clos.

Preuve. — La nécessité est facile (et ne dépend pas de la nature
du sous-groupe U). On suppose alors que ^fX^ est intégralement clos.
On note X la normalisée de X et ^ : X -> X le morphisme canonique :
le groupe G opère dans X. On considère aussi la variété affine Z définie
par k[Z] = ^[G^. D'après le lemme 2, le morphisme fini <^ x id :
X x Z ->• X x Z induit un morphisme fini (X x Z)/G -> (X x Z)/G
(on fait u^éi.. G "diagonalement dans X x Z et X x Z ; les notations



SUR LA THEORIE DES INVARIANTS DES GROUPES CLASSIQUES 9

sont celles introduites plus loin en (3.0)). De la proposition 1 résulte
donc que ^[X^ est entier sur k[X]^ ; or d'après le lemme 1, ^[X^
et ^[X^ ont le même corps des quotients ; l'hypothèse signifie donc
que ^[X^ = ^[X:^. Maintenant, si k[X] était distinct de k[X], il
existerait dans k[X] un sous-G-module M non réduit à (0) tel que
k[X] = k[X] © M ; mais alors ^[X^ = k[Xf ©M11, d'où la contra-
diction puisque Mu n'est pas réduit à (0). On a donc k [X] = k[X],
d'où la conclusion.

1.3 Soit M = M(o3) un G-module irréductible de poids dominant
0} (relatif à un sous-groupe de Borel B de G). On désigne par C(M)
l'adhérence de l'orbite d'un élément primitif de M ; la variété C(M)
est un cône.

Pour montrer l'utilisation du critère du théorème 1, on va prouver
le résultat suivant qui est déjà démontré dans [6].

THEOREME 2. — (i) La composante homogène de degré n de
k[C(M)} est G-isomorphe à M(nQ)'.

(ii) La variété C(M) est normale.

Preuve. — On note U le radical unipotent de B et N un G-module
irréductible de poids dominant \. Soit ^ G Morç (C(M),N). On a
(^((^(M)1-1 ) C N11 ; par conséquent, puisque la dimension de N11 est
égale à 1 et puisque (R est entièrement déterminé par sa valeur en un
vecteur primitif donné de M, la dimension de Mor^ (C(M),N) est infé-
rieure ou égale à 1 ; le G-morphisme ^ est donc nécessairement
homogène (C(M) est un cône). Alors, si r est le degré de <^, on a
\(b)^p(x) = b. <p(x) = ^ p ( b . x ) = (p(cj(b)x) = oj(bY^(x) pour tout
x G CXM^ et & G B, d'où \ = ̂  si ^ n'est pas nul. Enfin, comme
la restriction à C(M) de l'application identique de M fournit un élément
non nul de MoTç (C(M),M), la dimension de Morc(C(M),N) est égale
à 1 si \ = cV, rç. N, et est égale à 0 sinon. La première assertion est
donc prouvée. Puisque ^[(^(M)^ est une algèbre de polynômes aune
indéterminée (cf. (1.1)), la seconde assertion résulte du théorème 1.

2. Sur certains cônes des espaces S^N), A^N) et Hom(M,N).

2.0 On conserve les notations et conventions du paragraphe
précédent.
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Soit X une variété algébrique affine et f^k[X] ; on note X.
l'ensemble des x G X tels que f(x) ̂  0 : c'est un ouvert affine de X
dont l'algèbre des fonctions régulières est le localisé Â;[XL de Â:[X] rela-
tivement à la partie multiplicative (/")^ ̂ .

Soit G un groupe algébrique réductif connexe et U un sous-groupe
unipotent maximal de G. On suppose que G opère dans X ; on notera
généralement u un isomorphisme © Morç(X,M(Œ>)) ->• k[X}^ (cf.
(1.1)), et pour (^ E Mor^ (X,M(o3)), on dira que u(^p) est le vecteur pri-
mitif de k[X] correspondant à </?.

On utilisera aussi la notion que voici qui correspond à celle de
générateurs et relations de la /^-algèbre Â:[X] (cf. l'introduction) : une
présentation de la variété algébrique affine X consiste en la donnée
d'une suite

v/ ^
X -> P -> Q

où P et Q sont des espaces vectoriels de dimension finie et V/, ^ des
morphismes de variétés algébriques affines tels que

a) V/ est une immersion fermée,
b) ^ induit un isomorphisme X -> ^"KO).
Ici la fibre ^-^O) est munie de sa structure de variété algébrique

intrinsèque définie par ^-^(O)] = Â;[P]/a, où a est l'idéal de Â;[P]
engendré par (e o < / ? ) , .

Soit N un espace vectoriel de dimension n, B un sous-groupe de
Borel de GL(N) et U le radical unipotent de B : identifiant GL (N)
avec l'ensemble des matrices inversibles n x n, on peut prendre pour B
le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures et pour U le sous-
groupe des matrices triangulaires supérieures avec des 1 sur la diagonale.
On note û, le poids dominant (relatif à B) du GL(N)-module A^N),
1 < i < n ; le poids dominant d'un GL(N)-module irréductible s'écrit

n

o3 = S a, a?, avec a, G N, 1 < i < n et ̂  G Z. On notera comme
i = 1

avant M (ù3) un GL(N)-module irréductible de poids dominant ùj.
Soit M un espace vectoriel de dimension finie ; on rappelle enfin

que tout GL(M) x GL(N)-module irréductible est de la forme Hom(P,Q)
où P (resp. Q) est un GL(M)-module (resp. GL(N)-module) irréduc-
tible.
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2.1 Soit N un espace vectoriel de dimension n. On identifie S^N)
avec l'espace vectoriel des applications linéaires a : N' -^ N telles
que a = ta. Le groupe GL(N) opère dans S2 (N) par s.a ̂ sofs ^EGL(N),
a E S^N). Pour K p < n, on a le GL(N>morphisme

^ : S^N) -> SW N) ;

a ^ A^a

par composition de ̂  avec un élément non nul de Hom^N) (S^A^ N),
M(2cJ^)) on obtient un GL(N)-morphisme non nul ^ de S2(N) à
valeur dans M(2cJp) (cf. remarque 1 ci-dessous). Après identification
de S^A^N) avec k, le morphisme ̂  (ou ^) devient simplement une
application proportionnelle au déterminant usuel sur S^N) ; il est
alors bien connu que ̂  est un générateur de l'algèbre ^[S^N)] ̂ W
et par suite que ̂  est un élément irréductible de l'anneau ^-[S^N)].

Remarque 1. — Soit ( ^ ) i < , < ^ une base de N, ( € , ) i < / < ^ la
base duale. Soit T le tore maximal de GL(N) formé des automorphismes
de N dont la matrice dans la base (^.) est diagonale. Pour toute suite
S = (z\< ^ < . . . < ip) d'éléments de {1 , . . . , n}, on pose

e^ = e, A . . . i\e, et Co = e, A . . . A e, ;
b l\ l p b l\ lp 5

on définit ensuite un élément j3§ de S^A^ N) par la formule

Ps^s') = 5ss'^s.

Les j3s sont des vecteurs propres simultanés pour l'opération de T rela-
tivement à la valeur propre \s : diag(^, . . . , ̂ ) -> (^. ^ . . . .̂ )2 .
On a \, — 2 cJ ; de plus, le sous-espace de poids 2 o3 dans
Q2(AP^) (donc dans S^A^N)) est de dimension 1 ; comme les y
se déduisent de \, par l'opération du groupe des permuta-
tions de { 1, . . . , n} (le groupe de Weyl), le sous-espace de poids ̂
de S^A^N) est de dimension 1 et appartient au sous-GL(N)-module
irréductible M de poids dominant 2 Uj (cf. [11] exp. 16) ; ainsi les
j3g appartiennent à M.

On considère enfin l'élément a de S^N) défini par a(e^.) = e^
1 < i < n ; alors Apa = ^ > ( a ) est somme des (3g ^t par suite appartient
à M. Comme l'orbite de a dans S^N) est ouverte, on en déduit que
(/^(S^N)) est contenu dans M. Par conséquent, les relations ̂  (a) = 0
et (p (a) = 0 sont équivalentes.
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On désigne par Cp le cône des éléments de S2 (N) de rang < p ;
ensemblistement on a Cp = ̂  ^ (0). Il est classique que GL(N) opère
transitivement dans Cp-C^_i ; en particulier, et par définition même
du groupe orthogonal 0(N), la variété S^N)-^.^ est GL(N)-
isomorphe à GL(N)/0(N).

Remarque 2. - Identifiant ^ à une application polynomiale sur
S^N), u^p^) est proportionnel à ̂ . On a donc

S'CN)-^ = S^N)^ ^ GL(N)/0(N).

Puisque les poids des vecteurs primitifs K(^.) sont linéairement
indépendants, les ^(^.) sont algébriquement indépendants. On va
démontrer que ^[S^N)^ = k[u(^p^ ) , . . . , u(^)].

LEMME 1. - On a (^(N)^)^ = k[u(^\ . . . , ̂ )L(^).

Preuve. — Puisque le groupe des caractères de U est trivial, on a
les isomorphismes

(^(N)^)^ -(^(N)],^^ ^ ^(N),^]0 .

D'un autre côté, S^N)^ ^ est GL(N)-isomorphe à l'espace
homogène GL(N)/0(N) (remarque 2) ; ainsi, la dimension de

M o rGL(N)(S2(N),^,M(^))

est égale à la dimension de MCo?)00^. D'après l'exemple 2 § 3 de
[8], on sait que la dimension de MCcj)0^ est égale à 1 si

n

û = ^ 2 df cûf avec a^ G N, 1 < / < n et a^ G Z.
/ = i

Vu l'isomorphisme de B-modules

^^(^l1' ^©MC^QHom^M) (M^^rS^N)^^)]))
et l'isomorphisme

M^ ®Hom^(N) (M (S), ^'(N)^ ])

-> Mor^(N) (S'CN),^)^^))

(voir (1.1)), cela signifie que les composantes isotypiques du B-module
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(^[S^N)] )^ ) sont de dimension 1 et contenues dans

k[u^p, ) , . . . , ̂ )L(^) ,

d'où la conclusion.

LEMME 2. - On a

u(^)k[u^,\ . . . ,^)] = ^(^MS'CN)^ n^(^), . . . ,^)]

Preuve. — Puisque les composantes isotypiques du B-module

k[u(^p^\. . . , ^(<^)]

sont de dimension 1 engendrées par les monômes u ( ( p ^ ) a l - . . ^O^,)0" ,
et puisque les deux membres de l'égalité proposée sont des sous-B-
modules de k[u((p^), . . . , u(^p^)], il suffit de vérifier qu'un monôme
de la forme ^((^^i. . . u^p^^-^ n'appartient pas à

uÇ^k^Wf = (u^k^W]^.

Cela provient de ce que (u(^) k [S2 (N)]^, comme trace surÂ^S^N)^
de l'idéal de /^[S^N)] engendré parle déterminant, est un idéal premier
de ^[S^N)]11 d'une part, et de ce que, pouri < / < n, chacun des ^
ne s'annulant pas sur C^_i = ^-1 (0)» ^es ^(^) n'appartiennent pas à
(u (^ ) k[S2 (N)]^ d'autre part.

PROPOSITION 1. - L'algèbre k[C ]u est une algèbre de polynômes
à p indéterminées engendrée par les vecteurs primitifs u(^p^ correspon-
dant aux GL^}-morphismes^^ K i < p.

Remarque 3. — La proposition signifie que la dimension de
p

MorçL(N) (Cp, M(o;)) est égale à 1 si a? = ^ 2^- a;,,^GN,et est
i -= i

égale à 0 sinon. De plus, puisque < .̂ (donc u(^^)) est homogène de
degré /, on a un GL(N)-isomorphisme

^'r-^^^20'^)

où k[Cp }y désigne la composante homogène de degré r de k[C ].
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Preuve de la proposition 1. — On commence par considérer le
cas où p = n ; on a donc C = S^N) et on a déjà vu que les u(^p,)

'7 T Tsont des éléments algébriquement indépendants de A:[S (N)] , Du
lemme 1 résulte qu'on a la situation que voici :

^(N)^ -> (^(N)]0)^
U S I

k[u(^p,),. . . , u(^)] -> k[u^, , . . . ,^JL(^) .

L'égalité Â^S^N)^ = Â:[^((^ ) , . . . , u^p^)} résulte alors très faciïement
du lemme 2.

Il est clair que la restriction de < .̂ à C est (resp. n'est pas) iden-
tiquement nulle pour? 4- 1 < ; < n (resp. K i < p) (cf. remarque 1).
D'autre part, puisque un GL(N)-morphisme de C dans M(cD) est la
restriction à Cp d'un GL(N)-morphisme de S^N) dans M(û})(*), le
morphisme de restriction ^ : ^[S^N)^ -> k[C ^ est surjectif; son
noyau étant clairement l'idéal engendré par les vecteurs primitifs u(^p^)
correspondant aux .̂, p -I- 1 < i < n (k[C ] donc k[C ^ est intégre),
la proposition 1 est démontrée.

THEOREME 1. — La sous-variété fermée C de S^N) formée des
éléments de rang < p est normale ; la suite

Cp -^ S'(N) ^+1 S2^1 N)

est une présentation de C .

Preuve. — La première assertion résulte de la proposition 1, du
théorème 1 § 1 et du fait que la variété C est irréductible (comme
étant presque homogène pour l'opération de GL(N)).

Comme Cp est invariante par GL(N), l'idéal a de Cp dans Â:[S2 (N) ]
est engendré par un sous-GL(N)-module de ^[S^N)]. On note M^. le
sous-GL(N)-module de ^[S^N)] engendré par M((^.), 1 < ; < n, et ^
le morphisme de restriction /^(N)^ -> ^[C^]11. Le noyau de V/ est
engendré par u(^4^), . . . , u(^p^) (cf. proposition 1) ; en première ap-

n
proximation, l'idéal a est donc engendré par _© M^.. Pour démontrer

i — p ~^ 1

la seconde affirmation du théorème, il reste encore à prouver que l'idéal

(*) L'homomorphisme surjectif Hom(M(a;)', ^[S^N)]) -^Hom(M(o;y, k[Cp])
reste surjectif après passage aux invariants par GL(N).
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de ^[S^N)] engendré parMp-n contient M^p 4- 1 < / < n.Oî d'après
la remarque 1, M^. est égal au sous-espace (e o ^ees^AW ' de P1115'
le composé

S^N) ^0 '?1 S^A'^OS^N) ^ S^A^1 N),

où c est la restriction à S2 (A1 N) ® S2 (N) du morphisme canonique

HomCA^A^N^QHonKN^N) -^ (©^ N)) ® (®2 N) ->
-> ©'(A^N) -> S^A^N)

est égal (à un multiple près) à ̂ \ ̂ , (voir le début du n° 1 de l'annexe)
ce qui achève la démonstration du théorème.

2.2 Soit N un espace vectoriel de dimension n. Le groupe GL(N)
opère dans A^N). Pour 1 < p < [n/2], on a le GL(N)-morphisme

^ : A2 (N) -^ A277 (N)

a »-> O A . . . Aa

à valeurs dans le GL(N)-module irréductible de poids dominant c^ .
On désigne par C le cône des éléments de A^N) de support de
dimension < 2p ; identifiant A^N) avec l'espace vectoriel des appli-
cations linéaires a : N' -> N telles que a = — ^a, C devient le cône
des éléments de rang < 2p. Ensemblistement, on a C = </?~\. (0) ;
de plus, le groupe GL(N) opère transitivement dans C -C i.

PROPOSITION 2. — L'algèbre k[C ]^ est une algèbre de polynômes
à p indéterminées engendrée par les vecteurs primitifs K((^.) correspon-
dant aux GL(y)-morphismes .̂, K i < p.

Preuve. — (a) Lorsque n = 2m est pair et après identification de
A"(N) avec k, ̂  est une application proportionnelle au pfaffien sur
A^N) ; il est alors bien connu que ̂  est un générateur de l'algèbre
^[A^N)]81^ et par suite que ^ est un élément irréductible de
l'anneau ^[A^N)]. Par définition du groupe symplectique Sp(N),
A^N)-^^ est GL(N)-isomorphe à GL(N)/Sp(N).

En suivant exactement le même schéma de démonstration qu'au
numéro (2.1), et en utilisant cette fois l'exemple 1 du § 3 de [8], on
prouve la proposition lorsque n = 2m est pair.
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(b) Lorsque n = 2 m 4- 1 est impair, on considère un sous-espace
M de dimension 2 m de N ; on identifie GL(M) à un sous-groupe de
GL(N) et A2 (M) à un sous-espace de A2 (M). Le stabilisateur H de
sous-espace A2 (M) dans GL(N) contient un sous-groupe unipotent
maximal U de GL<N) ; en fait U n'opère effectivement dans A2^)
que comme sous-groupe unipotent maximal U' de GL(M) : en effet,
dans une base de N dont les 2w-premiers vecteurs engendrent M, H est
de la forme

/GL(M) *\

\ 0 */

On note enfin Cp(M) (resp. Cp(N)) le cône des éléments de A2 (M)
(resp. A^N)) de rang < 2p ; on a GL(N).Cp(M) = Cp(N). Par res-
triction, on a des homomorphismes

0 : ̂ (N)]0 -> k[C,(M)f = ̂ (M)^

dont on va montrer que ce sont des isomorphismes. De là et de la partie
(a) de la preuve résultera l'affirmation de la proposition lorsque
n == 2m -h 1.

Soit /= ^G^C^N)^ ; dire que /e Ker (0) signifie que la
restriction à Cp(M) du.GL(N)-morphisme ^ de Cp(N) est nulle ; or
puisque C^(N) = GL(N).Cp(M), cette condition implique que ^ est
nul : Phomomorphisme 0 est donc injectif. Comme enfin l'image par
0 des u((p^ ^), 1 < i < p , constitue un système de générateurs de
k[Cp(M)]v (c'est la proposition 2 dans le cas n = 2m), 0est surjectif.

THEOREME!.—La sous-variété fermée C de A2(N) formée des
éléments de .rang (ou de support de dimension) < 2p est normale :
là suite

C^ -^ A2(N) ^1 A 2 P + 2 (N)

est une présentation de C .
La preuve du théorème 2 est semblable à celle du théorème 1.

2.3 Soit M et N deux espaces vectoriels de dimension m et n
respectivement. On fait opérer le groupe GL(M) x GL(N) dans
E = Hom(M,N) par (s,t).a == t a s - 1 , 5GGL(M), rGGL(N), a G E .
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Pour 1 < p < \nî(m,n\ on a le GL(M) x GL (N)-morphisme

^ : E-> HomCA^CM), A^CN)).

a'-^ A^a

On désigne par Cp le cône des éléments de E de rang < p ; ensemblis-
tement on a Cp = ̂ ^ (0) . Le groupe GL(M) x GL(N) opère transi-
tivement dans C -C ^

Dans ce numéro, on note U un sous-groupe unipotent maximal
de GL(M) x GL(N).

POPOSITION 3. -L'algèbre k[C^ est une algèbre de polynômes à
p indéterminées engendrée par les vecteurs primitifs u(^^) correspon-
dant aux GL(M) x GLW-morphismes < .̂, 1< ; < p.

Preuve. - (a) Lorsque m = n et après identification de M avec N
et de Hom(A" (N), A" (N)) avec k, ̂  est une application proportionnelle
au déterminant sur E ; il est alors bien connu que ̂  est un générateur
de /^E]^^81^) et par suite que ̂  est un élément irréductible
de l'anneau k[E]. La variété E-C^_ i est GL(N) x GL(N)-isomorphe à
GL(N) x GL(N)/K où K = { (s,s), s G GL(N)}.

La démonstration de la proposition 3 lorsque m = n se fait comme
celle de la proposition 1. Pour obtenir l'analogue du lemme 1, il est
nécessaire de connaître la dimension de Hon^P.Q^ (P,Q deux
GL(N)-modules irréductibles) ; or cette dimension est égale à dim
(^"^(N) (P»Q)) et v^ 1 °u 0 suivant que P et Q sont isomorphes
ou non (puisque K est l'ensemble des points fixes de l'automorphisme
involutif (V) -> (t,s) de GL(N) x GL(N), ce résultat rentre aussi dans
le cadre de [8]).

(b) Lorsque m ^= n, m < n par exemple (aux changements évi-
dents près, le cas m > n se traite de la même manière) on procède
comme pour la proposition 2. On identifie M à un sous-espace de N,
G' =- GL(M) x GL(M) à un sous-groupe de G = GL(M) x GL(N) et
E' = Hom(M,M) à un sous-espace de E = Hom(M,N). Le stabilisateur
H du sous-espace E' dans G contient un sous-groupe unipotent maxi-
mal U de G ; en fait U n'opère effectivement dans E' que comme sous-
groupe unipotent maximal U' de G' : en effet, dans une base de N
dont les w-premiers vecteurs engendrent M, H est de la forme
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GL(M) 0
GL(M) x

* *

On note C (resp. C-) le cône des éléments de E (resp. E ' ) de rang
< p ; on a G.C- = C et par restriction des homomorphismes

0 : k[C^ -> k[C^ =k[C1^1

dont on montre comme au numéro (2.2) que ce sont des isomorphismes.

THEOREME 3. - La sous-variété fermée Cp de Hom(M,N) formée
des éléments de rang < p est normale ; la suite

Cp ->• Hom(M,N) ^+1 HomCA^ (M), A^CN))

est une présentation de C .
La preuve du théorème 3 est semblable à celle du théorème 1.

3. Sur la théorie des invariants des groupes classiques.

3.0 Les notations et conventions sont celles des paragraphes
précédents.

Soit G un groupe algébrique réductif et X une variété algébrique
affine ; on suppose que G opère (morphiquement) dans X. La sous-
algèbre ^[X]0 de k[X] formée des fonctions régulières sur X invariantes
par G est de type fini ; on définit alors une variété algébrique affine
X/G par Â:[X/G] == k[X]° et on désigne par TT : X -^ X / G le mor-
phisme correspondant à l'inclusion ^[X]0 C k[X]. Le morphisme TT est
surjectif et possède la propriété universelle que voici : pour toute
variété algébrique affine Y et tout morphisme ^ : X -> Y tel que
^p(s.x) = ^p(x\ x G X, s G G, il existe un unique morphisme ^ : X/G -> Y
tel que V/ o TT = <p. Pour plus de détails au sujet du morphisme TT voir
[5] chap. 1.

L'expression "un point en position générale dans X possède la
propriété (P)" signifie qu'il existe un ouvert dense de X formé de
points vérifiant (P).
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3.1 Soit N un espace vectoriel de dimension n et/G S^N') une
forme bilinéaire symétrique sur N de rang maximum. Le groupe GL(N)
opère dans S^N') ; on note 0(N) le sous-groupe d'isotropie de/ Soit
M un espace vectoriel de dimension m. On considère les GL(M) x 0(N)-
modules E = Hom(M,N) et S2 (M') (0(N) opérant trivialement dans
S2 (M')). On a alors un GL(M) x 0(N)-morphisme

X : E ^ SW)

a ^ a*(/)

où a*(/) est la forme bilinéaire symétrique sur M définie par

a*(/) (x ,y) = f(a(x), a(j)), x , y G M ;

par définition de TT : E ->> E/0(N), x se factorise en

^ v/ ^
E/0(N) -^ S2 (M')

où ^ est un GL(M)-morphisme.

THEOREME 1. — Le morphisme ^ est une immersion fermée
d'image le cône C^ de S2 (M') formé des éléments de rang < n.
Pour démontrer ce théorème, on a besoin de deux lemmes.

LEMME 1. — Soit X et Y deux variétés algébriques affines irréduc-
tibles et réduites et ^ : X -> Y un morphisme surjectif et birationnel.
Si Y est normale, alors \p est un isomorphisme.

Preuve. — On note A = k\^}, B = k[X] et K le corps des quo-
tients de A ; identifiant A à son image dans B, on peut supposer que
A C B C K. D'après le corollaire du théorème 2 et le théorème 4 du
§ 1 de [2], A est l'intersection H Av-, où 1 est l'ensemble des idéaux

^£1 T/

premiers de hauteur 1 de A ; de plus les Ah sont des anneaux de valua-
tion discrète. On suppose alors que A est distinct de B ; il existe donc
b ç- B et ^ E 1 tel que b ̂  Ah. Puisque les corps des fractions de A, A^
et B coïncident, b s'écrit b = ^g où u E ^ est une uniformisante pour
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, r < 0 et g un élément inversible de A^ ; on écrit encore^ = a ' / a \
a ' C A - ^ d'où l'égalité bu-'a' = a' dans B. Comme û'^, il

existe un idéal maximal niy de A tel que ^C m et a f. m . Soit alors
m^ un idéal maximal de B tel que m^H A = m^ (un tel idéal existe
d'après l'hypothèse de surjectivité de ^/). Alors, a ^m^ d'une part et
bu'^a" G m^ d'autre part, ce qui contredit l'égalité a = bu'^a".

A^

a, a"

LEMME 2. — On suppose m > n ; pour tout aê E de rang maxi-
mum, x^xW = 0(N).a.
La preuve du lemme 2 n'offre pas de difficultés.

Preuve du théorème 1. - (a) On a x(E) = i//(E/0(N)) = C
Puisque TT est surjectif, il suffit de montrer que l'image de \ est égale à
C^. Cette image est contenue dansC^ et contient visiblement un élé-
ment de rang p pour 0 < p < inf(m,n) ; puisqu'elle est stable par
GL(M), elle coïncide nécessairement avec C^.
(b) Pour m > n, le morphisme ^ : E/0(N) -^ C^ est birationnel. On
note V l'ouvert de E formé des éléments de rang maximum. D'après
le lemme 2, pour a G V , on aTT^TrCa) = x^X^) = 0(N).a ; le mor-
phisme ^ : 7r(V) -^ x(V) est donc bijectif, d'où l'affirmation (en
caractéristique nulle, un morphisme bijectifest birationnel ; cf. [12] § 4
n°4 e t§ 5 n° 3, ou § 5 n° 4).
(c) II résulte du théorème 1 du § 2, du lemme 1 et de (a) et (b) que
^ : E/0(N) -> C^ est un isomorphisme lorsque m > n.
(d) Le cas m < n.

Soit ô un homomorphisme surjectif N -^ M ; à ô correspondent
des homomorphismes injectifs E -» Hom(N,N) et S2 (M') -> S^N') :
le premier commute aux opérations de 0(N) et induit une immersion
fermée E/0(N) -^ Hom(N,N)/0(N), On a de plus le diagramme com-
mutatif

S2 (M') ^ S2(N')
t ^

^ ^n\

E/0(N) -> Hom(N,N)/0(N)

où \p^ et \1^^ sont comme dans l'énoncé du théorème. D'après ce qui
précède, ̂  est surjectif et ̂  un isomorphisme ; on déduit alors im-
médiatement du fait que les flèches horizontales de ce diagramme re-
présentent des immersions fermées, que ̂  est un isomorphisme.
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Remarque 1. — L'affirmation du lemme 2 est encore vraie lorsaue
m < n pour a en position générale dans E ; sa démonstration n'étant
plus tout-à-fait évidente, il a paru plus simple (et plus court) de déduire
le cas m < n du cas m = n.

Suivant (2.1), pour 1 < p < m, on désigne par ^ le GL(M>
morphisme S2 (M') -> S2 (A^ M') défini par <^(a) = A^a, a G S2 (M')
identifié à un élément de HomCMJM'). Le corollaire que voici est une
conséquence immédiate du théorème 1 chdessus et du théorème 1 § 2.

COROLLAIRE. — La suite

E/0(N) t SW) ^l SW^M')

est une présentation de la variété E/0(N).
Remarque 2. - Soient (m,) et(/î.) des bases respectives de M et

N ; soient (jn,) et Oy) les bases duales. Soit /GS^N') définie par
f(n^Hf) = § .̂ z, / = 1, . . . , TÎ. Au moyen de ces bases, on identifie
E avec l'ensemble des matrices n x m et S2 (M7) avec l'ensemble des
matrices symétriques m x m, si bien que \ est l'application a -> ^a.
Notant enfin x^ les vecteurs colonne de a, K i < m, le corollaire
précédent redonne les résultats classiques relatifs à ^[El0^ (cf. [9]
chap. II § 9 et 17), à savoir que l'ensemble des "produits scalaires"
(Xt,x.) constituent un système de générateurs de ^[E]0^, qu'il n'y
a pas de relations entre ceux-ci si m < n, et que toute relation pour
m > n est conséquence des relations exprimant que les mineurs d'ordre
(n + 1) de la matrice symétrique ((x^ ,jcy)) sont nuls.

3.2 Soit N un espace vectoriel de dimension 2n et/G A^N^une
forme bilinéaire antisymétrique sur N de rang maximum. Le groupe
GL(N) opère dans A2 (N*) ; on note Sp(N) le sou^-groupe d'isotropie
de /. Soit M un espace vectoriel de dimension m. On considère les
GL(M) x Sp(N)-modules E == Hom(M,N) et A2 (M') (Sp(N) opérant
trivialement dans A2 (M')). On a alors un GL(M) x Sp(N)-morphisme

X : E ^ AW)

a ^ a*(f)

où a*(/) est la forme bilinéaire antisymétrique sur M définie par

^(f) (x,y)=f(a(x\ a(y)\ x , ^ G M ;

par définition de TT : E/Sp(N), x se factorise en
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E/Sp(N) -> A2 (M')

où ^ est un GL(M)-morphisme.
Exactement comme au numéro (3.1) on démontre le théorème

suivant et son corollaire.

THEOREME 2. - Le morphisme \p est une immersion fermée
d'image le cône C^ de A2 (M') formé des éléments de rang (ou de
support de dimension) < 2n.

Suivant (2.2), pour K p < [m/2], on désigne par ^ le GL(M)-
morphisme A2 (M') -^ A^CM') défini par (p-(a) = OA. . . Aa(p-fois).

COROLLAIRE. — La suite

E/Sp(N) ^ AW) v?^1 A2"4'2 (M7)

est une présentation de E/Sp(N).

Remarque 3. — L'affirmation analogue à celle du lemme 2 selon
laquelle x"1^0') = Sp(N).a pour a en position générale dans E n'est
pas vraie pourm impair plus petit que 2n ; c'est aussi une raison pour ne
pas prouver directement que ^ : E/Sp(N) -^ C^ est birationnel pour
m < 2n (cf. remarque 1).

Remarque 4. — Soient (m^) et (n.) des bases respectives de M
et N ; soient (j^.) et (y.) les bases duales. Soit /G A^N') définie par
f{riç,n^ = §^2^-1 ^H- ij 1 < i < î < 2^2, K s < ^. Au moyen de ces
bases on identifie E avec l'ensemble des matrices 2n x m et A2 (M')
avec l'ensemble des matrices antisymétriques m x m, si bien que \
est F application a -^ ^Aa où/,-, \

1 0 \
A =

' 0 - 1
1 0
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Notant x^ les vecteurs colonne de a, 1 < / < w , le corollaire pré-
cédent redonne les résultats classiques relatifs à un système de généra-
teurs de ^[EpPW (cf. [9] chap. VI § 1) : l'ensemble des "produits
scalaires alternés" [ x ^ x ^ ] engendre ^[E]^0^. Au même endroit
H. Weyl donne comme système de générateurs pour l'idéal des relations
entre les [ x ^ , x ^ ] les n (comprenez n + 1) relations

J, =2; ± [ x ^ y ^ ] [ x ^ x ^ ] . . . [x^_i ,x^] = 0

J^ == S ± [ X o , y o ] [ x , , y ^ ] [ x ^ , y ^ ] [x^ ,xJ. . . [x^_^x^]=Q
(*)

J^+i = 2 ± [XQ ,^J [x^ ,^J. .. [ x ^ , y ^ ] = 0

où les sommations sont étendues à l'ensemble des permutations des
2n + 1 vecteurs x ^ , x ^ , . . . , x^ (en tenant compte dé la Signature).

Pour interpréter ces relations, on a besoin de quelques notations.
Pour s > 1, on définit

;i : A^ (M') ^ HomO^A5"1 (M'))

par [/i(a) (y)] ( z ^ , . . . , z,_ ̂  = a ( y , z ^ . . . , z , _ ^ \ y , z ^ e M ; l'élé-
ment ^ (a) ( y ) de A5"1 (M') est donc égal au produit intérieur i (y) a
de y CM et aGA^M').

Pour a; G A2 (M') et 1 < s < n 4- 1 on pose ensuite

],(œ) : A2'-1 (M) -^ A^^M')

C^l- • • ^2^-l) ^ ^ i ) c û A . . . AZ 'O^^^GJAÙJ""^ 1 .

Alors, les résultats de H. Weyl signifient que la suite

E/Sp(N) -> AW) -^ "© l Hom(A 2 5 - l (M), A2""'1 (M'))

o;^ (J i (cû) , , . . , J ,+i(ùj))

est une présentation de la variété E/Sp(N).
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D'autre part, puisque le produit intérieur i ( y ) est une anti-
dérivation de A (M'), on a le diagramme eommutatif (à une homothétie
près).

A2^2 (M')

HomCM.A2^1^'))

où ^ est injectif. L'énoncé du corollaire du théorème 2 peut donc
prendre la forme : la suite

E/Sp(N) '̂ > A2 (M') —JJ-^ Hom(M , A2^1 (M'))

est une présentation de E/Sp(N). On en déduit que les relations (*)
sont surabondantes et en fait que les relations J y , s > 1, sont consé-
quences de J ^ . Une preuve directe de ce résultat est donnée dans
F annexe.

3.3. Soit N, P et Q des espaces vectoriels de dimension n, p et q
respectivement. On considère les GL(P) x GL(Q) x GL(N) - modules
E == Hom(P , N) x Hom(Q , N') et Hom(P,Q') (GL(N) opérant trivia-
lement dans Hom(P,Q')). On a alors un GL(P) x GL(Q) x GL(N)
— morphisme

X : E———^Hom(P,Q ' )
(a,|8)i———^ ^a

qui par définition de TT : E—> E/GL(N) se factorise en

E/GL(N)——^-^Homœ^')

où V/ est un GL(P) x GL(Q) - morphisme.
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THEOREME 3. — Le morphisme ^ est une immersion fermée
d'image le cône C^ de Hom(P , Q') formé des éléments de rang < n.

La démonstration du théorème 3 se fait comme celle du théo-
rème 1. On commence par supposer que min ( p , q) > n, auquel cas il est
facile d'avoir un analogue du lemme 2 (i.e. pour x en position générale
dans E, x~1 XOO = GL(N) . x) ; on déduit ensuite le cas min(p , q) < n
du cas mm(p , q) == n.

Suivant (2.3.), pour 1 < s < mm(p , q), on note ^ le

GL(P) x GL(Q) - morphisme Hom(P, Q') ———^ Hom(A^P) , A'(Q'))

défini par (^(c^A^a, aEHom(P,Q') . En utilisant cette fois le
théorème 3 du § 2, on obtient le

COROLLAIRE. — La suite

E/GL(N) ——^Hom(P , Q') ^l > îîomÇA^l (P) , A^^Q'))

est une présentation de E/GL(N).

3.4. Soit M et N deux espaces vectoriels de dimension m et n respec-
tivement. On considère les GL(M) x SL(N) - modules E = Hom(M , N)
et Hom(A"(M) ,A"(N)): le dernier n'est différent de 0 que pour
m > n, le groupe SL(N) y opère trivialement et considéré comme
GL(M) - module, il est irréductible. On a alors un GL(M) x SL(N) -
morphisme

X : E ———^Hon^A^CM) , A"(N))
a '———^A"a

qui par définition de TT : E—^E/SL(N) se factorise en

E/SL(N) ——-——^Hom(A"(M),A"(N))

où ^ est un GL(M) - morphisme (x est le morphisme ̂  considéré en
(2.3)).
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THEOREME 4. — Le morphisme \^. est une immersion fermée
d'image l'adhérence de l'orbite d'un élément primitif du GL(M) -
module irréductible Hom(A"(M) , A"(N)).

La preuve du théorème 4 est semblable à celle du théorème 1.
On suppose que m > n (sinon E/SL(N) = {*} et il n'y a rien à démon-
trer). Pour montrer que l'image de ^ est égale à l'adhérence C de
l'orbite d'un élément primitif de Hom(A"(M) , A"(N)), il suffit
de montrer que l'image de \ est égale à C. On vérifie très facilement
que si a G E est de rang n (resp. de rang < n\ alors x(a)EC — (0)
(resp. \(a) = 0) ; on a donc x(E) C C et x(E) ^ (0), d'où l'affirmation
puisque x(E) Gst stable par GL(M) et puisque GL(M) n'a que deux
orbites dans C. On procède ensuite comme en (3.1) en utilisant cette
fois le théorème 2 du § L

Remarque 5. - Un système de générateurs de l'idéal de C dans
Hon^A^M), A"(N)) ^ A" (M') est bien connu (cf. [4] vol. 1 chap. 7
§ 7) ; on peut interpréter ces résultats en disant que la suite

C ———^A"(]Vr)—^Hon^A^-^MLA^dVO)
a? ———^ (y—^iÇy) a?Aa?)

où y = 0^,. . . î J ^ _ ^ ) et i(y) a? est la forme linéaire sur M définie
par [i(y) c^] (z) = o?0^ , . . . , 3^^ , z) —avec les notations de l'annexe
(^(o?) est égal à i^_ i (a?) A î'o(<^) — est une présentation de C.

Annexe.

Cette annexe se rapporte à la remarque 4 du § 3 ; on y donne
une preuve directe du fait que le système de relations J ^ , . . , , J^.^
entre les générateurs de ^[E]813^ est surabondant.

1. Soit M un espace vectoriel de dimension finie ; on note M' le
dual de M , A^(M) la puissance extérieure p-ième de M et A (M)
l'algèbre extérieure de M. On considère l'algèbre produit tensoriel
A(M')®A(M') ; par transport de structure, on obtient une structure
d'algèbre associative sur Hom(A(M) , A(M')) dont le produit est
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comme suit : pour u^ïîomÇA^U) ,A(M')) et i;eHom(A'(M) , A(M')),
le produit u Av de u et v est Félément de Hon^A^lVD/ACM'))
défini par

uAv(y^ . . . ,;^) =-^- S 6(a) ̂ 0^, . . . ,y^ A

^a^l)---^.))-

la somme étant étendue à l'ensemble des permutations d e { 1, . . . ,r 4- s},
y^M.

Remarque. - l'application Hom(M , M') -> Hom(A^(M) , A^M7))
qui à u fait correspondre u A- - - A u (/--fois) est à un facteur près
celle qui est induite par le foncteur A^.

Pour r > 0, on introduit les homomorphismes

i, : A (M') ———^ Hom(A'(M), A (M'))

définis pour a G A^M7) par

[//a) (z^, . . . ,^)] (y^ . . . ,̂ ) = a(z^, . . . , z^ y^ . . . ,y^)

lorsque s > r et par ^(a) = 0 lorsque s < r , ' y . , z . G M.
Dans la suite on se donne deux entiers positifs p et q. On considère

les homomorphismes

./, : O^M')———^ Hom(A^(M). A^-^(M'))

définis pour max (0 , p — q) < r< [ p / 2 ] par la formule

/,(<^®. . .®c^) = ^(GJ^A- - - A ^ ( ^ ) A z \ ( c j ^ ^ ) A . . .A

^i^p-r) A ^(^p-^i) A- • •A /o(%) t

De plus, on définit un homomorphisme

g : Qfi (A2 (M7) -———^ Hom(A^(M), A^-^(M'))

par la formule

^(c^®t . .®c^) = ^ ( ^ i A. . .Ao? ) .

Le but de ce numéro est de démontrer le résultat suivant :
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LEMME . - // existe des constantes non nulles c (ne dépendant
que de p , q et r) telles que, pour tout CD G A2 (M'), on ait

\pm
g(^ . .00;) = ^ c^(^. . .®oj)

r=max(0,p—<7)

Preuve. - a) On désigne par 6 le groupe des permutations de
0, . . . ,} 2q et par P, la paire {2/ - 1, 2/}, 1 </ < q. pour max
(0,p-q)<r<[p/2], on note A^ le sous-ensemble de 6 formé
des permutations a telles qu'il existe r paires P. avec o(P,) C {1 , . . . , p }
et p - 2r paires ^ avec a(P^.) n { i , . . . , p } est réduit à un élément.
On désigne par G le sous-groupe de 6 formé des o telles que
o({l , . . . , p } ) = { 1 , . . .,p} et par H le sous-groupe de 6 formé des
éléments qui induisent une permutation des P. , 1 < 1 < q : on fait
opérer G x H dans 6 par (a^ , (^) . a = a^ a o^1 , ̂  G G , a G 6 ,
o^ G H. Il est facile de vérifier que A^. est G x H - homogène.

b) On considère l'opération naturelle de 6 dans le produit
n2^ M, puis l'opération associée de 6 dans l'ensemble des fonctions
sur n2^ M.

A tout c^GA^M'), on fait correspondre l'application

0^:11^ M———- k

y = (^i- • • ̂ 2,)—^ Ji ̂ /-i - ^2,) •
Puisque a; est alternée, on a o . o^ =^(0)^ pour a G H. De là et
du fait que A^. est G x H-homogène, résulte que la somme

^ e(r)r .c^
TGG.CT

est indépendante du choix de a G A^ ; par suite, il existe des constantes

non nulles a, - en faitû, = y ~ 2 r ( s } ( s ~ r } - telles que
\r/ \p— 2r/

^ e(r)r.^ == ̂  ^ e(r)r.^
7'^A^. reG.p

où p est l'élément de A^. dont la restriction à { 1 , . . . , 2r} et
{2p - 2r + 1, . . . , 2q} est l'identité et dont la restriction à
{2r 4- 1,. . . , 2p - 2r} est du genre
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/ " 1 " 2 • • • " 2 / - 1 "2/ • ' • "2,-1 "2.\

^ "1 ",+r-- "• ",+/• • • • ", "2.7

c) Par définition on a
2<,-p+2. ̂ g, ^ ̂ ^ ^)j (^^ ^) ^

X ̂  "^(l) ' ̂ (2))- • • "^(2.-1) • ^(2.)) "^0(2^1) • ->o(p+l)) • • • •
crée

• • • ̂ p) '^2p-2r)) ù;^a(2p-2r+l) • Va(2p-2^ • • • ^^o(2<,-l) • Y a(^

= ^ e(p) e(r) T . ̂  (y).
TëG.p

On a donc :

2''[g(^...<Su)(y^,...,y^](y . . , y )= ^ e^r.^ (j) =
reS

(P/2) [P/2]
^ ^ e(T)T.yOQ= ^ a, y e(T) r. ̂ (y)

r=m&\(0,p—q) rGA /•=max(0,p—^) r6EG.p

tP/2]
^ e(p) ̂  2^-^ [//oj®... ®o;) (̂  ,..., ̂ )] 0^,... ,̂ ),

^=max(0,^-ç)

d'où la conclusion.

2. On rappelle que pour a? G A2 (M'), la relation J^ est donnée par

J/o;) : A^-^M) ———^A2^1 (M')

(^i- • - ^2.-i) ———^ i (y^^ \ . . .A/0^_i) c^Aù;"-^1

et que J est équivalente à ^ ^ .
Posant p = 2^ — 1 ^ q == n + s, J^(c^) est proportionnel à

/ (a?®. . .00)) ; de plus, pour 0 < r < s - 1 = [p/2], le produit dans
Hom(A(M) ,A(M')) de ^(cj)A. . .A^(u) (r-fois) et de J,_/Cu>) est
proportionnel à /^(cj(8i . .®o;). On a donc les diagrammes commutatifs
(à homothétie près).
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'-^(A2!^)——L—^Hom(A25-l(M),A2"+l(M')

A

^(A^X&A2 (M7) f2 ^"^HomCA^Mh^OHomCA2^-1 (M) ̂ "-^(M'))

où les flèches d sont les applications diagonales a? •-> a?®. . .®<^.
D'autre part, on a le diagramme commutatif

A2 (M') ———^®^(A2 M^—^-^Hon^A^-^M), A2^1 (M'))

\^l(S)^-l / ^K /

\ / \^ A.-i
A2^2 (M^A2"-2 (M') —^-^A^^CM')

Le lemme montre alors que la relation J est conséquence des
relations J^, . . . , J ^ et <^_n, donc des relations J^,. . . , J .
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