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SUR LE CONE CONVEXE MAXIMUM FORME
PAR DES DIVISEURS D’UN NOYAU
DE CONVOLUTION ET SON APPLICATION

par Masayuki ITO

Dédié a Monsieur M. Brelot a l'occasion
de son 70€ anniversaire.

1. Introduction.

Dans toute la suite X désignera un groupe abélien loca-
lement compact, séparé et dénombrable a I'infini, et & sera
une mesure de Haar sur X.

Rappelons qu’un noyau de convolution N (sur X) est
une mesure (de Radon) positive (dans X) et que, pour une
mesure réelle p, le N-potentiel de p est la convolution
Ny désque Nx|u| aunsens,ou |u| estlavariation totale
de u.

Soient N et N’ deux noyaux de convolution. On dira que
N’ est un diviseur de N s’1l existe un noyau de convolution
N” tel que N« N” = N. Si N” est uniquement déterminé,
on notera N” = N/N'. On désignera par D(N) I’ensemble
des diviseurs de N.

Le premier but de cette note est de discuter le cone convexe
formé par des diviseurs d’un noyau de convolution donné.
Soit N, un noyau de convolution injectif (). Nous montre-
rons qu'il existe un plus grand cdne convexe C,(N,) formé

(*) On dit qu'un noyau de convolution N est injectif si, pour une mesure réelle
¢ quelconque, g =0 dés que Nx|u| a un sens et que Nxyp = 0. Dans ce cas
on dit aussi que N satisfait au principe d’unicité.
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par des diviseurs de N, et contenant N,. Nous obtiendrons
qu’'un noyau de convolution N est contenu dans C,(N,)
si et seulement si Ny/N a un sens et s’1l est un noyau de convo-
lution de Hunt.

On dit qu’une famille («,), de mesures positives est un
semi-groupe vaguement continu st «, = ¢ (la mesure d’unité
a lorigine), o, *a, =a,, (V&> 0, Vs > 0) et si lapph-
cation t— a, est vaguement continue. 51 un noyau de
convolution N s’écrit, avec un semi-groupe vaguement
continu (a,);59, comme N :/;w «, dt, alors N s’appelle
un noyau de convolution de Hunt. Dans ce cas (a;);5, est
uniquement déterminé et s’appelle le semi-groupe associé & N.
On notera (H) l’ensemble des noyaux de convolution de
Hunt.

Comme application du premier résultat, nous discuterons
Punicité de la classe fractionnaire d’un noyau de convolution
de Hunt. Soit N un noyau de convolution. On dira qu’une
famille (N*);<,<; de noyaux de convolution est une classe
fractionnaire de N si1 N'= N et si, pour «, B [0, 1]
quelconques, N%x Nf = Ne+8 dés que « +p < 1. Evi-
demment une classe fractionnaire de N n’existe pas toujours.
Soit N un noyau de convolution de Hunt. Alors on sait bien
qu’il existe une classe fractionnaire de N contenue dans (H)
(cf. par exemple [3]). Dans cette note, nous montrerons
que, pour une classe fractionnaire (N%),<,<; de N contenue
dans (H) quelconque, il existe une fonction exponentielle ¢
sur [0, 1] satisfaisant & ¢(0) = ¢(1) =1 telle que

N“=Mfmtl—“a dt (0 < Vo, < 1) et No =g,
P(a) 0 t ( )

ou () est le semi-groupe associé a N. On rappelle que
¢(¢) est exponentielle sur [0, 1] si, pour ¢t >0 et s >0
quelconques, (¢t + s) = ¢(t)o(s) dés que t+4 s < 1. Par
conséquent, pour un noyau de convolution de Hunt
N = j; "« dt, il existe une classe fractionnaire (N%)oc,<, de
N, et une seule telle que (N%)ocues = (H) et que lim N

1 . d aN0
F(a)ﬂ t—%a, at.

existe vaguement. Dans ce cas, N* =
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2. La somme d’un noyau de convolution et de son diviseur.

Rappelons qu’une résolvante (N,),», est une famille de
noyaux de convolution satisfaisant a

(1) Np—= Ny = (¢ —=p)N,* Ny (Vp > 0,Vg > 0).

L’égalité (1) s’appelle ’équation résolvante. Evidemment
Papplication p — N, est vaguement continue et décrois-
sante. On obtient facilement la remarque suivante (cf. par

exemple [2]).

Remarque 1. — Soient (N,),5o et (N,),5o deux résolvantes.
S’il existe p, > 0 tel que = N,,, alors, pour tout
p >0, N,=N,.

S1, pour un noyau de convolution N, 1l existe une résol-
vante (N,),., satisfaisant 4 lm N, =N (vaguement),

P>0

Po

alors on notera N € (R). Dans ce cas (N,),»o est uniquement
déterminée (cf. [2]), et en posant Ny = N, on dit que (N,),5
est la résolvante associée 3 N. Evidemment (N,),50 < (R)
et N— N,=pN=«N, (Vp > 0). Pour un noyau de convo-

lution de Hunt N =j;moc, dt, on pose

N, = ["exp (— ptjo dt (¥p > 0).

Alors (N,),>0 est la résolvante associée a N.
=

Lemme 1 (cf. [1] et [4]). — Soit N un noyau de convolution;
alors les trois énoncés suivants sont équivalents :

(1) N e (H).
(2) Ne (R) et N estinjectif.
(3) Ne (R) et N est non-périodique (2).

Le corollaire suivant est un résultat immédiat du présent
lemme.

(?) Cela signifie que, pour tout = % 0 de X, N % Nx¢,, ou ¢, estla mesure
d’unité a z.
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CororrLAIreE 1. — Soitent m un entier >0 et Ny, Ny, ..., N,
des noyaux de convolution de Hunt. Si Ny Ny --- N,
a un sens, alors Ny x Ny* --- x N, est injectif.

Soit N = j;moc, dt un noyau de convolution de Hunt et 7
un noyau de convolution. On dit que =7 est N-invariant si,
pour tout ¢t > 0, n = 7 *«,.

La remarque suivante est une conséquence immédiate de
Pinjectivité de la transformation de Laplace.

Remarque 2. — Soit N = j;m «,dt un noyau de convo-
lution de Hunt et (N,),5, la résolvante associée & N. Alors
pour qu’un noyau de convolution = soit N-invariant, 1l
faut et il suffit que, pour tout p > 0, n = pn« N,

Nous montrerons la premiére proposition.

Prorosition 1. — Soit N, un noyau de convolution injectif
et N # 0 un noyau de convolution. Alors pour que N soit,
pour un noyau de convolution de Hunt N' et un noyau de
convolution N'-invariant =, de la forme Ny = N=x N + 1,
il faut et il suffit que, pour tout p > 0, N ++ pN, soit un diviseur
de N,.

Démonstration. — Montrons d’abord que la condition est
suffisante. Pour tout p > 0, il existe un noyau de convolution
N, tel que (N + pNy) * N, = N;. On montrera que (N;),so
est une résolvante. Pour tous p > 0 et ¢ > 0, on a

Np # Np = (N + gNo) = Ng) » N, = (N + ¢gNg) * Np) = Ny
= ((N + pNo) * N, + (g — p)N, * Np) * N,
= No * (Ng + (¢ — p)N, = Ng).

Comme N, est injectif, I'égalité N, — N; = (¢ — p)N, * N,
a lieu, donc (IN}),so est une résolvante. La remarque 1 donne
que, pour tout p > 0, N, est uniquement déterminé. Donc
No/(N 4+ pN,) a un sens et cela est égal & N,. Ayant N # 0
et N+«N, < N, (¥, > 0), on voit qu’il existe un noyau de
convolution N’ tel que N’ = lim N, (vaguement). En posant

No = N’, on obtient que (N;),», est la résolvante associée
a N. Comme (N 4 pNg)x N, =N, et N, estinjectif, N,
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est non-périodique. On voit donc que N’ est aussi non-
périodique. D’apres le lemme 1, on a N’ € (H). En vertu de
la semi-continuité inférieure de la convolution, N * N’ a un
sens et Ny > N* N'. Posons n = Ny — Nx N'; alors, pour
tout p > 0, n = pn * N,. La remarque 2 donne que =7 est
N’-invariant, et on a Ny = N x N’ 4 1.

Montrons ensuite que la condition est nécessaire. Soit
(Np)p>o la résolvante associée a N'. Comme, pour tout

p>0,N=xN, < —;—N’,»NO*N;, a un sens. Donc

(N + pNo) * N, = (N 4+ pN* N 4 pn) « N,
=N=*N, 4+ Nx (N —N,) + 5 = N,.

Par conséquent N 4 pN, est un diviseur de N,. La démons-
tration est ainsi compléte.

Remarque 3. — Dans la présente proposition, le couple
(N, 9) est uniquement déterminé, car, pour tout p > 0,

No/(N + pN,) a un sens et
N’ = lim Ny/(N + pN,)
pP>0

(vaguement).

Remarque 4. — Sotent N’ et 7 les noyaux de convolution
dans .la proposition 1. Désigpons par (oc,’),?o le semi-groupe
associé & N’'. Alors on a facilement % = lim Nj * «; (vague-
ment). e

La proposition 1 donne immédiatement le corollaire suivant :

CoroLLAIRE 2. — Soient N, et N comme dans la propo-
sitton 1. Alors pour que N[N ait un sens et soit un noyau de
convolution de Hunt, il faut et il suffit que, pour tout p > 0,
N + pN, soit un digiseur de N,.

Discutons le principe du balayage.

LemMme 2 (cf. [2] et [4]). — Soit N e (R). Alors N satisfait
au principe du balayage sur tout ouvert; c’est-a-dire que, pour
une mesure positive p. A support compact et un ouvert o dans X

quelconques, il existe une mesure positive yu' portée par ®
telle que: (a) Nxp > Nxy' (dans X).
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(b) N*¥p = N=xyp' dans o.
(c) Pour une mesure positive v quelconque, N xv > Ny’
dés que Nxv aunsensetque Nxv > Nxp dans o.

Dans ce cas, N*yu' est uniquement déterminé. On dit que
!

¢’ est une mesure balayée de p sur o relativement a N.

Lemme 3 (cf. par exemple [4]). — Soit N e (R) et u une
mesure positive a support compact. Soit (F,)x, une suite de

compacts de X telle que F,< ¥, (n=1,2 ...) et

Q0
l ’F,,z X, ou V¥, désigne Uintérieur de F,.;; on note
n=1

u, une mesure balayée de p sur CF, relativement a N. Alors
N p, \ 0 (vaguement) lorsque n / .

Pour un ouvert » dans X, Cx(w) désigne I’espace vectoriel
topologique usuel des fonctions finies et continues dans o
a support compact. On pose Ci(w)= {fe Ck(w); f > 0}.
On note Cx et Cx au lieu de Cg(X) et de Cx(X).

Discutons la convergence de potentiels.

Lemme 4. — Sotent N,;, N, € (R). Supposons que N; % N,
a un sens. Soit (w.)n=, une suite de mesures positives qui
converge vaguement vers une mesure positive p lorsque n — .
S’tl existe une mesure positive v telle qu’a fe Ck quelconque,
on puisse associer g€ Cx satisfaisant &

N1*N2*l1'n*f< N1*N2*V*g (V,,? 1),

alors Ilm Ny * Ny % p, = N; « Ny, x . (vaguement).

>0

En effet, prenons une suite (V,)=., de voisinages compacts
oo

de Yorigine telle que V, < Vs (n=1,2, ...) et LJV, = X.

n=

On désigne par ¢j, une mesure balayée de ¢ sur CV,
relativement & N; (j =1, 2). Comme N;x¢;,\( 0 (vague-
ment) lorsque n 7 o0, ona aussi N; * Ny ¢}, 0 (vague-
ment) lorsque n 7 . Soit fe Cf quelconque. Prenons
g € Cx telle que, pour tout n > 1,

Nl*Nz*p,,*fs Ny Ny % v =g,
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ou f(z) = f(— z). Alors, pour tout m > 1,
llmsupfde * Ny %, ,
T lim sup ([ fdNy = Nyx (¢ — efn) % (6 — ehn) *

n>o

+ [ FdNy % Ny (] + Shom — Ehm * Shom) * i)

< S fdN * Nyw (e — el ) % (e — efn) %1t
—{—fgclNl * Ny % (61 0 + eg,m) * v

< [fdN * Noxp + [ gdNy % Ny s (] + &) % v

En faisant m o, on obtient que

lim sup [ fdNy x Ny *p, < [ fdNy % Ny » .

En vertu de la semi-continuité inférieure de la convolution,
on voit que lmN; *Ny#p, =N; »x N, »pu  (vaguement),

n>xo

d’ou le lemme 4.

Lemme 5. — Sotent Ny, N, € (H). Supposons que N; x N,
a un sens. Sotent (u,)>., et p une suile de mesures posilives
et une mesure positive, respectivement. St
lile*Nz*(Ln:Nl*Nz*“
n>w
(vaguement) et s’il existe une mesure positive v telle qu’a
fe Ct quelconque, on puisse associer ge C¥ satisfarsant a
Nys«Npxp,*f < Nyx*Nyxvsxg (Vn > 1), alors
lim p, = p (vaguement).
n>w©
En effet, évidemment (u,)”, est vaguement bornée. Soit u’
un point vaguement adhérent de (w,);>, quelconque. D’aprés
le lemme 4,0ona N; * N, *x . = N; « N, * u’. Donc le corollaire
1 donne que p = p/, d’ou lim p, = p (vaguement).

n>»

Montrons la deuxiéme proposition.

Proposition 2. — Soient N; et N, deux noyaux de convo-
lution de Hunt. DeSLgnons par (N} p)pzo et par (2,0 la
résolyante associée a N; et le semi-groupe associé a N;(j =1, 2),
respectivement. Supposons que N; x* N, a un sens; on pose
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No = Ny # N,. Alors No/(N; + N,;) a un sens et cela est un
noyau de convolution de Hunt. Posons N = Ny/(N; + N,).

Alors le semi-groupe associé @ N est égal @ (ay % &y )izo et
@ S=tmg (et 3 (5 M,4N)Y))

(vaguement) (3)

Démonstration. — Pour simplifier la notation, on pose
NP =N; + —11—)— e(J=1,2;Vp >0) et NP =N@xNP. 1l

est bien connu que, pour tout p > 0,
1 )
NP = (24 3 0N,

et NP e (H) (cf. [2]). Soit (N{));»o la résolvante associée
a N{. Alors, pour tout ¢ > 0,

NG — L S (-2 N,,)) (G =1, 2
Jg P+ q €+n§1 p+q 7.p (7 s 2).

Regardons la démonstration de la proposition 1; on voit que
(N® 4 qN@)« N = NP et (NP + N@) » N, = N.
On a donc
N@ + N + 29N

= 2p + NP+ (2 = 5 B (N + Na ) )

Par conséquent 2 < (Ny, + N; )> a un sens et la

A 2(p + q)
it N® « (—P (N N >> est décroissante.
o < " *<2(p+q)( et N ) )
En posant

(3) Pour une mesure positive o, on note (o)! =oc et (o)* = ()" 1xc (Vn = 2)
dés que cela a un sens.
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on a, pour tous p >0 et g > 0,
(ng) + N(2p> + qui)p)) % Nflp) = N®

. ) p*_ Y.
i N+ (725 (e + Nay)

Comme lim <—127— (Ny,, + Nz,p)>n = (0 (vaguement), le lemme 4

donne que

(NP + N 4 2qNap)) * N;m = N,

Pour tout ¢ > 0, (N%),,,; est vaguement bornée. Soit N,
un point vaguement adhérent de (N{),,,; lorsque p — oo.
Alors le lemme 4 donne encore que

(N; + N; + 2qNo) = Nq =N, (¥, > 0).
Comme N, est injectif, le corollaire 2 donne que
N = NO/(NI + N2)<: No)

a un sens et que cela est un noyau de convolution de Hunt.
On voit aussi que, pour tout ¢ > 0,

N, = No/(N; + N, + 2gN,) = lim N®

P>

(vaguement). En considérant la démonstration de la propo-

sition 1, on voit que (N,3),, estla résolvante associée & N.

Montrons finalement que le semi-groupe associé 3 N est
égal & (o, % a5 )ize- S0t (2} le semi-groupe associé
a NP (G=1,2;p > 0). Alors
= oxp (—pt) (= + 3 Y (pN,,)

(= exp (= pt (¢ — pN,,)))

(cf. [2]). Pour p > 0 quelconque (af¥}* aff})o est un semi-
groupe vaguement continu et on a, pour tout ¢ > 0,

v e = oxp — 2pt (¢ = 5 Ny + M)}
Donc, pour tout ¢ > 0,

N® = [1” exp (— 2qt)af » of?) de.
12
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On sait déja que lim«ff} = o, , (vaguement) (cf. [2] et [4]).
P>

Comme, pour tout p > 0 et pour tout ¢ > 0
N o = (pN) « (N — e o
1

< (pNy,,) = (N, + > e> =N,

)

le lemme 4 donne que

P>

lim N, » af? = lim (N, + % s> caf, = Nyxa, (j =1, 2)

(vaguement). Donc le théoréme de Lebesgue donne que, pour
, 8§ € Cx quelconques,
q q

tim (N 4 )ro flo) (N +— ) vt o gl — ) de(z)
= [Ny %oy % f(@)Ny % ag, % g(— 2) dE(2),
car
<Nj+—1—e>*a5{’} < Nj+—1—e et <N1 +—1—s>*<N2 +—1~e>
p p p p
a un sens. Par conséquent, pour tout ¢ > 0, Oy, ¢ * Ay A
un sens et

Hm N % af) % af) = lim Ny % af? % af) = No % ay , % oy ¢
P> P>

(vaguement). Comme, pour tout p > 0, N; # aff} » af} < N,,
le lemme 5 donne que

m o® x 0P —
Iim aff} * aff} = a; % oy,
P>

(vaguement). On a, pour tous ¢ > 0 et s > 0,
No = (erg, e % g y) % (g, % @9 ;) = No # (0g 14, * g 444),
et donc il résulte de I'injectivité de N, que
Xy, ¢ % o ¢ % Xy o % Xg o == &y pps ¥ Kyt
Pour ¢ > s > 0 quelconques, on a

0 < No# (g, %0y, — o *ay,)

< Nyx ([fagadu) + Now ([ oyadu):
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Comme

Nz*(Nl*(j:lacz,udu)) = NO*(j:tocz,udu) < (t— s)Ng
et aussi N, » (N2*(j:t al,udu)) < (¢ — s)Ny, le lemme 5

donne que

lile*(fa“du) =1imN2*(ﬁ‘a1,,,du) =0

s>t s>t

(vaguement). Donc I'application ¢ — Ny * «; , * ap , est vague-
ment continue. En utilisant encore le lemme 5, on voit que
t—> a;,*ay, est vaguement continue. Donc (a; ,* %3 )0
est un semi-groupe vaguement continu. D’apreés le lemme 4,
on obtient que, pour tout ¢ > 0,

No # N, = lim N, « N = hmf exp (— 2qt)Ny * a{f} » af} dt

>0 P>
= ﬂ exp (— 2gt)Ng * 0y (% oy, dt
== No * (ﬁm eXp (—' 2qt)u1,t * az" dt)’

et donc N, = j;w exp (— 2qt)ay , * x5 ;dt. En faisant ¢\ 0,

on arrive a

~

N = j;m “1,:*¢z,tdt-

La démonstration est ainsi compleéte.

3. Notre théoréme principal.
Nous allons démontrer notre théoréme principal.

TatoriMe 1. — Soit N, un noyau de convolution injectif.
Alors il existe un céne convexe mazimum C,(N,) formé par
des diviseurs de N, et contenant N,, et C,(N,) est de la forme

C(Ny) = {N & D(Ny); Ny/N € (H)}
N eDINg; N+ Ny € D(N)(Vp > O}

Démonstration. — Posons

C/(No) = {N € D(Ny); No/N e (H
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Si C¢(N,) est un cdne convexe, on voit, d’aprés le corollaire 2,
que Cg(N,) est le cone convexe demandé C,(N;). On mon-
trera seulement que C¢(N,) est un cOne convexe. Soient Nj,
N, € Ci(Ny) quelconques. Notons Nj; = No/N; et (Nj,),>0
la résolvante associée & N;(j = 1, 2). Soit ¢ > 0 quelconque.
Alors, pour tout p > 0,

p , 1
(N, + gNo) % NI, = (N, + gNo) (PN} 1) * (NM + s) N
Comme
Nip+ e =2 (24 5 (0Nl
' P P n=1 ’

on a
(N1 4 qNo) * (PN}, piq) + (N + qNg) # (pNg, p1q)

= 2pN0 * <s - ’% (Ni,p+q + Né,p+q)>‘

n

Donc 21 (—% (N3, p+q + N;,p+q)> a un sens et

<N0 * < 2 (Ni pt+q —l_ \I2 p+q)>n>i

est décroissante. Pour un nombre p’ satisfaisant a

_ p<pP <p+g
on a aussl

N+ (5 (Nipsg + Ny < Ny (0> 1)

Donc

n>oo

lim N, » <§ (N s, + N;,,,+q)> —0
(vaguement). Par conséquent, en posant

on a
(Ny 4 gNo) # (PN prg) + (N + gNo) * (PNs, i) * NP = No.
Comme Ny Nj, a un sens et Ny Nj, < % No 7 =1, 2),

Ni,* Ny, a aussi un sens. Regardons la démonstration de
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la proposition 2; on voit que

U ’ 2 \ ’ 1 I 1
(N Nt )80 = (N )« (Nt )
Donc la proposition 2 donne qu’il existe un noyau de convo-
lution de Hunt N, tel que

(N, + Npg) s Ny =N, *N;, et 1lmNP=N

DP>o

q9

(vaguement). Pour fe Cx quelconque, il existe ge Cf telle
que, pour tout p > 1, NP« f < (Nj, + )= (Ny, + ¢) =
Comme Ny=* (Nj,+¢)*(N;,+¢) a un sens, le théoreme
de Lebesgue donne que

lim [ f dN, *N“”—hmfN“’)*f—:c)dN()
= [N, * f(— 2) dNy(2) = [ f dNy + N,.

Comme [ est quelconque, on a lim N, * NP = Ny« N,
(vaguement). On a, pour j =1, 2, e

Nj g * (N; + qNo) % NP) « f = N« NP « f
< N, * (N{,q + &) = (Né_q + ) =
= Nj g% (N; + gNo) * (N3, + ) = (N5, + ¢) = g,

et donc le lemme 5 donne que
lim (N; 4+ gNg) » N = (N, + ¢gN,) * N,
P>

(vaguement). Comme

N},q * ((NJ + qN ) * (PNJ p+q) ~N§p)) .
= Nj g% (N; + ¢No) * N — Nj 10 % (N; + ¢N,) » NP,
on a
Lim N, % (N; + qNo) * (PN, 1) » N§?)
= Nj, % (N; 4+ ¢No) = N)

(vaguement) En utilisant encore le lemme 5, on obtient que,
pour j=1, 2,

lim (N; + qNo) % (PN} 1) » NP = (N, + qNo) = N,
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(vaguement). Par conséquent
(Nl + Nz + 2qNo) * Nq = No.

Comme ¢ > 0 est quelconque, la proposition 1 donne qu’il
existe un noyau de convolution de Hunt N et un noyau de
convolution N-invariant = tels que

Noz(N1+N2)*N+7]

et que (N,s),»o estla résolvante associée & N, ou N, = N.
Notons (a0 le semi-groupe associé a N; (j=1, 2)
Comme, pour ¢ > 0 quelconque

(Nig+ Nog)# N, = N; =« N;

la proposition 2 donne que, pour tout ¢ > 0, «; , %, , a un
sens et que (exp (— 2qt)a; %@y )>o est le semi-groupe
. En faisant ¢\ 0, on voit que

associé a N
1 1
(“1,: * “z,c)tzo

est le semi-groupe associé 2 N. En remarquant que N, est
le Nj-potentiel de la mesure N; (j =1, 2), on a, pour tout
t >0, Ngxaj, < Ny et im Nyxa), =0 (vaguement). En

t>o0

rappelant la remarque 4, on a

=lm Ny *oa; %y, < IlmNy*oay, =0
t>x t>o

(vaguement), et donc 7 =0, dou N, = (N; + N,) « N.
On obtient ainsi N; + N, € Ci(N,). Par conséquent C;(N,)

est un cdne convexe. La démonstration est ainsi compléte.

Remarque 5. — Soit Ny un noyau de convolution injectif et
C un cone convexe formé par des diviseurs de N, et conte-
nant . Alorsona:

(a) Si, pour tout N de C, No/N a un sens et si
C* = {N,/N; NeC}

forme un coéne convexe, alors C < (H).

(b) Si C <= Cy(N,), alors N, e (H).

En effet, ¢ € C implique N, € C*, et donc C* = C/(N,.)
L’énoncé (a) résulte du théoréme 1. L’énoncé (b) est aussi un
résultat immédiat du théoréme 1.
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Considérons finalement C,(N,) dans le cas ou N, est
un noyau de convolution de Hunt. Posons N, = Ow a, dt.

On dit qu'un noyau de convolution N est conditionnellement
sous-médian par rapport ¢ N, si, pour tout ¢ > 0, N«
1 o "
a un sens et si lim - (¢, — €) * N définit une mesure positive
t>0
en dehors de 'origine 0; c’est-a-dire, 1l existe une mesure
positive v en dehors de 0 et un sous-ensemble dense 2
de Cg(X — {0}) tels que, pour fe 2 quelconque,
.1
(3) hm — (&, — ¢) » N(f) = v(f).

t>0

ProrosiTion 3. — Soit Ny, un noyau de convolution de
Hunt. Alors tout N de C,N,) est conditionnellement sous-
médian par rapport & N, et N = O(N,) (*).

Démonstration. — Soit (a)5, le semi-groupe associé a N,.
On a évidemment N = O(N,), et donc, pour tout ¢ > 0,
Nsxa, a un sens. Posons N = Nyo/N; on note (N;),0

la résolvante associée & N’. On désigne par (V) I’ensemble
des voisinages compacts de 0, et on associe a tout V de (V)
une mesure balayée ecy de ¢ sur CV relativement & N'.
On pose

2 = {(N' — N' &) » f; f e CX(X — {0}),
supp (f) NV = g} (%).

Alors 2 < Ci(X — {0}) et 2 estdensedans Ci(X — {0}),
car, pour tout Ve (V), N # N xecy. Soit

=(N' — N «&y)*fe 2

quelconque. Alors on a

hm——fgd — € *N-—hm——ffd — ¢) * Ng * (S_Ecv)

t>0 t>0

= lim fd< f‘axds>*(s&v—s)=ffdecv> ,
t>0 0

(4) Lanotation N = O(N,) signifie que, pour f € C{ quelconque, il existe g e Cg
et un compact F de X tels que N*f < Nyxg sur CF.

(5) Pour une mesure (@, i est défini par ffdfl = ff,dy. pour toute fe Cg.
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car, ayant

c 11 ®
—%No*([ acsds>*e(';v=<~1—f dsf audu>*s&v/No*sév
0 0 s

(vaguement) lorsque ¢t 0, le lemme 5 donne que

.1 t ,
llm —_— f o ds * Eqy = €’Cv
>0 ¢ 0

(vaguement). On a, d’autre part,
lim [ gd(p*N;) = lim | gd(p(pN; — <))
= lim [ fd(pNy) * (cty — ) = [ fdeiy,

P>

car lim pNj, % ey = e¢v  (vaguement) résulte du lemme 5 et
de Dégalité

lim N’ % (pN;) * ecy = lim (N — N}) # ey = N’ % ey

e >
(vaguement). Par conséquent (p*N}),s, converge vaguement

vers une mesure positive v en dehors de 0 lorsque n — oo,
et on a, pour g de 2 quelconque,

hm—fgd —e)x N = fgdv
t>0

La démonstration est ainsi complete

Se pose la question de savoir si I'inverse de la proposition 3
a lieu. Dans le cas ou N, est le noyau newtonien sur I’espace
euclidien R*(n > 3), cela est affirmatif (cf. [5]). Dans ce cas,
un noyau de convolution N sur R" est conditionnellement
sous-médian par rapport & N, si et seulement si N est
conditionnellement sous-harmonique; c’est-a-dire, AN > 0
au sens des distributions en dehors de I'origine, ot A désigne
le laplacien sur R"

4. L’unicité de la classe fractionnaire
d’un noyau de convolution.

Le théoréme 1 donnera le lemme suivant, qui jouera un
role essentiel dans la démonstration du théoréme 2.
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LemME 6. — Sotent Nj, N, e (H). St (N,)?2 et (N,)? sont
définis et st (N;)?2 = (N;)?, alors Ny = N,.

En effet, posons Ny = (N;)?(= (N,)?). Alors N, est injec-
tif (cf. le corollaire 1). D’apres la proposition 1 et la remarque 3,
No/N; a unsens et No/N; = N; (j =1, 2). Comme N;e (H),
le théoréeme 1 donne que N;e C(Ny)(j =1, 2). Donc il
existe N e (H) tel que (N; + Ny)« N = N,. Soit (N;,),50
la résolvante associée a N;. Prenons p > 0 quelconque.
Alors Ny =N, , et NyxN;, sont définis, car Ny N;,
(=1, 2) a un sens. On a

Nl,p * Nz,p = (Ny# (e — le.p)) % (N % (¢ — pN‘Z,p)
= Ny * (Ny % (e — PNz,p) * (e — PNl.p>)

et aussi
Ny, Npp = Ny (Ny % (¢ — pNy ) (¢ — pNy,,)).
Par conséquent on a

0=(N;)? # (e—pNy ;) * (e—pNy ;) —(Nz)? % (e —pNy ;) * (e —pNy ;)
(N; + Np) # (Ny # (e — pNy ;) # (e — pN,, )

— Ny * (e — pN,, ) % (e — pNy )
(Ny + Ng) * (N, * (e — PNy ;) — Ny px (e — pNy,,))
(Nl + Nz) * (Nl,p - N2,p)‘

1

I

La convolution N N;* N, , a un sens (j, k=1, 2), car

N« N; < N,. Donc
N * (Nl,p - Nz,p) = N« (Ny + Ny) = (Nl,p - Nz,p)) = 0.

En vertu de I'injectivité de N,;, ona N; , = N, ,. En faisant
P\ 0, onarrivea N; = N,, d’ou le lemme 6.

Dansle cas ot N;(j = 1,2) nesont pas de noyaux de convo-
lution de Hunt, (N;)2=(N,)? n’implique pas toujours
N, = N,.

Discutons une classe fractionnaire (N%),<,«; d’un noyau
de convolution N. Evidemment on a toujours

(N®o<aca = D(N).

ProrositioN 4. — Soit N un noyau de convolution injectif
et (N*)ocac1 une classe fractionnaire de N. Alors pour que
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(N*o<aca = (H), il faut et il suffit que, pour « € [0, 1] et
p > 0 quelconques, N* -+ pN e D(N).

Cela est immédiatement un résultat du corollaire 2.
Soit N = ﬁm a,dt un noyau de convolution de Hunt.
On pose

(4) N =

1 e -
r(a)fo 151, dt (0 < V, < 1) et No—-e.

Alors on a:

(@) (N*)o<a<y est une classe fractionnaire de N.
(8) (N*ocacs < (H).

(c) L’application [0, 1] 2 « - N* est vaguement continue.

Pour cela, on se référe & [3].

Nous montrerons qu’une classe fractionnaire d’un noyau
de convolution de Hunt est essentiellement unique. Nous
préparerons d’abord une notation et un lemme élémentaire.

Notons Mg I’ensemble des fonctions Z-mesurables, bornées
et > 0 dans X & support compact. Pour un noyau de convo-
lution N et pour fe Mg, on désigne par Nf la densité de
N« (f¢) par rapport & E. Soient N; et N, deux noyaux de
convolution. On écrit N; S N, si, pour f, ge Mg quel-
conques, N;f < Nyg E-p.p. sur {z e X; f(z) # 0} implique
N,f < Nyg E-p.p. sur X (8.

Lemme 7 (cf. [4]). — Soient Ny, N; € (R). Alors on a:

(1) S¢ N; s’écrit, avec une mesure positive v, comme
N; = Ny *xv, alors N, < N,.

(2) St Ny S N, et N; S N,, alors, avec une constante
¢ > 0, N; = ¢N,.

(3) L’ensemble {N: noyau de convolution; N, 3 N} et
Pensemble {N; N < N;} sont vaguement fermés dés que

N, # 0.

On dit qu’une fonction ¢ sur [0, 1] est exponentielle si,
pour tous ¢, s € [0, 1], ¢(t + s) = ¢(t)p(s) désque t+ s < 1.
On remarque qu’une fonction exponentielle ¢ sur [0, 1]
satisfaisant & ¢(0) = ¢(1) = 1 n’est pas toujours égale a 1.

(®) La notation &-p.p. signifie « presque partout pour & ».
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TutoriME 2. — Soit N = ﬂw «, dt un noyau de convolution
de Hunt et (N*) <a<1 une classe fractionnaire de N. Si

(Na>osa$1 < (R) ’

alors il existe une fonction exponentielle o > 0 sur [0, 1]
satisfarsant @ ¢(0) = o(1) =1 telle que NO=¢ et que,
pour tout o € (0, 1],

a_2®) (" a.
N ——P(“)fo 1%, dt.

Démonstration. — Soit (N*) <.« la classe fractionnaire de N
définie par (4). Comme, pour tout « € [0, 1], N* » N@-®» = N
et N est non-périodique, N* D’est aussi, et donc le lemme 1
donne (N%),co; < (H). Notons Q = {m[2"; m, n: entiers
> 1, m < 2*}. D’aprés le lemme 6, on a NY2 = N2, Par
récurrence, pour B € Q quelconque, NB = NE. Prenons
« € (0, 1) quelconque. On choisit deux suites

@iz @i = Q

telles que «, ”« et B, « lorsque n 7 . Comme, pour
tout n > 1,

N x NE-® — NB» — Nb»

et N = N@-) 4 No» — N@-) x No» le lemme 7 donne que
N* X Nf» et Ne < N2 En faisant n o, ona N*< Ne
et N* 3 N# (cf. (3) du lemme 7). Donc il existe une constante
¢e > 0, et une seule telle que N*=¢,N% car N # 0
(cf. (2) du lemme 7). L’égalité NO = ¢ résulte de N = N x N°
et de I'injectivité de N. En posant ¢(t) =¢, dans (0, 1)
et ¢(0) = ¢(1) = 1, on obtient que N* = ¢(«)N* et que ¢
est exponentielle. La démonstration est ainsi compléte.

Cororraire 3. — Soit N e (H). Alors il existe une classe
fractionnaire (N%),ca<1 de N, et une seule telle que Uon ait:

(1) (No<aca < (R).

(2) lim N* existe.

N0
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Cela résulte 1mmédiatement du théoréme.
Reste la question de savoir s1, pour N € (H), toute la classe
fractionnaire de N est contenue dans (H).
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