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FAMILLES D’OPERATEURS POTENTIELS
par Francis HIRSCH

Dédié a Monsieur M. Brelot a 'occasion
de son 70¢ anniversaire.

Ce travail se compose de trois parties. Dans la premiére
partie, nous donnons quelques résultats sur les noyaux-mesure
de Hunt sur R,. Nous caractérisons a ce propos les trans-
formées de Laplace des fonctions logarithmiquement convexes
et décroissantes sur R,.

Dans la deuxiéme partie, nous démontrons que, si p est
un noyau-mesure de Hunt sur R, et s1 (P),», est un
semi-groupe de Feller intégrable sur un espace localement
compact Q, Iintégrale fP, du(t) définit un noyau de
Hunt sur Q.

Enfin, dans la troisiéme partie, nous montrons que, si
est un potentiel abstrait-mesure sur R, de la forme

v+ glt) dt

avec v mesure bornée sur R, et g fonction a variation
bornée sur R, etsi (P,),5, estun semi-groupe a contraction
dans un espace de Banach X tel que son générateur infini-
tésimal soit d’image dense, alors I'opérateur fP, du(t)
défim au sens d’Abel (c’est-a-dire

[P, du(t)(@) = lim [P du(t),

A>0

avec pour domaine I’ensemble des x pour lesquels la limite
existe) est un potentiel abstrait sur X.
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Les résultats des parties 2 et 3 sont en relation avec des
considérations de calcul symbolique que nous explicitons et
qui permettent notamment de préciser le spectre des opérateurs
ainsi construits.

Les résultats énoncés dans les deux premiéres parties ont
été exposés au Séminaire de Théorie du Potentiel de Paris en

mars 1974.

0. PRELIMINAIRES

Nous donnons d’abord un certain nombre de rappels concer-
nant quelques définitions et propriétés.

0.1. Potentiels abstraits et noyaux de Hunt.

Soit X un espace de Banach. On appelle potentiel abstrait
sur X (c.f. [13], p. 412) un opérateur V de la forme — A-!
ou A est un générateur infinitésimal d’image dense d’un semi-
groupe fortement continu & contraction sur X.

Soit Q wun espace localement compact, %%(Q) (respecti-
vement A'r(Q)) D'espace des fonctions réelles continues
tendant vers 0 a I'infini (respectivement a support compact).
Un semi-groupe de Feller sur Q est un semi-groupe fortement
continu et a contraction (P),5, sur #R(Q) tel que

Vieéx(Q), vVt 20 (f = 0)= (Pf = 0).

Le semi-groupe (P,),5, est dit intégrable si
Vie #x(Q), VoeQ [T|Pf(z)dt < oo,

et (a: - j;w Pf(x) dt) € ¢%(Q). A tout semi-groupe intégrable,
la formule précédente permet donc d’associer un opérateur V
sur ¢%(Q), de domaine A R(Q).

Un tel opérateur est appelé noyau de Hunt sur Q.

D’apres [9], un opérateur sur %%(Q) de domaine A 'R(Q)
est un noyau de Hunt si et seulement si

1) V vérifie le principe complet du maximum

[ie. Vfe A(Q)(VFf < 1 sur {f > 0}) == (Vf < 1)]
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) V[#r(Q)] = #%(Q) (au sens de la convergence uni-
forme sur €%(Q)).

On peut d’autre part remarquer que si V est un noyau de
Hunt, son plus petit prolongement fermé dans %%(Q) est
un potentiel abstrait.

0.2. Semi-groupes et familles résolvantes
de mesures sur R,.

R, désigne lintervalle [0, o] de R.

On appellera famille résolvante de mesures sur R, une
famille (e3)3>0 de mesures complexes bornées sur R, &
support dans R,, telle que

Va, >0 e =¢, + (p — Ny * g,
va > 0 [rey] <1

De méme, on appellera semi-groupe de mesures sur R, une
famille (p,);»o de mesures complexes bornées sur R, &
support dans R, telle que

wo =3
Vi, s 2 0, po=u *uy,
vi> 0 led <1
lim p, = § vaguement.

t>0

Il est facile de voir qu’a tout semi-groupe de mesures
(#)i»0 sur R,, on peut associer une famille résolvante de
mesures (gy)yso sur R, par la formule

VA >0 ¢ =j;w e~My, dt (intégrale faible).

En fait, on obtient ainst toutes les familles résolvantes de mesures
(excepté la famille: V2, &, = 0). (Ceci est un cas trés parti-
culier de résultats généraux. Voir, par exemple [7], Théoréme
15). Rappelons alors le résultat suivant (c.f. [6], Proposition 2) :
Soit (u,);»o un semi-groupe de mesures sur R, distinct du
semi-groupe u, = § et soit (e))>o la famille résolvante
associée. Alors lim ¢; existe vaguement.

A>0
On appellera potentiel-mesure sur R, toute mesure
non nulle sur R telle qu’il existe une famille résolvante
11
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(ex)a>o de mesures sur R, (qui est alors unique) vérifiant

® = Iim €)
A>0

(On a alors (c.f. [6]), u :ngows;@m).

Si en outre, les mesures ¢; sont positives, on dira que p
est un noyau-mesure de Hunt sur R,.

Nous noterons (H) Uensemble des noyaux-mesure de Hunt
sur R, et (P) lUensemble des potentiels-mesure sur R,.

0.3. Calcul symbolique.

Soit (P,),;>o un semi-groupe fortement continu a contraction
sur un espace de Banach X et (@);»o un semi-groupe de
mesures sur R,. On définit, pour tout ¢ > 0 ettout  de X

Qe = [ P dus).

Alors (Q,);>0 est un semi-groupe fortement continu a contrac-
tion sur X et la résolvante de (Q,),>, est donnée par

Sy ::fPszv dey(s)

ou (g3)x>o est la résolvante du semi-groupe (u);>o-

Supposons que (), ne soit pas le semi-groupe identique
a & et désignons par p l’élément de (P) associéa (u,);>o-
Soit H, la fonction définie par:

H,(s) = ﬁa“i‘ du(t).

(H, est bien définie pour <%ez > 0 d’aprées [6], Propo-
sition 2). Supposons en outre que (P,),5, soit associé a un
potentiel abstrait V.

On notera alors

Hy(V) = s — lim S,

A>0
(ie. D(HL(V)) = gx; lim S,z existe au sens de la norme%
A>0

et H,(V) est défini sur son domaine par cette limite).
Le but des parties 2 et 3 de ce travail est de montrer que,
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sous certaines hypothéses, H,(V) est un potentiel abstrait
(ce qui revient a dire que D(H,(V)) est dense d’aprés [4]
1.3.4 et I1.2.5), et de donner dans ces cas des expressmns de
H,(V) ne faisant pas appel & (s3)y>o mais uniquement a g,
ainsi que des précisions sur le domaine de cet opérateur.

1. NOYAUX-MESURES DE HUNT SUR R,

1.1. Remarques générales.

Soit p une mesure positive sur R & support dans R,
non nulle. On note V, Popérateur sur %}(R,), de domaine
A'r(R,) défini par

Vfe A(R)) Vo >0, Vif(e)= [ fle+y)du(y).

De méme, on note W, Popérateur de %¥g(R) (ensemble des
fonctions réelles continues sur R), de domaine o 'x(R)
défimi par

Vie #r(R), W, f=pxf

On a alors la proposition suivante :

Prorosition 1. — Sont équivalents :
1) p € (H).
1) V, est un noyau de Hunt sur R,.
i) V, vérifie le principe complet du maximum.
1v) W, vérifie le principe complet du maximum.
v) Pour tout ouvert borné » de 10, o[, il existe une mesure
positive v, telle que
SUpp Vo, € @, L kv, = @ SUr @ et [ * v, < W,
sup w([n, n 4+ 1[) < oo.
n€N
1) =>1v): Soit (&;)a>o la famille résolvante associée a .
Définissons (R;),s, la famille résolvante sur #3(R) définie
par
R)f = g) * f
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(Ri)i>oe étant une famille résolvante sous- markovienne, pour
tout A strictement positif R; vérifie le principe complet
du maximum (c. f. par exemple [11], p. 406).

Or, si f appartient & #g(R),

lim Ryf = W,f uniformément sur tout compact.
A>0

Donc W, vérifie le principe complet du maximum.

iv) = v): La premiére partie de v) est conséquence de
théorémes classiques (c.f. [1], Théoréme 1). D’autre part iv)
implique :

Vfe Ar(R), n*f est bornée sur R.

On en déduit aussitdt la seconde partie de v).

V) = 111): Supposons v). Montrons d’abord que fdv
est inférieur ou égal & 1.

Si fdp. es fini, c’est évident.

Supposons fdy. infini et « inclus dans [0, b]. Soit
a < b

[ o, af@ + y) du = [ u([0, a — ]) dv,(a)
> ([0, a — b)) [ dv,.
one [dv a)) u(Ja — b, a])
Done. [ < ey = 14+ BG4

w(Ja — b, a]) < (b + 2) sup p([n, n +1).

Faisant tendre a vers I'infini, on obtient

fdvméi

Soit f appartenant & A'r(R.).
Supposons V,f(z) < 1 sur {z > 0; f(x) > 0}. Soit m,eR,;
supposons f(z,) < 0 et soit
o ={y > 0;f(z +y) > 0}.
Vof(z) = [ f(z + y) du( ) < [ f@+y) d(u*V) y)
Vof (@ + y) dvi( fdv <

Donc V, vérifie le principe complet du maximum.
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ni) = 1) : D’apres le théoreme II, p. 403 de [11], 1] existe
une famille résolvante sous-markovienne (R;)0 sur %%(R.)
telle que

Vfe A r(Ry) yf% Ryf = V,f uniformément.

Définissons
€) ¢ f—> R)f(O)
Pour fe%%(R,) et z > 0, on note

Ay) = fle + y).

Alors Viu(.f) = ,[Vu(f)]. Donc la méme propriété est valable
a V, pour (R))so et

Ryf(2) = [ flo + y) desly)-

On déduit alors immédiatement de ’équation résolvante que
(ex)r>o est une famille résolvante de mesures positives sur R,

et lim ey = p.
A>0

1) =>11): Immédiat a partir des définitions. Si (i)
est le semi-groupe associé a u, le semi-groupe (P,),5, associé
a Vu est donné par

Vfe G(R, = [ @+ y) duy)-

1) = i11) : C’est un résultat general.

1.2. Fonctions logarithmiquement convexes.

Nous allons maintenant nous intéresser a des éléments de
(H) particuliers. Dans [6], nous avons introduit le céne #
des fonctions complétement monotones sur 10, oo[, non nulles,
périfiant

o o (Y < (BN

et nous avons montré que les éléments de s étaient des
transformées de Laplace d’éléments de (H).

Dans [10], M. It6 a montré que si k était une fonction sur
R, continue strictement positive, décroissante, logarithmi-

quement convexe (i.e. de logarithme convexe) et si k était
la fonction sur R définie par k(t) = k(t) si t > 0 Kk(t) =0
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st t < 0, le noyau de convolution associé 4 la mesure k dt
vérifiait le principe de domination.
Le théoréme suivant fait le lien entre ces deux résultats.

TutoriME 2. — Soit 7 Uensemble des mesures sur R,
positives, non nulles, @ support dans [0, o[ telles que u| 10, oo
admette une densité qui soit une fonction logarithmiquement
conyexe décrovssante. Alors U'itmage de 7 par la transformation
de Laplace est égale a .

En outre, S est un cone convexe inclus dans (H).

(Dans I’énoncé précédent, comme dans la suite, une fonction
sur ]0, oo est dite logarithmiquement convexe si elle est
strictement positive en tout point et de logarithme convexe,
ou identiquement nulle.) La deuxiéme partie du théoréme
est une conséquence directe du résultat de M. [t6 mentionné
ou une conséquence de la premiére partie du théoréme et du
résultat de [6] mentionné.

Désignons par ¢ la transformation de Laplace :
2u(t) = [ e du(s).
o Z(7) <« H#:

Supposons d’abord que ¢ soit une fonction logarithmi-
quement convexe, de classe ¥® sur [0, co[ et décroissante.
Pour tout z > 0, la fonction

?4(t) = e~"o(t)
vérifie les mémes propriétés. On a donc
(22)* < @05
Soit f la fonction Z(9).

(= )™ 2) f T di— — f T ) de
(n+ 1)1 3 (n—+—1)!%() o(n—}—Z)!%() '
Donc, d’aprés I'inégalité de Schwarz

[ () >2 < f T ) de f TP oy de
<(n+1)! = Js (n+2)1°"’°() . a1l

o Vhie o gn (+2) ) F®
< fo (———~n:_2)!<pw(t) dt fo Lo = ({1 +<;))!f n(f)'

Donc #(9) appartient & #.
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# étant stable par limites croissantes, et toute fonction
logarithmiquement convexe sur ]0, co[, intégrable au voisi-
nage de 0, décroissante, étant limite croissante de fonc-
tions du type de la fonction ¢ précédente, on voit que si

wes et p({0})=0
alors Zu € #.

D’autre part les constantes positives appartiennent a #
et # est un cone convexe, on a donc

Z(7) < H.
o H <= Z(J):

Soit f un élément de #. Pour tout ke N, on pose

Vi > 0 Ly(t) = L_T'c—!i)—k f® <%> <%>k+l.

On va raisonner en plusieurs étapes.

a) L, est logarithmiquement convexe :

(1 k
(Log Lyy(n) = &1 2k %é‘))
)]
- ?'f®<%> +(
fek+1)
/<A~.+)th_’ff(k)<<_]{_>
-f<k+1) LAYk

¢ k2 kK k42
- (£ (= %+ k)
t
i k41 _ﬁ_ B
Vk+1+ﬂ+<t> L
¢ f(k)< >t2\/k+1 o
t

e ()
o)

1 ]

| =
N——"

t
k
t

A\
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b) L, est décroissante:

Supposons d’abord f(0) fini. Alors
f(z) = [ e du(t)

avec p bornée.
On en déduit facilement

Lim f®(t) . tk+t = 0
>0
et donc

lim L,(t) = 0.

t>»

L, étant convexe positive (d’aprés «)), L, est décroissante.
Dans le cas général, on approche la fonction f par fi(h > 0)

fu(z) = f(z + h).

fn appartient aussi & # et f,(0) est fini, d’ou le résultat.
Notons alors « la fonction croissante normalisée sur R,
telle que

fla) = [ e da(t)
(ou do représente la mesure de Stieltjes associée a o).

c) « est une fonction concave sur 10, oof :

En effet, d’apres [12], p. 290,
Ve > 0 Tim [ L(u) du = «(t) — «(0,).

¢) découle donc de b).

En particulier « est absolument continue et il existe ¢
positive sur ]0, oof, localement intégrable sur [0, oo,
décroissante, et 1l existe a > 0 de sorte que:

flz) = f;w e~"o(t) dt + a.
D’apres [12], p. 288,
lim L,(t) = o(1)

k>0

en tout t >0 ou ¢ est continue et donc sur le complé-
mentaire d’un ensemble dénombrable.
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D’apres le théoréme de Helly, il existe une suite extraite
(k,) telle que
lim L, (t) = ¢(?)
pour tout ¢ de ]0, oof.
Alors ¢ est logarithmiquement convexe d’aprés a) et
f= %u avec p = ad + ¢ dt. f étant non nulle, p est non
nulle.

1.3. Eléments de (H) a densité continue sur R,.

Soit g une fonction positive, continue sur [0, o[, non
identiquement nulle. Soit @ la mesure & densité g ou

gt)=g(t) si t>0 et gH)=0 si t<0O.

Nous allons donner des conditions nécessaires et (ou) suffi-
santes portant sur g pour que p appartienne a (H) et
faire la relation avec la propriété de logarithme convexité.
Nous donnons d’abord une condition nécessaire et suffisante
qui est 'adaptation au cas de R, d’une condition donnée
pour les noyaux symétriques par J. Deny dans [2].

ProposiTion 3. — Sont équivalents :
1) w € (H).
1) v = 0, g(t) < g(0) et
Vn>1, V0<a <ay,... <a,
g(an——a‘n—l) g(a‘n_a'n—2) e g(an_al) g(an)
g(0) 8(a1—ans) ... g(an—;“%) g(a'n—l)

0 8(0) | |
(=1 0 | =0

g(azi——-%)
0 0 e g0) glan)

g étant continue, 1l est facile de voir que la premiére partie
de v) de la proposition 1 est équivalente &

vn > 1, VO < a < -+ < a,, Jotg, ..., o4 = 0:
Vi <i<n—1, gla) = X wgla, — a))

Jj=1
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n—1
et gla,) > Y «,8(a, — a;), ou encore équivalente a
Jj=1
vn > 1, V0 < a, < --+ < @, 3oy, ..., a, = 0:

vl <1 <, gla) = X a;g(a; — ay),
j=
ce qui est évidemment équivalent & la positivité des déter-
minants. En outre, si . appartient & (H), avec les notations

n—1
précédentes, X «; < 1 (puisque fdvm < 1) et, en parti-
i=1
culier, «; < 1 c’est-a-dire g(a;) < g(0). Donc g(t) < g(0)
pour tout ¢ Reéciproquement, si g(t) < g(0) pour tout ¢,
on a évidemment w([n,n 4+ 1[) < g(0) et donc cette propriété
jointe a la positivité des déterminants implique que p appar-
tient a (H).

CoroLLAIRE 4. — St p appartient & (H),
vi,s > 0 g(0)g(t + ) > g(t)gls).

En particulier
Vi

WV

0 g(t) > 0.

CororLLAaIrE D. — Soit v une mesure positive sur R non
nulle, a support dans R, etadensité k. On suppose k continue
sur 10, o[. Pour tout h > 0, on note v, la mesure de densité

k. définie par
kn(t) = k(t + h) pour t > 0 et k(t) =0 st ¢t < 0.

Sont équivalents :

1) Yh > 0, v, € (H).

1) k est logarithmiquement convexe sur 10, o[ et décrois-
sante.

En effet, s1 1) est vérifié, d’apres le corollaire 4, Vi, s > 0

Vh > 0 k() k(t + s + h) > k(t + h)k(s + h) et
k(t + k) < k(h),

ce qui implique 11).

D’autre part, si 1) est vérifié, k, est logarithmiquement
convexe décroissante sur ]0, oo et il suffit donc d’appliquer
le Théoréme 2.
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CoroLLAIRE 6. — Supposons g contintument dérivable sur
[0, o[ et u appartenant a (H). Alors la fonction

_9O,
hz) = gla)e "

est une fonction convexe croissante. En particulier

¢,
g(x) > g(0)e®

En effet, d’aprés la Proposition 3, pour 0 < a; < a, < a4

glas — ax) glas — a;) glas)
g(0) glas — a1) glas)| = 0.
0 g0)  glar)

Ce déterminant étant nul pour a;=a,, sa dérivée par
rapport & ag est positive pour az = a,, c’est-a-dire

— 8'(0)8(0)g(az) — g(0)g(ar)g' (@ — @) + ¢'(0)g(ar)g(az — a)
+ g(0)°¢ (@) > 0
ce qui donne
Yo, B > 0, R (e« + B)R(0) — A(a)R'(B) = O.
Faisant tendre B vers 0, on obtient
h'(x) > 0 et donc h croissante
et minorant h(«) par h(0), on obtient
h'(« + 8) > K'(8)

c’est-a-dire h convexe.

Remarque. — En fait, g étant une fonction positive sur
10, o[, la propriété (g est logarithmiquement convexe sur
10, o) équivaut & (Vce R ge* est convexe sur ]0, o).

2. FAMILLES DE NOYAUX DE HUNT

Nous donnons d’abord une proposition généralisant le:
lemme 1, p. 47 de [10].



276 FRANCIS HIRSCH

Proposition 7. — Soit (P,),»o un semi-groupe de Feller (1)
sur un espace localement compact € et soit p une mesure
positive sur R, a support dans R, telle que

sup w([n, n + 1[) < oo.

Alors st pour tout f de Hg(Q) et tout z de Q t— Pf(x)
est intégrable par rapport & dt sur R, etsi x — f;w Pf(x) dt

est continue (resp. appartient a %%(Q)), alors pour tout f de
Hr(Q) et pour tout x de Q t— Pf(x) est intégrable par

rapport & u sur R, et w»ﬁwP,f(x) du(t) est continue
(resp. appartient & 6x(Q)).

Soit, en effet, f appartenant & A x(Q) et positive. Il
existe g de A 'R(Q) et positive avec

f(x) +1 < g(x) pour z € Suppf.
Il existe donc % > 0 et 7 <1 tel que

1 gl
f < —~f Pg dt.
N Jo

Il existe donc h appartenant & Hx(Q) et positive (par
exemple h = gn~') tel que

f< [ Phat.
Alors

S, @) Pif dp(t) < (["* PR L) u([n, n+ 1]).

Or la série de terme général ﬂ”z P,k dt est, par hypotheése,

uniformément convergente sur tout compact de Q (respecti-
vement uniformément convergente). Donc

o> [ Pif()du(t)

est une fonction finie continue (respectivement appartient &
@@).

On déduit de cette proposition, le théoréme suivant (&
rapprocher du Théoréme 2, p. 53 de [10]):

(Y) En fait, I'hypothése de contraction n’est pas nécessaire pour cette proposition,
comme on le voit d’aprés la démonstration.
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TutoriME 8. — Soit V un noyau de Hunt sur un espace
localement compact Q, de semi-groupe associé (P),5,. Soit p
un élément de (H). Alors, pour tout  de Hr(Q),

ve Q> [ Pf(a)dut)

est définie et appartient ¢ %x(Q). L’opérateur ainsi défint
sur ¢%(Q), de domaine A'g(Q), est un noyau de Hunt sur Q

dont le plus petit prolongement fermé est HP(\A’) (ou V estle
plus petit prolongement fermé de V) (2).

Soit (ex)a>o la famille résolvante associée & p et (w)iso
le semi-groupe associé.

Qf = [ Pfdus)

définit un semi-groupe de Feller de résolvante

Sif = [ P.f dey(s)

Or ¢, converge en croissant vaguement vers p. Donc si
fe #r(Q) et f> 0, S,f converge en croissant vers

= [ Pf(a) du(s).

W[ appartenant a %}(Q) d’apres la proposition 7,
Vfe #xr(Q) lim S,f = Wf uniformément
A>0

(d’apres le lemme de Dini). On en déduit que W est un noyau
de Hunt et la suite du théoréme est conséquence des défi-
nitions de 0.3.

Remarques. — a) Solent u; et p, appartenanta (H). Soit
(#3);>0 le semi-groupe associé a p2. Alors d’aprés ce qui
précede p1©p2=fp% du,(t) (intégrale vague) est défimi
et appartient & (H). On voit que

HP’IOE‘LI = HE‘q ° HP-:

(3) Avec certaines des méthodes utilisées dans la partie 3, on peut démontrer

que le domaine de H, ﬁ’) est 3}" e Cr(Q) hm f e~ p,f du.(t) existe pourla conver-
gence uniforme} et Hy.(V) est défini par la lunlte sur son domaine. La démonstration

paraitra dans le prochain volume du Séminaire de Théorie du Potentiel de Paris
(Lectures, notes, Springer).
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et il est facile de montrer que si V est un noyau de Hunt
Hp;op,(v) = Hy.(HH,(V))-
b) Une conséquence des théorémes 2 et 8 est que ’ensemble
des fonctions de la forme f(—f;), ou f est un élément de #,

« opére » sur les noyaux de Hunt.

On peut associer ainsi & un noyau de Hunt donné tout un
cdne convexe de noyaux de Hunt contenant les puissances
fractionnaires de ce noyau.

¢) Le théoréme 8 étend le théoreme VIII.4.1. de [4].

d) Rappelons que d’apres les résultats de [3] et [4], s1 p € (H)
et est & densité, H, se prolonge de {z; Zez > 0} U o dans
le méme ensemble et, V étant un noyau de Hunt,

Hy(o,(V)) = o.(Hu(V))

ou o, désigne le spectre étendu.

3. FAMILLES DE POTENTIELS ABSTRAITS

Nous allons donner un théoréme qui étend partiellement le
théoréme 8 au cas de potentiels abstraits.

TatoriME 9. — Soit X wun espace de Banach et V un
potentiel abstrait sur X de semi-groupe associé (P,),»,o. Soit p
un élément de (P). On suppose que

w=v 4 gt) dt

ou v est une mesure bornée a support dans R, et g est une
fonction a variation bornée sur R, a support dans R, (on
note dg la mesure de Stieltjes associée & g).

Soit W Uopérateur défini par

Wz = lim | e P du(t)

A>0+

avec pour domaine U'ensemble des x pour lesquels la limite
existe dans X.
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Alors
1) W est un potentiel abstrait et W = Hy(V);
2) D(W) = D(V) et

vz e D(V), Wo = lim (gt)PVa + [ 1o, (w)Py(2) du(u))

t>w

3) W est le plus petit prolongement fermé de sa restriction

a D(V).
4 D(W) = {a; lim [ e Padu(t) eiste faiblement{.
A>0

5) D(W) = {a; [ Padg(t) e D(V)| et
Wz = [ Padv(t) + V[ [ Padg)]

Remarquons, avant d’entreprendre la démonstration, que
les éléments de ~ vérifient les hypothéses faites sur p
et donc, une conséquence du théoréme est que les fonctions

f<—i—>, pour [ appartenant a #, «operent» sur les poten-

tiels abstraits. D’autre part, dans le cas particulier ou v =0
et g=1 sur R,, la défimtion de W est la définition
habituelle du potentiel V et 4) est connu.

La démonstration va se faire en plusieurs étapes.

Nous noterons (s3)5>o la famille résolvante associée a p,
(R)a>o la famille résolvante de (P),», et

Sz = f Pt(B ds;\ t).

) Soit [ une fonction continue bornée sur R, telle que
f f(u) du soit bornée. Soit (®,),~, une suite de fonc-
tlons p051t1ves de classe %' sur R, a support dans R,
comprises entre 0 et 1 avec '
®, indépendante de n sur [0, 2],
O, (x) =1 s1 ze[2,n], O fx) =0 s1 & > n+ 2,
|®,(z)] <1 pour tout =z.
On a

g€ =V -+ g —Avxeg —Agxegy
Donc

[(Fo,)y de; = [(Fo,y dv — [Fo,dg — [(Fo,) d(v + aey)
+ f a) dg * A de;.
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Soit ® la fonction égale & @, sur ]— oo, 2] et & 1 sur
[2, o[. Par convergence dominée, dg étant une mesure
bornée, on obtient,

[ (@ + Fo') dey = [ (fo + Fo') (dv — dv * 2 dey)
— [Fodg+ [Fodg«nds

soit
[ fde =] —chb’dsl—J—ffi—(D de;

+ [ (fo + Fo')dv — [ Fo dg]

+ [ [ Fodgsn del — [(fo + Fo')dv+n ds ]
e, convergeant vaguement vers , le premier crochet
converge quand A tend vers 0 et le second crochet est

majoré uniformément en A.
Donc

lim flfdsk =0;

A>0

b) Supposons que, outre les conditions a) sur f, F=F, 4 r
avec re G et j;t F;(u) du borné.
Alors 1l est facile de voir que, s1 > 0,

j;l (fO)(z + y) dy et j;t (F1®)(z 4+ y) dy sont bornés.
Alors, d’aprés a), pour z > 0,
[ (@)@ +ynday) et [(fO) e+ y)dey)

convergent vers 0 quand A tend vers 0.
D’autre part, ®' étant a support compact

[ (Fo') (@ + y) dex(y)

converge quand A tend vers 0.

Enfin
fd)dg*kds;\—g f)\ds;\—f(b’g*xds;\

®’ étant a support compact f ®'(x + y) dey(y) converge
quand A tend vers 0 et donc fd)’g*)\ds;\ tend vers O.
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D’autre part
lim [ e du(t) = oo

z>04+

st et seulement si fkdsl =1 pour tout 2.
Or

Lim xf e~ du(t) = g(oo).
>0,
Done, s1 g(o) # 0, f Ade; = 1 et done, dans tous les cas,

va, g(o) [ ndey = g(o0).

Finalement on obtient que

lim [ fde,

. A=>0
existe et vaut

— [Fordyp — [ f(1 — @)dp + [ (f© + FO') dv
— [[Fodg+ rg(w) = [ fdv — [ F, dg.
¢) Soit zeD(V) « >0 et z*e X*. On pose
f(t) = Pz — aR,z), 2*>.

On a alors
F(t) = {— P,.Ryz, 2*) + (Ryz, z*).
Posons alors
r = <R¢£L', .CU*> Fl(t) =<{— PtRa.x’ x*>
i Fa(u) du = (PR, Vz, 2*> — (R,Va, 2*).
On peut donc appliquer b) et on obtient

lim [ (Pz — aRya), 2*) dex(t) = [ <Pz — «Raa), &*) dy(t)
A>0
+ [ <PRuz, 2*> dg(t).

Donc, pour tout z de D(V) et tout « > 0
Si(z — «R,z) converge faiblement (et donc, aussi, forte-
ment) quand A tend vers 0 vers

[ Pio — «Ruz) dv(t) + [ (PR,2) dglt).



282 FRANCIS HIRSCH

Or (I —«Ry)(D(V)) 2 (I — aR)(X) = D(V) = X.
On en déduit donc que
H,(V) est un potentiel abstrait et

v e D(V) Va > 0

Hy(V)(@ — «Ro2) = [ Pz — «Ryz) de(t) + [ PR, dg(o).

d) Soit ze D(V). M Ry — Vo H(V) étant fermé, on
voit, d’aprés le théoréme de Lebesgue, que

D[H,(V)] > D(V) et VzeD(V),
Hy(V)z = [ Padv(t) + [ PV dg(t)

soit, par intégration par parties,

Vo € D(V) Hy(V)o = lim [ g(t)PVas + [ 4 o(w)Pu du(u)].

t>o0

e) D’autre part
Siw = [ Pada()

Si(D(V)) = D(V).

et donc

Par conséquent
[T+ 2AH(V)I(D(V)) = [I+ 2H,(V)][I —285,](D(V)) = D(V).

Il résulte alors immédiatement de propriétés générales ([4])
que H,(V) est le plus petit prolongement fermé de sa restriction
a D(V).
Notons maintenant W; l'opérateur de domaine
fz; [ Padg(t) e D(V)}
et défim par

Wi = [ Padv(t) + V[ [ Padg (1)].
Notons W, l'opérateur de domaine

gw; w — lim | e P du(t) existeg
A>0

et défini par cette limite sur son domaine (ot w~ désigne les
limites faibles).
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f) Posons, pour A > 0, D, l'opérateur

Dz = f eMPx du(t).

Di(z — $,0) = [ e P du(t) — [ eMP, adey(s) du(t)

= [e WP du(t) — [ e NP du(t) + [ e NP dey(t)

+ [ (e — &Py, du(t) dey(s)
(d’apres I'égalité p = ¢; 4 € * ).

Donc
[Da( — 812) — Sy] = — [ (1 — e)P dey (1)
— f f e M1 — eX)P,, .z du(t) dey(s).

Or p = i e

Done [u] < 3 |erf*"
Soit Nz.?'i;ll et M= 2|y, ona
N

1—
IDy(x — Sy2) — Sz < [(1

soit [Dy(I —S;) — 5] < 1.
Supposons maintenant que x appartienne & D(V). D’apres
la formule obtenue en d),

H,(V)e = lim [ [ Padv(t) + [ RiPw dg(t) ]
I(1 — e ™) RyPa| < 2(1 — )| Va] < 2| Va|

et,

N@)) + N Jla] = |,

| =

Done, d’aprés le théoréme de Lebesgue

Hy(V)z = lim [ e¥Pa dv(t) + [ e*RyP dg(t)]-
Or e *R;Pz = ﬁw e Pz ds. Donc, par intégration par
parties, _
H,(V)z = Iim D,
Ainsi
H,(V)ID(V) = W.
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En particulier

vz e D(V) lim (Dy(z — Sy2) — S,2) = 0

A>0

(car (I — 5;)(D(V)) = D(V)). Donc, d’aprés I’équicontinuité
des opérateurs [D,(I — S;) — S;], on obtient

Vz e X lim Dy(z — S;z) = S;=.

2>0
Or Im (I — 8,) = D(H(V)). Donc, H,(V)< W.
g) W< W, est trivial.
Soit z € D(W,). f (I — ARy)e"™Pz dg(t) appartientd D(V)
et

V[ [ (1= 2R)e™Padg(t)] + [ eMPwdv(t) = Dyw

(d’aprés un calcul déja fait, V(I — aAR;) étant égal a R;).
Le graphe de V étant fermé est fermé aussi pour les topo-
logies faibles. On en déduit que x appartient & D(W,;) et

lev == sz.
Donc

h) Supposons que z appartienne 3 D(W,).
V[ [ Pz — 2Rya) dg(t)]| = By [ P dg(t).
Or z — ARz appartient & D(V) = D(H,(V)) et, d’aprés d)
[H,(V)](@ — 2Ryz) = [ Pz — aRoz) dv(t) + Ry [ P dgl(s).
H,(V) étant fermé, on voit que
zeD[H,(V)] et H,(V)z= [Padv(t)+ V[ [ Padg)]

Donc
W, = Hy(V).
Finalement, W =W, =W, = H,(V), ce qui achéve la

démonstration du théoréme.

Remarques. — a) Il peut se faire que @ appartienne a
(H) et que I'opérateur W défini par la formule du théoréme
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ne soit pas de domaine dense. C’est le cas par exemple si
p= 33,
n=0

X étant I’adhérence, dans I’ensemble des fonctions unifor-
mément continues et bornées sur R,, mum de la norme
infini, de ’ensemble des fonctions f uniformément continues
et bornées telles que

f: f(u) du soit bornée,
et

Pf(z) = f(z + 1)

Il est facile de voir que (P,),», est associé & un potentiel
abstrait sur X.

Or

vfe D(W) lim» S ef(n) = 0.

Par conséquent, cos (2r.) appartient & X et non a D(W).
b) St p vérifie les hypotheéses du théoréme et si en outre v
est & densité, pour le prolongement canonique de H,,

H,[o,(W)] = o (H,(W)).

Remarquons que s1 p vérifie les hypotheéses du théoréeme,
H, est nécessairement fini sur {z; Zez > 0 et z # 0}.

Nous allons, pour terminer, appliquer certaines méthodes
précédentes, pour préciser un résultat de [5]. Nous adoptons
désormais les notations suivantes : Soit p une mesure positive
non nulle sur R a support dans R,, telle que

1
f1+tdp(t) < .
Soit H la fonction

H(z) =ft-z-{‘ﬁ du(t).

Soit X wun espace de Banach et V wun opérateur sur X,
fermé, de domaine dense, d’ensemble résolvant contenant
]— oo, O[ et tel que sup (I 4+ AV)!| < .

2>0
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Dans [5], nous avons défini H(V) comme le plus petit pro-
longement fermé de I'opérateur défini sur D(V) par

[ VI + V)1 du()

et montré que H(V) vérifiait les mémes propriétés que V.
On a alors le résultat suivant :
Trgorkus 10. — H(V) = s-lim [ V[I 4+ (» + ¢)V] du()
>0
(notation signifiant que D(H(V)) est 'ensemble des z pour

lesquels f V[I+ (A + €)V]* du(r) converge quand A tend
vers 0 et H(V) est défini par cette limite sur son domaine).

Posons
R, = V(I + aV)-
Sy = H(V)[I + 2aH(V)]*
D, = [ Ry du()
M = sup I2R,-

D’apreés [5], il existe une mesure positive v; avec

fi dvi(A) < telle que
DI —8;) = f Re da(3) — [ RenR, dva(s) du(n).
fRH)\ du(rx) = H(R fRs+s dvy(s)
+ [ RerRep dui(s) du()

(car H(R.)(I 4+ H(R,))™? :fRH_s dvy(s) par application du
calcul symbolique a I’ opérateur R,).
Donc

DI —8;) = [ Rey, dvils) — [ eRerRRosy dva(s) dp ().

Or
f ?Zifs dv(s) = ﬁ—i avec f(c) = H(%)

Donc [D(I —5;) — 5 <
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On déduit alors facilement de [5], comme dans la démons-
tration du théoréme précédent, que

s-lim [ Rype du(n) > H(V).
£>0

Or H (V) est maximal M-codissipatif (au sens de [4]), R, est
M-codissipatif, donc H(R.) est aussi M-codissipatif (d’aprées
les résultats de [5]) et done

s-lim H(R,)

£>0

est M-codissipatif. D’aprés la maximalité de H(V)
H(V) = s-lim [ Roscdu(y).

Cas particulier. — Soit 0 < « < 1 et p admettant sur R,

1 1
D)1 — a) &
On obtient alors

la densité Alors H(z) est la fonction z*.

o1 * _ A
\Y -—Slslg)l . VII+ (A 4 ¢)V] I—I‘(a)l"(i——a)d)\'

Cect est a rapprocher de la formule donnée dans [8] par
H. W. Hovel et U. Westphal, a savoir:

7o — o 4 ” -1
\ —8]515)1 S VI + AV] I‘(oc)I‘(l——a)d)\'
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