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Ann. Inst. Fourier, Grenoble
25, 3 et 4 (1975), 263-288.

FAMILLES ^OPÉRATEURS POTENTIELS
par Francis HIRSCH

Dédié à Monsieur M. Brelot à V occasion
de son 70e anniversaire.

Ce travail se compose de trois parties. Dans la première
partie, nous donnons quelques résultats sur les noyaux-mesure
de Hunt sur R+. Nous caractérisons à ce propos les trans-
formées de Laplace des fonctions logarithmiquement convexes
et décroissantes sur R+.

Dans la deuxième partie, nous démontrons que, si (JL est
un noyau-mesure de Hunt sur R+ et si (P()(^O est un

semi-groupe de Feller intégrable sur un espace localement
compact ti, l'intégrale j P( d^{t) définit un noyau de
Hunt sur û.

Enfin, dans la troisième partie, nous montrons que, si {JL
est un potentiel abstrait-mesure sur R+ de la forme

v + g{t) dt

avec v mesure bornée sur R+ et g fonction à variation
bornée sur R+, et si (P^)^o es^ un semi-groupe à contraction
dans un espace de Banach X tel que son générateur infini-
tésimal soit d'image dense, alors l'opérateur j P( d^(t}
défini au sens d'Abel (c'est-à-dire

fP, d^t)ix) = lim (e-^tX d^t),
J X->o J

avec pour domaine l'ensemble des x pour lesquels la limite
existe) est un potentiel abstrait sur X.
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Les résultats des parties 2 et 3 sont en relation avec des
considérations de calcul symbolique que nous explicitons et
qui permettent notamment de préciser le spectre des opérateurs
ainsi construits.

Les résultats énoncés dans les deux premières parties ont
été exposés au Séminaire de Théorie du Potentiel de Paris en
mars 1974.

0. PRÉLIMINAIRES

Nous donnons d'abord un certain nombre de rappels concer-
nant quelques définitions et propriétés.

0.1. Potentiels abstraits et noyaux de Hunt.

Soit X un espace de Banach. On appelle potentiel abstrait
sur X (c.f. [13], p. 412) un opérateur V de la forme — A~1

où A est un générateur infinitésimal d'image dense d'un semi-
groupe fortement continu à contraction sur X.

Soit 0. un espace localement compact, ^(û) (respecti-
vement o?TR(n)) l'espace des fonctions réelles continues
tendant vers 0 à l'infini (respectivement à support compact).
Un semi-groupe de Feller sur û est un semi-groupe fortement
continu et à contraction (P()(^O sur ^&(^) t6! ̂ ^

vye^iî), V^O (f ^ 0) -̂  (P,f ^ 0).

Le semi-groupe (Pf)<>o est dit intégrable si

V/'e JfR(^), V^ e Q f00 |P )̂| dt < oo,
t /O

et (^ —*• j Pff{x) dt) e ^{Q.). A tout semi-groupe intégrable,
la formule précédente permet donc d'associer un opérateur V
sur ^à(î2), de domaine ^(û).

Un tel opérateur est appelé noyau de Hunt sur û.
D'après [9], un opérateur sur ^(îi) de domaine ^TR(ÎÎ)

est un noyau de Hunt si et seulement si
i) V vérifie le principe complet du maximum

[i.e. V/*G ̂ W(\f ̂  1 sur {f > 0}) => (V/1 < 1)]



FAMILLES D'OPÉRATEURS POTENTIELS 265

ii) V[jfR(û)] == ^(û) (au sens de la convergence uni-
forme sur ^(iî)).

On peut d'autre part remarquer que si V est un noyau de
Hunt, son plus petit prolongement fermé dans ^(ti) est
un potentiel abstrait.

0.2. Semi-groupes et familles résolvantes
de mesures sur R+.

R+ désigne l'interva.lle [0, oo[ de R.
On appellera famille résolvante de mesures sur R+ une

famille (s^>o ^e mesures complexes bornées sur R, à
support dans R+, telle que

VA, [L > 0 ^ == ̂  + (^ — X)^ * £^
VA > 0 l|XeJ ^ 1.

De même, on appellera semi-groupe de mesures sur R+ une
famille (^)oo de mesures complexes bornées sur R, à
support dans R+, telle que

|io ==S
W, 5 ^ 0 , [L^, = ̂  * ^

vp o i|̂ || ^ i
lim ^t = 8 vaguement.
t->0

II est facile de voir qu'à tout semi-groupe de mesures
(^Ooo sur R+î on peut associer une famille résolvante de
mesures (ex)x>o sur ^+ Par 1̂  formule

VA > 0 z\ == j^e^^tdt (intégrale faible).

En fait, on obtient ainsi toutes les familles résolvantes de mesures
(excepté la famille : VA, s^ == 0). (Ceci est un cas très parti-
culier de résultats généraux. Voir, par exemple [7], Théorème
15). Rappelons alors le résultat suivant (c.f. [6], Proposition 2) :
Soit {^t)t^Q un semi-groupe de mesures sur R+, distinct du
semi-groupe ^ == S et soit (£^)^>o 1e1 famille résolvante
associée. Alors lim ̂  existe vaguement.

5^0
On appellera potentiel-mesure sur R+ toute mesure (A

non nulle sur R telle qu'il existe une famille résolvante
11



266 FRANCIS HIRSCH

(^Xx) d6 mesures sur R+ (qui est alors unique) vérifiant

{A == lim s^
x-o

fOn a alors (c.f. [6]), [L = § À"^1)).
\ n=0 / ^

Si en outre, les mesures e\ sont positives, on dira que [JL
est un noyau-mesure de Hunt sur R+.

Nous noterons (H) l'ensemble des noyaux-mesure de Hunt
sur R+ et (P) l'ensemble des potentiels-mesure sur R+.

0.3. Calcul symbolique.

Soit (P()(^O un semi-groupe fortement continu à contraction
sur un espace de Banach X et (^)oo un semi-groupe de
mesures sur R+. On définit, pour tout ( > 0 et tout x de X

Q^ = j " P^xd^s).

Alors (Q()(^O es^ un semi-groupe fortement continu à contrac-
tion sur X et la résolvante de (Q()(>O es^ donnée par

S^ == f P,x d^{s)

où (s^)x>o est la résolvante du semi-groupe (^)oo-
Supposons que (^^o ne soit pas le semi-groupe identique

à 8 et désignons par [L l'élément de (P) associée (t^)^o-
Soit Hu la fonction définie par :

H^) = fe'^d^t).

(H. est bien définie pour ^ez > 0 d'après [6], Propo-
sition 2). Supposons en outre que (P()(>O solt associé à un
potentiel abstrait V.

On notera alors
H^(V) = s - lim S),

X^o

(i.e. D(I-L(V)) = \x-, lim S\x existe au sens de la norme^
( \->o ^ ^ )

et H«(V) est défini sur son domaine par cette limite).
Le but des parties 2 et 3 de ce travail est de montrer que,
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sous certaines hypothèses, Hn(V) est un potentiel abstrait
(ce qui revient à dire que D(H^.(V)) est dense d'après [4]
1.3.4 et 11.2.5), et de donner dans ces cas des expressions de
H^(V) ne faisant pas appel à (e^)x>o mais uniquement à pi,
ainsi que des précisions sur le domaine de cet opérateur.

1. NOYAUX-MESURES DE HUNT SUR R+

1.1. Remarques générales.

Soit [A une mesure positive sur R à support dans R+,
non nulle. On note Vn l'opérateur sur ^(R+), de domaine
J^R(R+) défini par

Vfe JfK(R^) Vrr ^ 0, V^r) = f f[x + y) d^{y).

De même, on note Wy. l'opérateur de ^R(R) (ensemble des
fonctions réelles continues sur R), de domaine ^^(R)
défini par

vyeJf^R), W^f=^^f.

On a alors la proposition suivante :

PROPOSITION 1. — Sont équivalents :
i) (x e(H).
ii) V« est un noyau de Hunt sur R+.
iii) Vp, vérifie le principe complet du maximum.
iv) Wn vérifie le principe complet du maximum.
v) Pour tout ouvert borné (x) de ]0, oo [, il existe une mesure

positive v^ telle que

Supp v^ <= (o, [L * v^ == pi 5ur <o et (JL * v^ < (A,
sup tx([n, n + 1[) < 00-
nGN

i) ==^ iv) : Soit (e)^>o la famille résolvante associée à (JL.
Définissons (Rx)^>o l3 famille résolvante sur ^â(R) définie
par

IV- s,*/'.
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(Rx)x>o étant une famille résolvante sous-markovienne, pour
tout X strictement positif î{\ vérifie le principe complet
du maximum (c. f. par exemple [11], p. 406).

Or, si f appartient à JT^R),

lim î{\f = Wa/* uniformément sur tout compact.
\->o

Donc Wp. vérifie le principe complet du maximum.
iv) =^ v) : La première partie de v) est conséquence de

théorèmes classiques (c.f. [l], Théorème 1). D'autre part iv)
implique :

V/*e ^^(R), (A * f est bornée sur R.

On en déduit aussitôt la seconde partie de v).
v) ===> iii) : Supposons v). Montrons d'abord que j d^^

est inférieur ou égal à 1.
Si j d[L es fini, c'est évident.
Supposons I d\L infini et o inclus dans [0, &]. Soit

& J
a < .

f l[o. a](^ + y) d[L{y) dv^x) = f (i([0, a — x]) d^^x)

5^([0, a - 6]) J'̂ .

Donc Cd. < ^ ( [09a] ) -1 I ^-^DDonc J d^ ^ ̂  a - 6]) - 1 + ^([0, a - b])

(i(]a - &, a]) ^ (& + 2) sup ^{[n, n + 1[).
n

Faisant tendre a vers l'infini, on obtient

f dv^ ^ 1.

Soit f appartenant à <^R(R+).
Supposons V«/*(^) ^ 1 sur {x ^ 0; f{x) > 0}. Soit n ;oeR+;
supposons f{xo) ^ 0 et soit

œ = {y > 0;/^o+2/) > 0}.

V^o)= J A^o + y) ^(y) < / A^o + y} d^ * v,)(y)
= f V(^o + 2/) d^(y) ^ f d^ ^ 1.

Donc V.JI. vérifie le principe complet du maximum.
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iii) ==»- i) : D'après le théorème II, p. 403 de [11], il existe
une famille résolvante sous-markovienne (R-x)xvo sur ^(R+)
telle que

V/'e^R^) ^R^==V^ uniformément.

Définissons
c,:/-->iv(0).

Pour /'e^(R+) et x ^ 0, on note

.f(y)=f^+y)-
Alors V^y) = a,[Vp,(/')]. Donc la même propriété est valable
à V;, pour (R^>o et

Wx) = f f(x + y ) d^{y).

On déduit alors immédiatement de l'équation résolvante que
(^XXï es^ une famille résolvante de mesures positives sur R+
et lim £\ = pi.

)^o
i) ===^ ii) : Immédiat à partir des définitions. Si (^)^o

est le semi-groupe associé à pi, le semi-groupe (Pt)^o associé
à Vp. est donné par

V/-e ^(R^) P,f(x) = f f{x + y) d^(y).

ii) ====^ iii) : C'est un résultat général.

1.2. Fonctions logarithmiquement convexes.

Nous allons maintenant nous intéresser à des éléments de
(H) particuliers. Dans [6], nous avons introduit le cône 2^
des fonctions complètement monotones sur ]0, oo[, non nulles,
vérifiant

Vn > 0 Vx > 0 l ^+1)^ Y < (f^N^M^V. . 0 V^ > 0 ^ ̂ _ ^ ,^) < ̂ (̂̂ -F2)-!/

et nous avons montré que les éléments de Jf étaient des
transformées de Laplace d'éléments de (H).

Dans [10], M. Itô a montré que si k était une fonction sur
R+ continue strictement positive, décroissante, logarithmi-
quement convexe (i.e. de logarithme convexe) et si k était
la fonction sur R définie par k(t) = k{t) si t ^ 0 k(t) = 0
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si t < 0, le noyau de convolution associé à la mesure k dt
vérifiait le principe de domination.

Le théorème suivant fait le lien entre ces deux résultats.

THÉORÈME 2. — Soit </ l'ensemble des mesures sur R,
positives, non nulles^ à support dans [0, oo [ telles que (i| ]0, oo [
admette une densité qui soit une fonction lo garithmiquement
convexe décroissante. Alors l'image de ^ par la transformation
de Laplace est égale à Jf.

En outre, ^ est un cône connexe inclus dans (H).
(Dans l'énoncé précédent, comme dans la suite, une fonction

sur ]0, oo [ est dite logarithmiquement convexe si elle est
strictement positive en tout point et de logarithme convexe,
ou identiquement nulle.) La deuxième partie du théorème
est une conséquence directe du résultat de M. Itô mentionné
ou une conséquence de la première partie du théorème et du
résultat de [6] mentionné.

Désignons par o^f la transformation de Laplace :

^{t)=fe-tsd^s).
• ^(J<) c: jf :

Supposons d'abord que 9 soit une fonction logarithmi-
quement convexe, de classe ^2) sur [0, oo [ et décroissante.

Pour tout x > 0, la fonction

?.(<) = e-^Çt)
vérifie les mêmes propriétés. On a donc

(9;)2 < 9.9:.
Soit f la fonction 0^(9).

( _ y^"+l/>(n+l)f/î^ /^°° /"+1 /*00 /"+2

( (.'/l)!"^ ^W^'——f, (nW'"""-
Donc, d'après l'inégalité de Schwarz

( f^+l)(^\ \2 /»00 /n+2 ^ fn+2

(̂ rtf.) ̂  (nT^^ (nTî).^
/•°° /"+2 /•" fn f^+^fv} fWf'r}

^ \ i i ^,^{t}dt \ t^(t)dt=-l——%7—iïl•Jo {n + 2) ! '^ ' Jo ra ! (n + 2) ! n !
Donc .Sf(y) appartient à ^f.
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^f étant stable par limites croissantes, et toute fonction
logarithmiquement convexe sur ]0, oo[, intégrable au voisi-
nage de 0, décroissante, étant limite croissante de fonc-
tions du type de la fonction 9 précédente, on voit que si

^e^ et p t ( {0} ) -0
alors ^C\L e ^f.

D'autre part les constantes positives appartiennent à ^
et 2^ est un cône convexe, on a donc

JSf(^) <=- ^f.
• ^ C: J$f(^) :

Soit f un élément de ^f. Pour tout k e N, on pose
/_ 4\k / L.

V t > 0 L^^^-^fw^-

On va raisonner en plusieurs étapes.

a) L^ est logarithmiquement connexe :

^y+i

t )

/ h\f^+i) [ JL \
(LogL.rt^^+^-A.J

1 l fw i J"L\
' \ t )

k.
t
k\~}2

t
/ 1f \

f(k+2) ( ^L \f^+i) 1
AY—Â^Jt î ) /w/A\fW^

\ v /

+

^(4-)\ v /_1

( Je \
fft+1) JL}
'_______tj_> (^+1) | 2/c

t2 " ' (3

^(A)

+

/ 2, '\
f(t+l) ( -"-
' \ t ,

fWt k
f^.ft^ k+ 2^
(4 -T' (* • /C 4- 1

/c/•C'+i) <\/^R + À-

^)/A\ t^kTï\
\ t } J

^ o.
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b) L^ est décroissante :
Supposons d'abord f(0) fini. Alors

f{x)=fe-tœd^t)
avec [L bornée.

On en déduit facilement

lim/W(î).^+1 ==0
t->0

et donc
lim L^t) = 0.

L^ étant convexe positive (d'après a)), L/ç est décroissante.
Dans le cas général, on approche la fonction f par f^(h > 0)
où

W = f{x + h).

fh appartient aussi à ^f et ^(0) est fini, d'où le résultat.
Notons alors a la fonction croissante normalisée sur R+
telle que

fW=f^e-xtd^t)

(où doc représente la mesure de Stieltjes associée à a).

c) a est une fonction concave sur ]0, oo [ :
En effet, d'après [12], p. 290,

V( > 0 lim P L^u) du = a(^) — a(0+).

c) découle donc de b).
En particulier a est absolument continue et il existe 9

positive sur ]0, oo[, localement intégrable sur [0, oo[,
décroissante, et il existe a ^ 0 de sorte que :

f{x) == f; e-'^t) dt + a.

D'après [12], p. 288,
lim L,(() == <p(t)
k>w

en tout t > 0 où 9 est continue et donc sur le complé-
mentaire d'un ensemble dénombrable.
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D'après le théorème de Helly, il existe une suite extraite
(/cj telle que

lim L^(t) = ^(t)
71>X>

pour tout ( de ]0, oo [.
Alors ^ est logarithmiquement convexe d'après a) et

f = ̂ ^ avec \L = aS + ^ dt. f étant non nulle, (JL est non
nulle.

1.3. Éléments de (H) à densité continue sur R+.

Soit g une fonction positive, continue sur [0, oo[, non
identiquement nulle. Soit [L la mesure à densité g où

g(() == g(^) si t ^ 0 et g{t) =0 si t < 0.

Nous allons donner des conditions nécessaires et (ou) suffi-
santes portant sur g pour que (JE. appartienne à (H) et
faire la relation avec la propriété de logarithme convexité.
Nous donnons d'abord une condition nécessaire et suffisante
qui est l'adaptation au cas de R+ d'une condition donnée
pour les noyaux symétriques par J. Deny dans [2].

PROPOSITION 3. — Sont équivalents:
i) (x e (H).
ii) Vf ^ 0, g{t) < g(0) et

Vn ^ 1, VO < a^ < a^ . . . < a^
g(a,—a^i) g(a,—a,_2) . . . g(^—^i) g^n)

g(0) g(û^i—a,-2) • . . g(^-i—^) g(^-i)
0 g(0)

[-iY-1 | o ^o.

g(a2 — ai)
g(0) g(^)

g étant continue, il est facile de voir que la première partie
de v) de la proposition 1 est équivalente à

Vn > 1, VO < a^ < • • • < a^ 3oci, . . . . o^_i ^ 0:3ai,
i

g(a,) = S a,g(a,
i

Vl ^ i < n — 1, g(a,) = S a,g(a, — a,)
y=i
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n-1

et g(aj > S ^jë^n ~~ a./)? ou encore équivalente à
j=i

Vyi > 1, VO < ai < • • • < a^ 3ai, . . . , o^ > 0 :
i

Vl ^ i ^ n, g(ai) = S ^jë^i — ̂
j=i

ce qui est évidemment équivalent à la positivité des déter-
minants. En outre, si \L appartient à (H), avec les notations

n""1 / r \précédentes, S ^ ^ ^ [puisque j d^^ ^ I j et, en parti-

culier, ai ^ 1 c'est-à-dire g(ai) ^ g(0). Donc g(() ^ g(0)
pour tout (. Réciproquement, si g{t) ^ g(0) pour tout (,
on a évidemment [^{[n, n + 1[) ^ g(0) et donc cette propriété
jointe à la positivité des déterminants implique que [L appar-
tient à (H).

COROLLAIRE 4. — Si (JL appartient à (H),
Vf, s ^ 0 .g(0)g(( + s) ^ g(t)g(5).

En particulier
Vt ^ 0 g(() > 0.

COROLLAIRE 5. — Soit v une mesure positive sur R non
nulle, à support dans R+ et à densité k. On suppose k continue
sur ]0, oo [. Pour tout h > 0, on note v/» la mesure de densité
k^ définie par

/^(() = k{t + h) pour t ^ 0 et k^t) = 0 si t < 0.

Sont équivalents :
i) V/i > 0, ^ e (H).
ii) k est logarithmiquement convexe sur ]0, oo [ et décrois-

sante.
En effet, si i) est vérifié, d'après le corollaire 4, V(, s ^ 0

VA > 0 /c(/i) /c(( + ^ + h) ^ k{t + h)k{s + h) et

k{t + h) ^ k(K),
ce qui implique ii).

D'autre part, si ii) est vérifié, k^ est logarithmiquement
convexe décroissante sur ]0, oo[ et il suffit donc d'appliquer
le Théorème 2.
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COROLLAIRE 6. — Supposons g continûment dériwble sur
[0, oo [ et (JL appartenant à (H). Alors la fonction

-^^x
h{x) = g{x)e W

est une fonction convexe croissante. En particulier

^x
g{x) ^ g(0)^<°)

En effet, d'après la Proposition 3, pour 0 < o^ < Og < 03

g(o3 — 03) g(o3 — Oi) g(as)
g(0) g(a2 — ai) g(â2) ^ 0.

0 g(0) g(a,)

Ce déterminant étant nul pour 03 == Og, sa dérivée par
rapport à 03 est positive pour 03 == Og, c'est-à-dire

- ^(0)g(0)g(o,) - gWg^g^a, - o,) + ̂ (O)^)^ - 01)
+ g(0)^'(o,) ^ 0

ce qui donne

Va, P > 0, ^(a + jî)/i(0) — ^(a)/^) ^ 0.

Faisant tendre jî vers 0, on obtient

h' (a) ^ 0 et donc A croissante

et minorant A(a) par A(0), on obtient

^(a 4- P) ^ h'W

c'est-à-dire h convexe.

Remarque. — En fait, g étant une fonction positive sur
]0, oo [, la propriété (g est logarithmiquement convexe sur
]0, oo [) équivaut à (Vc e R ge^ est convexe sur ]0, oo[).

2. FAMILLES DE NOYAUX DE HUNT

Nous donnons d'abord une proposition généralisant le
lemme 1, p. 47 de [10].
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PROPOSITION 7. — Soit (P()f>o un semi-groupe de Feller (1)
sur un espace localement compact û et soit p. une mesure
positive sur R, à support dans R+ telle que

sup [x([n, n + 1[) < °°-
n^O

Alîor^ 51 pour (ou( f de ^(û) 6?t (out x de 0. t-> P(f(^)
est intégrable par rapport à dt sur R+ et si x -> j^ P(/*(^) dt
est continue (resp. appartient à ^à(û)), alors pour tout f de
JfR(û) et pour tout x de 0. t -> P(f(^) est intégrable par
rapport à [L sur R+ et x -> J Pff(^) ci|ji.(() êsf continue
[resp. appartient à ^(î2)).

Soit, en effet, f appartenant à ^TR(^) et positive. Il
existe g de ^(û) et positive avec

f(x) + 1 ̂  g(^) pour rc e Supp /*.

Il existe donc T] > 0 et Y) ^ 1 tel que
1 /<IY!

f^- Ptgdt.
^ Jo

II existe donc h appartenant à ^R(^) et positive (par
exemple h == giQ"1) tel que

f^ f^Pthdt.
Alors

Jl[..n^) P^^Ç^) ^ (f^Pthdt) ^([n, n + 1[).

Or la série de terme général l^"2 P^ ^^ est, par hypothèse,
uniformément convergente sur tout compact de îî (respecti-
vement uniformément convergente). Donc

x ̂  f P,f(x) d^t)

est une fonction finie continue (respectivement appartient à
^(Q)).

On déduit de cette proposition, le théorème suivant (à
rapprocher du Théorème 2, p. 53 de [10]) :

(1) En fait, l'hypothèse de contraction n'est pas nécessaire pour cette proposition,
comme on le voit d'après la démonstration.
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THÉORÈME 8. — Soit V un noyau de Hunt sur un espace
localement compact ii, de semi-groupe associé (Pt)t>of 5oi( [L
un élément de (H). Alors, pour tout f de Jf^û),

x e ^ ï ^ f P/{x) d^{t)

est définie et appartient à ^(Q). Uopérateur ainsi défini
sur ^(Q), de domaine jT^O), est un noyau de Hunt sur Q,
dont le plus petit prolongement fermé est HUV) {ou V est le
plus petit prolongement fermé de V) (2).

Soit (s^)x>o la famille résolvante associée à [L et (P.()(^()
le semi-groupe associé.

^f=fP,fd^{s)

définit un semi-groupe de Feller de résolvante

^f==fp,fd^).
Or s^ converge en croissant vaguement vers (JL. Donc si
fe jTR(îî) et f ̂  0, S\f converge en croissant vers

W/^) = / P,f{x) d^s).

W/1 appartenant à ^(ti) d'après la proposition 7,

V/* e ̂ (ti) lim S^ = W/1 uniformément
x^o

(d'après le lemme de Dini). On en déduit que W est un noyau
de Hunt et la suite du théorème est conséquence des défi-
nitions de 0.3.

Remarques. — a) Soient ^4 et p.^ appartenant à (H). Soit
W)t^-o 1e semi-groupe associé à (i2. Alors d'après ce qui
précède ^i0^2 = j ^ d^{t) (intégrale vague) est défini
et appartient à (H). On voit que

K^o^ = H^ ° H^

(2) Avec certaines des méthodes utilisées dans la partie 3, on peut démontrer
^ ( /^30

que le domaine de H (V) est ] f e ̂ (îî) ; lim ( e-^ p^f d[i(t) existe pour la conver-( X-^oJo
gence uniforme} et H[J(.(V) est défini par la limite sur son domaine. La démonstration
paraîtra dans le prochain volume du Séminaire de Théorie du Potentiel de Paris
(Lectures, notes, Springer).
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et il est facile de montrer que si V est un noyau de Hunt

IWV) == H,.(H^(V)).
b) Une conséquence des théorèmes 2 et 8 est que l'ensemble

( 1 \des fonctions de la forme f —}, où f est un élément de ^f,1 z ) '
« opère » sur les noyaux de Hunt.

On peut associer ainsi à un noyau de Hunt donné tout un
cône convexe de noyaux de Hunt contenant les puissances
fractionnaires de ce noyau.

c) Le théorème 8 étend le théorème VIII.4.1. de [4].
d) Rappelons que d'après les résultats de [3] et [4], si [L e (H)

et est à densité, H» se prolonge de {js; ^ez ^ 0} U oo dans
le même ensemble et, V étant un noyau de Hunt,

H,(<r,(V)) = (T.(H,(V))

où (5g désigne le spectre étendu.

3. FAMILLES DE POTENTIELS ABSTRAITS

Nous allons donner un théorème qui étend partiellement le
théorème 8 au cas de potentiels abstraits.

THÉORÈME 9. — Soit X un espace de Banach et V un
potentiel abstrait sur X de semi-groupe associé (P()^(). Soit p.
un élément de (P). On suppose que

^ == ^ + g{t} dt

ou v est une mesure bornée à support dans R+ et g est une
fonction à variation bornée sur R, à support dans R+ (on
note dg la mesure de Stieltjes associée à g).

Soit W V opérateur défini par

Wx = lim f e-^PtX d[L{t)
\->o^ J
X^0+

avec pour domaine VensemUe des x pour lesquels la limite
existe dans X.
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Alors
1) W est un potentiel abstrait et W == HJV) ;
2) D(W) ^ D(V) et
^x e D(V), W^ = Inn (g(t)P^ + J l̂ (u)P )̂ ^(u))

3) W e5t le plus petit prolongement fermé de sa restriction
à D(V).

4) D(W) = \x-, lim j " e-^PtXd^t) existe faiblementL
\^o

5) D(W) = \x-, CPtXdg(t)eDmî et' i/ î
W^ = J P^ dv(<) + V [f P,x dg(t)].

Remarquons, avant d'entreprendre la démonstration, que
les éléments de Y vérifient les hypothèses faites sur [L
et donc, une conséquence du théorème est que les fonctions
/ 1 \f( — )9 P01^ f appartenant à Jf, « opèrent )) sur les poten-
.\ z /

tiels abstraits. D'autre part, dans le cas particulier où v = 0
et g = 1 sur R+, la définition de W est la définition
habituelle du potentiel V et 4) est connu.

La démonstration va se faire en plusieurs étapes.
Nous noterons (s^>o la famille résolvante associée à (JL,

(Rx)x>o IB famille résolvante de (P()^O e^

S^= fP,xd^{t).

a) Soit f une fonction continue bornée sur R+ telle que
F(iQ = f^fW du soit bornée. Soit (OJ^o une suite de fonc-
tions positives de classe <^1 sur R, à support dans R+,
comprises entre 0 et 1 avec

O^ indépendante de n sur [0, 2],
<&,(;r) = 1 si x e [2, n], 0,(^) =0 si x ^ n + 2,

10»(^)| ^ 1 pour tout x.
On a

£), == V + g —• XV * £^ —— Xg * £^

Donc

/(Fd^y ds, = /(FO.y ̂  - J'F(D, ^g - f(F^ ^(v * x^)
+ /(FOJ ^g * X d^.
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Soit 0 la fonction égale à 0^ sur ]— °°5 2] et à 1 sur
[2, oo [. Par convergence dominée, dg étant une mesure
bornée, on obtient,

f {f<S> + FO') d^ == f (/•$ + PO') (dv - rfv * X rfex)

— f F<D dg + f F<& dg * X d^
soit

//•^ - [- / F^ ̂  + /AI - ̂  d^
+ J (/•(&+ FO7) rfv — f F<D rfg]
+ [f F<D rfg * X ̂  — f (fa) + FO') rfv * À ds^].

s^ convergeant vaguement vers (JL, le premier crochet
converge quand X tend vers 0 et le second crochet est
majoré uniformément en À.

Donc
lim fxf^ = 0;
\-^o J

b) Supposons que, outre les conditions a) sur /*, F == Fi + r
avec r e C et j Fi(u) du borné.

Alors il est facile de voir que, si x ^ 0,

^ {f<S>){x + y) dy et J^ (Fi<I>)(o; + y) rfy sont bornés.

Alors, d'après a), pour x > 0,

/ (F^)(^ + 2/)^ ̂ (y) et J1 (f<S>)(x + z/)X ^(y)

convergent vers 0 quand X tend vers 0.
D'autre part, 0' étant à support compact

/(F<D')(^+2/)<^/)

converge quand À tend vers 0.
Enfin

f 0 rfg * X ̂  == g(oo) J À ̂  — J $' g * X^.

O7 étant à support compact | ^ ' ( x + y) dz\{y) converge
quand X tend vers 0 et donc | O' g * Xds^ tend vers 0.
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D'autre part
lim f e-^ d[L(t) = oo
x->0+ t/

si et seulement si j X de\ •===- 1 pour tout X.
Or J

lim rr f e-^ cîpi(() == g(oo).
x->0+ v

Donc, si g(oo) 7^ 0, | À ^s^ === 1 et donc, dans tous les cas,

VX, g(oo) jÀ^=g(oo).

Finalement on obtient que

lim \ fd^
1^0 ^

existe et vaut

~ f FO7 dy. — f f(l - 0) d^ + f (f^ + FO') ̂

- J FO rfg + rg(o)) - f fd^ - f Fi dg.

c) Soit a; e D(V) a > 0 et ^* e X*. On pose

f{t) = <P^ - aR^), a;*).
On a alors

¥{t) = <- P,R^, ^> + <R^, ^>.
Posons alors

r = <R^, ^*> Fi(() = <- P.R ,̂ ̂ >
^t Fi(u) ^u = <P<RaV^, ^> - <RaVrr, a;*).

On peut donc appliquer b) et on obtient

lim f <P^ — aR^), a;*) de^^) = f <P,(.r — aR^), x*y dv{t)

+ J <PfRa^ ^> ^(<).

Donc, pour tout x de D(V) et tout a > 0
S\{x — aR^) converge faiblement (et donc, aussi, forte-

ment) quand À tend vers 0 vers

f P,{x - ocR^) d^t) + f (P^) dg{t).
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Or (I - aR^)(D(V)) ^ (I - aR^)(X) = D^V) = X.
On en déduit donc que
Hp.(V) est un potentiel abstrait et

V.r 6 D(V) Va > 0
H^(V)(^ - aR^) - f Pt{x - aR^) d^t) + / PtRo^ ̂ ).

d) Soit x e D(V). ̂  Rarr = V^. H^(V) étant fermé, on
voit, d'après le théorème de Lebesgue, que

D[H^(V)] ^ D(V) et V.r e D(V),
îî^)x = f P,r dv(t) + f P^x dg{t)

soit, par intégration par parties,

Va- e D(V) îî^)x = l™ [g{t)P^x + f I[O.<](^)P«^ ̂ (^)].

e) D'autre part
S^ = f P^x d^{t)

et donc
S,(D(V)) c: D(V).

Par conséquent

[I + XH,(V)](D(V)) =. [I + XH,(V)][I - xSx](D(V)) = D(V).

Il résulte alors immédiatement de propriétés générales ([4])
que Hu.(V) est le plus petit prolongement fermé de sa restriction
à D(V).

Notons maintenant Wi l'opérateur de domaine

\x; J 'P^g(()eD(V)j
et défini par

W^ == f P,x dv(() + V[J P,x dg (()].

Notons Wg l'opérateur de domaine

\x\ w — lim f e~^P tX d[L(t) exister
c \^Q J )

et défini par cette limite sur son domaine (où w~ désigne les
limites faibles).
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f) Posons, pour X > 0, D^ l'opérateur

•D^x = f e-^Pfl dy.{t).
D^x - S^x) == f e-^PtX dy.{t} - ff e-^P^ xd^{s) dy.(t)

= f e-^PtX d^{t) — f e-^P^x dy.{t) + f e-^Pfl de^t}

+ ff ̂ xt+s) - e-")pt+.a; W d^{s)

(d'après l'égalité (A = s^ + e^ * p.).
Donc

[D^x - 6,x) - S^x] = - f (1 - e-^Pft d^(t)
- ff e-^1 - e-^P^x dy.{t) d^{s).

Or ti = 1 eî".
n=l

Donc |(i| < 1 |ei|*".

Soit N = ;S?|ei| et M = ,S?|(i|, on a

M ^ ̂  et,

[|D^ - S^) - S^l| < [(1 - N(X)) + N(X)]|H| = |a;H,

soit |Dx(I-Si)-SJ < 1.
Supposons maintenant que x appartienne à D(V). D'après

la formule obtenue en d),

îî^)x = lî  [f P,x dv{t) + f R^P^ dg{t)}
1 1 ( 1 - e-^R^a;! ^ 2(1 - e-^Vx}} < 21|Va;l|

Donc, d'après le théorème de Lebesgue

H(,(V)a; == lim [f e-^P^a; dv{t) + f e-^R^P^ dg{t)]-

Or e-^R^P^ = j t " e-^Pyjc ds. Donc, par intégration par
parties,

H^-1^1^-
Ainsi

H(,(V)JD(V) <= W.
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En particulier

Vx e D(V) lim CD^x - S^) - S^) = 0
\^0

(car (I — Si)(D(V)) <= D(V)). Donc, d'après l'équicontinuité
des opérateurs [D^(I -- Si) — Si], on obtient

1x e X lim D\{x •— S^x) == S .̂
x^o

Or Im (I - Si) = D(H^(V)). Donc, H^(V) c W.
g) W c: Wg est trivial.
Soit x e D ( W 2 ) . f ( I — \R^e-^PtXdg{t) appartient à D(V)

et
V[J' (I - XR^^T^ dg{t)] + f e-^P,x d^t) = D^x

(d'après un calcul déjà fait, V(I — XR^) étant égal à R^).
Le graphe de V étant fermé est fermé aussi pour les topo-
logies faibles. On en déduit que x appartient à D(Wi) et

W^x = W^.
Donc

Wa <= Wi.

h) Supposons que x appartienne à D(Wi).

V[J P,(x - XR^) dg{t)] = Rx f P,x dg{t).

Or x — XR^ appartient à D(V) <= D(Hu.(V)) et, d'après d)

[H^(V)](^ - XR^) = f P,{x - XR^) ^(() + RX / P^ dg{t).

Hu.(V) étant fermé, on voit que

x e D[H^(V)] et H^(V)rr = f P,x d^t) + V[j P,xdg{t)}

Donc
Wi c= H,(V).

Finalement, W = Wi == Wg = H^.(V), ce qui achève la
démonstration du théorème.

Remarques. — a) II peut se faire que (JL appartienne à
(H) et que l'opérateur W défini par la formule du théorème
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ne soit pas de domaine dense. C'est le cas par exemple si

^ = i ̂
n=0

X étant l'adhérence, dans l'ensemble des fonctions unifor-
mément continues et bornées sur R+, muni de la norme
infini, de l'ensemble des fonctions f uniformément continues
et bornées telles que

j f{u) du soit bornée,

P^x) = f{x + t).

Il est facile de voir que (P()oo est associé à un potentiel
abstrait sur X.

Or

Vfe D(W) lim À S e-^f{n) = 0.
X->0 n==o

Par conséquent, cos (27r.) appartient à X et non à D(W).
b) Si [L vérifie les hypothèses du théorème et si en outre v

est à densité, pour le prolongement canonique de Hp

H,[^(W)] = <r«(H,(W)).
Remarquons que si [L vérifie les hypothèses du théorème,

FL est nécessairement fini sur {z ; ^Kez ^ 0 et z ^ 0}.

Nous allons, pour terminer, appliquer certaines méthodes
précédentes, pour préciser un résultat de [5]. Nous adoptons
désormais les notations suivantes : Soit (JL une mesure positive
non nulle sur R à support dans R+, telle que

fi^t^ < co-
Soit H la fonction

HM-J'î lW

Soit X un espace de Banach et V un opérateur sur X,
fermé, de domaine dense, d'ensemble résolvant contenant
]— oo, 0[ et tel que sup [|(I + XV)-1! < oo.

\>o
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Dans [5], nous avons défini H(V) comme le plus petit pro-
longement fermé de l'opérateur défini sur D(V) par

J'V^+xV)-1^^)

et montré que H(V) vérifiait les mêmes propriétés que V.
On a alors le résultat suivant :

THÉORÈME 10. -- H(V) = 5-lim f V[I + (X + e)V]-1 rf(i(À)
e->0+ t/

(notation signifiant que D(H(V)) est l'ensemble des x pour
lesquels j V[I + (x + ^V]"1 rfpi(X) converge quand X tend
vers 0 et H(V) est défini par cette limite sur son domaine).

Posons
RX - V(I + xV)-i
S, =H(V)[ I+XH(V)] -^
D, = f R^, ^(x)
M =sup||xRJ.

\>0

D'après [5], il existe une mesure positive Vi avec

;'[
— rfvi(X) < oo telle que

D,(I - Si) - f R,^ ^(X) - ff R^R, d^s) ^(X).
f R,^ ^(X) = H(R,) - f R^ d^{s)

+ ff R,+,R^x d^{s) ^(x)

(car H(Rg)(I + H(Rg))-1 = f R,+, d^{s) par application du
calcul symbolique à l'opérateur Rg).

Donc

D,(I - Si) = f R,^ d^{s) - ff eR^R^R,^ d^(s) ^(X).

Or

f^r^-f^ avec «•)-"(±)•
TU-2

Donc |1D,(I - S,) - Sx|j ^ , ^ (1 + M/'(e) ^ M3.
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On déduit alors facilement de [5], comme dans la démons-
tration du théorème précédent, que

5- l imfR^^(X) => H(V).
e^O J

Or H (V) est maximal M-codissipatif (au sens de [4]), Rg est
M-codissipatif, donc H(Rg) est aussi M-codissipatif (d'après
les résultats de [5]) et donc

5-lim H(R,)
£->0

est M-codissipatif. D'après la maximalité de H(V)

H(V) = 5-lim f Kx+s d\L(\Y
v / S^O J

Cas particulier. — Soit 0 < a < 1 et (JL admettant sur R+
1 1la densité ———\'~x~' Alors H(z) est la fonction 2 .̂

On obtient alors

V» = .-lim F V[I + (X + e)V]- ^ d>.
s^o Jo 1 ^a}i [1. — a)

Ceci est à rapprocher de la formule donnée dans [8] par
H. W. Hôvel et U. Westphal, à savoir :

^ = 5-lim F N\ï + XV1-1 , , x"a——^ d\,^oj, L ' J r(a)r(i-a)
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