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QUELQUES PROPRIETES DU FAISCEAU
DE FONCTIONS HARMONIQUES ASSOCIE
A UN OPERATEUR ELLIPTIQUE DEGENERE

par Rose-Marie HERVE

Dédié a Monsieur M. Brelot a I’occasion
de son 70 anniversaire.

Cet article compléte les propriétés du faisceau # des
fonctions harmoniques associées & un opérateur elliptique
dégénéré [4].

On montre d’abord que l'on peut définir les fonctions
harmoniques adjointes au faisceau #, et qu’elles coincident
avec les solutions de I’équation adjointe (*). Puis on compare
la solution du probléme de Dirichlet donnée par la théorie
axiomatique, & la solution au sens variationnel construite par
M. Derridj dans un ouvert assez régulier [2].

NOTATIONS ET HYPOTHESES

Sur un ouvert Q < R", on se donne un opérateur ellip-
tique dégénéré de la forme

r n n
Lu = Y X2u + Xou + au = Z WUz, + D auz, + au,
=1 iJ=1 i=1

k
ou X,(z), k=20,1, ..., r, sont des champs de vecteurs réels
de classe ¢*(Q) et a une fonction € *(Q). Soit

L*v = Y X3u + Xju + a'u
k=1
I’adjoint de L.

(Y) La démonstration utilise de fagon essentielle la notion d’ouverts c.d. due a
M. Brelot.
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On suppose que 'algébre de Lie engendrée par X, ..., X,,
soit £(X;, ..., X,), est de rang n en tout point € Q:
d’apres les résultats de J.-M. Bony ([1], corollaire du th. 5.3),
le faisceau s [resp. #*] des solutions de Lu =0 [resp.
L*u = 0] satisfait aux axiomes 1, 2, 3 de 'axiomatique de
M. Brelot. On marquera d’une * toutes les notions relatives
a .

On suppose en outre I’existence d’un potentiel > 0 sur Q,
ce qui est vérifié en particulier si a est négatif, sans étre = 0,
car alors les constantes > 0 sont surharmoniques sans étre
harmoniques dans Q. On en déduit la proportionnalité des
potentiels a support ponctuel donné ([4], th. 4).

Dans la suite on note g(z,y) la fonction de Green construite
par J.-M. Bony ([1], th. 4.3) dans tout ouvert « treés régulier,

c’est-a-dire borné, tel que o = Q et qu'en tout point z € do,
il existe une normale v 4 o satisfaisant a

Y ay(x)vy; > 05 g x— glx, y)

ihJj=1

est (& un facteur constant preés) 'unique potentiel de support y
dans o ([4], lemme 6) et (z, y)— g(z, y) est s.c.a. sur
» X ®, continue pour z # y. Il résulte alors de ces pro-
prietes de g que tout L-potentiel dans o peut s’écrire

fg_., du(y), . mesure > 0 sur o ([3], th. 18.2
et 18 3).

La fonctlon de Green dans o relative & L* est

g*(z, y) = gly, ©), g:yr— g=,y)

est le L*-potentiel dans o de support z, et tout L* poten-
tiel dans o est de la forme Gi(y) = f 2 (y) dp(x).

I. LES FONCTIONS HARMONIQUES ADJOINTES
ET LES SOLUTIONS DE L’EQUATION ADJOINTE

Pour définir les fonctions harmoniques adjointes au faisceau
([3], chapitre vi), il suffit de démontrer ’existence d’une
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base des ouverts formée de domaines c.d. (c’est-a-dire de
domaines 38,38 < Q, tels que, pour tout potentiel p dans Q,

harmonique dans 3, Rga = p dans Q) — cf. par exemple
(3], 11, B —. Cette propriété d’existence étant locale, on peut
se placer dans un ouvert o trés régulier.

On va montrer que tout ouvert régulier* U < o est c.d.,
et pour cela il suffit de prouver que, pour tout yeodU, g,

est conservé par balayage sur (:w U ([3], lemme 24.1). Ce
qui suit a pour but d’établir la formule de réciprocité (2)

Ry (z) = Ry (y)
pour tout fermé F < o, qui conduit au résultat cherché.

Formule de réciprocité pour les ouverts.

Prorosition 1. — Pour tout ouvert U < o :
RY(0) = Rifly) Vo e yeo

\

et Gyv = RG] Yy mesure positive a support compact dans .
Pour tout yeU: Ry =g, sur U, donc aussi sur o

([3], lemme 3.1). D’autre part ([3], th. 10.1) :
= [ g de¥ = Guly);

ainsi y+— RY () est une fonction surharmonique* coin-
y
cidant sur U avec g;, donc

Ry (z) > Ry(y).

On obtient I'inégalité inverse en remplacant g, par g;.

Enfin ([3], th. 10.1 et 22.4):
y) = [ & du’ = [ RY(2) du(a)
= [ Ri() du (2) = R&(y).

Quelques propriétés des mesures positives, ¢ support compact,
engendrant un potentiel continu.
Soit M(w) [resp. M*(w)] la classe des mesures p posi-

(3) Toutes les balayées sont relatives a I'ouvert .
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tives sur ®, a support compact dans o, telles que

Gy [resp. Gi]

est finl continu sur o.

Lemme 1. — Quel que soit le compact K < o, les restrictions
a K des différences G, — Gy, avec p et p' € M(w) [resp.
des différences Gj — Gy, avec p et p' € M*(w)] sont denses
dans 4(K).

En effet, les différences de deux potentiels finis continus
dans  sont denses dans %(K) ([3], lemme 6.1); il suffit
alors de balayer de tels potentiels sur un compact extérieu-
rement régulier contenant K et contenu dans o ([3],
lemme 7.1).

Lemme 2. — Pour que deux mesures positives A et AN
sur o, a support compact dans o, soient égales, il suffit que

f Gy dp = f G, du pour toute p e M*(w).

L’hypotheése s’écrit f Gidx = f GL d)N Vu € M*(w), d’ou
A =1 grice au lemme 1.

LemmEe 3. — Sotent X\, des mesures positives sur o, portées
par un méme compact < o. Sila suite (G,,) est décroissante,
on a:

lim Gy, = im G, p p.p. pour toute p. € M*(w).
n n

Si G, =TIim G, on a ([3], corollaire 1 du théoréme 23.1)
A limite vague de 2,, donc Vp e M*(w):

[ Gidr=1im [ G,

ou [ Gidu =1lim [ Gy, du
==~f(ﬁn1GM)du.
Prorosition 2. — Soit K un compact < o. Quel que soit

p € M*(w): u¥ est limite vague de u selon Uordonné filtrant
décroissant des ouverts U 2 K et d’adhérence < o.

Etant donné G, fini continu sur ®, on a ([3], 5 B, pro-
priété 8)

X
&, = inf RE,
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donc il existe une suite décroissante d’ouverts U, telle que

A —_ T
R&, = Iim Rés;

alors (lemme 3):

[ RE du =1lim [ R dp = inf [ RY, dp
ou f Gy, du* = inf f Gy du¥ ([3], th. 10.1), et f Gy, du?
est fonction croissante de U; on achéve grice au lemme 1.

Formule de réciprocité pour les fermés.

Prorosition 3. — Pour tout F fermé dans o
Ri(z) = RiI(y) V& et yeo.

On peut supposer que F est un compact K < o (cf. [3],
démonstration de la proposition 31.3).

Comme dans la proposition 1, x+—— R;‘;(y) est le potentiel
Ggyx et, d’aprés le lemme 2, il suffit de montrer que pour
toute p € M*(w):

[ RE(2) du(2) = [ RK(y) dus(a).
Or
[ RE du = [ g, du® = Gix(y),

et [ RIN(y) du(z) = REE(y) ([3], th. 22.4).
D’apreés la proposition 2 et une propriété de la topologie T*
sur ’ensemble des potentiels * ([3], proposition 19.3):
Gix = T* — lim Gjv;
d’autre part
% =nf R§j = T* — lim Ry
([3], corollaire 2 du th. 23.1). On conclut grice a la propo-

sition 1.

Ezxistence d’une base formée de domaines c.d.

TutoriEME 1. — Soit © wun ouvert trés régulier. Tout ouvert
régulier* U contenu dans o estc.d.
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On a déja remarqué (cf. le début du paragraphe) qu’il suffit
de montrer

RlY(@) = g(2) VyeoU et sea.
Or

f{gﬁ’(w) = fi;g’”(y) Vx et yew (proposition 3),

et ﬁ;,'(,;u(y) =gxy) Vee U et ye [: U, car U est régulier*.
Par suite

RCU(x) = g(z) Vye [: Uetzel,

donc ausst Vre o, et RrU = g, en particulier pour tout
yedl.

Comparaison des fonctions harmoniques* et des fonctions
harmoniques adjointes.
On se place toujours dans un ouvert trés régulier o.

TutoritME 2. — Les fonctions harmoniques adjointes définies
a Paide du potentiel g, coincident avec les fonctions harmo-
niques® (c’est-a-dire les solutions de L*u = 0).

Il suffit de montrer que, pour tout ouvert U = U < o,
la mesure harmonique adjointe en tout point y e U, qui est

la mesure associée a RQ;’ ([3], n° 29), coincide avec la mesure

harmonique*, c’est-a-dire <;'Y; et cect est vérifié car

8l7a) = Riloty) = [ g0 aslo) = [ sfa) dsslora)

Cororraire. — Il y a tdentité entre les ensembles L-polaires
et L*-polaires.

Cf. [3], th. 32.1.

II. COMPARAISON DES DEUX SOLUTIONS
DU PROBLEME DE DIRICHLET

On compare les deux solutions du probléme de Dirichlet
dans un ouvert  trés régulier et de frontiére € %>, et
on suppose

a(z) +a'(r) < —26 <0 Vzeo.
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1. Espaces fonctionnels. Rappels.

Espaces fonctionnels associés a Uopérateur L.

Pour construire la solution du probléme de Dirichlet au
sens variationnel [2], M. Derrid] définit les normes suivantes
sur 'espace de Sobolev W'2%(w) des fonctions ue £%(w)
ainsi que leurs dérivées partielles 1™, « ouvert < Q:

luln = Jul: + }a | Xul

luly = [ulm + !I Xoullmy
lule = llulu 4+ | Xoul,

ot M'(w) estle dual de Z(w) pour |.|u, et |.]; désigne
la norme dans £%(w). On a |Xeulw < |Xouls, donc si
M(o), N(w) et P(w) sont les complétés de W'2(w) pour
les normes |.|w, ||.]x et |.]p respectivement:

W3 (e) = P(o) = N(o) = M(e),

les 1inclusions étant topologiques.

On désigne de méme par (o), #/(w) et P(w) les adhé-
rences de 2(w) (ou de W§?(w) ou encore de I’ensemble des
fonctions € W'%(w) nulles p.p. hors d’'un compact de @),
pour les mémes normes, dans M(w), N(w) et P(w) respecti-
vement.

Quelques propriétés de ces espaces.

1r¢ pROPRIETE. — U € M(w) et Xju € M'(0) <= u € N (o).
Cf. [2], proposition 1.2.

2¢ proprIETE. — Soit u e N(w). Alors Lu défint par
Lu, o) = — 3 [, Xau(Xeo + ¢ div X,) da
k=1
+ Xy u, @) + [, aue dz Vo € (o),

est dans M'(w), avec |Lulpwiw < ofu]xw, ou
@ = sup 1, la], |div Xy, ..., |div X]]),

et la constante o est encore valable dans tout ouvert < o.
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3¢ pROPRIETE. — Soit u € N (w). Alors

— (L uwy = 3 Xy — [ 5w de > luli,

. k=1
et par suite

I Lu (w) = > Bllu M(w))

avec B = 1 _f_ p— et la constante B reste valable dans tout

ouvert < .

Il suffit de supposer u € 2(w), car si la suite (9,) < 9(w)
tend vers ue€ A (w) pour la norme de N(w), c’est vrai
a fortiort pour les normes de %%(w) et de M(w), et d’autre
part Lo, tend vers Lu dans #'(w) (2¢ propriété).

Pour ¢ € 9(w), un calcul classique (cf. par exemple [5],
p. 152) donne

r

Lo, 9> =~ 3 | kqo||2+f a———dle

+ 5 ZOgva—+dek]dx
==~ S IXoli+ [ ¢t h de

d’ou
— Lo, @> > 3 1Xuoli + oleli > Blelb
Rappel de résultats de M. Derridj [2].

1. U~ THEOREME D’1somorpHISME (th. 1.1):
L’opérateur L est un isomorphisme de (o) sur #'(w).

2. UN THEOREME DE REGULARITE DES SOLUTIONS (th. 2.2):

Soit u la solution € #(w) de Lu=g, ou ge #'(o);
alors ge %*(w) entraine ue ().

Du théoréme d’isomorphisme, on déduit immédiatement la
solution du probléme de Dirichlet au sens variationnel :

TatoriME. — A toute fonction fe N(w) correspond une
solution unique u € N(w) telle que Lu =0 dans o et

u—feNo)
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On note Lp cette solution et L” [Uopérateur fr—s Ly de
N(w) dans lui-méme.
En effet, st ¢ =u —f, Lv = — Lf qui appartient a
' (w), donc cette équation a une solution unique ¢ € A4 (o).
Le probléme consiste & comparer la solution L qu’on
vient de définir avec la solution Hp du probléme de Diri-
chlet, dans le cas o f appartient aussi & %(w).

2. Un principe du maximum
pour les sous-solutions (3) € P(w).

On commence par montrer que les espaces M(w) et P(w)

jouissent de propriétés analogues a celles des espaces de
Sobolev.

ProrositioNn 4. — Si ueM(o) (resp. P(o) ou N(w))
et u=0 p.p. hors dun compact K < w, alors ue#(w)
(resp. #(w) ou N (w)).

Soit y € 2(w), égale & 1 sur un voisinage de K et
(u,) © Wr3(w) tendant vers u dans M(w) (resp. P(o)
ou N(w)): (xu,) < Wi?(w); lim (xu, =u dans £ );
Xielqwn) = 6. Xpu, + v, Xy tend vers X,u dans £%(w).
En outre si u e N(o):

I<(x- Xoun — Xou), 03] = [{(Kou, — Xou), x|
< G Xoup — Xoul g lolu

done Xg(xu, — Xeu dans (o).

Prorosition 5. — u € M(w) [resp. P(w)] entraine

ut € M(w)
[resp. P(w)]. En outre:

Xt =(cou)Xu, k=1, ...,r (resp.et k=0),
ot o estla fonction caractéristique de 10, + oo,
Xiu=0p.p. sur {u=0}, k=1, ...,r (resp. et k=0),
et Uapplication wi—— u* est continue.
(3) Ou pour les fonctions sous-harmoniques € P(w), car on sait que u égale

P.p- & une fonction sous-harmonique dans ® équivaut 4 u localement intégrable

dans @ et Lu > 0 dans o ([4], th.5).
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Soient (u,) = W'%(w) tendant vers u dans M(w) [resp.
P(w)] et h Dapplication R — R définie par

0 pour t<0

ht) = V£ + «® —a pour t>0’“>0;

alors: A(t) < |t] et 0 < A() <1 Vt, (hou, = Whi(w)

) _ () 2, dome X, ) = (o )Xot

ox; A

D’autre part, dans £?(o):

car

hou=Mhm(hou,),

Xehouw) =1lm X (houw,), k=1, ..., r (resp et k =0),
car lim (A’ o u,)(X,u, — X,u) = 0 et, pour une suite partielle,

encore notée (u,), tendant vers wu ponctuellement p.p.:

lim (A o u, — & o u)X,u =0.

Ainsi, "

houeM(w) [resp. P(w)]
et

Xi(h o u) = (B o u)X,u.

On fait tendre o« vers 0; dans £2(o0):

ut=lmhou

et -
(6 o u)Xu = lin(} (K ouw)Xu, k=1, ...,r(vesp. et k =0).
Donc ”
ut € M(w) [resp. P(w)] et X,ut = (6 o u)X,u p.p.
En appliquant ce résultata u eta — u:

X = Xt — X~ = [o(u) + o(— u)]Xu p.p.,

donc =0 p.p. st u=0.
Enfin, si u, > u dans M(w) [resp. P(w0)], dans £%(o):

ut = lim u;"
n
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et Xut =lm Xu, k=1, ..., r (resp. et k=20), car
n
hm (6 o u,)(X,u, — X,u) =0 et, pour une suite partielle
R

choisie comme ci-dessus, lim (¢ o u, — o o u)X,u = 0.
n

CoroLLAIRE 1. — u € M (w) [resp. #(w)] entraine ut € M (o)
[resp. #(w)] et méme, u* est imite dans #(w) [resp. #(w)]
d’une sutte contenue dans 2+(o).

En effet, u=limu, dans M(ew) [resp. P(o)] avec
(w,) © Wr23(w) et u,=0 p.p. hors d'un compact < .
Alors u* =lmu;, et (u7) possede les mémes propriétés
que (u,); en régularisant u;, on obtient une suite

(#n) = 2*(0),
et tendant vers u*t dans M(w) [resp. P(w)].

CororraIre 2. — u € M(w) [resp. P(w)], w > 0 p.p. hors
d’un compact < o et ve M(w) [resp. P(w)] entrainent
inf (u, ¢) € M(w) [resp. ?(w)].

Soit (v,) < W'%(w), chaque ¢, étant nulle p.p. hors
d’'un compact < o, et ¢, tendant vers ¢ dans M(w)
[resp. P(w)]: inf (u, ¢,) € #(w) [resp. #(w)] (proposition 4),
donc aussi la limite inf (u, ¢).

Cororrare 3. — u e M(w) [resp. P(w)], 0 < u < ¢ p.p.
hors &un compact < w et v € M(w) [resp. ?(w)] entrainent u
dans M(o) [resp. ?(o)].

On peut alors démontrer un premier principe du maximum

pour les sous-solutions € P(w).

TaétorimME 3. — Soit ueP(w), Lu >0 sur o e u <y
p-p- hors d’'un compact < o, ou ¢ € M(w). Alors u < 0 p.p.
dans .

On a:
(*) 0 < ut < ¢t p.p. hors d’un compact < o.
¢t € #(w) (corollaire 1); ute P(w) (proposition 5), donc

ut € M(w) et Xout € L% w).
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L’inégalité (%) montre alors que ut e #(w) (corollaire 3),
et comme X,ute £%*(w), ute g (w) (n°® 1, propriété 1).
D’autre part <(Lu, ¢> > 0 V¢ € 2*(w) donc aussi

(Lu, ut) > 0.
Mais

(Lu, wty = (Lut, uty = — 3 [ Xuut[2
k=1

+ f a_—;a_’ ut?dx < 0,
et ut =0 p.p. dans o (%).

3. Positivité de I’opérateur L.

Il s’agit de montrer que L est > 0 dans o, si f Dest
au voisinage de la frontiére, ou plus précisément, si f appar-
tient a4 'espace N+t(w) ainsi défini:

DeériniTioN. — Nt+(w) est Uadhérence dans N(w) de Uen-
semble {ue W' %(w), u > 0 p.p. hors d'un compact < w}.

Comme on sera amené a régulariser f dans », on commence
par étudier la limite de Lf», ou les o, sont des ouverts de
frontiére %> et trés réguliers tendant vers , et pour cela,
on étudie la norme de LP dans M(w).

Prorosition 6. — Pour toute fe N(o):

o
IL7hr < (145 ) Ul
et les constantes o« et B sont encore valables dans tout
ouvert < o.

D’aprés les propriétés 2 et 3 citées au n® 1:

1
ILP — Flwe < N ILfTavey < 2 1flxe

o
g
et les constantes « et B sont valables dans tout ouvert
< o.

(*) Méme en supposant seulement a 4+ a’ < 0 sur o.



PROPRIETES DU FAISCEAU DE FONCTIONS HARMONIQUES 257

Prorosition 7. — Soit (w,) une suite croissante d’ouyverts
satisfaisant aux mémes hypothéses que « (c’est-a-dire de fron-
tiére €~ et trés réguliers) et dont la réunion est o (°).

Pour fe N(w), la fonction
£ = gL‘}"‘ dans o, ()

fdans © — @ est dans M(w),

n

I full ey < (1 + i) Iflswy et Lp est limite faible de f, dans
M(w). B

Pour chaque n, Lf» — fe 4 (w,): cette fonction est limite
dans N(w,) d’une suite < 9(w,); son prolongement par 0
hors de , est donc limite dans M(w) de la suite précédente,
prolongée par 0 hors de ®,; ce prolongement appartient
donc & A(w) et f, € M(w).

Les constantes « et B sont encore valables dans o
d’ou

1o — Flvey = 1LE" — Flmn < % 1f s < % i

n)

et

ol < (1 + E‘) T

Une suite partielle convenable ayant été extraite, la suite f,
a une limite faible dans M(w), soit g; alors, dans chaque
w,:
Lf,=0 pour n > p,
so1t

et = [[ 3 Xefi(Xio + 9 div X) — afip |d Vo e9(o,).

A la limite on a

Kogo o> = |, [,E Xig(Xpp + o div X) — ag@] dz Vo € 9(0);
ainsl, X,g€ #'(0) et Lg=0 dans o.

(5) On peut prendre par exemple des ouverts de frontiére paralléle a celle de
et voisine.
(®) Qui a bien un sens, car f|, € N(w,).
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Pour que g = Ly 1l suffit alors de montrer que
g — feH(o);

on a vu que f, —fe #M(o), qui est faiblement fermé dans
M(w), donc a la limite g — fe #(w); comme

Xo(g = f) e M(w), g —[feH(o)
(n° 1, propriété 1).

TuktoriME 4. — Si feNt(w), LP et >0 dans o.
En particulier, si fe P(w) et f> 0 p.p. hors d'un compact
<o, L est >0 dans o.

Griace a la proposition 6, on se borne a fe W'2%(w), et
> 0 p.p. hors d’un compact < w; alors (proposition 4)
f—f*eH(o), donc LP = L, ce qui permet de supposer
fe Wr3(w) et > 0 p.p. dans «; enfin (proposition 7),
il suffit de montrer L > 0 dans w,, ou ©, est unouvert
possédant les mémes propriétés que o et d’adhérence < o.

Par régularisation de f appartenanta W'2(w) et > 0 p.p.
sur ©, on obtient des fonctions g, € 4(w,), > 0, qui tendent
vers f dans W2»2(w,) donc a fortiori dans N(w,), et la
proposition 6 montre encore qu’il suffit de prouver Ly > 0
dans «,. Or ge %(w,) entraine Lge %"(w,), donc (n° 1,
rappel 2) L% — ge @(w,). Le théoréeme 3 s’applique a
u = — L%, qui est en particulier dans P(w,), et &

p =g — Ly
et montre que si g est > 0 dans wy, L{» est > 0 dans o,.

Soit maintenant fe P(w) et f > 0 p.p. hors d’'un compact
< . Pour montrer que fe N+(w), on écrit

f=F+ =1
f est limite dans P(w) d’une suite (u,) < W*2%*(w), d’ou
ft =lhmu; dans P(e); f— ft € #(w) donc est limite, dans
P(w), d’une suite (¢,) = W'2%(w), chaque ¢, étant nulle p.p.
hors d’un compact de . Ainsi f est limite dans P(w),
donc dans N(w), de la suite (uy 4 ¢,) < Wr2%(w) et

uy + v, = 0 p.p.

hors d’un compact < o.
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4. Un principe du maximum pour les solutions.
Comparaison des deux solutions
du probléme de Dirichlet.

On commence par démontrer un principe du maximum pour
les solutions de Lu =0, c’est-a-dire pourles fonctions harmo-
niques (7).

TatorEME 5. — Soit u solution de Lu =0 dans o et
w < ¢ p.p. hors d’'un compact de », ot ¢ € N (w) et

9| w, € P(0y)

quel que soit ©, < wy < o (}); alors u est < 0 dans o.
Soit K un compact < o hors duquel u < ¢ p.p. Si

0, @ K, (¢ — u)|,, € Plog) et est >0 pp. sur o, — K
donc (théoréme 4), Ly > Ly» dans o, soit Ly > u
dans ©,. En considérant une suite croissante d’ouverts o,
possédant les propriétés énoncées dans la proposition 7, et
en remarquant que la limite faible de L¢P est L =0,
on obtient u < 0 dans o.

Tatorime 6. — Soit feb(w). Si fe N(w) et si
flw, € P(wg)
quel que soit ©, < wy < o, en particulier si fe P(w), alors
HY =L dans o.
Il suffit de montrer HP < L dans o.

Soit h une fonction harmomque de borne inférieure > 0
sur ®; comme o est régulier, pour tout = > 0,

? < [+ eh

hors d’un compact K, < », soit Hf — Ly — eh < f—
hors de K. f—LfeAs (o) et sa restrlctlon a chaque
©y © @y © @ est dans P(w,), par suite (théoréme 5)

Hp — }"—shSO

dans o, puis Hp < L dans .

(") Rappelons que les fonctions harmoniques sont de classe @, d’aprés
le théoréme d’hypoellipticité de Hérmander [5].
(8) En particulier si ¢ € 2 (), elle satisfait a ces conditions.
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5. Un principe du maximum
pour les sous-solutions €./ ().

On peut enfin démontrer un principe du maximum pour les
sous-solutions € #(w), ce qui permet de caractériser les
potentiels € N(w).

LemMmE 4. — Soit u e #(w). Alors

— (L, u*) > Bluwt Ry
Pour ¢ e Wi3w), ote Wi%w) € # (), donc (n° 1,
3¢ propriété)
— <Ly, ¢7> = — <Le*, o*) 2 Blo*[iw
S1 u e N (o), 1l est limite dans N(w) d’une suite
(#n) = Wo*(o);

o — ut dans M(e) (proposition 5), et Lo, - Lu dans
M (w) (n° 1, 2¢ propriété), donc a la limite

— (Lu, ™) = Blut|Ri

TutoriMeE 7. — Soit ue AN (o) e Lu >0 dans o.
Alors uw < 0 p.p. dans o.
D’une part:

{Lu, 9> > 0 Vo € 9*(w)

entraine (Lu, ut) > 0, car Lue #'(w) et ut est limite
dans #(w) d’une suite < 92*(w) (corollaire 1 de la propo-
sition 5).

D’autre part (lemme 4):

(Lu, ut) < 0.
Par suite <(Lu, ut) =0, |ut|uwy =0 et ut=0 p.p.

dans o.

CororLLAIRE. — Soit u € N(w) et Lu > 0 dans o. Alors
u <Ly pp. dans o.
En effet u — Ly est < 0 p.p. dans .
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Une classe de potentiels.

TutorkMe 8. — Pour toute fonction u, surharmonique sur
w, € N(o) et telle que ul,, € P(w,) Vo, relativement compact
dans o, la p.gm.h. de u dans o existe et égale L¥, donc:
u est un potentiel dans « équivaut & u e ¥ (o).

u surharmonique sur o entraine Lu < 0 dans o ([4],
th. 5); comme u e N(w), on a (corollaire ci-dessus) w > Lg
P.p., donc partout ([4], proposition 1).

Si h est une minorante harmonique de uw dans o :

h—L <u—LY sur o,

donc (théoréme 5)

h < LY sur o;

par suite Ly estla p.g.m.h. de uw dans o.
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