
ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

ROSE-MARIE HERVÉ
Quelques propriétés du faisceau de fonctions
harmoniques associé à un opérateur
elliptique dégénéré
Annales de l’institut Fourier, tome 25, no 3-4 (1975), p. 245-261
<http://www.numdam.org/item?id=AIF_1975__25_3-4_245_0>

© Annales de l’institut Fourier, 1975, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales de l’institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique l’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AIF_1975__25_3-4_245_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Ann. Inst. Fourier, Grenoble
25, 3 et 4 (1975), 245-261.

QUELQUES PROPRIÉTÉS DU FAISCEAU
DE FONCTIONS HARMONIQUES ASSOCIÉ

A UN OPÉRATEUR ELLIPTIQUE DÉGÉNÉRÉ
par Rosé-Marie HERVÉ

Dédié à Monsieur M. Brelot à V occasion
de son 70e anniversaire.

Cet article complète les propriétés du faisceau ^ des
fonctions harmoniques associées à un opérateur elliptique
dégénéré [4].

On montre d'abord que l'on peut définir les fonctions
harmoniques adjointes au faisceau ^f, et qu'elles coïncident
avec les solutions de l'équation adjointe (1). Puis on compare
la solution du problème de Dirichlet donnée par la théorie
axiomatique, à la solution au sens variationnel construite par
M. Derridj dans un ouvert assez régulier [2].

NOTATIONS ET HYPOTHÈSES

Sur un ouvert iî c R71, on se donne un opérateur ellip-
tique dégénéré de la forme

r n, n,

Lu == S x^ + XoU + au = S ^xixj + 5 ^x, + ûu,
fc=l i.J=l i=l

où Xfc(a;), k = 0, 1, . . ., r, sont des champs de vecteurs réels
de classe ^(û) et a une fonction e ̂ (Q). Soit

L*u == 5 Xlu + Xou + a'u
k==l

l'adjoint de L.

(1) La démonstration utilise de façon essentielle la notion d'ouverts c.d. due à
M. Brelot.
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On suppose que l'algèbre de Lie engendrée par Xi, . . . , Xp,
soit ^f(Xi, . . . , X,.), est de rang n en tout point e u :
d'après les résultats de J.-M. Bony ([l], corollaire du th. 5.3),
le faisceau Jf [resp. ^f*] des solutions de Lu == 0 [resp.
L*u = 0] satisfait aux axiomes 1, 2, 3 de l'axiomatique de
M. Brelot. On marquera d'une * toutes les notions relatives
à ^*.

On suppose en outre l'existence d'un potentiel > 0 sur t2,
ce qui est vérifié en particulier si a est négatif, sans être == 0,
car alors les constantes > 0 sont surharmoniques sans être
harmoniques dans Q. On en déduit la proportionnalité des
potentiels à support ponctuel donné ([4], th. 4).

Dans la suite on note g(x, y) la fonction de Green construite
par J.-M. Bony ([l], th. 4.3) dans tout ouvert œ très régulier,
c'est-à-dire borné, tel que co <= 0, et qu'en tout point x e ôœ,
il existe une normale v à œ satisfaisant à

n

S ^h /̂ > 0 ; gy '' ^ '—^ g{^ y)
ij=l

est (à un facteur constant près) l'unique potentiel de support y
dans œ ([4], lemme 6) et (rc, y) l—>• g(rc, y) est s.c.i. sur
o) X <*), continue pour x ^ y. Il résulte alors de ces pro-
priétés de g que tout L-potentiel dans œ peut s'écrire
Gn,{x} = j gy^} ^(î/)? P- mesure ^ 0 sur co ([3], th. 18.2
et 18.3).

La fonction de Green dans œ relative à L* est

g*(^ y} = g{y, x), gî : y l—^ g{x, y}

est le L*-potentiel dans co de support x, et tout L* poten-
tiel dans û) est de la forme G?.(î/) = j g^{y) d[L(x).

I. LES FONCTIONS HARMONIQUES ADJOINTES
ET LES SOLUTIONS DE L'ÉQUATION ADJOINTE

Pour définir les fonctions harmoniques adjointes au faisceau
([3], chapitre vi), il suffit de démontrer l'existence d'une
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base des ouverts formée de domaines c.d. (c'est-à-dire de
domaines 8, 8 <= Q^ tels que, pour tout potentiel p dans 0,

harmonique dans 8, R^0 == p dans û) — cf. par exemple
[3], 11, B —. Cette propriété d'existence étant locale, on peut
se placer dans un ouvert co très régulier.

On va montrer que tout ouvert régulier* U <= <o est c.d.,
et pour cela il suffit de prouver que, pour tout y e ôU, gy

p
est conservé par balayage sur [^ U ([3], lemme 24.1). Ce
qui suit a pour but d'établir la formule de réciprocité (2)

R^) - R^(î/)
pour tout fermé F c: co, qui conduit au résultat cherché.

Formule de réciprocité pour les ouverts.

PROPOSITION 1. — Pour tout ouvert U <= co :

R^)=R^(y) Vx et y e <o

et G^v = R^Y Vpi mesure positive à support compact dans co.
Pour tout y e U : R^ = gy sur U, donc aussi sur <o

([3], lemme 3.1). D'autre part ([3], th. 10.1) :

R^-J&^-G^y);

ainsi y \—>- R^ [x) est une fonction surharmonique* coïn-
cidant sur U avec g^, donc

R?» ^ R^(y).
On obtient l'inégalité inverse en remplaçant gy par g^.
Enfin ([3], th. 10.1 et 22.4):

G^(2/) = f g y d ^ = f R^) d^x)
= f R^(y) d^x) = R£y(y).

Quelques propriétés des mesures positives, à support compact,
engendrant un potentiel continu.

Soit ^(û)) [resp. TO^co)] la classe des mesures (A posi-

(2) Toutes les balayées sont relatives à l'ouvert <o.
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tives sur co, à support compact dans œ, telles que

G^[resp. G^]
est fini continu sur œ.

LEMME 1. — Quel que soit le compact K c œ, les restrictions
à K des différences Gp. — Gp.r, am? pi et (A' G ^(co) [re^p.
des différences G .̂ — G^, avec [L et [ L ' e W^co)] sont denses
dans ^(K).

En effet, les différences de deux potentiels finis continus
dans œ sont denses dans ^(K) ([3], lemme 6.1); il suffit
alors de balayer de tels potentiels sur un compact extérieu-
rement régulier contenant K et contenu dans œ ([3],
lemme 7.1).

LEMME 2. — Pour que deux mesures positives X et \'
sur <o, à support compact dans co, soient égales, il suffit que

j G\d[L = j G\. d[L pour toute [L e W^œ).

L'hypothèse s'écrit f G^ d\ = f G^ d\' V(JL e ^^(œ), d'où
\ = \1 grâce au lemme 1.

LEMME 3. — Soient À^ des mesures positives sur co, portées
par un même compact <= œ. Si la suite (G^) est décroissante,
on a:

lim G^ == lim G^ [L p.p. pour toute [L e 1TC*(co).

Si G\ = lim G^, on a ([3], corollaire 1 du théorème 23.1)
À limite vague de À^, donc V(Ji e ^ni^co) :

C G^d\= lim f G^ ̂
ou j G\d[i = lim J G^ rfpi

= J (lim GxJ rfpL.

PROPOSITION 2. — Soit K UM compact <= co. Ç^eî çue 50^
[JL e W^co) : iji1^ e5( limite vague de ^ selon Vordonné filtrant
décroissant des ouverts U =5 K et dt'adhérence <^ œ.

Étant donné G\ fini continu sur œ, on a ([3], 5 B, pro-
priété 8)

R^ = inf Rg,,
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donc il existe une suite décroissante d'ouverts U^ telle que

Rê, = lïm^g;;
alors (lemme 3) :

f ft^ ̂  = lim J* Rg; Jtx == inf J1 Rg, ̂

ou J G),^ = inf J* G^d^ ([3], th. 10.1), et f G^ d^
est fonction croissante de U; on achève grâce au lemme 1.

Formule de réciprocité pour les fermés.

PROPOSITION 3. — Pour tout F fermé dans co

fy)=^I{y) V^ et y E C O .

On peut supposer que F est un compact K c (o (cf. [3],
démonstration de la proposition 31.3).

Comme dans la proposition 1, x \—^ R^(î/) est le potentiel
Gg*K et, d'après le lemme 2, il suffit de montrer que pour
toute \L e ^(ù)) :

Or
/ R^x) d^x) = f R^{y) d^x).

fR^d^=fg,d^=G^

et f^f{y)d^x)=Rn{y) ([3], th. 22.4).
D'après la proposition 2 et une propriété de la topologie T*

sur l'ensemble des potentiels * ([3], proposition 19.3) :

G^=T* -limG^v;
d'autre part

ft^ == infR^ = T* - lim R^ï

([3], corollaire 2 du th. 23.1). On conclut grâce à la propo-
sition 1.

Existence d'une base formée de domaines c.rf.

THÉORÈME 1. — Soit œ un ouvert très régulier. Tout ouvert
régulier* U contenu dans œ est c.d.
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On a déjà remarqué (cf. le début du paragraphe) qu'il suffit
de montrer

^(^ = gyW Vy e ôU et x e co.
Or

R^(x) = R^u(^/) Vx et y e co (proposition 3),

et R^y) == gî(î/) V . r e U et y e [ u , car U est régulier*.
Par suite

R^(^) - gyW Vy e [ U et x e U,

donc aussi Va; e œ, et R^ = gy en particulier pour tout
y e ôU.

Comparaison des fonctions harmoniques* et des fonctions
harmoniques adjointes.

On se place toujours dans un ouvert très régulier <o.

THÉORÈME 2. — Les fonctions harmoniques adjointes définies
à Vaide du potentiel gy coïncident avec les fonctions harmo-
niques* [c^ est-à-dire les solutions de L*u == 0).

Il suffit de montrer que, pour tout ouvert U <= U c= co,
la mesure harmonique adjointe en tout point y e U, qui est

la mesure associée à ft^ ([3], n° 29), coïncide avec la mesure
• y rharmonique*, c'est-à-dire ^vu; et ceci est vérifié car

ft^) - È;hî/) - / g;(z) de^Çz) = f g^x) d^^Y

COROLLAIRE. — II y a identité entre les ensembles 1^-polaires
et "L^-polaires.

Cf. [3], th. 32.1.

II. COMPARAISON DES DEUX SOLUTIONS
DU PROBLÈME DE DIRICHLET

On compare les deux solutions du problème de Dirichlet
dans un ouvert œ très régulier et de frontière e<^30, et
on suppose

a{x) + a'{x) < — 2<r < 0 Va; e œ.
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1. Espaces fonctionnels. Rappels.

Espaces fonctionnels associés à l'opérateur L.
Pour construire la solution du problème de Dirichlet au

sens varia,tionnel [2], M. Derridj définit les normes suivantes
sur l'espace de Sobolev W^^o) des fonctions uej^œ)
ainsi que leurs dérivées partielles l^, œ ouvert c: Q, :

II ^11 M =|| U[\, + S 11X,U]|,

MN -HiM+lIXoUbv

HIP = \\U\\M + ||XoU[|2

où ^(co) est le dual de ^(œ) pour H . H M , et H J l a désigne
la norme dans JSf2^). On a ||XoMhv ^ \\^oU\\^ donc si
M(œ), N(co) et P(œ) sont les complétés de W^^co) pour
les normes || . J M , || . U N et || . ||p respectivement :

W^^œ) c: P(œ) c N(œ) c= M(co),

les inclusions étant topologiques.
On désigne de même par ^(œ), ^r(co) et ^(œ) les adhé-

rences de ^(co) (ou de W^œ) ou encore de Fensemble des
fonctions e W^^co) nulles p.p. hors d'un compact de œ),
pour les mêmes normes, dans M(<o), N(œ) et P((o) respecti-
vement.

Quelques propriétés de ces espaces.

l^ PROPRIÉTÉ. — u e ^(co) e( XoU e ^(œ) ^==^ u e ^r(œ).
Cf. [2], proposition 1.2.

2e PROPRIÉTÉ. — Soi^ u e N(œ). Afor^ Lu rfé/ini par

<Lu, <p> = - S f X,u(X,9 + 9 div X,) dx
k-=l

+ <Xo u, ç> + J^ ^^9 ̂  Vç e ^(œ),

e^ dans ^(œ), a^c ||Lul|̂ )̂ ^ ^\\u\\y^ où

a=sup(l, |al, |divXi|, ..., |divX,|),
(ri

et la constante a est encore valable dans tout ouvert <= œ.
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3e PROPRIÉTÉ. — Soit u e ^r(û)). Alors

- <Lu, u> - S ll^^2 - f ÛL±-^ ^2 ̂  ^ PIH^),
/c=l Ja) ^

et par suite
IIL^bv(co) ^ PIMM(co)5

ayec (î == .————? <°^ ?a constante P re^e valable dans tout
± -{- ra

ouvert c <x).
Il suffit de supposer u e ^(û>), car si la suite (<pJ <= ^(co)

tend vers u e ^'(co) pour la norme de N(co), c'est vrai
a fortiori pour les normes de ^(co) et de M(co), et d'autre
part Lcpn tend vers Lu dans ^(co) (2e propriété).

Pour 9 e ^(œ), un calcul classique (cf. par exemple [5],
p. 152) donne

<Lcp, ?> - - s i^i + r y2 r^ - 4-div ̂
/C==l t/CO L -Û

+ 1 S (X, div X, + (div X^)1 ̂
"- A=l -•

= - 5 l|X,yai+ C ^"-^dx
t=l t/t0 "

d'où

- <Ly, y> > S l|X,<pHj + dllylll > Pllyll^).
fc==l

Rappel de résultats de M. Derridj [2].

1. UN THÉORÈME D'ISOMORPHISME (th. 1.1) :

Uopérateur L est un isomorphisme de ^r(œ) sur ^(co).

2. UN THÉORÈME DE RÉGULARITÉ DES SOLUTIONS (th. 2.2) :

Soit u la solution e ^'(co) de Lu = g, où g e ^'(c*>) ;
0^07*5 g e ^(co) entraîne u G ^(co).

Du théorème d'isomorphisme, on déduit immédiatement la
solution du problème de Dirichlet au sens variationnel :

THÉORÈME. — A toute fonction fe N(co) correspond une
solution unique u e N(œ) telle que Lu = 0 dans œ et

u — f e ^(co).
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On note LJ° cette solution et L^ l'opérateur f\—>- Uf de
N((o) dans lui-même,

En effet, si v = u — f, L^ = — L/* qui appartient à
^(co), donc cette équation a une solution unique v e ^(œ).

Le problème consiste à comparer la solution LJ0 qu'on
vient de définir avec la solution H^ du problème de Diri-
chlet, dans le cas où f appartient aussi à ^(œ).

2. Un principe du maximum
pour les sous-solutions (3) e P(^).

On commence par montrer que les espaces M(<o) et P(œ)
jouissent de propriétés analogues à celles des espaces de
Sobolev.

PROPOSITION 4. — Si u e M(œ) (resp. P(œ) ou N(û)))
et u = 0 p.p. hors d'un compact K c co, alors ue^(co)
{resp. ^(co) ou ^(œ)).

Soit / e ^(ct))? égale à 1 sur un voisinage de K et
(uj c: W112^) tendant vers u dans M(co) (resp. P((11))
ou N(co)): (x^n) c Wi'^co); l im(xuj==u dans ^(œ);
X/,(x^) == %.X^^ + u^X^ tend vers X^u dans ^(œ).
En outre si u e N(c*)) :

|<(x-Xo^n — Xou), 9>| = |<(XoU^ — Xou), /y)]
^ C^UXo^ - Xou||̂  II^IM,

donc Xo(îcu^) -> XQU dans ^((o).

PROPOSITION 5. — u e M(ù)) [re5p. P(œ)] entraîne
u+ e M(œ)

[resp. P(co)]. En outre :
Xj(U4' == (or o u)X^u, /c == 1, . . ., r (resp. et k == 0),

ou CT ^5^ i!a fonction caractéristique de ]0, + °° [?

X^u == 0 p.p. sur {u -===• 0},/c ==1, . . ., r {resp. et k = 0),

et l'application u \—^ u^ est continue.

(3) Ou pour les fonctions sous-harmoniques e P((ù), car on sait que u égale
p.p. à une fonction sous-harmonique dans co équivaut à u localement intégrable
dans û) et La ^ 0 dans <o ([4], th. 5).
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Soient (u,) <= W^^t») tendant vers u dans M((») [resp.
P((ù)j et h l'application R -> R définie par

(0 pour t ^ 0 „
^ )=fv /^T^-a pour ^0' a > o ;

alors: A(() < |f| et 0 ^ h'(t) < 1 Vf, Çh o uj <= W1'2^)

car ^^""^ = (/i' o uj &"2, donc X,(/i o uj = (^ o uJX,u,
0 X^ 0 X^

D'autre part, dans ^(co) :

h o u = lini (h o Un),
n

X^(/i o u) == lim Xfc(/i o uj, /c == 1, . . . , r (resp et k = 0),
n

car lim (/i7 o uJ(X/^ — X^u) == 0 et, pour une suite partielle,
n

encore notée (i^n), tendant vers u ponctuellement p.p. :

lim (h' o u^ — 1^ o u)X^u == 0.
n

Ainsi,
h o u e M(û>) [resp. P(<o)]

et
X^(/i o u) == (/i' o u)X^u.

On fait tendre a vers 0$ dans ^(œ) :

u4" = lim h o u
a->o

et

((T o u)X^u = lim (h' o u)X^u, A* == 1, . . . , r (resp. et k = 0).
a->0

Donc

u4' e M(œ) [resp. P(œ)] et X/gU4" = = ( 0 0 u)X^u p.p.

En appliquant ce résultat à u et à — u :

X^u == XfcU4" — XfcU~ == [o-(u) + cr(— u)]X^u p.p.,

donc == 0 p.p. si u == 0.
Enfin, si u^-> u dans M(co) [resp. P(û))], dans ^(o) :

u4' == lim u4'
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et X^u4- = lim X/,u^, k = 1, . . . , r (resp. et /c == 0), car
n

lim (a o uJ(X^ — X/,u) == 0 et, pour une suite partielle

choisie comme ci-dessus, lim (o o u^ — (T ° u)X;çU = 0.
n

COROLLAIRE 1. — u e ^(œ) [resp. ^(œ)] entraîne u4' e ̂ (œ)
[resp. ^(û>)] et même, u4' est limite dans ^(co) [resp. ^(œ)]
(Vune suite contenue dans ^((o).

En effet, u = lim u^ dans M(œ) [resp. P(œ)] avec
(i^) <= Wl'2(œ) et u^ == 0 p.p. hors d'un compact <= œ.
Alors u^ = lim u/r, et (u^) possède les mêmes propriétés
que (uj$ en régularisant Un', on obtient une suite

(yj c= ^+(œ),

et tendant vers u^ dans M(<o) [resp. P(ô))].

COROLLAIRE 2. — M G M(co) [resp. P((o)], u ^ 0 p.p. /iors
d'un compact <= œ e( ^ £ ^(œ) [rê5p. ^(co)] entraînent
inf (u, P) e ^(û)) [r^p. ^(œ)].

Soit (^) <= Wl'2(cx)), chaque ^ étant nulle p.p. hors
d'un compact <= œ, et ^ tendant vers ^ dans M(û>)
[resp. P(œ)] : inf (u, ^,) e ^((o) [resp. ^(co)] (proposition 4),
donc aussi la limite inf (u, ^).

COROLLAIRE 3. — u e M(œ) [resp. P(œ)], 0 ^ u ^ v p.p.
hors (Kun compact ^ ^ et v e ^(<^) [resp.^(u)] entraînent u
dans ^(co) [resp. ^(œ)].

On peut alors démontrer un premier principe du maximum
pour les sous-solutions e P^)-

THÉORÈME 3. — Soit u e P(œ), Lu ^ 0 sur (o et u ^ p
p.p. /fcor5 Sun compact c= œ, ou ^ e ^(co). Alors u < 0 p.p.
dans (o.

On a:

( * ) 0 < u4' ^ ^+ p.p. hors d'un compact <= <o.

^ + e ^(œ) (corollaire 1); u4-e P(œ) (proposition 5), donc

u + e M ( œ ) et XQU+e ^(co).
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L'inégalité ( * ) montre alors que u^ e ^(co) (corollaire 3),
et comme XQU+ e o^2^)? u^ ^ ^r(<*>) (n0 1, propriété 1).
D'autre part <Lu, <p> ^ 0 V<p e ^(co) donc aussi

<Lu, u+> ^ 0.
Mais

<Lu, u+> = <Lu+, u+> = - S 11X^+111

+ f^u^^^O,
J(o z

et u4' === 0 p.p. dans <o (4).

3. Positivité de Popérateur L .̂

Il s'agit de montrer que L)0 est ^ 0 dans <o, si f l'est
au voisinage de la frontière, ou plus précisément, si f appar-
tient à l'espace N+(co) ainsi défini :

DÉFINITION. — N^co) est l'adhérence dans N((x>) de V en-
semble {u e W^^co), u ^ 0 p.p. hors d'un compact <= <o}.

Comme on sera amené à régulariser f dans co, on commence
par étudier la limite de L^", où les cx^ sont des ouverts de
frontière ^7QO et très réguliers tendant vers co, et pour cela,
on étudie la norme de L^ dans M(œ).

PROPOSITION 6. — Pour toute / "eN^) :

\M\MW^ (l+y)ll/'llN«o)

et les constantes a et (3 ^ont encore valables dans tout
ouvert <= <o.

D'après les propriétés 2 et 3 citées au n° 1 :

IIL7 - /Ikco) ^ ± IIL/'IÎ ,) < - II/'H^)

et les constantes a et (î sont valables dans tout ouvert
<= <o.

(4) Même en supposant seulement a + a ' < 0 sur (ù.
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PROPOSITION 7. — Soit (coj une suite croissante d'ouverts
satisfaisant aux mêmes hypothèses que o (c'est-à-dire de fron-
tière <^00 et très réguliers) et dont la réunion est co (5).

Pour fe N((o), la fonction

p (Lï" dans œ^ (6) , ,„. ,
fn = )^ i est dans M(co),' (/ dans œ — co^ v / ?

( \
ll/nllM(co) ^ 1 + -0-) II/HN((O) ^^ L? e^ limite faible de f^ dans
M(co). P /

Pour chaque n, Lj0» — /* e ̂ (œj : cette fonction est limite
dans N((ù^) d'une suite <= ^(û>n)î son prolongement par 0
hors de œ^ est donc limite dans M(œ) de la suite précédente,
prolongée par 0 hors de o^; ce prolongement appartient
donc à ^(<x)) et f^ e M(œ).

Les constantes a et (3 sont encore valables dans co^,
d'où

\\fn - /IM(CO) = W - f\\M^ ^ J \\f\\^ ^ - ||/1|̂ )

et

ll/nl|M(.) ^ (1 + J-} \\fh^

Une suite partielle convenable ayant été extraite, la suite f^
a une limite faible dans M(<o), soit g; alors, dans chaque
<0p:

L/n = 0 pour n ^ p,
soit

<Xo/,, <p> = r|" S X,/,(X,9 + 9 div X,) - <,J^ V9 e ̂ (œ,).
^-/c^i -I

A la limite on a

<Xog, 9> = F f S X,g(X,9 + <P div X,) - agJ ̂  V^ e ^(<o) ;
•-/C=l -I

ainsi, Xoge^^œ) et Lg == 0 dans œ.

(5) On peut prendre par exemple des ouverts de frontière parallèle à celle de <o
et voisine.

(6) Qui a bien un sens, car f\^ e N((ùJ.
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Pour que g = Lj° il suffit alors de montrer que

g-ye^co);

on a vu que f^—fe ^(œ), qui est faiblement fermé dans
M(œ), donc à la limite g — fe ^(œ); comme

Xo(g- / ' )e^(œ), g-fe^)

(n0 1, propriété 1).

THÉORÈME 4. — 5i j f e N + ( œ ) , L1/ est ^ 0 dans œ.
£yi particulier, si f e P(co) et f ̂  0 p.p. Aor,? (fim compact
<== ù), LJ° ^ ^ 0 rfaM5 co.

Grâce à la proposition 6, on se borne à /'eW1'2^), et
^ 0 p.p. hors d'un compact <= co ; alors (proposition 4)
f— />+ e ^(œ), donc L^ = L}% ce qui permet de supposer
/'eW1'2^) et ^ 0 p.p. dans œ ; enfin (proposition 7),
il suffit de montrer LJ00 ^ 0 dans COQ, où <0o est un ouvert
possédant les mêmes propriétés que co et d'adhérence cz c».

Par régularisation de /* appartenant à W^^co) et ^ 0 p.p.
sur œ, on obtient des fonctions g^ e ^(œo), ^ 0, qui tendent
vers f dans W^^Oo) donc a fortiori dans N(œo), et la
proposition 6 montre encore qu'il suffit de prouver L^° ^ 0
dans û>o. Or g e ^(^o) entraîne Lg e ^°°(œo), donc (n° 1,
rappel 2) L^° — g e ^((Oo)- Le théorème 3 s'applique à
u = — L^°, qui est en particulier dans P(œo), et à

p = g - L^

et montre que si g est ^ 0 dans (OQ, L^° est ^ 0 dans (OQ-
Soit maintenant /*eP(û)) et /* ^ 0 p.p. hors d'un compact

c œ. Pour montrer que f e N'^œ), on écrit

/ l=/>++(/ l-^);

/* est limite dans P(œ) d'une suite (i^J <= W112^), d'où
/>+ == lim u^~ dans P(<o) ; y — f+ e ^(œ) donc est limite, dans
P(co), d'une suite (^) <= W^^co), chaque ^ étant nulle p.p.
hors d'un compact de œ. Ainsi f est limite dans P(œ),
donc dans N(co), de la suite (u^ + ^n) c Wl'2(œ) et

^ + ^n ^ 0 p.?.

hors d'un compact <= co.
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4, Un principe du maximum pour les solutions.
Comparaison des deux solutions

du problème de Dirichlet.

On commence par démontrer un principe du maximum pour
les solutions de Lu == 0, c'est-à-dire pour les fonctions harmo-
niques (7).

THEOREME 5. — Soit u solution de Lu = 0 dans œ et
u < v p.p. hors Sun compact de <o, où ^ e ^r(co) et

^keP(o)o)
quel que soit œo c œo c: co (8) ; alors u est ^ 0 dans <o.

Soit K un compact c o hors duquel u ^ v p.p. Si
(x)o => K, (^ — ^lo^ e P^o) e^ es^ ^ 0 p.p. sur COQ — K
donc (théorème 4), L^0 ^ L^0 dans û>o? s01^ L^0 ^ u
dans û)o. En considérant une suite croissante d'ouverts cx>^
possédant les propriétés énoncées dans la proposition 7, et
en remarquant que la limite faible de L^" est L^ = 0,
on obtient u ^ 0 dans (A).

THÉORÈME 6. — 5oi( /*e^(co). 5i /'e N(o)) ^ 51

/•k e P(tùo)

^U6? gué soit (*)o <= COQ <= o), en particulier si f e P(œ), afor6?
H^ = LJ? rfaM5 œ.

Il suffit de montrer HJ0 ^ L'f dans œ.
Soit h une fonction harmonique de borne inférieure > 0

sur G); comme co est régulier, pour tout e > 0,

HJ° ^ f+zh

hors d'un compact Kg c co, soit HJ° — L}' — eh ^ /* — Lf
hors de Kg. f — LJ° e ^(co) et sa restriction à chaque
(QO <= <^o c: <o est dans P(cùo), par suite (théorème 5)

Hj° — L7 — eh < 0

dans <o, puis H}0 ^ L^ dans œ.

(7) Rappelons que les fonctions harmoniques sont de classe (^QO, cTaprès
le théorème d'hypoellipticité de Hôrmander [5].

(8) En particulier si v e ̂ (œ), elle satisfait à ces conditions.
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5. Un principe du maximum
pour les sous-solutions ej^co).

On peut enfin démontrer un principe du maximum pour les
sous-solutions e ^*(œ), ce qui permet de caractériser les
potentiels e N(co).

LEMME 4. — Soit u e ^((o). Alors

-<Lu,u+> ^ (3||u+l|̂ ,).

Pour 9 e W^œ), <p+ e W^'^œ) c: J^(o)), donc (n° 1,
3e propriété)

- <Lç, ç+> - - (L^, ^> ^ Pll^ll^).

Si u e ^(œ), il est limite dans N(œ) d'une suite

(9.) ^Wo^o);

y/T -^ ^+ dans M(<o) (proposition 5), et Lcp^ -> Lu dans
^(œ) (n° 1, 2e propriété), donc à la limite

- <Lu,u+> ^ MÎ IIIK.).

THÉORÈME 7. — iSoi( u e */r(o)) e( Lu ^ 0 dans œ.
Alors u ^ 0 p.p. 6?an5 co.

D'une part :
<Lu, 9> ^ 0 Vç e^+(co)

entraîne <(Lu, ^+) ^ 0, car Lu e ^(œ) et u4' est limite
dans ^(œ) d'une suite <= ^(œ) (corollaire 1 de la propo-
sition 5).

D'autre part (lemme 4) :

<Lu, u+> ^ 0.

Par suite <Lu, u+> = 0, ||U+|[M(O)) = 0 et u+ == 0 p.p.
dans co.

COROLLAIRE. — Soit u e N(o)) et Lu ^ 0 dans <o. Alors
u ^ LÏ p.p. rfan^ o).

En effet u — L^ est ^ 0 p.p. dans <o.
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Une classe de potentiels.

THÉORÈME 8. — Pour toute fonction u, surharmonique sur
ce, e N(co) et telle que u\^ e P(û)o) V^o relativement compact
dans co, la p.g.m.A. de u dans <o existe et égale Ljf, donc:
u est un potentiel dans œ équivaut à u e ^(co).

u surharmonique sur co entraîne Lu ^ 0 dans <o ([4],
th. 5); comme UG N(co), on a (corollaire ci-dessus) u ^ L?
p.p., donc partout ([4], proposition 1).

Si A est une minorante harmonique de u dans co :

h — L^ < u -- L? sur <o,

donc (théorème 5)
h ^ L? sur œ;

par suite LÏ est la p.g.m.h. de u dans co.
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