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RECHERCHES SUR LA THEORIE DES CORPUSCULES
par René REULOS.

L’histoire des Sciences montre que les progreés de la Science ont été
constamment entravés par Uinfluence tyrannique de cerlaines concep-
tions que l'on avait fini par considérer comme des dogmes. Pour cette
raison, il convient de soumellre périodiquement d un examen trés
approfondi les principes que Uon avait fini par admettre sans plus les
discuter... En tous les cas, il est certainement utile de reprendre le
probleme trés difficile de Vinterprétation de la mécanique ondulatoire,
afin de voir si celle qui est actuellemenl orthodoxe est vraiment la seule
que Uon puisse adopter.

Louis pE BrocuLIE.

Cette pensée, qui vient en conclusion d’une conférence récente ()
du fondateur de la mécanique ondulatoire, est propre i encourager
les initiatives nouvelles, et fournit 3 notre étude l'introduction que
nous cherchions.

(*) 31 oclobre 1952. Cenlre international de Synthése.
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CHAPITRE PREMIER

PREMIERE PARTIE.

CONSIDERATIONS GENERALES SUR L’ESPACE UNIVERSEL
ET LA THEORIE DES CHAMPS

La théorie que nous nous proposons d’exposer, concerne la mécanique
classique et ondulatoire des corpuscules. Elle est dominée par I'idée
relativiste, d’aprés laquelle I’espace réel est un espace & quatre dimensions.
Il ne peut donc exister de vecteurs A trois composantes. Ceux que nous
rencontrons et que nous considérons comme tels, sont en réalités
« détachés » de symbolismes relatifs & I'espace & quatre dimensions. Il
est intéressant pour ce qui suit, de voir comment les formules vecto-
rielles bien connues, viennent se placer dans des formules tensorielles
plus complétes, adaptées & l'espace d’univers. La force de ComioLrs,
d’apparence si classique, apparait ainsi comme une nécessité relativiste.
La formule de Lorentz s’intégre dans le méme formalisme. L’équation
tensorielle du mouvement d’une charge électrique ponctuelle dans un
systéme de référence en rotation, résulte de cette analogie et donne direc-
tement une forme relativiste et rigoureuse du théoréme de Larmor, ainsi
qu’une explication trés simple des phénoménes gyromagnétiques.

Enfin, et toujours dans le méme ordre d’idée, il apparait, d'une étude
sur les quaternions, que les systémes différentiels, qui régissent la pro-
pagation des champs el des potentiels électromagnétiques, représentent
une extension & I'Univers, des conditions de Caucny, qui définissent les
fonctions analytiques du plan.

§ 1. — L’espace métrique de la Relativité.

Le développement de la mécanique de Galilée, de Copernic et de
Newton, montre que toutes les grandeurs de la nature peuvent étre
rattachées a trois grandeurs fondamentales : longueur, temps, masse,
indépendantes les unes des autres.
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La longueur est une grandeur vectorielle, susceptible de se
décomposer en trois grandeurs scalaires, suivant trois directions
arbitrairement choisies. Dans tout ce qui suit, nous ne considérerons
que des systémes de coordonnées cartésiennes, et des systémes d’axes
orthogonaux. Le temps se présente comme une grandeur a part,
qui varie d’'une maniére indépendante de toute contrainte extérieure,
et toujours dans le méme sens.

Un événement tel que le passage d’'un mobile en un point donné,
est déterminé par la connaissance des trois coordonnées z .z, de ce
point et par celle de I'instant ¢ auquel a eu lieu ce passage. Tout
ensemble de quatre valeurs «,x,2,¢ peut étre considéré comme repré-
sentant les coordonnées d’un vecteur généralisé. Cet espace vectoriel
comprend un sous-espace métrique, dans lequel on peut mesurer
une longueur dans une direction oblique par rapport aux axes
Oz, x,x, tandis que la mesure de la longueur d'une direction oblique
entre x,, ou x, ou x, d'une part, et ¢ d’autre part, est dépourvue de
sens. Le temps ¢ s’exprime en secondes, unité commode, définie
arbitrairement. Les astronomes expriment les longueurs en années
de lumiere. Inversement, on peul exprimer le temps en centimetre
lumiére, ce qui est bien peu! mais cette unité rationalisée a ’avan-
tage de rattacher I'unité de temps & I'unité de longueur, et de lui
donner de ce fait la dimension d'une longueur. Nous I’appellerons
x,—ct, c étant la vitesse de la lumiere en centimetres par seconde.
Nous pouvons aussi introduire la longueur 2, — iz, dont le sens
apparait clairement lorsqu’on exprime avec ces unités les équations
de l'électromagnétisme. On s’apercoit alors que x, joue le méme
role que les variables d’espace z,x,, de sorte qu’en particulier,
I’équation de propagation prend la forme simple et symétrique

13 bﬁ
; drr o

Cette regle étant générale, pour toutes les équations de I'électro-
magnétisme qui se laissent ainsi intégrer dans des formes parfaite-
ment symétriques, il est impossible de ne pas voir que x, a les
mémes propriétés que xx,x, et que le groupe xx,x .2, constilue un
espace métrique. La longueur d’un élément de longueur ds dans une
direction oblique, a pour expression

4
ds* = Eda:,f
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L’extension aux quatre dimensions, des propriétés de l’espace
métrique a trois dimensions, conduit & postuler que le carré de
I'élément de longueur ds resle invariant dans un changement d’axes,
or un changement d’axes qui permet de passer d’'un systéme d’axes
orthogonaux i un autre systéme d’axes orthogonaux, est une trans-
formation orthogonale. L'invariance du ds* dans les transformations
linéaires orthogonales, constitue le principe de base de la théorie de
la relativité, et la transformation de Lorentz n’est autre qu’une
transformation orthogonale particuliérement simple.

Cette découverte qui — nous venons de le dire — est la clef de
volite de la théorie de la relativité a des conséquences d'une ires
grande portée.

La métrique induite dans I'ancien espace a (rois dimensions
représente les phénomeénes indépendants du temps. C'est le cas des
problémes statiques, c’est aussi celui des régimes permanents.

§ 2. — Vecteurs d’univers.

Comme conséquence de ces considérations, il ne peut exister que
des vecteurs d quatre composantes et la plupart des scalaires ne
sont de ce fait que les quatrigmes composantes de quadrivecteurs(*).
L’exemple le plus typique est le polentiel scalaire A  de la théorie
électro-magnétique, avec lequel on forme la quantité A, —iA qui
est la quatritme composante du potentiel vecteur d’univers A, de
composantes A A A A , tandis que le potentiel vecteur classique en

constitue la composante d’espace.

Invariants. — Existe-1-il des scalaires purs? Existe-t-il des vec-
teurs & trois dimensions. dépourvus de scalaires associés?

Un scalaire apparaitra certainement comme « pur », lorsque sa
définition le rattache symétriquement aux quatre dimensions. Il
apparait alors clairement qu’un véritable scalaire ne représente pas
la quatrieme composante d'un vecteur. Par exemple. le carré ds* de

4
I’élément linéaire, soit ds* = Y} dj est bien un scalaire pur.

1
Il en est de méme de la quantité délectricité, grandeur qui sc

(®) Ne pas confondre le quadrivecteur de la relativité (Einstein) avec le quadrivecteur
des mathématiciens, dont les /; composantes sont des vecteurs.
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présente & nous directement, sans que rien ne semble devoir la
rattacher au temps plutdt qu’a 'espace. Par contre, il en est tout
autrement de la densité électrique, dont la définition fait intervenir
I'élément de volume di dx,dx,, mettant en évidence par son absence
I'élément de,. Ainsi, la densité électrique est rattachée d’'une maniére
préférentielle a la quatriéme dimension, et se présente donc comme
la quatridme composante d'un quadrivecteur, qui est — on le
sait — le vecleur courant. La véritable maniére de différencier un
scalaire pur d’'une composante de vecteur, est de lui faire subir un
changement de systéme de référence. La composante du vecteur se
trouve altérée par cette transformation, tandis que le scalaire pur
doit rester invariant.

Vecteur axial et vecteur polaire, tenseur antisymétrique. —
Des vecteurs comme le champ magnétique H (vecteur axial) et le
champ électrique E (vecteur polaire) n’ont pas de quatriéme compo-
sante connue, mais 'un et 'autre dérivent du vecteur potentiel
d'univers A au moyen des relations

Fz:c = ”1 = 02A3 - 03A2 Fu = iEx = bbAi - ban
(‘) F:H :H2:63A1 —b|An Fu :"E1 —’:66A2—62A4 (2)
F,=H,=3A,—dA, F,=iE =0A—0A,

.
<avec 0 = 6_)
L

Donec, Hetl représentent «la composante d’espace» et « la compo-
sante de temps » d'un tenseur antisymétrique

I o H, —H, —iE,

. _|—H, o H, —iE,

@  Fe= g g o  —iE
iE, i, iE, 0

lequel est bien un tenseur d’univers.

On voit & 'examen de ce tableau quelle est I'origine du vecteur
axial et du vecteur polaire. Le vecteur axial est un vecteur a trois
dimensions, formé 3 l'aide des trois composantes F;, d'un tenseur
antisymétrique, i et k étant pris parmi les indices 1, 2, 3, il est donc
sensible & l'orientation du triédre Oxx,x,. la permutation de deux
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axes ayant pour effet de changer F, en —F,. Le vecteur polaire
est formé avec les F, qui restent, c’est-a-dire les F,, ——F,,. Il est
insensible 4 la disposition des axes, c’est-a-dire 4 l'orientation du
triedre Oz, z,.

Nous conserverons encore le nom de vecteur, ou, lorsqu'il y a
ambigiiité, le nom de vecteur d’espace (ou de trivecteur) a une
grandeur orientée, parce qu'il est commode de conserver cette défi-
nition physique du vecteur, mais il est bien entendu que les compo-
santes d'un tenseur antisymétrique ne sont pas de vrais vecteurs.
En effet, un vecteur doit conserver sa longueur dans une transfor-
mation orthogonale normée, comme le sont les transformations de
la relativité, et en particulier, la transformation de Loreniz. Les
tenseurs antisymétriques sont transformés par des régles différentes,
qui sont celles de la multiplication de la matrice opérante du tenseur,
par la matrice opératrice de la transformation orthogonale en ques-
tion. Un tenseur qui posséde des éléments nuls dans un systéme
d’axes ne posséde plus cette propriété particuliere dans un systéme
d’axes quelconques. C’est ainsi qu'un champ purement électrique
dans un syst®me de référence (les composantes magnétiques étant
toutes nulles), acquierera une composante magnétique dans tout
autre systéme de référence.

Examinée sous ce jour, une longueur X a laquelle on associe un
temps représente un quadrivecteur de composantes x, (k=1, 2, 3, &).

Il en est de méme de la vitesse V:dX

, dérivée par rapport au
temps de ce vecteur, et de composantes V,‘:-E'-‘ avec V, —ic.

Il n’en est plus ainsi de I'accélération r qui est un trivecteur,
de la classe des vecteurs polaires, composante spatio-temporelle du
tenseur T, —2d,V,—d,V, soit

Tu = lPi = bbvl - blvt
([‘) T-u = iPz = bnve - bzvs
T, =il,=oV, -2V

4

alors que le rotionnel R de composantes

Tzs = R: = D2V3 - 03V2
(5) Ts: = B2 = bavi - blv3
T12 = Ba = 01V2 - 02V1
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représente le vecteur axial adjoint, I’ensemble de ces deux trivec-
teurs constituant le tenseur antisymétrique

(o] Rx — B2 ? [“
—R, 0 R, 2T,
c
(6) Tu= ,.
B,, — Bi o 7 3
i i
-=I, -=T, --=T, o
§ 3. — Orientation des axes, permutations.

Représentons symboliquement I'espace a

by

quatre dimensions par

un tétraddre, de sommets A A,A A,. Pour l'orienter, nous devons
d’abord choisir arbitrairement un sommet, par exemple A, que

nous distinguons de ce fait des
trois autres. Nous y plagons un
observateur qui peut orienter les
sommets 1, 2, 3, de deux facons
possibles, selon qu’il verra tour-
ner vers la droite ou vers la
gauche, un mobile parcourant
dans l'ordre 1, 2, 3, le triangle
joignant les trois sommets. Ce
choix arbitraire étant effectué,
il lui restera & orienter les cHtés

AA, AA,, AA, dans les direc-

0 4720
tions qui s’éloignent de A, ou
dans celles qui y convergent.

Ao

Fig. 1.

Ag

Cela fait deux possibilités indépendantes du choix du sens de rota-

tion sur la face 1, 2, 3.

L’observateur pourrait aussi chercher a orienter les trois autres
faces, comme la premitre, mais il est facile de constater qu'il se
heurterait & des contradictions. Donc, il devra conserver le premier
mode, qui fait jouer a I'indice 4 un réle & part. Ce raisonnement est
basé non pas surles propriétés d’une figure géométrique dans1’espace
a trois dimensions, mais plutdt sur les propriétés du nombre quatre,
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et ’hypothése fondamentale que les quatre dimensions sont disposées
symétriquement les unes par rapport aux autres. De ce fait, il acquiert
une portée qui nous aide & comprendre pourquoi dans l'espace
métrique et isotrope a quatre dimensions, il faut choisir une variable
privilégiée, laquelle de ce fail, se distingue des trois autres. 1l est tout
indiqué de choisir pour cela la quatriéme dimension x,—ict. Le
temps joue donc nécessairement un rdle a part, et se « dilate » dans
une transformation de Lorentz alors que les variables d’espace se
contractent, de maniére & conserver Uélément d’hyper-volume
dr =dx, dx, dx, dx,.

Ainsi se trouvent expliquées beaucoup de particularités de ’hyper-
espace de la relativité, dont en particulier I'existence des vecteurs
axiaux et des vecteurs polaires, qui s’associent par couple, pour
former des tenseurs antisymétriques.

§ 4. — Le produit scalaire et le produit vectoriel
dans Pespace a quatre dimensions.

Les formules de I'électromagnétisme comportent fréquemment
Pemploi des notions du produit scalaire ou du produit vecloriel de
deux vecteurs (travail, force de Coriolis, force de Lorentz, vecteur
de Poynting. etc...). Or d’apreés I'analyse qui précéde, ces vecteurs ne
constituent qu’une partie d'un symbolisme plus cowmplet (quadri-
vecteurs ou tenseurs antisymétriques) de I’espace a quatre dimensions.
Les produits en question ne devraient étre que des fragments
d’expressions plus adaptées a I’espace universel.

Produit scalaire. — La généralisation de la notion de produit
scalaire a l'espace & quaire dimensions est immédiate: A A,A A ;
B,B,B,B,, sont les composantes de deux vecteurs A et B, on obtient
le produit scalaire généralisé, en ajoutan! un terme d’indice 4 aux
termes d’indices 1, 2, 3. On a .ainsi

2=1Y A,B,

mais si I'un au moins desdeux vecteurs d’espace provient d'un tenseur
antisymétrique, au lieu de provenir d’un quadrivecteur, la générali-
sation en question n’est plus possible. C’est précisément le cas du
travail, car la force est selon la conception classique, le produit d’une
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accéléralion par une masse, et nous avons va que l'accélération est
un vecleur d’espace type polaire, et provient d’un tenseur. Le travail
n est donc pas issu d'un produit scalaire généralisé. Nous verrons
plus loin dans quel formalisme il trouve sa place.

Produit vectoriel. — Dans I'espace i trois dimensions, le pro-

. > —- > —
duit vectoriel A A B d’'un vecteur B par un vecteur A a pour com-
posantes

P,=AB,—AB,
P AB AB
P AB AB

Il résulte d'une transformation linéaire sur les composantes de B,
qui a pour matrice

0 —A, A,
(1) |Al=| A, o —A,|
—A, A o

1

Effectivement, on obtient la matrice représentative du vecteur
—> > « g == s .
A A B en multipliant le vecteur B sous sa forme matricielle nor-
male (opérande) — unc seule colonne et trois lignes — par la
matrice |A| sous la forme (1), qu peut étre considérée comme la

forme tensorielle associée au vecteur A, en tant qu’opérateur multi-
plicatif. On a donc

P, o —A, A |B,
(2) P,=| A, 0 —A,|[X|B,|
P, |—A, A o| |B

2 1 3

La Force de Corlolis s’écrit ainsi

F,| |o R, —R,| |mo,
3) F,|=|R 0 R,| X |muv,|.
F,| [R, —R, o| |mo,

-
F F,F, étant les composantes de la force F, v,»2, étant les com-
posantes de la vitesse v d'un corpuscule de masse m, en mouvement

-
dans un systéme de référence accéléré, le vecteur R, de composantes
R,, R,, R,, étant le rotationnel des vitesses d’entrainement.
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La formule (3) est contenue dans la formule dunivers

F, o R, —R, 4 L' |mo,
c
N F, —R, o R, — % L, |mo,
W | |= 'l x
F, R, —R, o ——T, my,
¢
F, % T, % L, —2 I, o imc

dans laquelle le vecteur d’'univers F, qui représente la force géné-
ralisée, est égal au produit du vecteur d’univers quantité de mouve-
ment, par le tenseur antisymétrique impulsion-quantité de mouve-
ment- .
- . 2 . .

En explicitant, en posant F,—iF —-—, en séparant les parties
, . . o . c

réelles de la partie imaginaire, on a:

(%) F:m[?'—i-m;/\ R. 22— mi“ﬁ (6)

on reconnait dans (5) la force de Galilée et la force de Coriolis, cette
dernitre apparait ainsi comme une nécessité de la symétrie relati-
viste. (6) nous montre que la puissance £ n’est pas un scalaire mais
le produit par ¢ de la quatriéme composante de la force.

Formules de Lorentz précession de Larmor gyro-magnétisme.

Si on remplace la vitesse d’entrainement V par le vecteur

impulsion potentielle — (ainsi nommé parce quil est formé a
c

partir du potentiel d'univers A et qu'il a les dimensions d'une

impulsion), la masse m du corpuscule par sa charge e, le tenseur T;,

(6 § 2) se change en LFM (3 § 2) la formule (4) devient
c

F, 0 H  —-H, —E| 2
(4

F, |-H, 0 1, By e’_;z
. v

. H, —H, o —iE, e—c=1
) iE, iE, iE, o ie




RECHERCHES SUR LA THEORIE DES CORPUSCULES 465

soit avec les notations vectorielles

>

(8) F=cE+e % AH  2=cE., (9)

on reconnait dans (8), la force de Coulomb et la force de Lorentz.
C’est pourquox I’équation de la dynamique pour les corpuscules
électrisés, qui s’écrit du point de vue classique, et dans les systémes
galiléens

ml =e <E -+ % N ﬁ)
peut prendre la forme tensorielle plus générale
mT, — £ T, (10)
c

T, et T, étant les tenseurs mécaniques et électromagnétiques des
formules (4) et (6), équation qui se décompose en les deux équations
vectorielles

R="H, E

mc

I*W_i

Ces expressions constituent la forme relativiste et rigoureuse du théoréme
de Larmor. Elles montrent que le mouvement d'une particule
matérielle de masse m, de charge e, dans un systéme de référence

. . -~ 1=
tournant par rapport aux axes de Galilée, a la vitesse w—=—R, et
2

en présence d'un champ magnétique H, est le méme que si le systéme
ne tournait pas, a condition de compenser l'effet de la rotation par
une valeur convenablement choisie du champ magnétique, soit

o est la précession de Larmor.

Il faut en outre compenser l'accélération d’entrainement (force
centrifuge) qui se présente comme un champ gravifique axifuge, a
I'aide d"un champ électrique

E="T.
e

Le théoréme de Larmor ne tient pas compte du champ électrique
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compensateur, et ¢ est la raison pour laquelle on le considére comme
approché. Ce théoréme est généralement appliqué aux mouvements
des électronsal'intérieur del’atome, lorsqu’on perturbe cemouvement
par un champ magnétique. L'étude qui précéde montre que le
mouvement reste inchangé, a condition de le rapporter & un systéme
tournant par rapport aux axes de Galilée, & la vitesse de précession
o= —;‘—n%ﬁ, a condition également que I'on puisse ne pas tenir
compte du champ « gravifique » axifuge produit par l'accélération
d’entrainement. Lorsque le champ magnétique est de dix mille Gauss,
ce qui est déja une valeur élevée, la vitesse de précession correspond
a une fréquence de 48 mégacycles, ce qui est relativement peu, car,
si I'on fait passer 'axe de rotation par le centre de l'atome, il en
résulte, du fait des faibles dimensions de ’atome, une accélération
centrifage négligeable par rapport aux forces coulombiennes mises
en jeu.

Dans le cas d’une piéce en matiere conductrice que 'on fait tourner,
les électrons libres sont chassés a la périphérie et le champ « gravifique »
axifuge est compensé automatiquement par un champ électrique de

. , . . .. . o= omx
direction opposé, et satisfaisant a la condition requise E=-—T, de
e

maniere & ce que I'équilibre soit atteint et que le travail nécessaire
pour déplacer un électron libre d’un point a I'autre de la substance
reste nul. On voit que dans ce cas, un champ magnétique approprié
fera disparaitre la perturbation duea la rotation et les mouvements
intra-atomiques seront absolument ce qu’ils seraient dans une substance
immobile, et sans champ magnétique. Dans ce cas la. la solution est
rigoureuse.

D’autre part, puisque le champ magnétique H suffit pour supprimer
la perturbation due 4 la rotation, on en déduit que ces deux causes

ont des effets égaux et opposés, c’est-a-dire, que la rotation w et le

champ H produiront des effets identiques. Ainsi, le gyro-magnétisme
se trouve du méme coup expliqué.

Cette théorie gyro-magnétique a été ébauchée en 1944, dans un
article aux Cahiers de physique, qui, par suite des vicissitudes de
cette publication. parut seulement en 1947, au dernier numéro d’'un
périodique qui devait connaitre une longue éclipse. Nous avions mis
en évidence le parallélisme parfait qui existe entre un volant de masses,
et un courant électrique circulaire, entre un gyroscope placé dans
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un systéme tournant (terre) et un solénoide placé dans un champ
magnétique, entre un moment cinétique et un moment magnétique :
analogie qui préparait déja la nouvelle interprétation du Spin,
laquelle sera précisée au chapitre 11, § 3.

§ 5. — Matrices et nombres complexes.

La théorie des vecteurs prend une forme particuliérement simple
dans l'espace euclidien & deux dimensions, c’est-a-dire dans le plan,
grice a la théorie des nombres complexes. Comme nous avons en
vue I'étude des vecteurs de I'espace a quatre dimensions. nous allons
la présenter sous une forme susceptible d'une généralisation immé-
diate.

Soient donc deux axes rectangulaires Oz,Ox, du plan, z, et z,
les coordonnées d'un point M, B un vecteur de composantes b, et b,.
Nous allons lwi faire subir une transformation linéaire, par les
formules

C = a“bi +a12b2

(1)
' C,= ambi + a22b‘z
que nous pouvons écrire en notations matricielles
H 1 ]
(2) c1l_ Ay Ay X b,
Co! Ay Ay bz
la matrice opératrice peut s'écrire
(,5) fa[-—:—l— 2ay, e +_1 o Ay — Ay,
2 |ay, +ay, 2@y, 2 Ay — Oy o

La premiére matrice de 3 est symétrique, nous lui imposons de
représenter le produit d’'une quantité scalaire par la matrice unité.
It faut donc que l'on ait

(l') Ay = 0y =, Ay = —0yy =—0Qy (5)
moyennant quoi, elle se réduit & la forme diagonale

o
a

1 O
o 1

=a,

(6) =5
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tandis que la deuxiéme matrice s’écrit ea,

o —1
I o

avec e =

(7

Il est facile de constater que la matrice !

0 ;
représente l'opérateur
1

identique, qui ne change pas l'opérande, tandis que la matrice (7)

représente l'opérateur rotation de l'angle %, qui fait tourner un

vecteur d'un quart de tour, sans changer sa valeur, de sorte que si
on l'applique deux fois de suite, ona e’=—1, c’est & ce titre que
I'on peut poser e=\/— 1. L’opérateur matriciel peut donc s’écrire

A=a,=ea,.
Si on effectue la multiplication tensorielle (2), on a

b,
b,

a —a
a, a,

—_ ai bi + aﬁb2

o= " ab,—a,b,

(8)

On peut poser a,=A cos 0 a,=Asin 0 (avec A’=a]+a]) 8 s’écrit

b,
b,

cosh —sinf

c=A sin O cosf

(9)

On voit que la transformation en question fait tourner le vecteur B
d’un angle 6 et en multiplie la longueur par A. La longueur du
vecteur A est son module, tandis que 0, qui représente I'angle que
fait ce vecteur avec l'axe des « est son argument.

On peut écrire également

b,=Bcosg b,=Bsing

on verrait alors que l'opérateur matriciel ainsi défini, donne un
vecteur C dont le module est égal au produit AB des modules,
tandis que I'argument est égal 2 la somme 6 4 ¢ des arguments.
Les vecteurs opérateurs et opérandes jouent encore des roles
différents. Cette dissymétrie disparait du fait que 'on peut associer
au vecteur B la méme forme matricielle & deux lignes deux colonnes
et deux composantes distinctes, et que le produit de ces matrices



RECHERCHES SUR LA THEORIE DES CORPUSCULES 469-

donne précisément la matrice associée au vecteur C, dans le méme
formalisme. On a en effet

¢, —6C

b, —b,
b, b

a, —a,
a, a,

¢,=ab, —a,b,
Cy= aibl +a,b,

(10) X

avec

c, c,
que l'on peut écrire

C=c,+ec,=(a,+ea,)(b, + eb,) (11)

Le polynéme du second membre se développe comme un polynéme
algébrique, parce que l'addition des matrices est associative.

Il suffira d’écrire chaque fois e =—1, ef on retrouve la théorie
classique des imaginaire.

Les fonctions analytiques a deux dimensions.

Cette représentation des nombres complexes par des matrices est
intéressante dans son application a la théorie des fonctions analy-
tiques dans l'espace & deux dimensions, par suite de la clarté qu’elle
apporte sur la question, et des généralisations qu’elle permet, dans
Uespace a quatre dimensions.

Soient
X’—_—‘f‘($1, -’Dg) (12)
Xe=fo(z), )
deux fonctions de z, et 2, qui sont supposées représenter les compo-
santes d’un vecteur X fonction d'un vecteur x. Si on donne 3 z

l'accroissement dz de composantes dx, et dz,, il en résulte pour X
'accroissement dX, de composantes dX, et dX, et on a

o

dX,| [dx, dx,| |dx,
= o ¥ (13)
or, Ox,
soit |dxl=l‘%lx|dml (14)

Sil'on veut que le terme % qui peut étre considéré comme la

dérivée d’un vecteur, soit un vecteur du méme type, c’est-a-dire un
nombre complexe, il faut annuler la composante symétrique, et
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aligner la diagonale principale, suivant le processus déja utilisé, ce
qui nous donne
ofi _dfs ofy __dfs (15)
dr, ox, oz, oz,

On reconnait les conditions de Caucny.
Ces conditions peuvent s’écrire également

0 0

9o _9 /.

ox, ox,

N > | X| |=° (16)

'b:vi b;, s
3 lj,

ou 17)

2, oA (7

d
(avec 0% =__), ou encore

T,
V=4 i0) (fit if) =0 (18)

ce qui équivaut a donner a I'opérateur vectoriel V de composantes
d,, 3,, les propriétés d'un nombre complexe.

Le but de cet étude est de fournir un modele sur qui puisse étre
généralisé sans difficulté aux espaces a trois et quatre dimensions.
L’emploi des matrices le permet aisément, il suffit d’augmenter le
nombre des llgnes et des colonnes.

Chose curieuse, la théorie des vecteurs du plan euclidien ne se
généralise pas dans I'espace euclidien  trois dimensions. La théorie
des vecteurs n’est qu'une adaptation batarde de la théorie des quater-
nions, c’est la raison pour laquelle elle est insuffisante. D’ailleurs
elle nécessite en fait quatre dimensions : trois pour la composante
vectorielle, et une pour la composante scalaire. C’'est pourquoi elle
définit deux produits : le produit vectoriel et le produit scalaire, qui
sont les composantes d'un vecteur d'univers ou d’un quaternion.
Son grand défaut est d’étre une théorie de I'espace a quatre dimen-
sions et de ne pas I'admettre. C’est donc dans l'espace & quatre
dimensions que ’on doit replacer la théorie des vecteurs ; et la théorie
des quaternions fournit alors un fil conducteur trés intéressant.

Vecteurs, Tenseurs et quaternions.

Nous transposons, en le généralisant, le processus développé au
paragraphe précédent.
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Soit B un vecteur d’univers, de composantes b,b,b.b,. Opérons
sur ce vecteur la transformation linéaire la plus générale

ci a“ ai2 al3 ai 4 bi
02 —_— a2l a22 a23 azb X b2 ( 1 9>
cz a3| a32 a33 asb b8

b

Cs a, Qa, a3 ag s

puis décomposons cette matrice en une matrice symétrique et une
matrice antisymétrique, imposons a la premi¢re d’avoir tous ses
éléments nuls en dehors de la diagonale principale, et alignons
celle-c1, cela nous donne

a|2+a21=0 au+au=0
(20) Ayy+ Ay =0 a,+a,=0
a;,+a,;=o0 a+a,=0

a,=a,=a,=a,=c¢c,a, (avec g, ==1)

posons alors

Apy = — Qg =&, Ay = — Ay, == E,Qy
(21) Ay = — Q3 =£Q,y Ay == — Qyy = EyQ,
Ay = — Ay = &,04 Ay, = — Qy3 = £,04

de maniére a n'avoir plus que quatre coefficients qui peuvent étre
pris parmi les quatre composantes d’'un vecteur A. Ceci posé. la
transformation 19 s’écrit (en prenant par exemple &, =¢,=¢e¢=+41)

¢ a, a —a, a b1
(32) & _|—a a, a, a, > b,
Cy a —a a, a b,
le)| |—ay —a, —a; a) |b,

et nous la définirons comme étant le produit généralisé du vecteur
d’univers B par le vecteur d'univers A. Cette définition contient a la
fois celle du produit scalaire et celle du produit vectoriel, rencontrés
dans les applications. En réalité, le vecteur B n’est pas multiplié par
le vecteur A, mais par la matrice quaternaire, associée au vecteur A,
et obtenue & 'aide des quailre composantes de ce vecteur, par le
processus déja défini.
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