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SUR LA REPRÉSENTATION
DES FORMES DE DIRICHLET

par Guy ALLAIN

Dédié à Monsieur Af. Brelot à V occasion
de son 70e anniversaire.

Dans ce travail (1) on établit une formule de représentation
pour une forme quadratique positive sur un sous-espace uni-
formément dense de ;îf(X) (espace des fonctions continues
à support compact sur X localement compact) et qui vérifie
un principe de contraction. On montre qu'une telle forme se
décompose en deux formes intégrales et une forme locale,
généralisant ainsi le théorème de décomposition énoncé sans
démonstration par Beurling et Deny [2] pour une forme de
Dirichlet. On précise ensuite la forme de cette partie locale
dans le cas d'une forme de Dirichlet sur un ouvert de R/"
dont le domaine contient suffisamment de fonctions dérivables.

1. Un théorème de décomposition.

Etant donné un espace localement compact X on désigne
par Jf(X) l'espace des fonctions continues sur X, à valeurs
réelles et à support compact. On considère une forme bili-
néaire symétrique positive Q définie sur un sous-espace V
de JT(X).

(1) Ceci est une version abrégée d'une partie de la thèse de troisième cycle de
l'auteur [1], soutenue à Orsay en Septembre 1973.
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2 GUY ALLAIN

DÉFINITION 1.1. — On appelle contraction normale toute
application de R dans R contractante et conservant l'origine.

On note Ta la contraction normale définie par

Ta(^) == inf (a;4-, a)

pour a > 0, et par Ta(^) = sup (— ^-, a) pour a ^ 0.

DÉFINITION 1.2. — OM rf^ qu'une contraction normale T
opère sur Q si, pour (ou^ élément f de V, on a T o fe V eîQ C r o ^ T o p ^ Q(/1,/1).

Si TI opère sur Q on a les propriétés suivantes :
(i) Pour tout a réel la contraction Ta opère sur Q.
C'est immédiat; il en résulte que les contractions x -> x^

et x -> x~ opèrent sur Q. V est donc réticulé et V+
(ensemble des fonctions de V à valeurs positives) engendre V.

(ii) Pour tout couple (/*, g) d'éléments de V+, où g est
comprise entre 0 et 1 et vaut 1 sur le support de f, on a
Q(A g) ^ °- .

La démonstration donnée dans [3] pour un espace de Diri-
chlet s'applique: pour tout s > 0 on a Ti(£/*+ g) = g,
d'où Q(g, g) ^ Q(s/*+ g, £/*+ g). Développant et faisant
tendre s vers 0, on obtient la relation cherchée.

(iii) Si f et g sont deux éléments de V^_ vérifiant

inf (/•, g) == 0,
on a Q(/*, g) ^ 0.

La démonstration est toute semblable à celle de (ii).
(iv) On suppose que Ti opère sur Q et que V est unifor-

mément dense dans Jf(X); alors, pour tout élément fe Jf+(X)
et tout e > 0, il existe g e V+ dont le support est contenu
dans celui de f, et vérifiant \\f— g|| ^ e (ici || .|| désigne la
norme uniforme).

En effet, si h est une fonction de V approchant unifor-
mément f à s/2 près, la fonction g = h^ — Tg/g o h
convient.

On peut observer que si, pour tout élément f e V on a
TI o fe V, l'ensemble des propriétés (ii) et (iii) est équivalent
au fait que Ti opère sur Q.
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DÉFINITION 1.3. — On dit que Q est à caractère local si,
pour tout couple (f, g) ff éléments de V tel que g soit constante
dans un voisinage du support de /*, on a Q(/*, g) == 0.

THÉORÈME 1. — Soit Q une forme bilinéaire symétrique
positive sur un sous-espace V de JT(X). Si V est unifor-
mément dense dans JT(X) et si Ti opère sur Q, alors il
existe un triplet unique (pi, a, N), où ^ est une mesure de
Radon positive sur X, a une mesure de Radon positive symé-
trique sur X^A (où A est la diagonale de X2), N une
forme bilinéaire symétrique sur V, à caractère local, tel que,
pour tout couple (/, g) d'éléments de V, on ait

(1.1) Q(/-, g) == ffg dy. + / (f{x) - f(y)Mx)
- g{y)) da(x, y) + N(/-, g).

De plus la forme N est positive et Ti opère sur N.

Démonstration. — La démonstration de l'unicité du triplet
(pi, (T, N) donnée dans [5] s'applique ici. En effet, on a

N(/; g) = 0

pour tout couple (/*, g) d'éléments de V à supports disjoints,
d'où, d'après la symétrie de <r,

(1.2) Q(f, g) - / (f(oQ - /•(î/))(g(^) - g(z/)) ̂ (^ y)

--2j7(^(2/W^2/)-

Si f est un élément de V+, on a

(1.3) ffd^=iiii{(ï{f)^eE^},

où Ej- désigne l'ensemble des fonctions de V comprises
entre 0 et 1 et valant 1 sur un voisinage du support de /'.
Compte tenu de la propriété (iv), ces relations déterminent a
et (JL, donc aussi N.

Pour établir l'existence du triplet ((JL, (T, N), montrons
d'abord l'existence de mesures o et pi vérifiant (1.2) et
(1.3).
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LEMME 1.1. — I I existe une mesure de Radon positive symé-
trique a sur X^A telle que, pour tout couple (/, g) de
fonctions de V à supports disjoints^ la relation (1.2) soit vérifiée.

C'est une conséquence immédiate du lemme suivant, qui
exprime un résultat bien connu (voir par exemple [4]).

LEMME 1.2. — Soient S et T deux espaces localement
compacts. Si B est une forme bilinéaire sur Jf(S) X .^(T),
positive (en ce sens que, pour tout élément (/*, g) de

Jf+(S) x ^+(T)

on a B(/*, g) ^ 0), il existe une mesure de Radon a ^ 0 sur
S X T unique telle que, pour tout élément (/*, g) de

on ait
jf(S) x Jf(T)

Wë}=fMg{y)d^y).

Si S et T sont deux ouverts disjoints de X, on déduit
du lemme 1.2 et des propriétés (i), (iii) et (iv) l'existence d'une
mesure de Radon positive <TS,T sur S X T, vérifiant,
pour tout couple (/*, g), avec

fe V n jf(S) et g e V n jf(T),
-Q(A g)=^ffWg{y)da^{x,y).

On obtient la mesure a par recollement de la famille CT§ T
indexée par les couples (S, T) d'ouverts disjoints de X.

LEMME 1.3. — I I existe une mesure de Radon positive (JL sur X
vérifiant la relation (1.3).

En effet soit f e V+. La famille {Q(/, <p)}®eEy est positive
et filtrante décroissante, d'après les propriétés (ii) et (iii).
La borne inférieure de cette famille est donc positive et c'est
la limite de Q(/*, 9) pour le filtre des sections croissantes de Ey.
Comme V .̂ engendre V, il existe une forme linéaire posi-
tive L sur V définie par

L ( / ' ) = i n f { Q ( / , < p ) ; 9 e E , } (feV+).

D'après la propriété (iv), L se prolonge en une mesure de
Radon positive [L sur X vérifiant (1.3).
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LEMME 1.4. — Pour tout couple (/*, g) d'éléments de V, où g
est constante sur un voisinage du support de f, on a

(1.4) W,g}==ffgdy.
4- S { f [ x ) - f{y)){g{x) - g{y}) da{x, y).

En effet, d'après le lemme 1.1, la relation (1.4) est vraie si g
est nulle sur un voisinage du support de /*. Il suffira donc
d'établir (1.4) pour f positive et g à valeurs comprises entre
0 et 1, valant 1 sur un voisinage du support de f. Mais
alors, pour toute <p e V vérifiant g ^ <p < 1, on a

-Q(/",y-g)
= f WWy) - g{y}} + f{y}W - g{x))] da{x, y),

d'où

sup {Q(/, g - y); <p e V, g < y < 1}
== f [f{x){l - g{y)) + f{y){i - g{x))] da(x, y)

ce qui s'écrit bien

m g} - ff§ av. - / {f{x) - f{y)}{g{x) - g{y}) da{x, y).

LEMME 1.5. — Pour tout élément fe V on a

(1.5) J> ̂  + f (f{x) - f{y)y da(x, y) < Q(/; f).

Soit en effet f e V. Pour tout entier n positif et tout entier
k (de signe quelconque) désignons par /^ „ Félément de V
défini par

fk, n = T^i o f — T^ o f pour /c ^ 0

f/c.n - T^o f - T^ o f pour /c < 0 (2).
2'1 2"

On a alors, pour tout entier n > 0, jf== ^ f^^, et
fc

Q ^ n - S ^ S Q(^n,/<,n)+ S Q(A,n>/'^)^
fc U<lt—l i>k^~l )

+2{Q(A.n, /..n)+2Q(/^, ^J}.
fc

(2) L*idée d'utiliser un procédé de « découpage en tranches » m^a été suggérée par
M. Deny.



6 GUY ALLAIN

Appliquant (1.4) aux couples (/^, fi ̂ ), où k et l sont
des entiers distincts et non consécutifs, on obtient

(î(f,f)=f^dy.+f^da
+S {Q(A,n,A,n)+2Q(/,,,,A+i,,)}

A:
où on a posé

Pn^)-^ S /^)U^)+ S f^nWf^{x))
k (l<k—l l>k-¥-l }

^, y) = s $ S (A,^) - /U2/))(U^) - Uy))
k U</c—l

+ S (/U^) - UÂym,nW - fiÂy}}\
l>k-+-l )

D'après la propriété (ii) on a

S {Q(/^ fk,n) + 2Q(^,, f^n)} ^ 0.
/c

C'est ce ternie qui va donner N(/*, /*), par passage à la limite.
On a

limj\^ = f f2 d^

car on a 0 ^ 9^ < /*2, et la suite {9n} converge uniformé-
ment vers /*2, d'après la relation

2nJ^—l

f2-?^ S [An + 2A.nA+l.n]
k=-2»p

où p est un entier majorant \f[
On a d'autre part

lim f ̂ {x, y) d^x, y ) = f (f{x) - f(y)Y d^x, y).

Cela va résulter du théorème de convergence monotone. En
effet posons A^; == (/k,,(a;) — /t,n(î/)) {fi,n(x) — fi,n{y})- On a

A.,, = /;,,(^) [̂  - A, „(</)] + Uî/) [̂  - A,^)] > 0
si 0 < A- < l,

A,., == - f,,n(x)f^{y) - U,n{y}f^{x) > 0 si k < 0 < Z

A^, = A,n(^) [- |r - /'."(y)] + f^{y} [--jn- />',-.(•2;)] > 0

si k < l < 0



SUR LA REPRÉSENTATION DES FORMES DE DIRICHLET 7

Par conséquent la fonction Y^ est positive. D'autre part la
relation jf^ = f^n+i + /2/c+i,n+i montre qu'on a

k+i ^ k-
Enfin, comme on a

{fW - fW - U^ y} = JE ^ {[f.Â^ - f^nW
+ 2(A^(4p-lA,n(î/))(A4-l.n(^ - A+l..(2/))}

on voit que {f{x) — f(y))2 — ^n(xï y) est ^a somme de
2n+lp termes positifs majorés par 3/22", et par conséquent
converge uniformément vers 0.

La relation (1.5) se déduit donc par passage à la limite de
la relation

f^d^+f ̂ (x, y) da{x, y) ^ Q(/, /•).

Pour achever la démonstration du théorème 1, posons

mg)=wg)-ffsd^
-ff(fW - A?/))(^) - g{y)) d^ y).

D'après le lemme 1.5, N est une forme bilinéaire symétrique
sur V, vérifiant N(/*, f) ^ 0 pour toute / 'eV. D'après
(1.4), N est à caractère local. Il reste à prouver que la
contraction Ti opère sur N. Or, d'après la démonstration
du lemme 1.5 et la définition de N, on a, pour tout élément
^6V,

(1.6) N(/-, /•) = lim S [Q(A,n, A.J + 2Q(/,,,, A+i,n)],
n k

d'où

N(1\ o f, Ti o /•) = lim S [Q(/^,/.,n) + 2Q(A,,,f,+x,J]
» /c=o ^ N(/-, /•).

Remarque. — Si toutes les contractions normales opèrent
sur Q, elles opèrent aussi sur N.

Voici le principe d'une démonstration, que nous a commu-
niquée J.-P. Roth : On commence par établir une extension
des propriétés (ii) et (iii). Etant données deux contractions
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normales croissantes S et T et deux éléments f et g de
V, on a

Q(S/; Tg) < Q(/*, g) pour f ̂  0, 0 ^ g ^ 1, g(rr) = 1

en tout point de supp (/") ;

Q(Sf, Tg) > Q(f, g) pour f et g ^ 0 et fg = 0.

En utilisant la formule d'approximation (1.6) on montre,
à l'aide de ces deux propriétés, que les contractions croissantes
opèrent sur N.

On en déduit que si T7 et T" sont deux contractions nor-
males croissantes, on a N^ o fy T" o f) ^ 0 pour tout élé-
ment f e V.

On achève alors en appliquant l'inégalité précédente aux
contractions normales T7 et r!" définies par

T{x) = -I- (x + T(a;)), T ' { x ) = ̂  [x - T(rc)),

où T est une contraction normale quelconque.

2. Expression de la forme locale dans un cas régulier.

Pour obtenir plus de précisions sur la forme locale N,
nous ferons quelques hypothèses complémentaires. Nous nous
donnons d'abord une mesure de Radon ^ positive sur X,
et on peut supposer que son support est X (sinon on rempla-
cera l'espace localement compact X par ce support).

DÉFINITION 2.1. — On dit qu'une forme bilinêaire symé-
trique positive Q définie sur un sous-espace V de L^X, ^),
dense dans L^X, ^), est une forme de Dirichlet si

1° Q est fermée au sens de Friedrichs (autrement dit, V,
J- \

muni de la norme f^—>- (Q(/*, /*) + | f2 dï^) , est complet).

2° La contraction Ti opère sur Q [pour tout élément

fe V on a 1\ o fe V et Q(1\ o f, T, o f) ^ Q(/-, f)).
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DÉFINITION 2.2. — On dit qu'une forme de Dirichlet, de
domaine V, est régulière si V H Jf(X) est uniformément
dense dans JT(X).

On suppose maintenant que X est un ouvert de R"1

et on désigne par JT^X) l'espace des fonctions continûment
dérivables à support compact dans X. On munit JT^X)
de la norme [| .||i définie par

n/iii = m + î ^
î==l bx,

(où [| .11 est la norme uniforme).

DÉFINITION 2.3. — On dit qu^une partie E de JT^X)
est riche dans JT^X) si, pour toute fonction f de jT^X),
il existe une suite de fonctions f^ de E convergeant vers f
en norme || ,||i et dont le support est contenu dans un compact
indépendant de n.

THÉORÈME 2.1. — Soit Q une forme de Dirichlet sur
L^X, ^), dont le domaine V contient une partie riche de
jT^X). Alors V contient JT^X) et il existe un triplet (pi, o,
{^y}i<i,7'^m)? ou y- es^ une mesure de Radon positive sur X,
a une mesure de Radon positive symétrique sur X^A, enfin
{v^} une famille de mesures de Radon sur X vérifiant

^ = ̂

pour tout couple (i, /), 1 ^ i < m, 1 ^ / ^ m, et, pour tout
couple (f, g) d9 éléments de Jf^X),

(2.1) Q(f, g) =ffgdy,

+ f (/N - f{y)M^) - gW da{x, y) + s Ç f^ ̂  ̂ v

En outre la famille {v^} est positive au sens suivant: pour
tout élément p === { p i } de R7", la mesure ^ ^ PiPj^y es^
positive. l J

La démonstration de ce résultat est détaillée dans [1] ;
elle fait appel aux propriétés des « formes approchées », qui
sont étudiées dans [3].

Observons encore que si on pose v = ̂  ^ |̂ | et si on
i J

2
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appelle Oy la densité de ^ par rapport à v, la partie
locale de (2.1) s'écrit

N(Ari=S^J\^/..a*/ ~~^ ~~^ av*i j j ôrr. ôrcy
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