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REALISATIONS EUCLIDIENNES DES PLANS DE FINSLER
par 0. GALVANTI (Grenoble).

1. Dans un précédent article ('), j’ai montré que tout
espace de Finsler analytique est localement réalisable dans
un espace euclidien a4 nombre suffisant de dimensions. Le
présent travail est consacré a des réalisations particuliéres
des plans de Finsler F au moyen de variétés W plongées dans
des espaces euclidien ou riemanniens d trois dimensions : existence
de telles réalisations pour un F donné, nature de ces W, cor-
respondance géométriques entre W et F. Une bréve allusion
sera faite aux réalisations de F dans l'espace euclidien E*
(4 4 dimensions).

Les principaux résultats seront les suivants: si F est doué
du parallélisme absolu des éléments linéaires, il est réalisable
dans E’; sinon 1l existe des espaces de Riemann & & 3 dimen-
sions dans lesquels on peut réaliser F. Les tmages des points
de F sont les trajectoires orthogonales d’une famille &4 un para-
meétre de développables réglées de ® (ou de développables
de E*); les géodésiques de F ont pour images les génératrices
de ces développables.

La démonstration des théorémes d’existence s’appuie sur
la théorie des systémes différentiels en involution et par suite
ces théorémes supposeront les F donnés analytiques.

D’autre part, 1l ne sera question que de problémes locauz.
Mais dans un espace de Finsler, cette notion revét deux aspects
bien différents, suivant qu’on considére les voisinages d’un
élément linéaire ou ceux d’un point. Si une réalisation est

(') La réalisation des connexions euclidiennes d’éléments linéaires et des espaces
de Finsler (Annales de I'Institut Fourier. Tome 11, Année 1950, p. 123-146).
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valable au voisinage d’un point, elle a un caractére global
vis-a-vis des éléments linéaires centrés en ce point. L’existence
de telles réalisations sera établie pour les plans de Finsler
réalisables dans E’.

2. Notations générales. — Nous aurons souvent a nous reporter
aux ouvrages suivants d’Erie CArTAN, qui seront désignés
par SDE, EF, EMG :

SDE. — Les systémes différentiels extérieurs et leurs applica-
tions géométriques (Paris, Hermann, 1945).

EF. — Les espaces de Fuinsler (Exposés de Géométrie, Paris,
1934).

EMG. — Sur un probléme d’équivalence et la théorie des

espaces métriques généralisés (Mathématica, Cluj, t. IV, 1930,
p- 114-136).
D’autre part REF représentera mon précédent article de
ces Annales sur la réalisation des espaces de Finsler (cf. n° 1).
Les notations seront en général celles de REF, a part la
suppression du X de sommation qui ne serait guére utile ici.

Formes différentielles. — dw et [wg] représenteront une diffé-
rentielle et un produit extérieurs.

Soit u = (u,, U, ..., w,) un point d’une variété, w une forme
différentielle définie sur cette variété. 1l sera souvent commode
d’écrire en abrégé w(u) au lieu de w(u,, u, ... u,, du,, du, ..., du,).

C’ désignera une classe de différentiabilité; ainsi la relation
f(z, y)eC? signifiera que f est continue et admet des dérivées
partielles des g premiers ordres continues [par rapport a (z, y)].

Espaces. — R = droite numérique. — E*= espace euclidien
a n dimensions. — R = un espace de Riemann a 3 dimensions.
—F = un plan de Finsler (cf n° 6).

Eléments linéaires. — Un élément linéaire est ’ensemble
d’un point M et d’une direction D attachée a M. On représen-
tera un tel élément par L = (M, D) ou L= (M, Z), w étant
un vecteur de D, ou L = (z,, =, ..., dz,, dz,...), les z; étant les
coordonnées de M.

Repére mobile (dans les espaces a4 connexion euclidienne). —
Les repéres utilisés seront toujours unitaires rectangulaires et on

désignera par R = (Me,), i< n, un tel repére, les ¢; étant n
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vecteurs unitaires deux 4 deux rectangulaires. Les composantes
relatives d’un R différentiable sont les w;, w; définies par:

(2, 1) M= owe, de=Yog,.
Elles vérifient ’
(2, 2) W = — wj;.

On désignera par {w{ un systéme de formes w;, w; véri-
fiant (2, 2) et & tout {w} différentiable, on associera {Q}
défini par:

(2, 3) Qi = d(.!)i —_ Z [(DUO.)J] 5 QU == d(.!)u —— % [wihmhj]'

J
Les relations de structure de E* sont

(2, l.l:) Q,=QU=O

et les espaces de Riemann R" a n dimensions vérifient ;= 0.

3. D’apres REF tout plan de Finsler F est réalisable locale-
ment dans E" avec n = 6. Les réalisations que nous allons étu-
dier correspondent & n < 6; les théorémes d’existence feront
intervenir certaines propriétés de F, en particulier diverses
notions de parallélisme absolu. Nous allons rappeler brieve-
ment ces propriétés; cela nous donnera en méme temps l'oc-
casion de préciser des hypothéses et de fixer des notations
utilisées par la suite.

1. — LA CONNEXION DE CARTAN DU PLAN DE FINSLER F.

4. — Solent (z, y) les coordonnées d’un point de F et

(4, 1) ds = f(z, y, dx, dy)
la distance élémentaire. Il sera commode de représenter la
direction (dxz, dy) en (2, y) par le paramétre  défini mod. = par

(4, 2) sin § dz = cos 0 dy,
et de considérer la fonction
(4,3) H(z, y, 0) = f(z, y, cos 0, sin 6).

L’homogénéité (positive) de f entraine alors:

(4, 4) ds = f(x,y, dz, dy) = H(x, y, 0).|cos 0 dz -+ sin 0 dy].

28
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Inversement la donnée de H(z, y, 0), sous certaines condi-
tions, définit la métrique par (4,4).

5. Hypothéses relatives 8 H. — Nous supposerons que le
support de F est un domaine simplement connexe de R’ et
nous ferons sur H les hypothéses # suivantes :

(%6,) H(z, y, 0) >0

(%6,) H(z, y, 8 + ) = H(z, y, 0)

(%6,) H(z, y, 0)eC?, ¢>3

(%.) H+20 50  (convexité de Vindicatrice,

probléme régulier du calcul des variations).

On voit aisément que ces propriétés se conservent dans un
changement de coordonnées de classe G7*'.

De facon générale on supposera g suffisant pour I’existence
des invariants utilisés. Les hypothéses #6, et #6, correspondent
a l'existence de la connexion de Cartan, c’est-a-dire d’une
connexion euclidienne intrinséquement attachée a F; 7, et 76,
sont vérifiées dans tout F (ds >0 etnedépend que de z, y, dy/dz).

Tout théoréme local valable pour les F ainsi définis est un
théoréme local pour le plan de Finsler plus général congu comme
espace de Finsler a 2 dimensions, c’est-a-dire dont le support
est une variété a deux dimensions; on la supposera alors de
classe G2,

6. Zones de Finsler. — Soit D un domaine simplement annexe
de R’ et H(z, y, 0) une fonction définie sur D X R (c’est-a-dire
pour tout (z, y)eD, O€R) et vérifiant les # sur D X R; D muni
de la distance élémentaire (4, 4) est alors un F.

Siles # sont vérifiées seulement dans ur voisinage d’un élément
linéaire (z,, y,, 0,) de D, nous dirons que ce voisinage munide H
est une zone de Finsler. Nous la représenterons aussi par F.

7. Composantes de F. — Les hypothéses 36 permettent de
considérer F (plan ou zone) comme un espace d’éléments
linéaires a connexion euclidienne. Soit alors C(l) la carte en
l=(z, y, 0)de F sur E*, et L(dz, dy, d0) I’élément linéaire de E*
qui est 'image de dl= (dz, dy, d9) dans cette carte. Nous
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appellerons composantes de F le systéme {w} des formes de
Pfaff de I, dl défim par

7,1y (Lo dy, d9) =M+ we, + s, €+ 0,0,)

> >

Me,e, = repére unitaire rectangulaire.

Ces formes {w} sont déterminées par C(I) (car L(0, 0, 0)
définit (M, Z) au sens pres, et ensuite (7, 1) définit {w} au signe
prés). Réciproquement la donnée de §w}{ définit C(l) par (7, 1)
a un déplacement prés dans E*.

La biunivocité de la carte C(l) s’exprime par

[,0.0,,] 5 0.

8. Expression des composantes de F. — Les résultats d’Erie
CarTaN conduisent au tableau suivant, pour F défimi par
H(z,y, 0):

S (1) o, =Hg, + H,
(2) w, =Vg,
((3) w,=Ag, + By, + Zdb

oul’on a posé:

(F)

(8, 4) ¢, = cos O dz + sin O dy
(8, 5) @, = —sin O dz + cos b dy
et ou H, V, Z vérifient :
, ,_oH _ . | OH _Vv
(8, 6) H—b() V—\/H +H00* Z_H
Signalons pour mémoire que si G,, et G,, sont définis par
8, 7) 4G = G\ 3, + Guugu + 220,
on a
/ __H:*_H‘z* __Vi _éﬂ
SRS s s

Ces formes ont été données par Erie Cartan dans EMG,
comme formes invariantes dans les changements de coordonnées
de F, et s’y déduisent de la recherche de conditions d’équi-
lence.

Elles sont exprimées (dans EMG) en fonction de u = z,
p=1y,w =1gh, et w,, y est désigné par w,.
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On peut aussi obtenir (F) par application de la théorie déve-
loppée dans EF; la définition de la carte (EF, n® 3) conduit a

(8, 9) [@9:7.] = [0,9,] = 03

ensuite les conventions de Cartan (EF n° 7) fournissent les (F)
(cf REF n° 38 et ci-dessous n° 10).

Remarquons que V=£0 (d’aprés #,, n° 5), donc Z 0
et aussl [w,m,0,,] 7= 0 puisque

(8,10)  [0,00,0,] = V¥[3,5,d0] = V*[dzdy db].

9. — Relations de structure de F. — Courbure et torsion. —
Les composantes de F vérifient les relations:

(9> 1) d(’)a = [(1),2(1)2],
(9, 2) do, = [0,0,] + [[0,0,],
9, 3) dw,, = J[w,0,] + K[o,,],

qui font intervenir les invariants fondamentaux de F : torsion 1
et courbure (J, K). L’expression de I est la suivante:

19
(9, 4) I= Vb HV;

et s1 Pon défimit G, par
dG = G, + G0, + Gyo,,,
on trouve entre I, J, K les relations :

(9, 5) J=1,
(9, 6) I, = KI+ K,

Ces formules figurent dans EMG (n% 5 et 6) sauf (9, 4) qu
se déduit aisément de la formule correspondante de EMG. On
peut aussi les obtenir a partir de [EF ou les retrouver a partir
des (F) du n° 8. Voici par exemple le calcul de I & partir de (F)
et de (9, 1 a 3): d’apres (9, 2), [w,dw,] = I[w,0,,»,]; on tire
dw, de (8, 2) soit ’

dw,=[dVe,]+ V[,db], et [w,dw,]= (HDO—{—V )[%%drjj:

on termine en utilisant (8, 10).
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Structure des F — Les composantes des F sont caractérisées
par les relations:

) [0),(1),2(1)2] 7& 0
9,7 3d(», = [w,0,], [w,dw,] = [wdw,], [0de,] = 0.

Elles sont visiblement vérifiées pour tout F d’aprés (9, 1 a 3)
— ou méme directement d’aprés EF. D’autre part on peut
montrer que si des formes {w} vérifient (9, 7) elles sont les
composantes de la connexion de Cartan d’un plan ou d’une
zone de Finsler — moyennant toutefois certaines hypothéses
de différentiabilité.

10. Le transport paralléle dans F. — Nous appellerons chemin
de F toute famille continue 4 un paramétre d’éléments linéaires
(z, y, 0) =1(t); un chemin % est formé d’une courbe y=y(y)
lieu des centres (x, y) = m(t), mais 0(t) n’est pas forcément la
direction de la tangente en m(t) 4 . D’autre part, ¥ peut éven-
tuellement se réduire 4 un point.

Soit £ = (z, y, 9, &, Sy) un vecteur doué de I’élément d’appui
(z,y, 0). (cf. EF n° 2). Nous dirons que X, = wi(g), X,= wg(g)
sont les composantes rectangulaires de £ ; elles se désuisent des
composantes « naturelles » 5z, 8y par une transformation liné-
aire réguliére (puisque [w,w,] 5=0) qu’il est aisé d’expliciter.

La connexion euclidienne définit le transport paralléle de £

le long d’un chemin y différentiable; les équations de ce trans-
port (cf EMG n° 12) sont:

(1) dX, — Xou(l) = dX, + X,0,) =0,

qui expriment que d(X,e’, + XEZ) = Olelong de y (s1 ! décrit ).
On passe aisément aux équations en coordonnées naturelles et
inversement.

Soit u, une direction en m,, u, la direction en m, déduite de u,
par transport paralléle le long d’un chemin vy,, dont la courbe
Y(3ts2) @ pour extrémités m, et m,:

(2) u, = T(uu m,, m,, X_az)

et en général T dépend de ¥,,. Nous dirons que u, et u, sont
paralléles par rapport a y,,.
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11. Les deux sortes de parallélisme absolu. — Il existe deux
sortes de plans de Finsler doués d’un parallélisme absolu,
caractérisées 'une par K = 0, autre par J = K= 0.

La condition K = 0 exprime la compléte intégrabilité de
Péquation w,=0; i1l y a parallélisme absolu des éléments
linéaires (et ausst des vecteurs doués d’un élément d’appu,
cf. EF n% 42, 43). Nous désignerons par Fg les F ou K = 0.

La condition J = K = 0 exprime la compléte intégralité du
systéme.

(1) dX,— X 0, = dX, + X,0,, =0,

et il y a parallélisme absolu des vecteurs (indépendamment de
leur élément d’appui). Cf EMG n°® 22. Ces F seront désignés
par F,.

Dans les F,, deux directions paralléles par rapport a un che-
min sont paralléles par rapport a tous les autres; dans les Fg,
il n’en est plus ainsi pour des chemins quelconques, mais seule-
ment pour des chemins vérifiant w,, = 0 et que nous appelle-
rons chemins d’éléments paralléles: deux directions paralléles
par rapport a un chemin d’éléments paralléles le sont par rap-
port & n‘importe quel autre chemin d’éléments paralléles.

12. Plans de Minkowski. — Ce sont ceux qui admettent un
systéeme de coordonnées ot H ne dépend que de 6; alors V et
Zz% aussi ne dépendent que de O et les équations (3, 1)
(8, 2) donnent:

[dw,di} =[dw,dd] =0, dou [w,w,db]=[ww,dd)=0
et par suite

[w,,d0] =0, dw,=[dZd6] =0.

Les plans de Minkowski sont donc des F, (parallélisme

absolu). Mais ce sont des F, particuliers car I = Vl—és% (HV)
ne dépend que de 6, et I, = I, = 0. En résumé :

(12, 1) L=L=K=0

Réciproquement si I, = I, = K = 0, on peut par une trans-

formation ponctuelle supposer que H ne dépend que de 6
(EMG n° 28b ou EF n° 44).
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II. — LES SYSTEMES DIFFERENTIELS DES REALISATIONS

13. Variétés réalisantes W. Connexion induite sur W. —
L’élément générateur S d’une W (cf REF n* 13 & 17) est formé
d’un élément linéaire L = (M, A) et d’un plan P passant par L.

Un tel élément sera représenté par S = (L, P) = (M, A, P)

> >
ou encore S= (Me,e2> avec e, porté par L, e, dans P et per-
pendiculaire a e,, (Z, e, unitaires). Inversement M(S), A(S) etc...
ont une signification évidente.

Soit W une variété a 3 dimensions d’éléments S plongée

> -
dans E". Les coordonnées de M et les composantes de e,, e, par
rapport & un repére fixe de E” sont des fonctions d’un systéme

de 3 variables u,, u,, u,; ces fonctions seront supposées diffé-
rentiables.

A tout S(u) on associera un repére rectangulaire
+—>—))

R, (u) = (Me,e2e“

de E, 3€a<n) tel que S= (MZE:) et que les e. soient
différentiables.
Soit {@} les composantes relatives de R,. On supposera que :

(13, 1) [0,8,®,,] % 0.

La connexion (euclidienne d’éléments linéaires) & induite
sur W a pour composantes :

(13, 2) w, = O, W, = @, ®,, = O,,.
Cela correspond a la carte C(S) suivante : a I’élément (S + dS)

est associée la projection orthogonale sur P de I’élément

(M + aM, e, + dZ,) On a ainsi une connexion euclidienne d’élé-
ment linéaire, compte tenu de (13, 1), et cette connexion est
indépendante de la famille des R, choisis. (Les rotations

£
des e,, « >3 n’affectent pas ®,, ®,, G),,).

14. Réalisations semi-globales. — Si les » sont les compo-

santes d’un F donné, et s1 W vérifie (13,2) quels que soient z,
y, 0, W réalise F.
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Si W vérifie (13, 2) au voisinage d’un élément linéaire de F,
la réalisation sera dite locale; elle sera dite semi-globale, si elle
est valable au voisinage d’un point de F.

Etant donnée une W, nous dirons qu’elle réalise localement
un plan de Finsler si o,, w,, »,, vérifient (9, 7). On verrait aisé-
ment que W réalise alors des zones de Finsler, et on peut trou-
ver un plan de Finsler contenant certaines de ces zones.

15. Systéme différentiel des réalisations d'un F donné. — Les
repéres R de E* dépendent de N =1_2(_n_;_—ﬁ parameétres zy,
qu’on suppose choisis de facon que les composantes relatives
f@}de R soient analytiques. Soient v,, w,, »,, les composantes
d’un F analytique (H (z, y, 8) analytique). Le probléme de la
réalisation de F dans E* (par une W) se rameéne & la résolution
du systéme

(En) O, = w,, @, = ,, @y = Wy,

aux N fonctions inconnues z, des 3 variables indépendantes

z, y, 9.
Les relations de structure de F (n° 9) et de E* (n® 2) donnent
pour la fermeture de (X,):

)
) aéa[aa@m] = I[wizwzl,
g) 2 [6’1a5a2] = J[wm(%] + K[w‘lw2]'

a>3

16. Nous aurons 4 démontrer que certains systéme X sont
en involution et nous utiliserons les notations suivantes. Les

2 qui interviendront contiennent un 3, et éventuellement des

équations (de prolongement) soit (4), (4) etc... On considérera
(z, y, 0, z,) comme les coordonnées d’un point Q de R¥** et
on représentera un élément linéaire intégral de X, soit

(@) =(Q, dQ),

par . . . .
a, = &,(a) =®,(Q,dQ) (v=u,ij; 1,7 n).
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On appellera S, le systéme polaire d’'un élément intégral Q,
4 p dimensions, et dans un tel systéme, on désignera par (§)

I’élément linéaire inconnu; par (A, §), (h a ,) etc... les équations
de S, qui proviennent de (h (h) Les équations (1,%), (2,%), (3§)
seront dans tous les cas :

Et = ('31(5), E-.) = ‘”2(2), 512 = wm(E)-

Les systémes polaires réduits S, (SDE n® 81) contiennent
toujours les équations &, = £, = §,, = 0. D’autre part, toute
relation entre dz, dy, df entraine une relation entre %,, &, &,,
et réciproquement.

III. — LES REALISATIONS DANS E°.

117. Le systéme 2, (n=23, »=23) conduit au résultat suivant.

Tutorikmes. I. — Pour qu'un plan de Finsler soit réalisable
dans B, il faut qu’il posséde un parallelwme absolu des éléments
lmeatres d moins qu’tl ne soit riemannien.

II. — Tout F analytique doué du parallélisme absolu des élé-
ments linéaires est réalisable dans E°, au voisinage de chacun de
ses éléments linéaires qui ne vérifient pas 1 = J =0.

III. — Un tel F est ausst réalisable dans E* au voisinage de
tout point ou la torsion 1 ne s’annule pas.

Démonstration de 1. — Les équations quadratiques de X,

sont :
) (1) [3:8,] =0,
(L) ( ) [68,] = I[ws0,]
( (3)  [@ydy] = J[wi0,] + K[w,w,].
S1 140, (i) entraine @, =~ 0, et (D donne alors
{4) By = AD,.
D’ou, d’apres (i) et (4):
[@5:0;,] = — A(w,0,] done K =0 (d’aprés \§)>

Par suite IK = 0. On a donc, localement, soit =10 (d’ot1
I, =J=0, le plan F se réduit & uu plan Riemannien), soit
K=0 et on a un F;.
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Nous allons maintenant établir I et 111 (n°s 18 & 30), en éta-
blissant P'existence de solutions (locales) pour 2, ; on sera amené
a prolonger X,.

18. En effet le systéme X, n’est pas en involution : 1'élément
intégral générique (a) & une dimension a ses composantes a,, @,
arbitraires, et si la,, + Ja, 5= 0, son systéme polaire introduit,
compte tenu de K = 0, la relation

al2£i - azEm = O,
c’est-a-dire une relation entre (dz, dy, df).
Mais nous allons montrer que si K = 0, X, entraine:

(4) I®,, + Jo,=0.
En effet, si ¢ = la,, + Jo, (2) et( )donnent pour K =0:
(5) [¢@:] = 0;
la définition de g et (1) donnent
(6) [3®,] = [¢@,,] =0

doncsip =~ 0, 0n a
(8] = [@5,8,,) =0 et I=J=0,

mais alors ¢ = 0 et il y a contradiction.

19. Nous prolongeons donc le systéme I, par 'équation (4);
nous allons montrer que le systéme X obtenu est en involution.

(X) s’écrit (K= 0):

1) &,=uo,
2) @ =o, (2) [@@s = [[w,,]
(Z) (3) ®,,= oy, (3) [Bydy] = — J[wyw;]
\(4) To, +Jo,=0  (4) [Yo.] + [1w.] =0
avec ) = Loy, + J,0,— J®,,
¥ = Lo, + J;®, + 1®,,.
Le calcul de (71) fait intervenir les relations I, = J, I,, = 0:

cette derniére résulte de K = 0 et de (9, 6). L’équation (D est
une conséquence de (4), si du moins (I, J) == (0,0), et (X) est
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fermé. Rappelons que nous supposons F analytique (donc

¥ Pest aussi), K=0, [5£0 (sinon F = E’ puisque K nul).

20. Eléments intégraux Q,, Q,, Q, de (X). — Remarquons

d’abord que s1

I 3", 0°) = J(2*, 9, ") = 0
en un élément (z°, y°, 0°) de F, le point Q* = (2°, ¢’ 0°, z arbi-
traires) n’est pas un point intégral régulier, car en Q* le rang
de S, est s; == 3, alors que pour le point intégral générique, il est
s, = 4.

On supposera doncsoit I = 0, soit I = 0, J £ 0.S1 1=£0, (4)
et (2) entrainent (3), s1 J=£0,(4) et (3) entrainent (2) On se
placera pour fizer les idées dans le cas ot 1 5= 0 (I’hypothése J £ 0
se traiterait exactement de la méme maniére). Les relations

quadratiques se réduisent a (2) et (7;) et donnent pour les
systéemes polaires (S;) et (S,) (des éléments Q,, Q, a 1 et 2

dimensions) les équations (2 af), (4ak), (25E), (46%) avec :
(i aE) : a'uEs“‘aaEaz = I(anEz““azEm)-

Le systéme (S,) laisse &, &,, &,,, &, &, arbitraires et son rang
est s, = 4. S1 a, =0 et a,, = 0, le systéme (S,) de (a) laisse
£, &, &, arbitraires; ensuite &, est déterminé par (-2- aE), £,
par (4), et (Zai) détermine I’expression

n= (a'ﬂ‘]_a'izl)gn-

Or, pour Q, générique, on peut prendre a,J — a,,J 5~ 0,
a,, # 0 et si Q] vérifie de plus a, = 0, on vient de voir que
S; est de rang s, + s, = 6, et laisse &, &,, &, arbitraires; donc
S{* est de rang s, + s; = 6, et les rangs des systémes polaires S,
et polaire réduit S, génériques sont s, +s,>6, s;+s,>6.
Comme S, n’a que 6 équations :

$s+s8=s8+s=2~6

et le systeme (S,) laisse aussi &,, &,, §,, arbitraires : les systémes
polaires (S,) et (S,) génériques n’introduisent aucune relation

entre dz, dy, df

21. Involution de ¥. — On aura donc démontré que X est
en involution si 'on établit que le systéme polaire S, de 1’élé-
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ment intégral générique (), & 2 dimensions n’introduit aucune
relation entre &,, &,, &, (SDE n° 80).

11 suffit de montrer que pour Q, = (Q, a, b) générique, S, se
réduit a (1), (2), (3), (4), (QaE), (ibi) . Alors en effet on peut
prendre & &, E&,, arbitraires, et (iaE), (i bE) sont résolubles
en &, £,, puisque leur déterminant (par rapport a ces inconnues)
est

(5) asbs2 — auba = I(aﬂbﬁ - a2b12)

d’apres (2ab), et n’est pas nul pour Q, générique. Ensuite &,
est déterminé par (4).

On est ainsi ramené a établir que st Q, = (Q, a, b) est
intégral, (4%), (2aF), (26%) entrainent (Za&) et (4bE), c’est-a-
dire entrainent

(6) F(a, §) =F(b, £) =0

si F (a,t) désigne le premier membre de (4aE) ; on constate
que F (a, £) est une forme bilinéaire alternée par rapport a a, §
ou ne figure pas a, ni &,. B

Or, si a, b, § vérifient deux a deux (2) et vérifient (4) ils
vérifient aussi

(7) [@;@,,@,] = [@3,®,®,] = [@5,0,:0,] ;

et, si a,,b, — a,b,, 5= 0 (Q, générique), 1l existe p et ¢ tels que
(8) &.=pa,+qb, avec u=2,12,3,31,32 (p+#1.)
Donc F (a, &) = q F(a, b); F(&, b) = p F(a, b), d’apres la

forme de F; et comme F (a, b) = 0 (Q, intégral), les relations
(6) sont démontrées (c. q. f. d.), et X est en involution.

22. On peut aussi (au lieu du n° 21) terminer la démons-
tration en utilisant le critére de SDE n® 83. On a déja trouvé
(au n° 20):

(5) si=4  sl4s —=6.

On en déduit immédiatement s, =0, si s + s + s
désigne le rang du systéme polaire réduit de Q, générique; en
effet, 1l n’y a que 6 inconnues dans tout systéme polaire réduit

et s, + s, + s; < 6. Donc
(6) 3s, + 2s, + s, = 16.
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Soit X le nombre d’équations vérifiées sur un Q, générique
par les parameétres ¢; définis par

&, =Nt (i=1,2,12).

Les équations (1, 2, 3, 4) donnent 12 équations entre les ¢, ;, (i)
en donne 3, parmi lesquelles

R A Oa

et compte tenu de ces 2 derniéres, 4 donne une seule équation
(en [0,,0,]). Au total X =12 4+ 3 + 1 = 16.
On a donc bien X = 3s; 4 2s, 4+ s1, et X est en involution.

23. De l'involution de X résulte I'existence de réalisations
locales de F, au voisinage de tout élément linéaire ordinaire, en
réservant ce qualificatif aux éléments ou (I, J) == (0, 0).

Soit en effet (z,, y,, 0,) un élément ordinaire de F, et des z,
arbitraires.

Le point (z,, y,, 0,, 2) est régulier et le théoréme d’existence
de SDE n° 63 s’applique; et puisque X est en involution, on
peut prendre (z,y,0) comme variables indépendantes. Le
théoréme 11 du n° 117 est donc démontré.

De fagon plus précise puisque s, + s,, est égal a la différence
entre le nombre total de varables (9) et celui des variables
indépendantes (3), il passe une variété intégrale analytique
de ¥ et une seule par toute variété intégrale analytique régu-
hiére W, a une dimension (cf SDE n® 71). Comme s, = 2, la
solution générale dépend de 2 fonctions arbitraires d’un argu-
ment.

24. Probléme de Cauchy. — On peut déterminer une solution
de la fagon suivante: soit (z,, ¥, 0,) I'élément au voisinage
duquel on se propose de réaliser F; on suppose I(z,, y,, 0,) % 0;
soit [' une courbe arbitraire de E’: il existe une réalisation et
une seule telle que les S correspondant aux éléments de centre
(z,, y,) sotent centrés sur ', que M(z,, y,, 0,) soit un point
donné de T, et e&,(x,, ¥, 0,) soit placé d’un cété arbitrairement
choisi du plan osculateur & I'. Les données arbitraires choisies
ne devront toutefois pas vérifier certaines égalités que nous
préciserons. Nous allons établir cette proposition.
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25. Soit s I'arc de I', R et T les rayons de courbure et de tor-
sion. S1 une réalisation convient, on aura sur [':

w, = w,=0, w, =ds, w“___m*xcl%sg
wm:dq"}'%ﬁ’ wszz'o%?’

¢ étant une fonction de s qui détermine les éléments (MZZ):
¢ = angle de A avec le plan osculateur a I'.

> > > . . ,
Pour que (xo, Yo, 0, M, e, e, e,) décrive une W, intégrale
de 2, il faut et il suffit que

’

J _—cos . ds
6) T="R: (6 Ziayy, OdI=de+T
d’apres (X, 4 et 3) et (8, 3).

Soit s, I'abscisse curviligne du centre M, de I’élément qu’on
se propose d’attacher a ,; ’équation (5) définit ¢ en fonction

de (8, s) st du moins %{—L > —I—L, ce qui exclut les droites (comme
courbes I).
On déduit alors de (5) et (6) la relation
(7) Pdb = Qds,
avec:
_Zsing_d(J\ o_1 (sing_cosqdR
® P==%g de<1>’ Q—R<T R ds>’

qui établit en général (st PQ 5= 0) une correspondance biuni-
voque entre s et 0 au voisinage de (s,, 6,). On obtient ainsi
une W, intégrale de X, qui est réguliére au voisinage de (s,, 6,)
si I’élément intégral correspondant Iest, c’est-a-dire si

J 10 ,
(9) Jy I, If 50  soit <SI§ > -+ < LJ —I: ﬁ) .
— Qg 0 ag 0 0

(0)

On a ainsi montré qu’on peut prendre [' et s, arbitraires,
aux inégalités prés que nous avons rencontrées.

En appelant image d’un point m de F le lieu des centres des
éléments S correspondant aux éléments linéaires de F centrés
en m, on peut énoncer le résultat que nous venons d’établir sous
la forme suivante:
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TutoriME. — Au voisinage d’'un élément ou 1 5 0, on peut
choisir arbitrairement la courbe image du centre de cet élément,
pourvu qu’elle ne vérifie pas les inégalités rencontrées ci-dessus,
qui excluent en particulier les droites.

26. En fait les droites ne sont exclues par ce qui précéde
que si J(z,, ¥, 0)#0 <car (25,5) donne alors —=- #O>

J(#4, y,, ) =0, on pourra prendre arbitrairement s(0 ) et (25, 6),
qui devient Zd) = d¢, donne ¢(0); on a bien une W, intégrale
de X mais cette W, n’est pas réguliére car alors J,(z,, y,, 0) = 0
(puisque Z+£0) et (25,9) n’est pas vérifiée. Le théoréme
d’existence ne s’apphque pas. En général d’ailleurs, il n’y a
pas de telle solution car, si 140, & un point de F ne peut
correspondre une droite comme image (voir n° 47).

217. Existence des réalisations semi-globales. — Nous abordons
maintenant la démonstration du théoréme III du n° 17.

Soit (z,, y,) un point du plan F, tel que I (z,, Yor ) = 0 pour
tout 0. Nous voulons établir lexnstence d’un voisinage P de
(%4, y,) et d’un repére R (z, y, 0) de E’ qui vérifie £ sur P X R.

Nous allons d’abord ramener le probléeme a la détermination
d’un repére R°(0) — fonction de la seule variable § — assujetti
aux conditions (suffisantes) suivantes:

(27, 1) R*(0) est analytique sur R.

(27, 2) La vanété z = z,, y = y,, R = R°(0) est (sur R) une
variété W intégrale réguliére (4 une dimension) de 2.

(27, 3) Les composantes relatives de R°(6) sont périodiques,
de période 2.

28. Supposons déterminé un tel R°(0), et soit X* le systéme

R(Z,, ., 0) = R(0).

Puisque W' est une variété intégrale analytique réguliére a
une dimension de X, on peut appliquer le résultat local du
n® 23 et énoncer :

A tout 6,€R correspondent un voisinage w, de (z,, y,) et un
voisinage w, de 0, tels que:

(28,1) 11 existe un repére R}(z, y, 0) qui, sur w) = w, X w,
est analytique et vérifie X*.
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(28,2) Si ' cw, et si, sur w* = w, X o', R*(z y 0) est analy-
tique et vérifie X*; alors R*(z, y, ) = R’(z, y, 0) sur ™

Soit I = [a, b] un intervalle fermé de R. La compacité de I
permet de trouver un voisinage P de (z,, y,) et un repére
R(z, y, 0) qui vérifie X* sur P X I. Choisissons en effet en tout
0,67 un w, et un w, vérifiant (28,4et 2), et soit F la famille
des w, ainsi définis. Il existe un recouvrement fini de I par
des wieF, et soient 0, w, Ri(z,y,0) les 0,, w,, R, correspon-
dants (1 < v fin1); 1l suffit de prendre pour P P'intersection des
w; (= ¢ puisque v fini) et pour R le repére :

R(z y 0) = Ri(z, y, 0) pour 0 € w..

Alors R(z, y, 0) vérifie ¥ sur P X I. (Puisque les R} vérifient
¥, 1l suffit de montrer que R est bien défini, c’est-a-dire que
si W' =w; nwj, Rf =R} dans P X v/; or, d’aprés (28,1) et
les relations P cw; et u' cwj, le repére R} est analytique et
vérifie X* sur u* = P X u'; les relations P c w,, u’ c w; et (27,2)
montrent alors que Rf = R} sur P X u).

Remarquons que pour ce n® 28, on peut remplacer R par I
dans les hypothéses et supprimer (27,3).

29. Supposons encore déterminé un repére R°(6) vérifiant
les hypothéses du n® 27. D’aprés le n® 28, en prenant I = [0,3 =]
il existe un voisinage P de (z,, y,) et un repére analytique
R(z, y, 0) qui vérifie X* quels que soient (z, y) €P et 0O¢ [0,2%].
Nous désignerons ce repére R par R(z, y, 0).

Soit T le déplacement qui transforme R’ (0) en R°(27), nous
noterons :

(1 R°(2w) = TR*(0).

Nous savons que dans ces conditions, (27, 3) entraine :

(29, 2) R°(H+ 2n) = TR'(0) pour tout HeR,
et le systéme X* est par suite conservé par la transformation

(3) 60— 0+ 2m, R—TR.

Nous allons montrer que le repére R(z, y, 0) défin par:

(4) R(z,y,0)=R(z,y,0) pour 0<6<2n

R(z,y, 0) =T"R(z, y, 0—2nx) pour 2n=< 0 2(n+1)x,

vérifie X* sur P X R.
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Cette définition et la conservation de X* par (4) rendent
évidente la propriété cherchée si 0=£0 mod. 2=, et suffisante
sa démonstration pour 0 = 2.

Or le point 27 appartient a 'un des w; du n° 28, soit w,,
auquel est associé w,>P et R} vérifiant (28, 1 et 2). Sur
u = w| n 27, 3n], TR(z, y, 6 —2x) est analytique et vérifie X*;
d’aprés u' cw, Pcw, et (28, 2), on a donc

TR(z, y, 6 —27) = R¥(z, y, 0) sur Pxu.
Mais d’aprés le n° 28:

R(z, y, 6) = Ri(=, y, 0) sur P X w),
et par suite, R défini par (4) vérifie
R(m’ Y, 6) = ﬁ(x, Y, 6) sur P x W;,

donc est analytique pour b = 2= et vérifie X*.

30. Détermination de R°(0). — En résumé, s’1l existe un R°(6)
vérifiant les conditions du n® 27, il existe une réalisation
(semi-globale) de F au voisinage du point (x,, y,).

Ecrivons que R°(0) vérifie (27,2) : ses composantes relatives
vérifient alors :

(5) w, = w,=0, w,, = Zdb, v, = lh db,
wy, = — Jhdb, wy =kdb,

ou les fonctions h = h(0), k = k(0) peuvent étre choisies arbi-
trairement, et ou I, J, Z sont des fonctions analytiques
données de O(I = I(z,, y,, 0) etc.) vérifiant (d’apres leurs
expressions, cf n% 8 et 9) :

6) I(0+=)=10), JO+=)=—JI0), Z(04 =)=7Z(6).

Les fonctions h et k devront vérifier la condition de régu-
larité des éléments intégraux & une dimension (a) de la variété
Wz = z,, y=1y,, R=R°0)]. L’hypothése I(z,, y,,0) 5= 0 sur R
réduit cette conditions a I'indépendance des équations (4£),
(iai)’, <4a2)’ du systéme polaire réduit de (a), ce qui donne
(cf n°25):

J 10
(7) J, L L0 soit k;&hl_sl.l.j_l_{a.
—ay; 0 asl

29
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On peut donc réaliser les conditions (27,1 a 3) en prenant
h et k, analytiques de période 2x, avec k, =0 pour tout 0,
et k=h IsJ;”wki(*).

La démonstration du théoréme III du n® 17 est ainsi achevée

(I1 y aurait eu intérét a prendre

k(O +7)=—Fk(8),  h(0+ )= k()

mais (7) ne pourrait alors étre vérifiée dans (0, n) et W’ n’au-
rait pas tous ses éléments intégraux réguliers).

IV. — CAS GENERAL. REALISATIONS DANS R.

31. Notion de réalisation dans un espace de Riemann. — La
définition de la connexion induite sur une variété W d’éléments
S* = (MAP) s’étend au cas ou M est un point d’un espace de
Riemann R, A une direction en M, P un « élément plan »
contenant A. Si 'on associe & W une famille de repéres rectan-

> >
gulaires avec e, sur A et e, dans P, les composantes de la
connexion induite seront encore w,, ®;, ®,,.

Sur toute réalisation de & dans un espace euclidien E*, I’élé-
ment (MAP) donne un élément M*A*P*, et les composantes
relatives d’une famille de repéres rectangulaires attachés
a W* vérifient o] = o,(v =1, iJ; 1, ] € p si p est le nombre de
dimensions de I’espace de Riemann) donc en particulier v, = w,,

* * ___
wi=op Oh=0w .
Ainsi, a toute réalisation de F dans R? correspond une réali-

sation de F dans E" avec n= I_’(P_;‘i) Il s’agit bien entendu

ici de réalisations locales. Une réalisation W de F dans E" peut
étre regardée comme une réalisation dans R s’il existe dans E"
une variété ponctuelle (2 moins de n dimensions) qui contient
les points M de W et est tangente en M & P.

En considérant simplement la variété ponctuelle engendrée
par les points de P, cela donne le résultat suivant:

(') On pourrait prendre simplement &k = 0, k = 1, mais cela donnerait un point M
pour I'image de (z,, y,), auquel ne s’appliquent pas les considérations géométriques de
la suite de I’article; la variété.réalisante présente en un tel point une dégénérescence.
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Tout espace de Finsler F* (a n dimensions) analytique est locale-
ment réalisable dans un espace de Riemann a 3n—1 dimensions
(auw plus), puisque F" est réalisable dans un espace euclidien
(REF, n° 20), par une variété W(S) & 2n—1 dimensions ou P(S)
est a n dimensions.

32. Nous allons montrer que le plan F le plus général (IJK=£0)
est réalisable dans E° par une variété W(S) telle que P(S)
soit tangent en M(S) au lieu de M. On trouvera alors que ce
dernier lieu a 3 dimensions, et on obtiendra ainsi le :

TutorikmME. — Tout F analytique est réalisable dans un espace
de Riemann & & 3 dimensions, au voisinage de tout élément

linéaire o 1 5~ 0. Cet espace R dépend d’ailleurs de F.

33. On a donc a considérer le systéeme Z.Tr, du n° 15; on ne
restreint pas la généralité en prenant w, = w, = 0 [cela revient
a prendre e, tangent aW (M)]. On est ainsi conduit au systéme :

1) @,=0, (1) [0@,]=0
(2) B=0, (2) [@:05] = [o.0,]

(3) @y =Wy, <§> [‘332‘331] + [6)426)41] + [stza’m] = J[wtzwz] + K[‘”i‘%]
(4) ®,=0 (4) [00®,] + [@4,] + [@4s@, =0
(5) @ =0 (B) [@5109; + [@503] + [@5s®,] =0

Nous allons démontrer que ce systéme est en involution.
Nous démontrerons pour cela que le systéme polaire de 1’élé-
ment intégral générique & ¢ € 2 dimensions n’introduit pas de
relation entre ,, w,, w,, (donc pas non plus entre dz, dy, db
puisque [w,w,0,,] 7 0); il revient au méme de démontrer que
les caractéres s; et les caractéres réduits s; (cf SDE ns 58 et 81)
vérifient

(33, 1) s, = S, s, =i, Sy = S5
34. Les points intégraux sont réguliers et
8, = s, =b.

Les éléments intégraux Q, sont donc tous ordinaires; pour le Q,
générique les a sont arbitraires (notations du n°® 16) sauf

a, = a;, = (.
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Le tableau (ou les blancs sous-entendent des 0) :

53 Eal Eaﬁ E‘i EiB 543 551 252 Es:ﬂ

(1 aE_) —a, a, 0

(iaE) —ay, 0 a

(351&) 0 — Q3 Az — Qyy ay 0 — Qyy Ay, 0

(4‘12) s —a —a, —a

(SaE) ag, —a, —a, —a,
indique en face de chaque équation et sous chaque inconnue le
coefficient correspondant. Les colonnes &, %, &, &, &
fournissent le déterminant

a,a0,,

qui 5 0 pour le Q, générique. Les équations (18) a (5f) ne
faisant pas intervenir les £ du tableau ci-dessus, et étant indé-
pendantes, les 10 équations du systéme polaire de Q, sont indé-

pendantes et n’introduisent visiblement aucune relation entre

v Y
Sy Ez: Em; d’otr )
s, =s, =b.

35. Formons pour I’élément intégral Q, = (Q, a, b) un
tableau (T) analogue & celui que nous avons formé pour Q,:

& I T O T T
(I aE) —a,, a,
(185) —b,, b,
(iai) — Qg 0 a,
(285) —b, 0 b,

(T) (3a%) —ay, a, —a, a, 0 —a, a, 0
(I_’)bE) —by, by, — b, b, 0 —b, b, O
<Za£) Ty +a +a, +a,

('4‘ bZ) — by, +b +b, + b
(5a§) — Gy a, a, a
(5 bE) — by, b, b, b,

Les équations (1) a (5f) ne contiennent pas les & relatifs a
ce tableau (T) et sont indépendantes; donc le rang de (T) est

s, + s,.
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L’équation (1ab> montre que les deux premiéres des dix
lignes de (T) sont proportionnelles. Donc s, + s, <{ 9.

Or on peut trouver (a, b) tel que Q) = (Qab) donne un
tableau de rang effectivement égal a 9. Il suffit de prendre
(a, b) vénfiant

(6) a,=a,=b,=0.

On trouve alors pour le déterminant obtenu en barrant la
2¢ ligne, et au signe pres:

b,
/ A= a’be. [27% 2|
@ A o aszbsz}

a; b,

@5yby

En se reportant au systéme polaire S, de Q,, on voit qu’on
peut prendre by, arbitraire, donc nul, et A =~ 0 en général,
s1 du moins

a, b, 0
!asz bsz#

C’est-a-dire si 1 5~ O (car, d’apres (6) : a,, b, =~ 0).

On a donc pour le Q} choisi

5ot =si sl =9,

ce qui donne:
9) s,==8,=4
(Car sT +s; <, + 5, <X9 donne
sts=9 s+s<sitan<s +s=9

donc s, +s,=9; s,=s, =5 donne finalement s,=s,=4.)
Ainsi la condition (33,1) est vérifiée et X est en involution.

36. Nous avons rencontré la condition 1=£0. Si [ = 0, le
tableau du n° 35 est visiblement de rang < 8 car les 2 premiéres
lignes sont proportionnelles ainsi que les 2 suivantes [d’aprés
<1ab> et (Qab))].

I n’y a donc pas d’élément Q, régulier passant par (z, y, 9, z)
si I(z,y, 0) = 0. Par contre (n° 35) par tout (z,y, 0, z) ou
I(z, y, 0) == O passe un élément Q, régulier. Il existera donc une
réalisation W(S) de F au voisinage de tout élément linéaire

ou I =£0.
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Soit W(M) le lieu des centres des S de W(S). Nous voulons
encore montrer que W(M) a 3 dimensions, c’est-i-dire que
(6) [®,®,@,] 5= 0.
Or [®,0,0,]=[0ww,]#0, et d’aprés (i), [@,®,,®,] = 0.

Donc, si, [®,®,®,] était nul, on aurait :

(7) [@.®,] =0
et par suite aussi [en dérivant (7)] :
(7) [0 d®,] = [®,d®,).
Mais d’apres (1) et (2), on a la relation :
(8) [@,d®,] =0;
et (7) et (8) entrainent [®,d®,] = 0, d’ou, d’apreés (7):
9) [®®,®,] =0

etlesrelations (7) et (9) entrainent &, = 0 (puisque [®,,,®,] 7= 0)
donc, si [®,®,»,] était nul, on aurait ® = 0 et par suite,
d’aprés (2), I = 0.

Le lieu W(M) a donc 3 dimensions et, puisque ®, = &; = 0,
le plan P(S) qui contient les vecteurs ¢, ete,, est tangent 8 W(M).
Compte tenu du rdle joué par la condition I = 0, le théoréme
du n° 32 est démontré.

37. L’espace de Riemann R réalisé par W(M) n’est évidem-
ment pas le méme pour tous les F. D’autre part, ce n’est pas
un espace de Riemann quelconque. Dans un espace de Riemann
arbitraire, 1l n’existe pas en général de variété W (S) dont la
connexion induite soit celle d’'un F; il n’y a pas en général
de W(S) dont les composantes vérifient (9, 7):

TuatoriEME. — Pour qu’un espace de Riemann analytique R
a trois dimensions contienne une réalisation analytique d’un F a
torsion non nulle, il faut et il suffit qu’il existe dans R une famille
analytique & 1 paramétre de développables réglées analytiques
non totalement géodésiques dont les génératrices ne forment pas
une congruence de normales.

On peut dans cet énoncé remplacer « analytique » par « de
classe C” » et méme sans trop de difficultés, considérer des
classes moins restrictives.
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Montrons que la condition est nécessaire. On ne peut se
contenter de considérer le systéme ¥ du n° 33, car # pourrait
n’étre, a priori, réalisable que dans E°. Mais un élément

S=M,AP) =M,e, ¢)

de R définit un repére rectangulaire R = (Me,, e, e,) de R,
et si W(S) réalise un F a torsion non nulle, ses composantes
fw} vérifient :

(1) [‘”awsi] = [‘”3‘”32‘”2] = ]ma(’)mmz] =0
(2) [w,0,,0,] =0
3) [,04,] #0

Ces relations (1) et (2) résultent de (9,7) et des relations de
structure Q, = Q, = Q, = 0 de R (cf n°® 2); (3) exprime que
I-£0.

On en déduit, comme au n° 36,

(4) [wsd(’)s] =0
(5) [wyw,0,] £0

Par suite w, = 0 est complétement intégrable, et, puisque
0,=E£0, on a w,, = Aw,; sur une variété { = V,(M) définie
par w, = 0, w,, est nul: { est donc une développable (lignes
asymptotiques doubles, de direction Z); ses asymptotiques ¢
sont les lignes w, = w;, =0, qui d’aprés (1) et (5) vérifient
w; = w,, = v, =0, et sont par suite des géodésiques de & :
les { sont donc des développables réglées ('); d’autre part,
sur {, w;,==0 d’aprés (3), done d;:_,i_ 0, ¢ n’est pas totalement
géodésique. Enfin w, = 0 n’est pas complétement intégrable
(d’apres (2) et [0, dw,] = [0,0,,0,]) et les & ne forment pas une
congruence de normales. Remarquons en passant que P est
tangent a (.

La réciproque sera établie au n® 43, car c’est un corollaire
d’un résultat relatif a la structure des W(S) qui réalisent un F.

38. Réalisations particuliéres dans &. — 51 I’'on n’impose plus
a R d’étre de classe 2 (c’est-a-dire réalisable dans E°) on peut

obtenir des propriétés géométriques supplémentaires pour la

(*) Cf. E. Cartan, Comptes Rendus, 184, 1927, pp. 138-141.
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réalisation de F. On peut, par exemple, considérer les réalisa-
tions dans E° définies par le systéme :

56’1 =Wy By = Wy, By, = Oy, B, = &y = & =0, 1o, + Jo,=0;
2l [@:0y] =0, [0:85] = [[01,0,], X [@4:0,] = K[w,0,] etc...
-4

/ (a>4, 10),

(obtenu en prolongeant X; par &, = &, = @, = la,, + Jo, = 0).
On montre que ce systéme est en involution par une méthode
analogue a celle des n% 33 a 36.

Dans une telle réalisation, I'image d’un point m de F (lieu
des centres des éléments S correspondant aux éléments linéaires
de F centrés en m) est tangente a une direction principale
de R (*). En effet, si 'on pose dans R :

Q12 = E Rl?, ii[(!)iwj], (ij = 12, 23, 31),
i

s donne R, ,; = Ry, =0, qui exprime que la direction
w, = ©, = 0 est une direction principale.

39. Réalisations dans E'. — On démontre aisément que le
systéme X, (n° 15) est en involution: on opére comme aux
n% 33 a 36; on trouve (avec les mémes notations) que les
équations du systéme polaire S; de I’élément Q; a 2 dimensions,
(qui sont ici en nombre égal 4 9), sont en général indépendantes :
elles ont un déterminant de rang 9 égal a

2 2
A= a:ub/.ibaafm

si Q vénfie by, = b, = b, = a,, = 0, et on voit aisément
qu’il existe de tels Q} pour lesquels A == 0. On arrive ainsi a
S =S8 =2s8 =8 =8 = 8 = 3. On trouve de plus que par
tout point intégral passe un élément intégral ordinaire a 3 dimen-
sions, et on aboutit 4 I’énoncé :

TutorimMe. — Tout F analytique est réalisable dans E* au
voitsinage de chacun de ses éléments linéaires.

Mais cette réalisation ne peut en général s’interpréter comme

. . N . . > >
faite dans un espace de Riemann a 3 dimenstons. Alors w,e, + w,e,
aurait une direction indépendante de (dz, dy, d0) et on aurait

(1) Cif. E. Carran, Lecons sur la géométrie des Espaces de Riemann (Paris, n° 167
et 192 dans I'édition de 1928).
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[ww,] =0 dans W. Or l’élément intégral générique Q, a
2 dimensions de 2, ne vérifie pas une telle relation. Pour avoir
une réalisation de F dans un R lui-méme réalisable dans E‘,
on aurait a prolonger X, par I’équation w, = 0. On trouve
que le systéme X ainsi obtenu n’est pas en involution. Nous
n’étudierons pas les prolongements possibles de X,

V. — STRUCTURE DES REALISATIONS DANS E® ET DANS R.

40. La connexion induite sur une variété a 3 dimensions
W(S) d’éléments S = (M, A, P) ne vérifie généralement pas
(9, 7), et une W(S) arbitraire ne réalise pas un F. Nous allons
caractériser les W(S) qui réalisent un F, et pour cela nous nous
appuierons sur un lemme concernant leurs composantes rela-
tives — c’est-a-dire les composantes du repére rectangulaire

- > >

Me,e,e, défini par (Me,e.z) = S.

Lemme. — Pour qu’une variété W(S), plongée dans E* ou dans
un ‘R, réalise un F a torsion non nulle (localement), il faut et il
suffit que ses composantes relatives {w{ vérifient le systéme:

) [w,0,0,,] =0

( ) [wt‘”z"’s] +0

(40, 3)  [wdw] =0

E ) [(.03(1)3,] = [ws(”n‘”z] = [0’:1(”12(”2] =0

40, 5) [w,w,,] F0.

On a vu au n° 37 que ces conditions sont nécessaires dans R
et il en est de méme dans E’ car les seules relations de strue-
ture utilisées au n° 37 sont Q, =0, =0, =0 qui sont
communes a E' et a R.

Ces conditions sont suffisantes, car elles entrainent (9, 7) —
compte tenude , = Q, = Q, = 0, et (40,5) exprime que I 5= 0.

41. Réalisations dans E’. — Nous appellerons famille ordinaire
de développables, une famille de développables qui ne se
réduisent pas a des plans, et dont les génératrices ne forment
pas une congruence de normales.

TutoriMe. — Pour qu’une variété a 3 dimensions d’éléments
S = (M, A, P) réalise localement un F a torsion non nulle, il
faut et il suffit que les A engendrent une famille ordinaire a un
paramétre de développables tangentes aux P.
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La condition est nécessatre. -— On voit en effet, comme au
n® 37, que les relations (40, 1 a 5) ont les conséquences sui-
vantes : w, = 0 est complétement intégrable, et entraine w,, =0
(car w, =0 dans W).

Dans une V,(S) définie par w, = 0, le lieu V,(M) des centres
est une développable {(vw;, = 0), dont les génératrices (w, = 0)
sont les droites A(w, = w, = 0 entraine w,, = w,;, = w,, = 0);
le plan tangent a { le long de A(S) est P(S), puisque { vérifie
w, = 0.

{ n’est pas réduite a un plan car @, = 0 n’entraine pas
g, = 0 (40,5); les A ne sont pas normales a une surface,
car [w,dw,] 5= 0 puisque dw, = [v,,w,] et d’apres (40, 1).

Réciproquement une famille ordinaire a 1 paramétre de déve-
loppables { de génératrices A définit une variété a 3 dimensions
d’éléments linéaires (M, A), et en prenant P tangent 4 {, on a
une variété W(S) a 3 dimensions d’éléments

S=(M, A, P)=(Mege,).

Les composantes {w} de W(S) vérifient (40, 1 et 2) et les autres
conditions du n°® 40, car les { vérifient w, = 0, qui est donc
complétement intégrable; sur {, w,, =0, et [w,0,] =0 dans W;
sur A, w, = 0w, = wy, = o, = 0 et les deux derniéres relations
de (40, 4) sont vérifiées aussi; enfin (40, 5) est vérifiée puisque {
ne se réduit pas a un plan.

Ainsi une congruence ordinaire réalise localement deux
familles de plans de Finsler, correspondant aux 2 familles de
développables {. Les éléments S ont pour A les génératrices,
et pour P les plans tangents aux { d’une des familles de déve-
loppables; M est un point variable de A. La variété W(S) ainsi
définie réalise localement un F. Rappelons que cet F est doué
d’un parallélisme absolu des éléments (K = 0).

Remarquons que si les P forment une famille 4 1 paramétre,
et les A une congruence (alors non ordinaire), W(S) réalise
un F qui se réduit a E* puisque [0,0,,] = 0, donc I = 0, et que
d’autre part, K = 0 comme dans toute réalisation dans E’.

42. Cas d'un F,. — Dans le cas du parallélisme absolu
(Fay J =0, cf n° 11) on a les particularités suivantes :

I. Les { ont méme cone directeur. — En effet w,, =0 (cf 18, 4)
d’ou (structure de E’): [wy,0,,] =0, ©,, = aw,, avec a %0
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si [+ 0, et la congruence des A (vecteur Z) admet un cdne
directeur; les cylindres de la congruence vérifient w,, = 0,
les { constituent I’autre famille de développables, si du moins
la relation w,, = 0 n’entraine pas w, = 0; mais alors on aurait

w; = Bow, et [w,w;] =0, I serait nul. Les { ont donc méme
cone directeur.

II. — Les A sont les binormales des trajectoires orthogonales
des (. C’est ce qu’exprime la relation w,, = 0, en ce qui concerne
les courbes w, = w, =0

43. Réalisation dans R. — Nous dirons qu’une famille de
développablesréglées{ est ordinairesiles{ ne sont pas totalement
géodésiques et si leurs génératrices ne forment pas une
congruence de normales.

TuEorEME. — Pour qu’une variété a 3 dimensions d’éléments
S= (M, A, P) d’un espace de Riemann & 3 dimensions réalise
localement un plan de Finsler a torsion non nulle, il faut et il
suffit que les éléments linéaires (M, A) soient les éléments de
contact des génératrices d’une famille ordinaire & 1 paramétre de
développables réglées tangentes aux P.

Méme démonstration que dans E’ au remplacement pres
des A par les génératrices ¢ comme solutions de w, = w, = 0.

On avait d’ailleurs pratiquement établi au n® 37 que cette
condition était nécessaire.

Ce théoréme a pour corollaire immédiat celui du n® 37; en
particulier la réciproque que nous avions alors laissée en
suspens est maintenant établie.

VI. — CORRESPONDANCES ENTRE F ET SES REALISATIONS.

44. Images. — Soit F un plan de Finsler, W(S) = W une
réalisation de F: W est constituée par une famille de déve-
loppables { de E* ou de développables réglées { de R. La donnée
de { associe a tout M un élément S= (M, A, P) =S(z, y, 0)
attaché a un élément linéaire () = (z, y, 0) de F.

Nous appellerons image de I’élément (z,y,0) le centre
M =M(z,y,0) de I'élément S(z,y,0) de W; image d'un
ensemble & d’éléments (z,y,0) l’ensemble des M(z, y, H)
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correspondant aux (z, y, 0)e6. L’image d’une courbe est I'image
de ’ensemble de ses éléments de contact. L’image d’un point
est 'image de I’ensemble des éléments linéaires (de F) centrés
en ce point.

Dans une réalisation au voisinage d’un élément linéaire (/,)
de F, 'image d’un (I) voisin de (l,) est bien définie. Il n’en est
plus de méme dans une réalisation semi-globale : 'image de (I)
est alors ’ensemble des S(z, y, 0§ 4 k=) définis par (I) = (=, y, 9).

45. Correspondances générales. — TuEorEMES. I. — Les images

des points de F sont les trajectoires orthogonales des {.
En effet les points de F sont définis par w, = w, = 0, qui
définissent précisément les trajectoires orthogonales vy des .
Dans la réalisation semi-globale du n° 27, il y a correspon-
dance biunivoque entre les points voisins de (z,, y,) et les ¥
voisines de v(Z,, ¥,)-

II. — Les images des courbes de F sont les courbes trajectoires
orthogonales des lignes de courbure non rectilignes des { (non
géodésiques dans le cas d’une réalisation dans ), car ces
familles d’éléments (z, y, ) sont caractérisées par », = 0.

III. — Les géodésiques de F ont pour tmages les génératrices
des {, puisque définies par w, = w,, = 0

Une géodésique joignant 2 points m,, m, de F a pour image
une génératrice A (oud) qui s’appuie sur les courbes vy, v,
images de m,, m,: au voisinage d’un élément (z, y, 6) une telle
génératrice est bien définie; la distance m,m, est la longueur
du segment de cette génératrice qui est compris entre v, et v,.

On a ainsi le schéma local suivant pour la métrique d’un plan
de Finsler: soit une famille & 1 parameétre de développables
de E’ ou de développables réglées d’un ‘R du n° 37; leurs tra-
jectoires orthogonales sont les points y de F; la distance (v,v,)
est la longueur du segment de génératrice dont les extrémités
sont sur vy, et v,.

Signalons enfin que la longueur d’un arc de courbe C de F
peut s’interpréter comme le travail ( f m,) du vecteur unitaire
de A le long de I'image de C. ’

46. Courbure et torsion. — I. — La courbure superficielle
K de F en (l) est la courbure riemannienne en M tmage de (l)
dans la direction de (.
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En effet, il résulte des relations du n® 40 que

["-’32‘”31] =—Al [wxzwe] = P‘[mzws];
donc

[“’&2(’3“] =v[w,0;]+ K[ml‘”'z]’ et R, =K.

L’interprétation de la torsion I est moins simple. On trouve
que I (z, y, 0) est égale, dans R, au rapport en M (z, y, 0) de la
courbure principale de { a la torsion géodésique de 'image de
(z, y) sur 'image de I’ensemble des géodésiques issues de (z, y).

Si 'on désigne respectivement par [ et v les 2 termes de
ce rapport on a en effet d’apreés les relations du n° 40 :

0y, = aw, + smz Wy == Yo, + a(’-)z
4
et [w,0,,] = = [®,,0,].
]
II. — Dans E’, on a toujours K= 0. Soit ¢ le point de

contact de P avec la surface focale ¢ de la congruence des A :

le rapport x est égal a la distance focale My de Uélément S. Cela

J
résulte immédiatement de la relation Iw, + Jw,= 0 établie
au n° 18.

On sait qu’alors I,, =0, I, = J est donc constant quand
0, = o, = 0, c’est-a-dire le long de A. On trouve que, si ¢ est
la courbure totale de @, et R, le rayon de courbure géodésique
sur ¢ de I'aréte de rebroussement de la seconde développable
passant par A:

J=:¢R,,
s1 du moins @ n’est pas dégénérée en une courbe.
. —_ I ¢~ . e
Soit T=_"—,et '@/ les composantes du repére (ce e.e,
J ( y \ Y 10203

de . On trouve &, = T,0, + T,0,, (= o, + dT, car ¢ = M + Te,,
et d’autre part dT = — o, + T,0, + T,0,,); et 0, = 0, + To,,.
D’ou [w,,w,,] = (T, — TT,)[®,»,]; et w, =0 définit 'aréte de
rebroussement de la 2€ développable, d’ou R,=T,—TT,)].

47. Cas du parallélisme absolu (F,). I. — Les éléments
linéaires de F paralléles 4 un élément donné vérifient w,,= 0
et forment une variété a 2 dimensions (cf n°® 14) dont I'image
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est un cylindre (cf n® 42). Des géodésiques (de F) paralléles
entre elles ont pour images des droites paralléles (formant up
cylindre).

II. — On a vu au n® 42 que les A sont les binormales des
trajectoires orthogonales des I, c’est-a-dire des images des
points de F. Remarquons que ces images ne peuvent étre des
droites car on a w,; = aw,,, a7+ 0s11~0, et 'on ne peut

avoir de, = 0 quand ®, = w, = 0 (puisqu’alors w,, 5 0).

II11. — La torsion vérifie
R
I=tgd
T g A
ou § désigne Uangle des plans focauz, R et T les rayons de cour-
bure et de torsion de ’vmage de (x, y). [au point image de (z, y, 9)].
En effet compte tenu des inégalités du n® 40 et de w,, = 0:

W3 == 0LWys, aw, + Lo, = 13(”12
—T
d’ou o=—=- et I=atgd.
R 8%
IV.— Remarquons que a est constant le long d’un cylindre

I {w,, = 0).

Car dw,, = 0 donc [daw,,] = 0, et w,, = 0 entraine da = 0.

48. Plan de Minkowski (cf. n° 12.). I. — Les cylindres 11 sont
alors des plans. En effet, pour un plan de Minkowski,
[w,,d]] = 0, donc I est constant sur un cylindre 1I; comme «
I'est aussi, il en est de méme de Y (I = atgy, ainsi qu’on vient
de le voir), I’angle des plans focaux est donc constant sur l1;

>

mais le plan focal non tangent a Il est le plan e, qui a une
direction fixe quand w,, = 0, par suite le cylindre II est un plan.
La surface focale est elle-méme une développable. Des géo-
désiques paralléles de F ont pour images des droites paralléles
situées dans un méme plan.

II. — Sv Uvmage v, d'un point de F est une hélice, il en est de
méme des images Y de tous les points; en effet le long de 1, les e,

sont tous paralléles entre eux; donc si le long de y,, ¢, fait avec
une direction ¢ un angle constant V, il en est de méme de toutes
les v (avec le méme V et la méme ¢).
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49. Réalisations particuliéres des F,. — Soit un plan F,,
c’est-a-dire vérifiant J = K = 0. On peut imposer a la réali-
sation de F, d’admettre pour images des points de F, des
hélices de rapport R donné. On obtient ces réalisations en

T

résolvant le systéme X, prolongé par

0y = 0 Wy, = MO,, Wy = — Iw2 + me

dw3 = Ia[wing] b Idwg + [dX. w12]

ou figure une fonction inconnue auxiliaire X et ou m désigne le
rapport donné. Ce systéme est en involution; il est presque
immédiat de le voir, et on peut aisément résoudre pour ce
systéme un probléme de Cauchy analogue a celui du n°25. La
relation qui définit la correspondance entre 0 et s est

ds

Zd():—,f

Remarquons que st Uon prend R = T, la torsion est la tan-
gente de Uangle des plans focaux.

50. Dans le cas du plan de Minkowski, cette réalisation se
d

T3
soit y, I’hélice donnée, vérifiant R = T, que ’on désire associer
au point m, de F, et M(6) le point de y, qui est 'image de
(my, 0); la binormale & y, en M est une A, et les autres A sont
les paralléles & A(0) situées dans des plans passant par A(8) et

construit immédiatement, une fois résolue la relation Zdf =

faisant avec y, un angle égal & g— — ¢, avec tg = I(0),

On peut, dans le cas du plan de Minkowski, imposer une
condition différente aux réalisations, et fizer 'angle | des plans
focauz. Si ¢ =7 la torsion est alors égale @ ~~ On montre

4 T

pour cela que le systéme X, prolongé par
wy =0 op=—Iv, o=+ Xo, [wiwﬂ] + [dXw;] =0
T

est eninvolution (on a pris ici 'angle § = % X est une fonction
inconnue auxiliaire).
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On obtiendra une réalisation semi-globale de ce type en
prenant pour S(z,, y,, 0) les éléments (Me,,ez) tels que les

>

composantes de (Me,egeQ vérifient
w, = X, (O)wiz, Wy = — I(O)wu;

X, étant arbitraire mais de signe constant et de période 27;
on peut prendre X, = 1. Soit vy, la courbe lieu de M, la
congruence des A est celle des paralleles aux binormales
A,(0) de v, situées dans les plans passant par A,(0) et coupant v,

y 0
sous I'angle —-

4



