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T-FILTRES, ENSEMBLES ANALYTIQUES
ET TRANSFORMATION FOURIER P-ADIQUE

par Alain ESCASSUT

INTRODUCTION

On sait que tout élément non nul et non quasi-minoré d’une
algébre de Krasner H(D) sans idempotent non trivial est strictement
annulé par un filtre monotone percé (théorémes I1.7 et 11.8 de [3]),
de sorte que I’étude de I’analycité au sens de Motzkin [10] d’un
infraconnexe D d’un corps K algébriquement clos, ultramétrique
complet se raméne a I’étude des filtres monotones percés de D qui
possédent la propriété d’annuler strictement un élément de H(D). On
cherchera donc a caractériser ces filtres par des propriétés géomé-
triques concernant la répartition des trous de D.

Les applications de ce résultat sont nombreuses et nous mon-
trerons ici comment on peut résoudre le probléme de la non injectivité
de la transformation de Fourier p-adique posé par B. de Mathan,
grice 4 une transposition trés originale du probléme, obtenue par
Yvette Amice. Dans un article ultérieur, nous utiliserons également
ces résultats pour caractériser les algébres H(D) noethériennes et
intégres.

I. CARACTERISATION DES FILTRES STRICTEMENT
ANNULATEURS

Par soucis de concision, nous utiliserons sans les redéfinir cer-
taines expressions déja définies dans [2] et [3] auxquelles nous
renverrons le lecteur chaque fois qu’il sera nécessaire, notamment
en ce qui concerne la définition et les propriétés des fonctions v(f, u)
et w (f, n). Précisons a ce sujet que ’on note |.| la valeur absolue
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de K et que I'on choisit une fonction logarithme notée log, de base
p > 1, qui définit une valuation v de K par v(x) = —log|x|.

Dans [3], on a pu mettre en évidence I'importance des filtres
monotones sur un infraconnexe D, pour I'étude des éléments non
quasi-minorés.

La proposition 1.6 nécessite I'introduction de ’expression y(A , q)
que nous allons définir et étudier.

1. Définition de vy, (A, g).

Soit D un infraconnexe de diameétre R. Soit A un disque non
circonférencié de diamétre » < R tel que AND # A, et ACD.

Soit €(A , q) I’ensemble des polyndmes unitaires de degré g dont
les zéros appartiennent tous 8 A — AND.

si AND # ¢, soit y5(A,q) =r? inf P

PEe(A,q)

AND
si AND = ¢, soit y5(A,q) = 1.

Par définition, tout polyndome unitaire P de degré ¢ dont les
zéros appartiennent tous aux trous de D inclus dans A vérifie donc :

1
P(x)

A,
>7D( ” 9) pour tout x € AND.
r

Nous allons maintenant calculer v, (A, q) en fonction des trous
de D inclus dans A. Nous établirons d’abord le lemme suivant.

I.1. LEMME. — Soit D un infraconnexe et soit A un disque non
circonférencié de diamétre r tel que AND # D,AND #Det ACD.
Soit q €N et soit P€e(A,q). Soient T,,...,T, les trous de D
contenant au moins un zéro de P, soit p; le diamétre de T, , soit a; €T,
et soit p; la somme des ordres de multiplicité des zéros de P appar-
tenant au trou T;. Alors il existe | < n tel que

a): sup @WPKX)) =uv,(P,—logp,) et l'on a
XEAND !
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1

‘”2“5

AND P, I Py

Preuve. — La premiére assertion est évidente si tous les zéros
de P appartiennent 4 un méme trou Tal car dans ce cas on a

v(P(x)) = va,(P ,v(x — a)) pour tout x € T“z et d’autre part
”a,(P , M) < val(P ,—logp,) pour tout u < —logp,, de sorte que
Uy, (P, —log p,) = v(P(x)) pour tout x EAND donc

Ua,(P ,—logp,) = + log

Pllynp
et comme on a trivialement
v, (P, —logp,) = lim v(P(x)) <log || = s
! Ix—ajl—>p; P AND
x€EAND

on a bien log =0, (P, — log p;). Nous allons en déduire la
AND

assertion dans le cas général grice au théoréme de Mittag-Leffler

lére
1
([8] et [12]). En effet il est clair que F admet une décomposition

n
unique de la forme Y h; telle que #; €EK(CT,). Alors d’aprés le
i=1

théoréme de Mittag-Leffler, on a = sup |Ihllaqp et il

AND 1<i<n

existe un entier / < n tel que = |lh, |, np donc d’aprés ce

AND

qui précéde log

=1, (P, —logp,).
AND

Il est maintenant immédiat d’établir la seconde assertion. Pour
plus de simplicité, supposons les points a; indexés de fagon telle que
I=1 et quelg —a;|<l|ag —a,| pour 1 <i<j. Enfin notons

Iaz_allz...zla’nl_allzdl,

Iamlﬂ—a1|=-'~=lam2—all=d2,

Iamq_lH—all=-~=|an—all=d et soit m, =n.

q q
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Alors on sait ([9] et lemme 1.1 de [3]) que

miy

q—1
val(P,—logp1)=—pllogp,—};l( 3 p,-logd,),

i=mi+l

ce qui nous donne, par exponentiation et en utilisant la relation «)

déja obtenue :
4l -G (LG
P pl j=1 i=mi+1 dl
Or il est clair que cette derniére relation est équivalente a la
relation ) et s’obtient en remplacant dans () les expressions |a, — g, |
par les nombres di correspondants, définis ci-dessus. La relation ()
est donc établie.

AND

Le calcul de v, (T, q) se déduit maintenant de fagon évidente du
lemme L.1.

I.2. THEOREME. — Soit D un infraconnexe et soit A un disque
non circonférencié¢ tel que ACD et AND # ¢. Soit (T)),c; la
famille des trous de D inclus dans A et pour tout i€ 1, soit a; €T, .
Alors pour tout g €N, on a :

1

Ypo(A,q) =r? sup 7
i=1,...s pp I g
iy,....igel b k#I

pyt---+tpg=q
s§s<q

Py ’
— a.
k 'zl

Preuve. — En effet, lorsque P parcourt €(A,q), s parcourt
[1,9]NN, et pour chaque valeur fixée de s, p,,..., p, prennent

§
toutes les valeurs telles que ) p;=4q, Gy ,...,i) parcourt I’ et j
j=1
parcourt (1,s) N N.

En particulier, si A ne contient qu’un seul trou T de D, de dia-
meétre p, on a :

Yo (A, q) = (%)q-

De méme si ’ensemble des trous de D inclus dans A est une
famille de trous contigiis de diamétre p,
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(A, q) =(%)q~

Si D admet par exemple deux trous, T, et T, de diamétres res-
pectifs p, et p,, de distance d, alors

Yo(A,q) =r? inf (min( : ! ))

)
P1+tPy=q ppldp2 pp2dpl

2. Propriétés de v, (A, q).

1.3. PROPOSITION. — Soit D un infraconnexe et soit A un disque
non circonférencié tel que ACD, AND # ¢, ANCD # ¢ et soit r

P
le diamétre de A. Soit h€ K (D), h = 6 ou Q est unitaire et a tous

ses zéros dans A — A N D, et P est unitaire et a tous ses zéros dans A.
Soit q = deg Q — deg P. On suppose q = 0. Alors :

ri hllpna = vp(A, Q) . 1)
Preuve. — Soit (a, b) un couple (zéro, pole) de h telque |la — b |
soit minimal. 2 n’a donc aucun zéro dans le disque non circonférencié

A de centre a, de rayon |a — b/|.

a
. Nous allons montrer que

x__
Soit h, = h
x

Ay llpna S UTAlpAA - (2)

Alors nous en déduirons qu’il existe un polyndome R de degré g
ayant tous ses zéros dans A — A N D, tel que :

- <lhlpas (3)

DNA

et le résultat (1) sera établi car par hypothése on a :

R

ra

=v,(A,q) .
DNA
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P
Montrons donc (2). Soit & = —L sous sa forme irréductible uni-
1
taire. Remarquons d’abord que

W7 lp—anp < WAllp_anp, car
x—b
<1 pour |x—al=la—->b].
X —a

Or h, n’ayant pas de pdle dans A, (car |a — b | est minimal),
son dénominateur irréductible Q, y est constant en valeur absolue.
On a donc

1P, lls
Ay ll, = :
1Q, ll5
Donc :
—log llh,ll, =—log IP lI, +1logllQ, Il

=v,(P, ,v@@— b)) —v,(Q, ,v(@a— b)) =v,(h, ,v@— b)) .

Soit 6,(x) = =2 Alors :
x—b

v,(h, ,v(@— b)) =v,(h,v@— b)) +v,(0,,v(a— D)),
or v,(0,,v@@-b)=0.
Donc v(h, ,v(a — b)) =v,(h,v(a — b)) .
Donc —log llh, |l = v,(h, v(a — b)) .
Mais il est connu que v,(h,v(a — b)) = —log || A |l, car

1P lla “P
= —1lo —
IIQIIA) tla

Donc la relation (2) est montrée. Alors soit n le degré de P. On voit
qu’aprés n opérations semblables, on obtient une fraction %, qui est

v,(h,v(a — b)) = —log

A

1
de la forme E , d’ou la relation (3).

Nous allons maintenant définir une variété particuliere de filtres
monotones percés appelés T-filtres, dont nous montrerons ensuite
qu’ils sont caractérisés par la propriété d’annuler strictement certains
éléments analytiques.
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3. Définition d’un T-filtre.

Les filtres monotones sur un infraconnexe fermé borné ont été
introduits dans [3] (II, § 2) pour caractériser les éléments f non
quasi-minorés de H(D), ([2] IV), c’est-a-dire tels qu’il existe une suite
a, de D sans point adhérent tel que nli_r)nm f(,) =0.

Rappelons qu’un filtre décroissant de K est un filtre qui admet
une base de la forme D, =d, — ﬁl d; ou (d,) est une suite de
i=

disques strictement décroissante. De méme on appelle filtre décroissant
% d’un infraconnexe D l'intersection avec D d’un filtre décroissant de
K sécant a D. On note A(%) I’ensemble dg, d et on appelle centre

de & tout point de A(%) ; enfin on appellera ici plage de & I’ensemble
RF) = AF) N D.

De méme on appelle filtre croissant de K un filtre image d’un
filtre décroissant & de K par une inversion centrée en un centre de & ;
on appelle filtre croissant d’un infraconnexe D l'intersection avec D
d’un filtre croissant de K. Enfin si un filtre & croissant de D est I'image
par une inversion J d’un filtre décroissant &' de %(D), on appellera
plage de & I’ensemble @ (F) = ¥ (R (F)).

Pratiquement, tout filtre croissant & d’un infraconnexe D admet
une base de la forme D, = (A —d,) "D, ou A est un disque non
circonférencié et ou d, est une suite strictement croissante de disque

inclus dans A telle que A = Gl d,. Alors (%) = (CA) N D.
e

Pour tout a €K et r€R*, on notera C(a,r) le cercle
{x EK/|x —al| =r}.

Nous dirons qu’une suite de cercles C(a, , r,) de K est décrois-
sante si la,,, —a,| <r, et si r,,, <r,. Il est clair qu’un filtre
décroissant de K peut étre associé a une suite décroissante de cercles
C, = C(,,r,) en considérant la suite d, = gl et en notant & le
filtre décroissant admettant pour base la suite D, = d, — N d;. Nous

i=
dirons que la suite C, décrit le filtre.

De méme on définit de fagon évidente une suite croissante de
cercles de K a laquelle on associe un filtre croissant.
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Nous dirons qu’un cercle C de K est un cercle percé d’'un fermé
borné D si C contient au moins un trou de D. De méme nous dirons
qu’une classe de C est percée si elle contient au moins un trou de D.

Soit D un infraconnexe. On appelle T-filtre décroissant un filtre
percé, décroissant, défini par une suite décroissante de cercles percés
¢c,, de rayons respectifs d,, vérifiant la propriété suivante : c,, admet
au moins un nombre fini k(m) de classes T, ;, 1 <i<k(m) ; il
existe des entiers q,, ;, 1 <i < k(m) ; si l'on pose

k(m)
’ym = sup 7D(Pm,i s qm.i) 9qm = Z qm,i ’
1<i<k(m) i=1
on a la relation
T " (G’
M lim v, I g—) =0.

j
De méme on appelle T-filtre croissant un filtre percé inverse d’un
T-filtre décroissant.

La définition d’un T-filtre croissant peut étre interprétée de la
facon suivante : un T-filtre croissant est un filtre percé croissant
défini par une suite croissante de cercles percés concentriques c,, de
rayons respectifs d,, vérifiant la propriété suivante : c, admet au
moins un nombre fini k(m) de classes I',, ;, 1 <i < k(m) ; il existe
des entiers q,, ;, 1 <i<k(m) ; si l'on pose

k(m)
’ym = sup , 7D(Fm,i ,qm’[) ’ qm = 2 qm,i ’

i=1,...,k A
i (m i1

Remarque 1. — On peut résumer dans les deux cas la condition
portant sur la limite par

m-—1
(M lim [—logv,, + igl q; llogd,, —logd;|] = + o .
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Remarque 2. — 11 est bon de remarquer que I’existence d’un T-
filtre a centre est équivalente a I’existence d’une suite “‘convenable’
de disques vérifiant la condition (*) définie dans [11] par E. Motzkin
et P. Robba. Cette équivalence découle en effet du théoréme 1.2. de
facon immédiate.

4. Propriété o(9).

Nous allons maintenant traduire la définition d’un T-filtre sous
une forme qui facilitera la démonstration ultérieure de la propriété :
tout T-filtre de D annule strictement des éléments de H(D).

DEFINITION. — Soit & un filtre monotone percé d’un infraconnexe
fermé borné D et soit Q,, une suite de polynémes unitaires de degrés
4,,- Nous dirons que la suite Q,, possede la propriété (), s’il existe
une suite de cercles C,, de rayons d,, décrivant le filtre percé 9,
tels que pour tout m les zéros de Q,, appartiennent a C,, N CD et
tels que la suite

1

Qm

satisfasse

A = 1Qp lc,, -

C,,ND
m:l
(T) lim [—logh, + X g, llogd, —logd;|] =+ o .
m —> oo i=l

Pour pouvoir caractériser les T-filtres par I’existence d’une suite
de polyndomes possédant la propriété ¢(%), nous établirons d’abord
le lemme 1.4.

1.4. LEMME. — Soit D un infraconnexe ; soit C un cercle de K et
tel que CNCD # ¢, et CC I; Soient h € K(D) telle que h(x) # 0
pour tout x €C. Soient T';, ...,y les classes de C contenant des
poles de h. Soit R le dénominateur d’une forme irréductible de h et
pour tout i =1,...,k, soit Q; le plus grand diviseur unitaire de R
dont les zéros appartiennent a T';. Alors, on a :

sup
c  1<i<k(m)

Qi I, -

I‘iﬂD

] “CﬂD ;

Q
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Preuve. — Soit h; = Q; h alors h; n’a aucun pdle ni zéro dans I';
et 'on a donc |A;(x)| = Cte pour x €T'; ([3], ). Par conséquent

I3
e 1Q

de zéro dans C et ’on a donc

- 1Q; llp. . D’autre part, & n’admet pas
r;nDp !

|
“h“I‘iﬁD. ;

Y quelquesoiti=1,...,k.

C

_ ”1
I‘i h X
Enfin comme les poles de 4 appartiennent a iL=Jl I';,ona

sup ”h“[“,nD =lhllcap
d’ou le lemme 1.4.

I.5. LEMME. — Un filtre monotone & est un T-filtre si et seulement
s’il existe une suite de polyndmes unitaires Q,, satisfaisant la propriété
P (&).

Preuve. — Gardons les notations de la définition et plagons-nous
pour démonstration dans le cas d’un filtre percé décroissant.

Supposons qu’il existe une suite de polynomes Q,, de degré q,,
possédant la propriété ¢(&), et soient (I'y, ;); <i<k(m) les Classes du

cercle C,, qui contiennent des zéros de Q,, ; supposons que Q,, se
k(m)

factorise sous la forme Q,, = Il Q,, ; ou les zéros de Q,, ; appar-
i=1 ’ ’

tiennent a '), ;, et soit q,, ; = deg(Q,, ;). Alors on a trivialement

ANy Z Vo = sup  vp(T,, ;; 4, ;) ce qui prouve en considérant
1<i<k(m) ’ ’

la famille des couples (T',, ; ; q,, ;) que F est un T-filtre car la pro-
priété ¢(%) implique a fortiori

m-—1
Jim [—logv,, + ,'2;1 q; llogd,, — logd;|] = + o .

Réciproquement, supposons que % soit un T-filtre défini par une
famille (T',, ; 5 4y, )1 <i<k(m) Satisfaisant la relation (T). Pour tout
meEeN
couple (m,i) (mEN, 1 <i<k(m)) soit Qm,i Ge(I‘m,i ; qm'i) tel
que

1

<2dm (T i3 ) -
Q. i

I‘m,iﬁD
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k(m)
Alors, soit Q,, = Y Q,, ; ; soit C, le cercle de rayon d,, de K

i=1

contenant les classes (I, ;)1 < s <km €t S0it X, =11Qp NI, - ‘

1
Qm Cm('\D
On sait grace au lemme 1.4. que

1
N,= sup Q. ||
" i<ickemy P Tmi Q. ; T, ;OD
— 49m,i 1
= dm - < 27D(Pm,i ’ qm,i) ’
Qm,i I‘m',-(\D

ce qui prouve que la suite Q,, posséde la propriété ¢(&) et le lemme
I.5. est établi.

5. Propriété caractéristique des T-filtres.

1.6. PrROPOSITION. — Un filtre percé monotone est strictement
annulateur si et seulement si c’est un T-filtre.

Preuve. — Montrons d’abord que si un filtre percé monotone est
strictement annulateur, alors c’est un T-filtre.

Rappelons encore qu’une assertion voisine de celle-ci a été établie
par E. Motzkin et P. Robba dans [11]. Mais nous ne pouvons I'utiliser
ici pour montrer que tout filtre strictement annulateur est un T-filtre
car elle ne concerne que des filtres percés qui ont un centre, ce qui
n’est pas forcément le cas de ceux que nous devons considérer ici.
Nous établirons ensuite la réciproque de cette propriété, ce qui per-
mettra ultérieurement de résoudre le probléme de I'intégrité de H(D)
ainsi que les conditions que D doit vérifier pour que H(D) soit noethé-
rienne, mais aussi de compléter les résultats obtenus par E. Motzkin
et P. Robba [11] : la condition (*) suffisante, pour que D soit analy-
tique est aussi nécessaire et ceci quelle que soit la caractéristique p du
corps des restes de K.

Nous allons faire la démonstration pour un filtre décroissant, ce
qui est évidemment suffisant pour déduire le résultat dans le cas
général.
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Soit & un filtre percé décroissant auto-annulateur de diamétre R, .
Soit I Iintervalle [—log T, —log R,[. On peut choisir f € H(D) tel
que la fonction wg (f,.) associée vérifie

lim  wg(f,p) =+, et
y—-)-logRo

wg(f, n) <+ o quel que soit pel.

Soit (v,,,) la suite des valeurs de I pour lesquelles w,(f,.) admet
des sauts de pente s,, .

Soit n,, = w';(f, v,,) la dérivée a droite de wg(f,.) au point

Les points de I ou la fonction wg (f,.) n’est pas dérivable sont
isolés et d’autre part griace 4 [3], on sait que la fonction wg(f,.) est
concave sur tout intervalle v, ,v,,,;[. Il en résulte que la dérivée
w'g (f, u) vérifie, en tout point de 19, s Vm+1 [ OU elle existe,
w', (f, ) <n,.On en déduit immédiatement que

we (f, W) Swg(f,v,) +n,W—v,),
quel que soit u €[y, , V4, ]

Donc, en effectuant une telle opération m fois, on obtient la
relation

we(f, W) <wg,(f,v)+n@,—v)+---+n, @v,—-v,_)+

+n,(u-v,). (1)
D’autre part, on sait que

; (2

car la fonction wg(f,.) est concave sur 'intervalle ]vi_1 s v,.[. Alors
(1) et (2) nous donnent

< n, .
"1\"1-1+s1

we(f, W) S<we(fou)+s,(p—v)+---+s,(n-—v,).

Soit A = w(f, uy). On a la relation

j=m

w(f, <A+ X s5(m-v), 3)

i=1

quel que soit u tel que v, S U<V, .
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Nous allons maintenant fixer m = m,,.

Soit D,, une base canonique de &. Soit u,, = — log (diam(D,,)).
Soit m, assez grand pour que ol < Vmg - Soit aMOEDmIOH. Soit
Cmg I’ensemble des x € D tel que v(am0 —-Xx) = Vimg - Nous nous pro-
posons d’étudier | f(x) | pour x € Cmg - Pour cela nous allons considérer

une fraction rationnelle # € H(D) telle que

v(f(x) — h(x)) > inf wg(f, u) pourtoutx€D,

BSVpy+
et telle que wg(f, u) = wg(h, u) quel que soit u<v, ., ,

(on sait que h existe d’aprés la proposition 1.5 de [3].

On voit que wg(h ,.) admet au point Vg le méme saut de pente
Smy Aue wg (f,.) puisque ces fonctions ont méme valeur au voisinage
du point Vg -

Donc la différence entre le nombre de podles de # et le nombre
de zéros de A sur le cercle Cmg est égale a Smy, d’aprés [3] et d’aprés
la définition de w4 (f,.) [on a en effet wg(h,v,) = v(h, ,v,)].

Soient I‘mo,l S ;F"'o”‘("'o) les classes du cercle Cmg dans
lesquelles # admet plus de poles que de zéros. Soit Amg i la différence
entre le nombre des poles et le nombre des zéros de h dans T, ;.
Alors

Amy = Amg 1 + .-+ Ay, k(mg) = Smg * 4)

Factorisons # sous la forme

h=h,

b

,i'gmo,i

ou h'"o"' admet pour numérateur le polyndme unitaire des zéros de
h dans F"’o"’ et pour dénominateur le polyndome unitaire de poles
de h dans F"‘o’

-v

soit, quel que soit m, d,, =p ™.

Alors, on a d’aprés 1.3.

7D(Fmo,i >‘Imo,i)

”h"'oﬂ'"rmo,i”[’> y Tmg,i : &)

mg)
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Evaluons wg, (hmo"' , va). Rappelons que

Ws (P i s Vi) = v((h,,.o,,-),,m0 Vmy) 5

soit Ay ,i € Fmo_,.. Alors v(amo,,. - amO) = Vg -
Donc, d’aprés la proposition 1.6. ii) de [3].

v((hmo,i)amo s Vmo) = v((h’"o'i)amo,i ’ vmo ’

or, v((h'"o'i)“mo,i R v’"o) = T lmgy,i v’"o .
D’ou
W (P i » vmo) = " dmy,iVm, - (6)
D’ou
wg(gmo,i , me) = wg(h, va) + Amy,i Vm, - @)

D’autre part, g, ; n'ayant ni pole ni zéro dans F"‘o alors

22

on a

i

quel que soit x € I‘,,,O

V(&my,i (X)) = (8,

Img’ Vmg) = We(&mg,i > Vmg) -

Alors, grace a (7), quel que soit x € I‘mo on a

D)) = V(&g () + 0y (D) = Welh, V) + A s Vg +
+ vy, ) . ()

Mais griace a (3) et (4), on a

mg—1
we(h, vy ) SA+ X 40 — ).
j=1
D’ou
j=mg—1
s <a+( 2 4 Wy — y) + Qg i - Vmy + VB 1 (0))
j=1

quel que soit x € F"‘o»"'

Soit B = p~#. Cette relation s’écrit encore
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b

i=mo—1 ,d, \9 [ Ry ()
|h(x)|>B[ 1 (o) ] mg i

'r=11 T Img i
i i @)

quel que soit x € F"'o""

Alors, grace a (5)

sup |A(x)|=B I —2
xGI‘mo,i j
Donc

mg—1 4 qj

59

m
fhll, = su r. ., NB( II 0 .
‘mg (i=l,...I,3k(m0) n( Mot q'"°")) (i=1 d; ) )
Alors soit
7m0 = . Sup 7D(Fm0’i' qm'o,i) .

Il reste a vérifier que
llfllcm0 =|h Ilcm0 .

Mais c’est évident car

—wg (V)

Nrll, =p o,
mo
or
Nf—nll<p sPm

Donc WA, =Ilal, >0f-hl.
o (V]

La premiére partie de la démonstration est achevée.
En effet,
mg—1 (d"‘o qj
d;

1/l > Yy B
7

j=1
et ceci est vrai pour tout m,.

Donc il existe une famille de classes I, ; telle que

-1 ,d i
a0 (G))]-o.
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Donc % est un T-filtre.

Achevons la démonstration de 1.6 en montrant la réciproque
de la proposition qui vient d’étre établie :

si G est un T-filtre, alors & est strictement annulateur.

Nous supposerons toujours 3 décroissant pour la démonstration.

Supposons que & est un T-filtre décroissant de diameétre R, . Il
existe donc une suite de polyndmes unitaires possédant la propriété
¢(%). Nous terminerons la démonstration du théoréme 1.6., en éta-
blissant le lemme 1.6.A.

1.6.A. LiMME. — Soit & un T-filtre et soit une suite de poly-
némes Q,, possédant la propriété p(F). Alors il existe une suite crois-
sante d’entiers n = h(n) et il existe une suite de fractions I, € K(D)

$n

h(n+1)—1
(0 Q)
m=1
élément m € H(D) strictement annulé par F et tel que n(x) = 0 pour
tout x € (F).

de la forme (ou ¢, € K[X]) qui converge vers un

Preuve. — Nous nous bornerons naturellement au cas d’un T-
filtre décroissant pour effectuer la démonstration. Soit Q,, une suite
de polyndmes unitaires possédant la propriété ¢(%). Soit une suite
de cercles C,, décrivant &, de rayons d,, tels que pour tout m les zéros
de Q,, appartiennent 4 C,, N CD et tels que la suite

1
N, =1Qllc - || —
m m Cm Qm CmﬁD
satisfasse la relation (T').
Soit A, =C,ND.
et soit D, =4, —-%@) .

Alors (D,,),,en €st une base canonique de & et pour que I'élé-
ment 7 que nous allons construire soit strictement annulé par &, il
suffira d’établir les relations

w (m,u) <+ o quel que soit pu<—logR,, (1)

1 ,
Iy, <~ @)
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car (2') montre que 7 est annulé par % et nul sur @ (%) et grace a (1")
on voit que 7 est strictement annulé par .

Avant de pouvoir construire effectivement les fractions approchant
I’élément 7w cherché, nous devons établir certaines relations. Pour cela,
nous allons d’abord supposer définies une suite d’entiers croissante
n — h(n), ainsi qu’une suite d’entiers croissante n —> I(n) telles que

h(n) <In)<Il(n)+1=h(n+1) quel que soit n .

Alors, quel que soit m, soit

I(n)
R =

" m=h(n)

Soit a, € Ay (44 Soit X, =x —a,.

Il est clair que
| X, | < dp, sietseulement si x€4,.,.
Soit R, (x) = U, (X,). Développons U,. On a
U, =A, -+ Ay, X2™, o

I(n)
7(n) = deg(U,) = degR, = Y g,
m=h(n)

Remarquons la propriété suivante :
Pour tout entier § satisfaisant aux relations

0<o6<7(n),

Qumy T T Qjsy—1 T BB =7(n) — 8 < gy + - T 4y
(&) =0),

on a
| Ag | < @) ™™ x - x @y )77 X (@007 . (3

En effet, ceci tient a ce que le coefficient d’ordre § de U, est
obtenu comme somme de produits de 7(n) — & zéros de U,, cha-
cun étant naturellement compté autant de fois que son ordre de mul-
tiplicité.

Donc IAS',,I est majoré par le produit des 7(n) — 8 plus grands

zéros de U, . Evaluons ce produit. Si §, est un zéro de Q,,, alors

m m>
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$m — a, est un zéro de U, et |§, —a,| =d,,. D’ou le résultat ci-
dessus.

Nous allons utiliser (3') pour établir une relation trés impor-
tante. Mais nous allons tout d’abord définir la fraction F, .

Soit o(n) un entier satisfaisant a la relation 0 < o(n) < 7(n) et
soit #(n) tel que

Dh(n) +---+ Ai(ny-1 <7(n) —o(n) < q,,(,,) e+ 4e(ny >
AGumy T " Y 4y Y, =7(0) —0(n) .
; — 1
Soit  S,(X,) = Ay(ny+1.n X:(n)+ + Agimeain X:(n)+2 .-+

(n)
+ A-r(n),nxrt g .

Soit G,(X,) S(X) t soit F,(x) = G,(X,)
oi = et soi x) = .

U (x") n n n
Enfin, soit m, = IZII F; .

Pour faire apparaitre w, sous la forme annoncée au lemme 1.6.A,

il suffit évidemment de poser 6,(x) = S,(X,) et ¢,(x) = InI 6;(x).
i=1

Pour montrer que la suite 7, converge dans H(D), il faut disposer
d’'une bonne majoration de |1 — F,(x)| sur le complémentaire par
rapport a D de A,,,, ou |F,(x)| est égal a 1.

Nous allons établir la relation (4') : quel que soit x ED — A, _,),
on a

. d g (n) a(n)
I1T-F,x)I< (M_) ( dh(ny ) 4"
Ix —a,l
Cette relation va étre établie a partir de la proposition suivante :
Soient 0<4%,<6,<7(n) .
Alors, quel que soit X, tel que | X, |>d,,,, ona:
5 q 9j(84)-1 B(8 )
X, 1 @) "™ iy ) )
L An( ) ](52)— B(85)
< |)(,,| '(dh(n)) " ( (8, )_1) (d(sz))
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En effet, les d,, en facteur dans chaque membre de I'inégalité,
sont par hypothese, inférieurs a | X, |. Alors, la somme des puissances
de | X, | et des d,, étant la méme dans chaque membre, le plus grand
de ces termes est celui qui a la plus forte puissance de | X, |.

Donc, en utilisant la proposition qui vient d’étre établie et (3')
pour tout X, tel que |X, | > d,,, et pour tout § < o(n), on a

5 5 qp qj(8)—1 8
I X 1 1A I <IX, 1P (dyy) "™ @)= ) 1O 71 @5 P<

q q - &
< lx,, la(n) . (dh(n)) h(n) . (dt(n)—l t(n)—1 (dt(n)) n
Ce qui montre que, pour tout X, tel que | X, | >d,.,,, on a
(U, —=S)X)I<  sup (1A, 11X, <

0<6<a(n)
q - «a
<X, "™, n(ny) e (@i my-1) et CHSVANS

Or les d,, sont inférieurs a d,,, pour h(n) <m < t(n). Donc,
finalement, quel que soit X, tel que | X, |>d,.,, on a

1(U, — $,) X) | < 1X, 1 (d ) P70

Or, d’autre part, il est évident que quel que soit | X | > dh(,,),
on a
U, (X)) =1X,I"™,
car les zéros de U, sont en valeur absolue inférieurs a dj,,,,. D’ol1 le
résultat suivant :
Quel que soit X,, tel que | X, | >d,,, on a

7(n)—o(n)

11— G,(X,)| <(l£;%)

ce qui est équivalent a la relation (4') lorsque xﬁEAh(n).

Nous allons établir maintenant une majoration de |S,(X,)| lors-
que | X, | < dp,y-

Rappelons que d’aprés (3') on a

5 8 Th(n) 9j(8)—1 B(8)
1, 1P 1 Ag, o | SUX, 1P @yny) "™ o (disy—y) @71 (d)i5)) ™

Mais les termes de S, vérifient tous § = o(n) + 1. Donc
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1X, 121 Ag | SIX, [P X oMt @, R
.(d’_(s)_l)"i(s)—n F(d;5))°®.
Rappelons maintenant que les d,, considérés vérifient d,, <d,,,,
et que par hypothése | X, | < d,,(n). Alors, on a
1X, 1P 1Ag 1 < TX, 170 (dy 707

quel que soit § = o(n) + 1.
D’ou la relation : quel que soit X, tel que | X, | <d,,), on a
|S,,(X,,)| < IX,, la(n)+1 (dh(n))r(n)~a(n)——l .
Pour simplifier les notations, nous utiliserons de préférence la
relation suivante, vraie a fortiori.

Quel que soit X, tel que | X, | <d,,,, on a
1S, (X) | < 1X, 17 (dyy )70 (5"

Nous allons maintenant minorer | U, (X,)| lorsque | X, | < d,, -

Une remarque s’impose d’abord. Comme nous ne considérons
F, (x) que pour x €D, il est évident que nous n’étudierons U, (X,)
que pour X, + a, €D.

Soit A, l'ensemble des X, tels que X, +a, €D et tels que
1 X, | < iy
Soit V,(X,) =Q,,(x), (im=h@®n),...,I(n)).
I(n)
Alors U,X,)= 1T V_(X).
m=h(n)

De plus, quel que soit X, tel que d,, <1X,|1<d,,,,,on a
IV;(X) 1 =1X, ‘% pour tout j>m,

IV;(X,)| = ()"  pour tout j<m,

et grice a la propriété o(F),

v >lanm
IV, (X)) = N

m

d’aprés le lemme 1.4.

Il résulte de ces trois relations, la relation suivante :
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Soit m tel que h(n) < m < I(n). Alors, quel que soit X, €A,
tel que d,, <1X,1<d,,,,,ona

(q,(,,)+-"+qm) An(n) Ay —1
@pmy - - -y ™

A

n |

10, (X)) 1 = (6"

m

Superposons les relation (5') et (6").

Soit X, € A, tel que d,,,,, < |X, | <d,,. D’aprés (10") et (11",
on a

1G,,(X,)| = %)
T,(X,)
| Xn Ia(n) . (dh(n))f(n)—o(n) . )\m
< X Iql(")+. T (dh(n))q,,(,,)‘ o (dm—l)qm_l

Supposons d’abord t(n) > m.
Alors a(n) <qy,y + -+ +4q,. Donc
X, 176" 1

I X Iql(")Jr'”’kq"l B | X |(qt(n)“°‘n)+(‘7r(n)+1)+~-+qm ’
n n

Multiplions numérateur et dénominateur de |G, (X,)| par
| X, "= Majorons au numérateur |X, | par d,, et minorons au
numérateur | X, | par R, . Il vient :

m-1 ,d i dyiny YT~
c.oxyi<|l m (=) |-a (22 (T
G, (X,)| [,-=n<n> d,-) ] ” (R0 ) (7)

Supposons maintenant t(n) < m.

a(n)
IX,,I _ IX l(qm+“'+qt(n)—l+an) .

n

q +.--+q
|Xn| l(n) m

Multiplions le numérateur et le dénominateur de |G, (X,)| par
I X, |7 =9(")  Nous retrouvons la relation (7°) aprés avoir, de méme,
majoré | X, | au dénominateur par d,, et minoré au numérateur par
R,.

La relation (7') est donc vraie quel que soit m tel que
h(n) < m < I(n) et quel que soit X, tel que

d, ., <IX,1<d, .
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Cette relation (7') se traduit encore de la facon suivante :
Soit m tel que A(n) < m < I(n).
Soit x€D,, — D,,,,. Alors on a (7")
T(n)—o(n)

|F,,(x)|<[ " —) ] M "“) (1)

j=h(n)

Etudions maintenant le comportement de |G,(X,)| lorsque
X, €EA, .- On voit que | X, | <d,,.

IV, (X)! = (dm)q’" quel que soit m tel que h(n) <m <I(n) .
1(n)
Dou U,X,)= 1 @,
m=h(n)

D’ou, quel que soit X, €A, ,,, on a

@) @ré) ™)

G, (X,) 1 < —2
dm

n a,)

m=h(n) (8')

7(n)—o(n)

1) Ay N
< I (72) (32
m=h(n) m 0
Cette relation se traduit par la relation (8") :
Quel que soit x€4,,,,) on a
(n) 7(n)—o(n)
|E, (x)] < 1'[ z(n)) ( h(n )) (8"

m=h(n)

Nous sommes maintenant en mesure de construire la suite F,,
ce qui revient a définir les suites A (n), [(n), o(n).

Pour des raisons de commodité, nous utiliserons Y (n) = 7(n) —o(n).

Supposons construits jusqu’au rang n les entiers Y (n) et I(n — 1),
tels qu’ils vérifient :

(——dh("-”“ <L @)
Apn-1) n
d v (n)
(2o ) < (10")

R,
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(11" quel que soit m = h(n), on a

d, \Y 1
i 2y <2

Nous connaissons donc I(n, — 1), h(ny) =1Il(n, — 1) + 1 et
V(n,).

Montrons qu’alors, on peut choisir Y (n, + 1) et I(n,). En effet,
soit Y (n, + 1) assez grand pour que :

Y(ng+1)
dh(n0)+l) ° 1

d no+1.

h(no)
Alors, il existe un rang N tel que, pour m > N, on ait :

d \P("o"’l)
(=) <2 car lim d,=R,.

Ro m—>o

Enfin, par hypotheése
im — =
m —> oo j= h(no) ( d]

Donc il existe un rang M tel que pour m = M, on ait :

qi 1
A (1 h(ng) ) )< 8(ng + 1)

Donc les relations (9"), (10"), (11") sont vérifiées au rang ny + 1.

Comme la construction aux rangs 1 et 2 est triviale, la suite est
construite quel que soit n.

Nous allons en déduire que la suite F, associée posséde les pro-
priétés cherchées.

Montrons d’abord que
N, | <sup(lim, _,II,llm, _,1ID . (12"
Supposons d’abord x €D — A, (.
On a T,(x) =m,_,(x) F,(x), et
|F,(x)| =1 quel que soit x€D — 4, .

Donc |w,(x)|=|m,_;(x)| quel que soit x€D — A,,(n).
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Donc la relation (12') est triviale pour x €D — Ah(”) et elle est
la conséquence de la relation
Im(x)| = Im,(x)| quel que soit x€D —A4,.,, . (13"

Supposons maintenant x € Ay, ,,, et soit m tel que x €D, ,
xé€D,.,,.

IE,_, )1 1F, 01 < ( T (fd’_("))qm))\m.

m=h(n-—1) dm

v(n-1) v(n)
) (dh(n—l)) " (dh(n)) " i
R, R,
d’aprés (8").
1
Mais le membre de droite est majoré par " d’aprés (10") et (11").
D’ou

lm, _, |l
[, (x) | <—nz quel que soit x €A, .,y . (14)

Supposons enfin x € Ay, — Bppi1y -

Soit m tel que x€D,,, x¢D,,,, ; alors

IF, _, (x) F,,(x)|<(j=§n) %)q;),xm.
]

d’aprés (7").

Le membre de droite est majoré par

1
d’aprés (10") et (11°)
n-—1

lh, _, Il
I, ()| <

quel que soit x €A, ) — A, 4. (14")

Donc en résumant les deux derniers cas, on voit que la relation
(14") est vérifiée pour tout x € Ay (ny» €t la relation (12') est évidem-
ment une conséquence de (14").
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Nous allons d’abord appliquer ce résultat a I'étude de

Tpe1 (X) — M, ()| pour x€A4Q,q,, .

On a
7, G- 1 Fpy X)) = 1I<Im - |F,, (x)—1].
Or
lm, I < sup(im, _lilm, _,1D-<---<sup(llw Il,lIm,[) =M
D’ou

|7, ()| <SM-|F,,, () — 1] .

Or, d’aprés (4') et (9') quel que soit x €D — Ay ON a

dh(n+l) y(n+1) 1
1 -F <\———— < :
1= Fya 01 < Qo ) ——

D’ou

7y () —m,(x) | < , quel que soit xED — A, . (15"

n+1

Etudions maintenant |7, ,, (x) — m,(x)| pour x €A, .

Grace a (14') nous voyons que, quel que soit xEAh(n), on a

M
|, (x)l<—‘_—1

Evaluons |m,,,(x)|. Toujours grace a (14") nous avons, quel
que soit x €Ay, 41,

M
Tpsy (X1 <7

Il reste donc a étudier |, (x)| pour x €A, ) — Bp(n+1)-
On a

I, ) =1m, )l IF, ;).
Or

Foo()I=1 pour x€A4,.,)— Byp+y -

M
Donc [T, )| =1m, (x)|<———1-

PR M
D’ou ”7rn+1 m, “<——_——1
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Ceci montre la convergence de la suite 7, vers un élément m qui

vérifie notamment “1r”Ah(n) < donc la condition (2') est

n—1
réalisée.

Il est évident d’autre part que wg(f, u) < + . En effet, quel
que soit u fixé, inférieur & — log R, , soit m, tel que — log dm0 > u
Soit n, tel que A(ny) > m,.

Alors on a, quel que soit n > n,, et quel que soit x tel que
x & D'"o , IF,(x)I = 1. Donc, quel que soit u < — log d'"o s
wg(F, ,u) = 0. Donc

we(m, 1) = we(m, , 1) = wg(m, 1) .
Or 7, €K(D), donc wg(m, ,u) <+ oo,

Donc wg(m, u) < + o, quel que soit 4 < — log R, et la condi-
tion (1') est bien réalisée, ce qui montre que 7 est strictement annulé
par 3.

Donc & est un filtre percé strictement annulateur.

Le lemme 1.6.A. est établi ainsi que le théoréme 1.6.

6. Filtres percés simples. Exemples et contre-exemples.

Nous allons présenter ici quelques exemples de filtres percés et
déterminer s’ils sont, ou non des T-filtres. Pour cela, nous allons
considérer une catégorie de filtres percés dont ’étude est facilitée par
la rareté relative des trous qui le composent, et que nous allons main-
tenant définir.

DEFINITION. — Soit D un infraconnexe, & un filtre percé décrois-
sant de D et (D,), <N une base canonique de 3. Alors le filtre percé i
est dit simple si et seulement si la suite (D,) vérifie a partir d’'un
certain rang N la propriété suivante

lensemble (D, U D, ,,) admet au plus un trou.

De méme, un filtre percé croissant est dit simple s’il est I'inverse d’un
filtre percé décroissant simple.
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Remarque. — Si un filtre percé simple admet pour centre I’origine,
alors I’ensemble des trous internes de Dy est une suite monotone
décrivant & et cette suite suffit a caractériser les propriétés du filtre &.

Nous noterons par (T,,),,cn une telle suite, et nous noterons p,,
le diamétre de T, , ainsi que

m>»

d,=d(T,,,,T,) sid est décroissant,

d,=d(T,_,,T,) sig est croissant.

On voit que & n’est décrit que par une seule suite de cercles
concentriques percés c,, n’ayant chacun qu’un seul trou T,, dans une
de leurs classes I, .

Alors % est un T-filtre si et seulement s’il existe une suite d’entiers
4,, = 0 vérifiant

m-—1
lim [log vp(T,, q,) + l}:_,l q; |logd,, — logd;|] = + o .

Im

Or Yo T s @) = (i;’”—)
m

Donc % est un T-filtre si et seulement si il existe une suite d’entiers
4, = 0 tels que

m-—1

(T)  lim_[q,,(log p,, — logd,,) + X q;|logd,, — logd;|] = +eo

Nous allons citer quelques exemples intéressants, dont certains ont
déja été obtenus par E. Motzkin et P. Robba sous I’hypothése que le
corps de reste de K est de caractéristique non nulle, que nous éviterons
ici.

Soit R le diamétre de &, c’est-a-dire la limite de la suite d,,.

1) Si la relation d,, = p,, est vérifiée pour une infinité d’indices,
alors 3 est un T-filtre [10].

2) Si la série de terme général |log R — logd,, | est convergente
et si la relation p, = d, n’est vérifiée que pour un nombre fini -
d’indices, alors une condition nécessaire et suffisante pour que J soit
|logR —logd,,|

un T-filtre est que la série de terme général
logd,, — logp,,

soit di-

vergente [10].
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. . . T p vt
En particulier, on voit que si lim —— < 1 alors & n’est pas un
m —>» oo

T-filtre.

3) Si la série de terme général |log R — logd,, | est divergente et
si lim p, >0 alors & est un T-filtre.

m —> oo

4) Un exemple plus intéressant encore que I'’exemple 3) montre

que la condition lim p, > 0 n’est pas nécessaire pour que ¥ soit
m —> oo

un T-filtre.

En effet, il est clair que si
ms—l

lim - + ¥
Jim (log p,, — logd,, ,:1

llogd,, — logdiI] =+ oo |

alors & vérifie la condition (T,) avec q,, = 1 pour tout m.

Or cette condition peut étre réalisée avec une suite p,, telle que

lim p,, = 0, & condition bien sir que,
m —> oo

m—1
li logd, —logd:;| | =+ o
pm [ voaa s |
Il est 4 remarquer que cette derniére relation est vraie si et seu-
lement si la série de terme général |log R — log dil diverge [11].

II. APPLICATIONS AUX PROBLEMES D’ANALYCITE

1. Caractérisation des ensembles analytiques.

Rappelons le probléme posé par E. Motzkin et P. Robba [11].
Une partie D de K est dite analytique si pour tout a € D, pour tout
r > 0 et pour tout f € H(D) tel que f(x) = 0 pour tout x €D satis-
faisant |x — a| <r, on a f = 0. Nous allons caractériser les ensembles
analytiques au moyen des T-filtres.
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DEFINITIONS. — Soit D un infraconnexe et soit ¥ un T-filtre. Soit
f € H(D). Nous dirons que f est auto-annulé par F si f est strictement
annulé par F et si v(f(x)) = + o quel que soit x € R(F).

IL.1. LEMME. — Soit D un infraconnexe de diamétre R. Soit
a €D, soit r < R et soit d I'ensemble des x €D tels que |x — a| <.

Soit f € H(D) tel que f(x) = 0 pour tout x €d. Alors il existe un T-
filtre & tel que d C R(F) et tel que f soit auto-annulé par .

Preuve. — Si f est auto-annulé par un T-filtre décroissant de
centre a, de diamétre =>r, le lemme est établi. Sinon,onav,(f, u) =+ o
pour tout u = —logR. Soit b €D tel que f(b) #0 ; on a donc
la—bl>r et v,(f,—logla—bl)=v,(f,—logla—bl|) =+ .
Or “E,T,, v, (f, u) = v(f(b)), ce qui prouve I'existence d’un nombre

v=—logla— bl tel que v(fb,y)<v+°°pour
u>v et lim v, (f, pu)=+0co.
u—=>v

Donc il existe un T-filtre croissant & de centre b, de diamétre p~"
tel que f soit auto-annulé par & et I'on a bien d C R(F).

b

I1.2. THEOREME. — Une partie D de K est analytique si et seu-
lement si D est infraconnexe sans T-filtre a plage non vide.

Preuve. — Il est immédiat de se ramener au cas d’une partie bornée
grice 4 une inversion, centrée en un trou de D. (Si D n’admet pas‘ de
trou, D = K et H(D) = K(D)). D’autre part il est immédiat de se
ramener au cas d’un fermé borné grace au corollaire I1.2. de [2]. Alors
on sait que si D est analytique, D est infraconnexe d’aprés le théoréme
1.8. de [2] car si H(D) admet des idempotents # 0 et 1, D n’est pas
analytique. Enfin, I'infraconnexe D ne doit pas admettre de T-filtre &
a plage non vide car il existerait f EOH(D) tel que f(x) = 0 pour

tout x ER(F) et en particulier, si a € R(F) et si r = d(a,CRT)),
f(x) =0 pour tout x €D tel que |x —al| <r.

Réciproquement si D est infraconnexe, un élément f SOH(D) tel
que f(x) =0 pour |[x —al<r, (@€ED et r > 0) est auto-annulé par

un T-filtre dont la plage contient a, d’aprés le lemme IL.1. et ceci ne
peut donc pas se produire si D est sans T-filtre a plage non vide.
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2. Transformation de Fourier associée a Zp .

" Rappelons briévement le probléme de la non-injectivité de la trans-
formation de Fourier p-adique relative a Z,. M. Guerraoui et B. de
Mathan ont montré dans [7] que si la transformation de Fourier p-
adique associée a Z, n’est pas injective, un groupe abélien compact
totalement discontinu est Fourier-injectif si et seulement s’il s’identifie
a son dual p-adique. Il s’agit donc d’établir qu’en effet cette transfor-
mation de Fourier associée a Z, n’est pas injective.

Pour cela nous allons d’abord rappeler la définition de cette trans-
formation de Fourier.

Soit p un nombre premier, soit Q, le complété de Q pour la valeur
absolue p-adique I.lp ; soit K le complété d’une cloture algébrique de
Qp munie de I'unique valeur absolue prolongeant celle de Qp, soit v,
sa valuation (vp x)=— logp lep) et soit M ’idéal de valuation de K.
Pour tout entier s 2> 0, soit I'; le groupe des racines p*-iéme de I'unité

et soit I' = sL=Jo [';. On sait que le groupe I" s’identifie au groupe des
homomorphismes continus de Zp dans (K*,.) par lisomorphisme ®
qui associe a vy €I" I'application ®(7y) telle que (y) (x) = Y*(x € Zp).

Soit L'(I") lalgébre de Banach p-adique des applications de I'

dans K qui tendent vers O suivant le filtre des complémentaires des

parties finies de I', dont la norme est définie par || £l = sup | f () Ip
yEI

et dont la multiplication est la convolution f * g définie par

frgy) = f)egnrs™).

ser

Enfin, soit €(Z, , K) l'algébre des applications continues de Z, dans
K munie de la norme de la convergence uniforme sur Zp.

On appelle transformation de Fourier p-adique relative a z,
I'homomorphisme F de LY (") dans G(Zp , K) défini par

FHM= 2 fy"

yeT

pour tout n€Z,.
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3. Aspect analytique du probléme.

En 1971, B. de Mathan a fait la conjecture : & n’est pas injective.
Cette conjecture a trouvé en 1973 deux solutions simultanées. L’une
obtenue par J. Fresnel et B. de Mathan [4] utilise une amélioration
des résultats de [9]. L’autre que nous allons étudier raméne la conjec-
ture & un probléme d’analycité griace a la proposition II.1 due a Yvette
Amice.

1

I1.3. PROPOSITION. — Soit r < pPP~V ¢t soit D I'ensemble des
x €K tels que |x — y| = r pour tout vy ET. Le filtre croissant ® qui
admet pour base la suite des parties

__1
p"(p -1

est percé. Alors 3 n’est pas injective si et seulement s’il existe un

A, = x€DIO<vp(x—l)<

a
élément de H(D,) auto-annulé par G et de la forme g(x)= Y, X
YET 1 - rx

Preuve. — Soit f € L,(I"). Pour tout x € I, il est cla_i\rl que la
famille f(7y) ¥"x™ est une famille sommable et la fonction f définie

sur M par f (x) = 2, > f(y)y"x" satisfait

neNg vy&TD
foy=Y f ¥ )= 3% lf(Y)
yET neN, YET o

de sorte que 7 est en fait la restriction d’une fonction f définie sur

K_Tpar()Foy=y LD

7—6‘[‘ 1 - 7YX

; alors on a f € H(D). De plus,
1
on sait que si v et Y €T on a |y — 7' | = pP?®~Y de sorte que
1

comme r < pP?~Y) chaque trou de D contient un seul élément de " ;

par suite le développement Mittag-Lefflerien de f se présente sous la
forme (1).

On sait que pour tout entier m > 0, I',, — I',,_, se compose de

p™~!-(p — 1) points répartis sur le cercle C,, de centre 1, de rayon
1

pP" (-1 et il en résulte donc que le filtre croissant B est percé.
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Maintenant, il est clair que f € Ker & si et seulement si

) 2 FMMY"* =0 pour tout nE€Z (car Z est dense dans Zp) ;
yeT

mais trivialement, (1) est équivalent a (3) 2 () ¥*x" = 0 pour
yerl

tout x € . Or (2) est aussi équivalent a (4) Z ( 2 f( 'y")x" =0
yer

neN, [S
pour tout x € I car (3) implique (4) et comme toute série de Taylor
nulle sur un disque a tous ses coefficients nuls, on voit que (4) implique
(3). Donc finalement f € Ker % si et seulement si f(x) = 0 pour tout
x ENC. Or le développement Mittag-Lefflerien de f montre quef = 0
si et seulement si f = 0. On voit donc que & n’est pas injective si et
seulement §’il existe un élément f SOH(D), de la forme (1), dont la

restriction 4 AT est nulle ; il résulte du lemme II.1 que I est inclus
dans une plage de T-filtre et comme ® est le seul filtre percé de D,
cela implique que ® soit un T-filtre. Réciproquement, si ® est un T-
filtre et s’il existe un élément g € H(D), auto-annulé par 6 et de la

a
forme 2 Y o0 la famille a, tend vers zéro suivant le filtre
1 — vx v
yer

complémentaire des parties finies de I', alors la fonction f: vy — a,
appartient a Ker & et la proposition II.3 est établie.

4. Solution du probléme.

Nous allons maintenant résoudre le probléme posé sous cette
nouvelle forme.

I1.4. PROPOSITION. — Le filtre percé ® est un T-filtre et il existe
un élément g € H(D), auto-annulé par G, de la forme
a

Y __r . (1)

7"&"1‘ 1 —yx
IL.5. COROLLAIRE. — & n’est pas injective.

Preuve de la proposition I1.4. — Supposons construite une suite
de polynomes Q,, possédant la propriété ¢(%®) et telle que pour tout m,
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Q,, n’admette que des zéros simples appartenant tous a I" et soit g un
élément de H(D) auto-annulé par ¥ et de la forme indiquée par le
lemme 1.6B. Alors comme les zéros de Q,, sont simples, il est clair que
pour tout yE€T, (1 —yx)g€HDU T’r) ou T7 est le trou de D qui
contient y~!. Donc la partie singuliére du développement Mittag-

a
Lefflerien de g relative au trou T7 est de la forme Y ce qui prouve
x

que g est bien de la forme (1). Il reste donc a construire une suite de
polynomes Q,, possédant la propriété ¢(%) telle que pour tout m €N,
Q,, madmette que des zéros simples, appartenant tous a I'.

p—1
Pour tout entier s, 'y est de la forme I';_, + > u,,I;_, ol
i=1

(us ), (1 <i<p — 1), désigne p — 1 racines p*-iéme de 1 telles que

( 1 )
lug ; — ug jl, =p 2*~'®-1Y On notera Fyo=T,_yetl ;=u I,
1

plp -1
On appellera I'-cercle I'intersection avec I' d’un cercle C centré
1
en un point de I', dont le rayon est de la forme r, = p”s_l(”'”.
(Alors on sait qu’un I'-cercle de rayon r, posséde p*~*(p — 1) points).
En particulier, pour tout s €N, on notera Z; le I'-cercle de centre 1,
de rayon r, ; alors il est clair que I'y N CI'y_, = Z . D’autre part, on
notera C; le cercle de centre 1, de rayon r,.

(1<i<p-1)etonadonc —logd(l"sy,.,l"s,,) =

Pour tout entier n fixé nous allons construire maintenant une

partie E, de I" aussi grande que possible telle que pour tous x;é Y€E,
x#y
1

prTip - 1)
construite une partie E, ; de I’y satisfaisant la relation (5) pour tous

x,y€E, ; et telle que tout I'-cercle ¥ inclus dans I’y et de rayon
x#*y ’

on ait (5) v,(x —y) = Soit s = n et supposons déja

r, = r, satisfasse (6) Card(Z NE, ;) = p*~!(p — 1). Nous allons cons-
truire une partie E, ., de I'(,, contenant E,  , et satisfaisant
toujours (5) et (6) au rang s + 1. Pour cela considérons les parties

p—1
r =u ns+1 = Ep s U Y us,iEn’s). Il est

s+1,i Gy et soit E

s+1,i s

clair que E, (,, satisfait encore les relations (5) et (6), et on peut
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ainsi construire E, par récurrence en posant E, = U E,k .. Nous
s=n 4

allons maintenant construire la suite Q,, de la fagcon suivante. Pour
tout m €N, soit v,, la partie entiere de log, m et soit A, une classe

du cercle C,,. Alors soit Q,(X) = aEEvSﬂ 4 (X—-—a ; on a
degQ,, = pr T ot Q,, admet exactement P70 (p — 1) poles

sur chaque I'-cercle inclus dans A, et de rayon ri w, +1<j<m).

Nous allons établir que la suite Q,, posséde la propriété ¢(®),
ce qui établira le théoréme d’aprés ce que nous avons vu précédemment.

Pour cela nous allons majorer les nombres

Am = 1Qu lc, -

Q.

4a,,ND

Soit T un trou de D inclus dans A, et soit « € T. Alors il est clair
que pour |x — alp =r,on a

log\,,) = — v, ((Q). —,ﬁ(———) v, ((Qu) —)
1
= —v, (@ ,m) +0,((Q), pm-l—v}n(p —)
—va((Q,,,),pm_, o )+v (@, l)

Or, par construction, le polyndome Q,, admet au plus un zéro
dans chaque disque centré en un trou de D et de diamétre Tm—v,, de

sorte qu’on a :

1 1
— v, ((Qm) , m)+ va((Qm) ) pm—l—vm(p B 1)) <

j—1—v pum+l
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N 1
d’ou logA,, <p + ——1
Alors comme les zéros d’un polynéme Q,, appartiennent tous a
m—1— T'm \Y
A, ,ona,enposantq,, =p ‘m ||

=\, I (2
I “c np M = (_rl‘)
et 'on est donc ramené a étudier la suite I_I (—) Soit

i
1 ,d_ i
e (7 ()

1
Ona A, =Y (logd; —logd,)q; =

i—1—u; 1 1
=Y P = —
=1 Plp-1 P*"l'(p-1
etcommeP’>10nv01tqueA >(S‘ - S‘ P/_ _v) )Or
i=1 p—1
v lP""‘ /

-

I est borné de fagon évidente, ce qui prouve que
i:

lim A, =+ o

s
m —> oo

donc la suite Q,, posséde la propriété (%) et la proposition I1.4 est
démontrée.
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