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LES ESPACES DU TYPE DE BEPPO LEVI
par J. DENY et J. L. LIONS.

On sait que Beppo Levi a introduit une classe de fonctions
qui jouent un réle important dans la théorie du probléme
de Dirichlet (') : les fonctions définies dans un ouvert Q de R,
qui sont absolument continues sur presque toute paralléle
aux axes de coordonnées, et dont les dérivées partielles du
premier ordre, qui existent presque partout dans (, sont de
carré sommable dans Q. Nikodym, qui les a étudiées systéma-
tiquement, les appelle fonctions (BL) ().

La définition précédente a I'inconvénient de dépendre du
choix des axes de coordonnées (*) et n’est pas toujours d’un
usage trés commode; 1l semble avantageux soit d’élargir
la classe des fonctions de Beppo Levi (en considérant les fonc-
tions dont les dérivées généralisées sont de carré sommable
dans Q), soit au contraire de la restreindre. On obtient ainsi
d’une part les fonctions que nous appellerons (BL) (*) : ce sont
elles qui s’introduisent naturellement dans certains énoncés
d’analyse fonctionnelle, et nous les étudierons tout d’abord;
d’autre part les fonctions (BL) « précisées » (*) : elles intervien-

(') Beppo Levi [1]. En réalité, Levi considére seulement des fonctions définies
continues sur ’adhérence d’un ouvert plan assez régulier. La définition plus générale
du texte est die a Nikodym.

(3) Nikodym [1].

(3) La fonction égale a 1 sur le produit cartésien K de deux ensembles de
Cantor portés par les axes Oz et Oy, égale a 0 partout ailleurs, satisfait a la définition
de Beppo Levi (ou plutét de Nikodym) relativement au systéme d’axes Oz, Oy,
mais n’y satisfait plus si on prend pour axes les bissectrices des précédents (car la
projection de K sur une telle bissectrice n’est pas de mesure linéaire nulle).

(*) Nous nous écartons ainsi de la terminologie de Nikodym, mais d’une fagon
qui n’est pas essentielle (voir chap. I, théoréme 3. 1).

(8) Ces fonctions sont appelées (BLD) par Brelot [6] et [7].
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nent dans la théorie fine du potentiel newtonien, et leur étude
fera 'objet de la seconde partie de ce travail.

Plus généralement nous étudierons, sous le nom d’espaces
du type de Beppo Levi, des espaces constitués par des distri-
butions ou des classes de distributions définies dans un ouvert Q
de R" et dont les dérivées du premier ordre appartiennent a un
espace E de distributions dans Q (les fonctions (BL) étant
obtenues pour E = L*Q)); un court troisiéme chapitre est
méme consacré au cas ou ce sont les dérivées d’ordre m qui
sont dans E.

De nombreuses propriétés des fonctions (BL) se trouvent dans
la littérature (°); nous reviendrons sur les plus importantes
pour y apporter des précisions et des compléments, et surtout
pour obtenir des résultats nouveaux sur des problémes simples
concernant les dérivées généralisées de fonctions définies
dans un ouvert: ainsi les relations entre ouverts de Soboleff,
de Nikodym et de Poincaré (chap. 1, § 5); une caractérisation
simple des ouverts connexes pour lesquels le probleme de
Neumann (") relatif & I’équation Au = 0 admet une solution
quelle que soit la « donnée-frontiére » satisfaisant a la classique
condition nécessaire d’orthogonalité (chap. 1, théoréme 10. 2);
la caractérisation des ouverts connexes Q tels que l’espace
complété de l’espace des fonctions indéfiniment dérivables
a support compact dans Q, normé par la racine carrée de
I'intégrale de Dirichlet, soit un espace de distributions (chap. 1,
théoreme 2. 1), etc.

Nous nous plagons toujours dans un ouvert de R laissant
de coté des extensions possibles aux « espaces de Green » (%)
et méme aux espaces de Riemann.

On trouvera a la fin de I’article un tableau des principales
notations et définitions.

L’essentiel de ce travail a été résumé dans une note aux

Comptes Rendus (Deny-Lions [1]).

(®) Voir entre autres: Nidokym [1], Morray [1], Calkin [1] Fuglede [1]:
pour les fonctions « précisées » : Deny [1], Aronszajn et Smith [1] Brelot [6], Lelong-
Ferrand [1]; pour des propriétés semblables d’espaces fonctionnels voisins : Soboleft
[2], Nikolsky [1].

() Tel qu'’il est posé, par exemple, dans Courant et Hilbert [1].

(%) Brelot et Choquet [1], Brelot [7].
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I. — ETUDE GENERALE DES ESPACES BL(E)

1. Espaces BL(E), BL'(E). — On désigne par { un ouvert
connexe quelconque de R"; on désigne par 9Pg I'espace des
fonctionsindéfiniment différentiables sur Q, & valeurs complexes,
a supports compacts, muni de la topologie de Schwartz (Cf.
Schwartz [1] et [2]). Soit 9 son dual, espace des distribu-
tions sur .

On désigne par E un espace vectoriel topologique localement
convexe séparé et complet, contenu dans 9 avec une topologie
plus fine.

DeriniTion 1.4. — On appelle espace de Beppo Lewi
attaché a E, et I'on note BL(E), I’espace des distributions T

- 0 . . .
sur () telles que = T soit dans E pour tout z, mum de la topo-
X

logie la moins fine telle que les applications T —>bi T soient
continues de BL(E) dans E. i
Cet espace n’est pas séparé; cherchons l’adhérence de 0,

. . ., 0
soit 7, dans cet espace: T eTo équivaut a b—-T =0 pour
Z;

tout ¢ (car E est séparé), donc T est localement constante, et ()
étant connexe par hypothése, T est constante dans Q. Donc:
Tb = sous espace des constantes.

On désigne par BL'(E) I’espace vectoriel topologique séparé
associé 4 BL(E), t.e. le quotient de BL(E) par 7. On désigne
par T* un élément de BL'(E); si T est quelconque dans T°,
e Dy, T est 'ensemble des distributions {T 4 ¢{, ¢ = cons-
tante quelconque.

On va montrer le

Tatoreme 1. 1. — L’ouvert Q étant connexe, et U'espace E
séparé et complet, U'espace BL'(E) est complet.
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Démonstration. — Soit T, un filtre de Cauchy dans BL'(E);
pour T.€eT, quelconque, % T, est un filtre de Cauchy dans E,

, 0 . .
done, E étant complet, O—T¢—>Si dans E, et il reste 4 mon-
Z:

" . , 0 .

trer qu’il existe T dans 9, telle que b-;T =S, pour tout .
Si Q = R", c’est le théoréme VI, de Schwartz [1], p. 60.
Dans le cas général, c’est une conséquence immédiate du

3¢ théoréme de Rham (cf. de Rham-Kodaira [1], Th. C, p. 40) :

il faut montrer en effet que le courant w = Y S,dz; est un

i=1
d-bord (d= différentielle extérieure); or » est limite dans
Iespace des courants de degré 1, des courants w,:

0o = 3 = T,dz,=dT,

i=1 xi
qui sont donc des d-bords; l'espace des d-bords étant fermé,
o est un d-bord. c.q.f.d.

ExempLEs. — 1) L’exemple le plus important est celw
ou E est l'espace L*(Q) des (classes de) fonctions de carré
sommable sur Q (pour la mesure de Lebesgue ordinaire dz).
On pose alors s’il n’y a pas ambiguité : BL(L*(Q)) = BL
ou BL(Q). Si T eBL(Q), on pose

nTnf-—-igHb% q

ce qui définit sur BL(Q) une structure préhilbertienne. On pose
BL(L*(Q)) =BL" ou BL*(Q). On a:

CoroLrraIre 1. 1. — L’espace BL'(Q2) est un espace de Hilbert(*).

2
L2

2) On prend E = L*(Q), espace des (classes) de fonctions de
puissance p*™° intégrale sur Q, 1< p<< o (si p= o,
L#(Q) est 'espace des fonctions essentiellement bornées sur ().
On a alors:

Cororraire 1.2. — L’espace BL'(L?(Q)) est un espace de
Banach.

(%) Ce théoréme est dii pour l'essentiel & Nikodym [1].
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3) On prend :
E = L{.(Q), espace des fonctions sur Q qui sont localement
dans L?; si Q, est une suite croissante d’ouverts bornés, de
réunion Q, L{.(Q) est muni de la suite de semi-normes :

(Joulurdz)”.

L’espace L{,(Q) est alors un espace de Fréchet (i.e. métri-
sable et complet) et

Corovrraire 1. 3. — L’espace BL'(L{,.(Q)) est un espace de
Fréchet.

2. Propriétés locales, avec E = L{.(Q2); théoréme de den-
sitt. — On va montrer le

Tutorime 2.1. — Si TeBL(E), E = 1{.(Q), alors T
est presque partout égale a une fonction (notée encore T) de
lespace L{. ou 1/q=sup(1/q;, 0), 1/q, =1/p —1jn, sauf

a) stp =1, auquel cas on peut seulement prendre qavec1/q < 1/q,
(mais alors la propriété reste valable en remplacant Lf,. par
un espace de mesures sur Q); b) si p= n =+ 1, auquel cas
T e LL.(Q) pour tout r fini. St p >n, T est continue.

Démonstration. — Soit ® un ouvert borné, avec wc®c Q.
Appelons voisinage régulier de @ un ouvert borné, contenu
dans (), et contenant tous les points & distance ¢ de w, ¢ assez
petit. Soit alors w c (, € Q, c Q, chaque ensemble étant ouvert,
et étant un voisinage régulier du précédent. Soit ¢ € Do, = 1 sur
Q,, = 0 hors de (,. Soit TeBL(E), et posons S = ¢T. On
peut considérer S comme distribution a support compact
dans R"

Soit maintenant yePp, = 1 au voisinage de 'origine

dans R™ On a (cf. Schwartz [2] p. 39):
—1/a,.yr* ") ={+g, (ed,

¢ = mesure de Dirac (*°).
Il en résulte:

21)  S+0S=3 (1.

i i

(*9) A désigne le Laplacien; le coefficient a, ne dépend que de n.
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La fonction {,S est indéfiniment différentiable. Tout est

\

donc ramené a I'étude locale du 2¢ membre de (2, 1), i.e. &

2 G 2.

0 i oz i

Oor 2 s= <~b- <p>T + cp—b—T, et comme ¢ vaut 1 sur Q,, il
ox; ox; ox;

0 .
en résulte que (— q‘4>T est nulle sur ,, donc le produit de
composition : i
] N 0
— (vrf T %[ —- T
o, (17T <bx,-q;>

est nul sur w si 'on prend le support de y assez petit. Finalement
on est ramené a I’étude sur v de

a0 2T
5;,-(” )<Ms,~T>

Le théoréme résulte alors d’un théoréme de Soboleff (cf.

Soboleff [1] et Schwartz [2]).

Remarque 2. 1. — Il est commode de retenir le cas particulier
suivant du théoréme précédent, dont la démonstration n’utilise
pas d’ailleurs le théoréme de Soboleff :

Cororraire 2. 1. — Sv E = L{,(Q), toute distribution T de
BL(E) est localement dans L?.

Remarque 2. 2. — 51 dans le théoréme 2. 1, on prend
E = L*(Q), le théoréme est évidemment valable, mais on
prendra garde que, en général, il n’est pas vrai que T soit dans
L9(Q); le Théoréme 2. 1 est essentiellement un théoréme
local (').

Démontrons maintenant le

TutorimE 2. 2. — Soit E = L{,(Q), T, une suite de distri-
butions de BL(E) tendant vers T, dans cet espace; il existe alors
une suite de constantes c, telles que T, + ¢, tende vers T, dans
LL.(Q), ou Li(Q) pour tout r fini st p = n 1.

(*1) Pour I'étude des propriétés globales, probléme bien naturel, voir les n°s 5 et 6.

21
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Démonstration. — Désignons par F D'espace des fonctions

u e LL.(Q), telles que Sz_— u € E pour tout ¢, muni de la topo-

13
logie la moins fine telle que les applications u—u et u—>£ u
i

soient continues de I' dans L{, et E respectivement. Cet espace
est complet (immédiat), c’est donc un espace de Fréchet.
Considérons I'espace quotient F° de F par le sous-espace
vectoriel fermé des constantes; F° est encore un espace de
Fréchet; cet espace coincide algébriquement avec BL'(Q)
(théoreme 2. 1) et il est muni d’une topologie a priori plus fine
que la topologie de BL'(Q). Donc, d’aprés le théoréme de
Banach sur les 1somorphismes (Cf. Bourbaki [1], p. 34) ces
topologies coincident. Donc s1 T; est la suite de 1’énoncé,
T — T, dans F'; comme F° est le quotient de F par le sous-
espace vectoriel des constantes, il existe une suite ¢, de cons-
tantes telles que T, + ¢, —T, dans F, d’ou le théoréme.
Méme démonstration pour le cas p = n.

Théoréme de densitée. — On désigne par &g I'espace des
fonctions indéfiniment différentiables sur Q, de¢ support quel-
conque, muni de la topologie habituelle et par &, l’espace
dual des distributions a support compact sur 8 On va
démontrer le théoréme de densité :

TutorimE 2. 3. — St E = L?(Q) ou L{(Q), Pespace éq n BL(E)
est dense dans BL(E).

Démonstration. — Soit {a;} une partition de 'unité sur Q:

1= Y a,sur Q, a,ePq, telle que si S, est le support de a,,
k=1
alors parmi les S, S, rencontre seulement S,_,, S, et S, ,.

Soit T € BL(E) donnée, ainsi que ¢ > 0. On va construire f,
élément de 6 n BL(E), tel que :_T__bﬁf e L"(Q) pout tout i,
et vérifie: i !

) 0
‘-2
ox; b:z:if

(2, 2)

IUK <&, pour tout i,
2)

ce qui évidemment entraine le théoréme.
Pour cela, on écrit d’abord: T =XT,, T,=a,T, série
k

convergente dans D,. On considére alors b e Dpa, b, — 2
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dans &g, lorsque k — oo, etle supportde b, étant contenu dans
une boule de rayon assez petit pour que les supports de T,xb,
aient la méme propriété que les S,. Il en résulte que la série:
f= ET,*b, converge dans 6g. En outre, on a dans Dg:

b \1 b

I} N
‘) —_— —_—— = . K _ 0
2, 3) axiT ax,-f %, Ti*(2— by)

Or, d’aprés le théoréme 2.1, Z%T,r est dans L?(R") (on
prolonge par 0 hors de (1), donc on peut choisir b, de sorte que

la norme de b_?c T, (¢ — b,) dans L?(R") soit ¢, avec:

e = Xey, g >0.

Il en résulte qu’avec ce choix des b,, la série dans (2, 3)
converge dans L?(Q) vers un élément de norme <(e. On a donc

2, 2), et 2 est dans E pour tout ¢, donc f est dans BL(E), et
0x; p

aussi dans 8g; le théoréme est donc démontré.

3. Propriétés d'absolue continuité, avec E = L{,.(Q). — Appli-
cations. — Voici tout d’abord un énoncé emprunté a
L. Schwartz ([1], p. 58); nous disons qu’une fonction F(z),
définie dans un ouvert , est absolument continue sur une
droite D si la restriction de F & tout intervalle fermé contenu
dans D n Q est absolument continue :

Lemme 3. 1. — a) Si une fonction F(z), localement sommable
dans un ouvert (), est absolument continue sur presque toute
paralléle & Paxe des 2, et admet presque partout pour dérivée

. oF
(au sens usuel) une fonction localement sommable [b;] =g,
1

.0 C L. .
on a aussi — F = g, au sens des distributions.
x

. ! . , + , 0
b) Si une fonction F(z) admet pour derlveeg— F, au sens
1
des distributions, une fonction g,, F est presque partout

égale a une fonction F, absolument continue sur presque toute
paralléle a ’axe des z, qui admet presque partout pour dérivée

au sens usuel [;—FJ la fonction g,.
xl
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Ce lemme simple nous suffira pour les applications que nous
avons en vue; cependant, pour faire le rapprochement entre
les définitions adoptées dans ce travail, et ’ancienne définition
de Beppo Levi et Nikodym rappelée dans I'introduction
(cas E = L*(Q)), nous allons préciser quelque peu ce résultat.

DeérinitioNn 3.1. — Une fonction F(z) posséde la propriété
(AC) dans Q si elle est absolument continue sur presque toute
paralléle & chacun des axes de coordonnées.

Lemme 3. 2. — Siune fonction F(z) admet pour dérivées au
sens des distributions dans Q des fonctions g(i=1, ..., n),
F est presque partout égale & une fonction F* possédant la
propriété (AC) dans Q ().

Démonstration. — 11 suffit de montrer que la propriété a lieu
sur tout compact K de Q; or, sur un tel compact K, F coincide
avec une fonction de méme nature, nulle hors d’un autre
compact : le produit de F par une fonction de Dg égale a 1
sur K; on supposera donc F définie dans R" tout entier et
nulle hors d’un compact.

Posons :

T

F,= f g, 3 ..., x,)dt

— o0

et définissons de méme F,, ... F,. La fonction F; est absolument
continue sur presque toute parallele a I'axe des z;, et F; = F
presque partout (t=1, ..., n).

Considérons maintenant la régularisée f, = Fxa, de F par
une fonction a, e 9D(R"), avec a, >0, |o, =0 pour |z| > 1/k,
t[ a,dr =1; 11 est bien connu que, pour k — o, f, converge
fortement vers F dans L'(R"); de méme

0 ) . D
= (2P o F
dx; X R 2

dans L'(R"); on a donc:

Jie—sle=[ 1

{12) Onm Atrril)xvera un énoncé équivalent (au langage prés) dans Calkin 1]
(théoréeme 4. 1).

)

of u__ / _)
z, g.!dz,gdwa...dx,, 0.
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Il existe donc une suite partielle, notée aussi{f,}, telle que

pour presque tous les systémes de nombres (z,...,z,), c’est-a-
dire sur presque toute paralléle & I'axe des z,. Sur une telle
droute, f, converge uniformément vers F,, car

i __
ox, &

~+ o0

dz, < f

—20

f—FI< [ ’?ﬁ‘——g, dz, 0,

ox,

Par nouvelles extractions de suites partielles, on voit qu’on
peut supposer que f;, converge uniformément vers F; sur presque
toute parallele a I'axe des z;, et cect pour ¢ = 1,...,n. Soit
F*(z) = him f,(2); cette limite existe en presque tout point z
et vaut I (z) presque partout. Sur presque toute paralléle a
Paxe des z;, F* est identique & F;(i=1, ..., n), donc est abso-
lument continue, d’ou le résultat.

Remarque. — On peut aller plus loin, et choisir la fonction F*
de fagon qu’elle posséde la propriété (AC) quel que soit le
systéme de coordonnées (voir C.B. Morray [1], th. 6.3).

De l'étude précédente résulte aussitot le

TutoriME 3. 1. — Pour qu’une distribution soit dans BL(E),
avec E = LE,.(Q) il faut et il suffit que ce soit une fonction (presque
partout) égale a une fonction F possédant la propriété (AC),

et dont les dérivées au sens usuel [:—F] sont dans L£,.(Q);
Z;

. oF e,
ces fonctions [—] sont alors les dérivées de F au sens des
distributions. :

Démonstration. — En effet toute fonction F possédant la
propriété (AC) est sommable sur tout compact de Q (*); la
condition est donc suffisante (lemme 3.1 a);elle est aussi
nécessaire (théoréeme 2. 1 et lemme 3. 2).

('3) Démonstration sommaire (avec n = 2 pour simplifier) : supposons F abso-
lument continue sur x, = ay;. Dans un voisinage du point A(a, a;) de L, on a
presque partout F = G + H, ou

G(x,)=f"g(z, a)dt et H(z, ) =/”§l (2, 1) dt
o/ a 4 a. 2

1 2

sont évidemment sommables (au voisinage de A).
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Nous allons maintenant donner quelques applications du
lemme 3.1; signalons auparavant un lemme tout a fait élé-
mentaire :

LemMmE 3.3. — Soit u(t) une fonction a valeurs réelles de la
variable réelle ¢, absolument continue dans l'intervalle (,f);
les fonctions @ = sup(u, 0), u=sup(—uwu, 0), lu|=u+u
sont absolument continues dans (a, §); si ¢(t) est la fonction
caractéristique de I’ensemble E,(u(t) > 0), on a, presque par-
tout dans (a, f§):

du _ du dul| _ |du|
=@t dt | |dt

Démonstration. — La premiére partie de ’énoncé est une
conséquence immédiate de la définition de I’absolue conti-
nuité ; les dérivées au sens usuel di/dt, du/dt, dju|/dt existent
donc en presque tout point ¢ de I'intervalle (e, B); st u(t) £ 0, les
relations & démontrer ont évidemment lieu pourvu que du/dt
existe; enfin du/dt = djul/dt = du/dt = 0 presque partout sur
l’ensemble e = E(u(t) = 0) (d’une fagon précise: en tout
point limite de e en lequel ces trois dérivées existent).

TutortME 3. 2. — Soit F une fonction a valeurs réelles dans

BL(E), avec E = LEo(Q); les fonctions F, F et |F|sont dans BL(E);
st Y(x) est la fonction caractéristique de Pensemble E A F(z) >0),
on a, presque partout dans () :

grad F = {(z) grad F,  [grad |F|=|grad F|
C’est une conséquence immédiate des lemmes 3. 1 et 3. 3;

——
grad F désigne le vecteur dont les composantes sont les fonc-

tions Q2 F.
oz,

Remarque 3. 2. — Si F et G sont des fonctions & valeurs
réelles de BL(E), avec E = L{,(Q), il en est de méme de

sup (F, G):%(F—i—G—HF—-G[) et de inf (F, G).
Remarque 3. 3. — Si FeBL(E), avec E = L{(Q) est a

valeurs complexes, on a encore |F|e BL(E), mais on ne peut
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plus affirmer I'égalité presque partout des modules des gra-
dients; on a seulement :
grad |F||<|grad F|

presque partout dans (, I’égalité n’ayant lieu (presque partout)
que si F est le produit d’une fonction € BL(E) a valeurs réelles
par une constante réelle ou complexe (vérification facile).

Prorosition 3.1. — Soit FeBL(E) a valeurs réelles
(E = L{,.(Q)); soit N un entier > 0; la fonction Fy(z) = F(z)
st |[F(z)| KN, =N st Fg) >N, =—N s1 F(2) <—N est

dans BL(E); de plus, si K est un compact de Q, on a:
lim ﬂ|§i§d (F—Fy)[dz=0.

N> o
Démonstration. — La premiére partie de ’énoncé résulte
de la remarque 3. 2 appliquée & Fy = inf (sup (F, —N), N);
d’autre part on a presque partout dans {):

—gl—‘;-é Fn = \IIN g_l“;a F,

ou Yy est la fonction caractéristique de 'ensemble E,(F(z) << N);
donc

Jxlgrad (F—Fy)pda = |, Igrad Fp(1 — ¢x)? da
tend bien vers 0 avec 1/N (théoréme de Lebesgue).
On peut mettre la proposition 3. 1 sous la forme :
Lorsque N — o, Fy—F dans BL(E), E = L{(Q) (et

en outre Fy — F dans L{,(Q), donc dans D).
De la méme fagon on a la

Prorosition 3. 2. — St E = L*(Q), la fonction Fy définie
comme a la proposition 3.1 a partir de F élément quelconque de

BL(E), tend, lorsque N — oo, vers F dans BL(E).

4. Décomposition canonique de I'espace BL'(Q). — Rappelons
que BL'(Q) désigne I’espace BL'(E), avec E = L*Q). On va
maintenant utiliser de fagon essentielle la structure d’espace
de Hilbert de cet espace.

Considérons I'image 9y de Dg dans BL’, dans P'application
canonique BL — BL".

DEriNiTioN 4. 1. — On désigne par BL;{Q) 'adhérence de
Py dans BL'(Q).



318 J. DENY ET J. L. LIONS

On a alors le

Tatortme 4. 1. — Si lon décompose Uespace de Hilbert
BL'(Q) en somme directe de deuz espaces orthogonaux :
(4, 1) BL*(Q) = BL(Q) @ 36°(Q),

36°(2) est Uespace des classes T" de distributions T € BL(Q) telles
que AT = 0.

Démonstration. — En effet T e #6°(Q) équivaut a (T, ¢), =0
pour tout ¢ dans Do, T e T' quelconque, i.e. < AT,¢g > =10
pour tout ¢ dans 9Dg, donc AT =0, c.q.f.d.

On va maintenant interpréter ’espace BL;((2).

Pour cela on considére comme il est naturel, I’espace Yo
muni de la norme ||g||,, ¢ € Dg, et 'on introduit 'espace @’(Q)
complété de Do pour cette norme; D'(Q) est un espace de
Hilbert. Cet espace n’est utilisable que s’1l est contenu dans
I'espace 9D, des distributions sur ; pour voir s’il en est ainsi,
il faut distinguer deux cas selon que Q est borné ou non. Si Q
est borné, il est utile d’introduire Uespace 1s(Q) des fonctions

u e L*(Q) telles que 5% u e L*(Q) pour tout ¢, muni de la norme :

el == Clloalfte + [fel 1)
C’est un espace de Hilbert. On a alors le

TrEoriME 4. 2. — Lorsque Q est un ouvert connexe borné,
Uespace 9D'(Q) coincide avec I'adhérence Di(Q) de Dg dans 8is(Q).

Démonstration. — Comme Q est borné, il existe une constante
C(Q) ne dépendant que de Q telle que pour tout ¢ € Dg on ait :

ligllee << CE) el (*)-

(14) Cf. Garding [1]. Voici la démonstration, en bref: soit $ la prolongée de ¢ &
R" par 0 hors de Q; on a par exemple :

* ~ oo Ty D

*) ﬂz,:/ b—;(t,zg,....,x,,)dt
d’ou:

**) lle]lE. << (diamétre Q) || ]|3.

Evidemment on peut améliorer cette majoration. De fagon précise : si Q est borné,
on montre (Garding) que l'injection de D}, (Q) dans L2(Q) est complétement continue,
de sorte que — A — X est un isomorphisme de D}, (Q) sur 'espace dual 9}, (Q) sauf
pour un ensemble dénombrable de valeurs de X > 0; soient 0 < y, <C yo..- Ces
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Il en résulte que sur Dgq, les normes ||g||, et |||¢]l, sont équiva-
lentes, d’ou le résultat.

Remarque 4. 1. — On aura un résultat analogue chaque fois
que I'on aura une majoration : ||p||. << C(Q) [|¢[},- Exemple: Q
est dans R® contenu dans une bande a<x, < b, a, b finis.

La situation est moins simple si Q n’est pas borné. On va
d’abord signaler deux résultats négatifs :

a) pour n =1, on prend Q = R, axe entier, z, = . Alors le
complété D' de QD pour ||g|| n’est pas un espace de distributions.
Voici un contre-exemple. On considére, pour chaque entier k,
une fonction f,, nulle pour |z| >k, =k pour z=0, =0 pour
x = = k’, linéaire, et 3, = fi*p, pe 9.

On voit aussitot que ~(—l~<pk——.> 0 dans L*(R), et néanmoins g,

dz
ne converge pas dans 9'.

b) pour n = 2, on prend Q = R’ plan entier; ici encore le
complété D' n’est pas un espace de distributions. Voici un contre
exemple. On prend des coordonnées polaires (r, 0), et on va
construire une suite ¢, de fonctions de 9, ne dépendant que

de r, telles que \/;‘—%%(r} converge dans L*(0, 4 o) et que @,

ne converge pas dans 9. Pour cela on prend une fonction a(r),
indéfiniment dérivable dans r>0,=1 pour r >3, >0,
et de sorte que (rlogr)™"a(r) soit nulle pour r = 2 ainsi que
toutes ses dérivées. On considére ensuite a,(r) =a (r) pour
r<k,=0 pour r > k+ 1, indéfiniment dérivable, > 0, et

on pose: ok(r) = _j; (tlogt)™'ayt) dt.

On a la une fonction indéfiniment dérivable dans r >0,
nulle pour r >k -+ 1 et dont toutes les dérivées d’ordre > 1
sont nulles pour r=0; donc on peut considérer ¢, comme

élément de 9; ;r 9u(r) = + (rlogr)~'ay(r), done
\/;% oil(r) — + (Vrlogr)a(r) dans L0, 4+

valeurs propres. Si alors ||9![L: <{ C(2)]||#]l;, C(Q) désignant la meilleure constante
possible, on voit facilement que: G(Q) = 1/V %1 -

Par ailleurs on voit, & partir de (*), que pour obtenir une inégalité du type (**),
il suffit que Q soit « d’épaisseur bornée » dans une direction (cf. alors I'exemple de la
remarque 4. 1 ci-aprés).
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lorsque k— 0, et néanmoins, ¢, ne converge pas dans 9'; en

effet, pour r > 3, }(pk(r)|>uf;k (tlogt)~' dt qui tend vers I'infini
avec k.

Considérons maintenant sur R, un ouvert Q égal & un demi
axe, soit z > 0, pour fixer les idées. Alors, le complété de Dgq
pour||g||, est cettefois contenu dans . En effet, pour toute
fonction g€ 9, on a:

¢(z) = fz%?() t donc Iqa(av)lz<xfz dz;z dt,

et donc si g, est une suite de Cauchy dans 9g pour (|g|l,,
alors ¢, converge uniformément sur tout compact, d’ou le
résultat.

Pour Q contenu dans R? on a le

TutoriME 4. 3. — St Q est un ouvert connexe de R* dont le
complémentaire a un intérieur non vide, alors '(Q) est contenu
dans Uespace Li,(Q) des (classes de) fonctions localement de
carré sommable dans Q (muni de la topologie naturelle

d’espace de Fréchet) (*°).

Démonstration. — On peut supposer que le disque de centre 0,
et de rayon p est contenu dans [: Q.SoitgeDg;ona:

@) = [ (3% @) + 2 32 ) )t

d’ou, en désignant par ¢; des constantes diverses,

st <a [ (1% % (4

, t
#) <o [ (o )] +F ()] )
lorsque z demeure dans un ensemble compact contenu dans (2,
soit K. Lorsque z parcourt K, tx parcourt tK, et comme ¢ est
nulle pour [2|<p, tK rencontre le support de g lorsque ¢ varie
dans un intervalle [¢(K), 1], ¢(K) > 0, donc:

| |p@ <c.lx £~ dt] < ]z+|¥’i

(*8) On déterminera plus loin, en utilisant les méthodes de la théorie du potentiel,
les ouverts connexes de R> pour lesquels ce résultat est encore vrai. (chap. II,
théoréeme 2. 1).

2

1

>da:<c2(K)li?H‘f.

b:v,
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Il en résulte que si ¢; est une suite de Cauchy dans 9o pour
lloll:, alors ¢; est une suite de Cauchy dans I’ espace Li(Q), d’ou
le théoreme (*°).

Notons également la

Prorosition 4. 1. — Soit Q un ouvert connexe de R® tel
que D*'(Q) soit un espace de distributions. Dans ces conditions,

si F, est une suite de D'(Q) qui tend vers F dans cet espace,
alors F,— F dans Li.(Q) pour tout r fini.

Démonstration. — Désignons par A, I'espace des fonctions
uelf.(Q), r fixé quelconque, telles que %ueLg(Q) pour

tout ¢, muni de sa topologie naturelle d’esp‘ace de Fréchet.
Si D*(Q) est un espace de distributions, alors : 9*(Q) ¢ BL(Q),
algébriquement, donc, par le théoréme 2. 1, cas exceptionnel b),
9*(Q) est contenu dans A, (algébriquement). Mais il résulte
du théoréme du graphe fermé que I'injection u — u de D'(Q)
dans A, est continue, d’ou la proposition.

Remarque 4. 2. — Un raisonnement analogue a celui du
théoréme 4. 3 vaut évidemment pour () contenu dans R",
n quelconque, mais pour n >3, on a un résultat meilleur
comme on va voir. On introduit une fois pour toutes le nombre
q donné par:

1/g=1/2—1/n, (n>3),

et U'espace 6; ,(Q) des fonctions u e LY(Q) telles que 2 ye L*Q)
pour tout i, espace que ’on munit de la norme oz;

|lullgs, o = el luo + Ju -

L’espace 6;,,(Q) est un espace de Banach (). Ceci posé,
on a le

(t¢) 11 faut encore montrer que P'injection de ‘5)’(0) dans L}, (Q) (ou dans 9j) est
biunivoque, i.e.: soit ueﬁ)‘(Q) avec (u, §) = 0 pour toute p&Pg; alors u doit
étre nulle dans ﬂ)’(Q ; or (u, 9)y =(u, —Ap), donc (u, ¢), =0 pour toute

9€9Dq, donc u = 0 dans 5‘(9).
{*") On démontre exactement comme au théoréme 2. 3 que l'espace & n 8} ,(42)
est dense dans 8} ,(Q). Si T€E ,,, on a, avec les memes notations: T,e L?(Q); on

choisit donc by tel que ||Ti* (3 — byllpe < ek et Tk* (38— b,,)“ < s pour tout:

d’oul le résultat; méme chose pour I’espace 8} s (Q)
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TutoriME 4. 4. — St Q est un ouvert connexe quelconque
(borné ou non) de R", avec n > 3, alors le complété @‘(Q) de 9Dg
pour la norme ||g||,, est identique & I'adhérence D, ,(Q) de Dg
dans & ,(Q).

Démonstration. — Si Q n’est pas borné, il n’existe pas de cons-
tante C(Q) telle que [|o||: << C(Q)||9ll, mais d’aprés le
théoréme de Soboleff, déja utilisé au théoréme 2. 1, il existe
une constante S(Q) telle que pour tout ¢ dans Dg on ait :

lIglle << S(Q)lglls

(et ceci vaut pour Q borné ou non), d’ou le théoréme.

Ce théoréme améliore le théoréme 4. 2, si n > 3, (et si Q
est borné), mais I'intérét du théoréme 4. 2 est qu’il est trés
élémentaire, alors que le théoréme 4. 4 utilise le théoréme de
Sobolef.

Interprétons maintenant I’espace BL,(Q); D’application
¢—9¢" de g dans Dg définit par prolongement un isomorphisme
de 9'(Q) sur BL;(Q), soit X — X", avec: || X'}, =|/X||.. On va

en déduire le

TutoriME 4. 5. — Si @’(Q) est un espace de distributions,
toute distribution T € BL(Q) admet une décomposition unique :
(4, 2) T=u-+h,
ot u€d'(Q), he BL(Q) avec Ah =0, et:
(4, 3) [T = [l I+ [
Démonstration. — On considére la classe T° définie dans

BL'(Q) par T; par le théoréme 4.1, T se décompose de
facon unique en:

T =u +5h, ueBL;(Q), et hAed.
Soit alors u I'élément unique de 9'(Q), d’image u" dans liso-
morphisme de 9'(Q) sur BL(Q); alors A = T — u est dans &',
donc Ak =0, d’ou (4, 2). En outre |T'||}=|w|} + &}
donne (4, 3), d’ou le théoréme.

Remarque 4. 3. — Le théoréme 4. 5 redonne, si n >3 et
E = L*(Q) le théoréme 2. 1 en le précisant.
Remarque 4. 4. — Insistons dés maintenant sur I'intérét de

la formule (4. 3) : on verra qu’en général les éléments de D Q)
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sont les fonctions de la classe BL(Q) que ’on peut considérer
comme « nulles » sur la frontiére de Q (cf. chapitre 11, n° 5);
la décomposition (4, 2) fournit alors la fonction harmonique
h (Ah = 0) prenant sur la frontiére de (2 « les mémes valeurs
que T », ce qui résout le probléme de Dirichlet. Cette résolution
du probléme de Dirichlet ne différe d’ailleurs qu’en apparence
de la résolution de Garding (cf. Garding [1]), du moins si Q
est borné. Voir aussi Browder [1].

Remarque 4. 5. — On peut munir BL(Q) d’autres structures
préhilbertiennes équivalentes & la structure (u, ¢),. Voici un
exemple important : on donne des fonctions g,(i, j=1, ..., n)
sur (), mesurables et essentiellement bornées, avec gu = g
pour tout couple (i, j), et telles que, pour tout systéme de n
nombres complexes C, ..., Z,,, on ait

3 gy(@il > altl,

i,j=1

avec a > 0, presque partout dans (.
On pose alors, pour u et ¢ € BL(Q) :

ou Zw
(u, ¢ —Z.f 8y — z,

o0x; bx

ce qui définit sur BL(Q) une structure préhilbertienne équiva-
lente & (u, v),. Dans ces conditions on a, sous les hypothéses
du théoréme 4. 5, la décomposition unique: T = u, + A,
TeBL(Q), u, e @‘(m, et h, e BL(Q) avec: Dh, =0, ou, pour
SeBL(Q),on a:

nooy I}
DS — _i,jz,zﬁi<gifz5js>'

Cette décomposition résout le probléeme de Dirichlet relatif
a Popérateur elliptique D, a coefficients non continus. On peut
encore généraliser :

a) en remplacant les g; par des éléments de 4(L* L*); on
obtient alors pour D un opérateur intégro-différentiel.

b) en prenant un opérateur D non auto-adjoint (cf. Lions [3]).

Etude de la stabilité du probléme de Dirichlet.

Lemme 4. 1. — Soit Q' un ouvert contenu_dans Q. Si D(Q)
est un espace de distributions sur (, alors 9'(Q’) est un espace
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de distributions sur Q'. Il existe une application linéaire continue
u—~it de D'(Q) dans D' (Q) telle que & = u dans Q' et =0
dans [ Q. On a: |7, = ||ull,.

Démonstration. — Soit ¢, une suite de Cauchy dans Doy
pour la norme |[g||,. Soit de fagon générale, si1 ¢ € Do, §lafonc-
tion de Pg prolongée de ¢ par 0 hors de (. Alors &, est une
suite de Cauchy dans Pq pour [|¢|;, donc, par hypotheése,
converge dans 9y vers T. Soit T’ la restriction de T a Q';
la suite ¢, tend vers T" dans 9p, donc Dg,, muni de la topologie
induite par 9,(Q'), a une topologie plus fine que la topologie
induite par 9Dg, d’ou la premlere partie du lemme (**).

En outre application ¢ — @ est une isométrie de 9o muni
de la topologie induite par 9'(Q’) dans Pgmuni de la topo-
logie induite par 9'(Q), et se prolonge donc en Pisométrie
u—g de D'(Q) dans 9'(Q), d’ot le lemme.

On va alors démontrer le

TatoriME 4. 6. — Soit Q un ouvert de R" tel que D' (Q)
soit un espace de distributions sur Q. Soit Q, une suite croissante
d’ouverts contenus dans (), de réunion Q. Soit T eBL(Q)
que Uon décompose suivant (4, 2). Soit T, la restriction de T

a Q,( e BL (Qy)) et sout:
(4, 4) Tk = Uy + hk, Uy e@i(Qk),A hk =0 dans Qk,

la décomposition canonique de T,. Alors w,, élément de D*(Q)
(défini comme au lemme 4. 1) tend vers u dans 9 (Q).

Démonstration. — Soit ¢ — (§)" I'application canonique de g
dans BL; (¢ = prolongée a Q par 0 hors de Q,, et (§)" = classe
de § dans BL*(Q)); on a: ||§||, =||¢||, donc cette application se

prolonge en une isométrie u— i de 9'(Q,) dans BL}(Q). Soit ¥

image de 9*(Q,) dans cette isométrie, c’est un sous-espace
vectoriel fermé de BL,(Q), et

BL;(Q) =(®

(%) L’injection de ol (Q) dans §"(Q) est biunivoque (voir note ().
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Soit alors T I'image de T dans BL’, et ¢, la projection de T*
sur V;; on a:

(4, 5) T=o+f ,

ou f} est dans I’espace orthogonal de 9. On a donc: (f;, %'), =0
pour tout ¢ dans Dg,, et donc soit f, quelconque dans la classe f,
et soit g, la restriction de f, & Q;; on a: (g, ¢), = O pour tout
¢ € 9q,, donc Ag, = 0, autrement dit :

(4, 6) Af,=0 dans Q.

D’aprés la théorie élémentaire des projections dans un espace
de Hilbert, ¢,, projection de T" sur ¥U,, converge vers u’,

projectionde T sur BLy(Q) = ( U“D,,) lorsquek— o0 ,dansBL*(Q).
k

Soit 9, (resp. u) I'inverse de ¢, (resp. u’) dans les isomor-
—

phismes canoniques de @’(b—:) sur 0} et D' (Q) sur BL;(Q). On
a donc (*):

(4, 7) or—u  dans  D'(Q) fort.

Or de (4, 5) et (4, 6) on déduit:

T,= %+ fi, Afi =0 dans Q,, donc par restriction a Q,:

T, = ¢, + (restriction de f;), et en vertu de l'unicité de la
décomposition (4,2), ona: u, = ¢, de sorte que (4, 7) démontre
le théoréme.

Théoréme sur la partie harmonique d’une fonction BL (). —
On va maintenant démontrer le

TutoriME 4. 7. — Soit Q un ouvert de R*, n quelconque,

tel que D*(Q) soit un espace de distributions sur Q. Soit T donné
dans BL(Q), & valeurs réelles et positives (presque partout).
On décompose T suivant (4, 2). Alors h (partie harmonique de T)
est positive dans Q (*°).

(1) Soit u—>u® l'isomorphisme canonique de @‘(Q) sur BLg(Q). Cet iso-

et —~
morphisme applique 9*(Qy) (image de @’(Qx)) sur Vk.
() Etant donné qu’on ne sait rien pour l'instant surle comportement des fonctions
T, u, h, a la frontiére, et que d’autre part il n’est fait aucune hypothése sur cette

frontiére (puisque 5‘(9) est par exemple un espace de distributions sur un ouvert Q
quelconque de R™ si n > 3), ce théoréme n’est pas évident.
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Démonstration. — a) Supposons T continue dans () (et méme
indéfiniment différentiable, si 'on veut).

Soit (), une suite croissante d’ouverts relativement compacts,
contenus dans Q, de réunion (), chaque Q, ayant en outre une
frontiére réguliére (par exemple, les Q, sont des réunions de
cubes de cotés de plus en plus petits, et contenus dans I'inter-
section de ( avec des boules de rayon R — ).

Soit encore T, la restriction de T a Q,. On effectue la décom-
position canonique de T, dans Q,: Ty = u, + h,. La fonction
hi., harmonique dans (), est la solution du probléme de
Dirichlet au sens classique, pour la donnée frontiére continue
T,, de sorte que le principe du maximum sous sa forme
élémentaire donne:

h, >0 dans Q,.

Or, par le théoréme 4.6, @,—u dans D'(Q); T, est dans
L¥Q), on peut donc considérer T, élément de L*Q), et
hy=T.— @, (prolongement par 0 hors de ,) tend donc

-~

vers h=T —u dans 9g; comme h, est >0 pour tout k, on
a: h>0 dans Q, d’ou le théoréme dans ce cas.

b) Soit maintenant T quelconque dans BL(Q) (a valeurs > 0).

On approche T par une suite T* de fonctions de BL(Q),
continues (ou méme indéfiniment différentiables) dans Q, >0,
avec T*—T dans 9q (*). On décompose canoniquement T*;
sa partie harmonique h* est d’aprés le a), positive: h*>0.

Or (T*)'—T" dans BL'(Q), donc (u*)—u’, donc u*—>u
dans 9'(Q), et donc h* — h dans D, d’ou le théoréme.

5. Ouverts de Soboleff et de Nikodym. — On se borne pour
simplifier au cas n > 3.

Comme on a déja remarqué (note (‘') un probléme natu-
rel a partir du théoréme 2. 1 est le suivant: soit T donnée
dans BL(Q); pour quels ouverts , T est-elle dans L7(Q)?
Si Q est de mesure infinie, les constantes, qui sont dans BL(Q)
ne sont pas dans LY(Q); il faut modifier la question comme suit :
pour quels ouverts ) existe-t-il une constante C(T) dépendant

de T telle que T + C(T) soit dans L7Q)? La réponse est

() Ilest clair que c’est possible; on utilise a cet effet le procédé du théo-
réme 2. 3.
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affirmative si Q = R" et peut &tre négative (**) sur certains
ouverts. On est donc conduit a poser les définitions suivantes

(cf. Lions, [2]):

Dérinition 5. 1. — Soit Q un ouvert connexe de R"
n > 3. On dira que Q est un ouvert de Soboleff (en abrégé,
ouvert (S)) si pour toute distribution T de BL(Q), T est dans
L9(Q) s1 Q est de mesure finie, ou s’il existe une constante C(T)
telle que T 4 C(T) soit dans L7(Q) si () est de mesure infinie,
q étant donné par: 1/¢ = 1/2 —1/n.

Avant de donner des exemples d’ouverts de Soboleff (cf.
No 6) donnons des inégalités intéressantes auxquelles ils donnent
Lieu.

TutoreME b. 1. — La condition nécessaire et suffisante pour
qu’un ouvert () conneze de mesure finie, soit un ouvert de Soboleff
est qu'il existe une constante S(()) ne dépendant que de Q, telle

que, pour tout u dans &, ,({2) (définition 4. 3) on ait:

(5, 1) inf.|lu+ e <<S{Q)||ull;, ¢ = constante.

Démonstration. — a) La condition est nécessaire.

Considérons I’espace de Banach (&}, ,(Q))" quotient de & ,(2)
par le sous-espace des constantes () étant de mesure finie, les
constantes non nulles sont dans & ,(Q)). La norme quotient
est

(| = inf. lhe + o+ [l w ={u+ e}

Considérons alors I'application identique :
(5,2) u—u" de (8,,(Q) dans BL'(Q).

Cette application est linéaire continue biunivoque, et, Q
étant un ouvert Soboleff, elle est sur; c’est donc un i1somor-
phisme d’apres le théoréme de Banach (cf. Bourbaki [1]), d’ot
Pon déduit I'inégalité (5, 1).

b) La condition est suffisante.

Supposons donc que (5, 1) ait lieu, et considérons 'applica-
tion 1dentique (5, 2). Tout revient & montrer que cette applica-
tion est sur. Or (5, 1) entraine que I'image de (§;,(Q))" dans

(#¥) Voir Courant-Hilbert [1], Chap. vi1, § 8, N° 2, et Nikodym, [1].

22
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BL*(Q) est fermée. 1l suffit donc de montrer que I'image
de (8} ,)" est dense dans BL’(Q). Or soit u dans BL(Q); il
suffit de montrer qu’il existe une suite u, de fonctions de &, ,(Q)
telles que [|u, — u|l, = 0. On se rameéne au cas o u est une

\

fonction & valeurs réelles; on prend alors:

w@=u@ s |u)
kstulz) >k, —ksiu(z)

On a alors le résultat d’apres la proposition 3. 1.

Tatorime 5. 2. — Si Q) est un ouvert de Soboleff de mesure
infinie, il existe une constante S'(Q)) ne dépendant que de (),
telle que, pour tout u dans 8 ,(Q) on ait:

(5, 3) [uller < S7(Q) [l -
Démonstration. — On considere cette fois ’application
(5, 4) u—u de & ,(Q) dans BL'(Q),

qui & u dans §;,(() fait correspondre la classe {u 4 c{. Cette
application est linéaire continue, biunivoque (car (Q est de
mesure infinie) et sur (car ( est un ouvert de Soboleff), donc
par le théoréme de Banach déja cité, c’est un isomorphisme,
d’ou le théoréme.

Probléme non résolu. — Nous ignorons si, réciproquement,
un ouvert connexe de mesure infime, donnant lieu a (5, 3), est
un ouvert de Soboleff. La question se raméne a ceci: I'image

de &) ,(Q) par (5, 4) est-elle dense dans BL"(Q)?

Dans le cas des ouverts () de mesure finie, une notion utile
moins restrictive que celle d’ouvert de Soboleff est la suivante :

Dérinvition 5. 2. — Un ouvert Q connexe de mesure finie
est dit ouvert de Nikodym si toute distribution T de BL (Q) est
dans L*(Q).

Il est évident qu'un ouvert de Soboleff de mesure finie est
un ouvert de Nikodym; la réciproque peut étre inexacte.

Au sujet des ouverts de Nikodym on a le

TutorimMe 5. 3. — La condition nécessaire et suffisante
pour qu’un ouvert () connexe de mesure finie soit un ouvert de
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Nikodym est qu’il existe une constante P(Q) telle que pour tout u
dans &.:(Q) (*) on ait:
2 ___1_“' l2 2 [24
6,8 Il — oy @) da| < POl )

Démonstration. — On opére comme pour le théoreme 5. 1,
en remplacant (&;,(Q))" par (6. (Q))", le carré de la norme
sur cet espace étant donné par:

1
|

mes (Q)
d’ou le théoréme.

<)

2

(%

wif* = {jullis —

w(e)da + [l

Derinition 5. 5. — L’inégalité (5, 5) est dite: inégalité
de Poincaré (**). La meilleure constante possible dans (5, 5)
est dite la constante de Poincaré de Q. On en donnera plus loin
une interprétation. D’aprés le théoréme 5. 5, Uinégalité de
Poincaré caractérise les ouverts de Nikodym.

6. Exemples d'ouverts de Soboleff et de Nykodym. — Donnons
maintenant un exemple d’ouvert de Soboleff; la démonstration
ci-aprés est adaptée de Soboleff [1]. On considére un ouvert Q
connexe borné de frontiere Q*. On désigne par Q. I’ensemble
des ze(), & distance <e de Q*. On considére une fois pour
toutes le secteur conique C(O) que voici: on rapporte I'espace
R"(n > 3) (coordonnées z,, ..., z,) & un systéme de coordonnées
polaires (r, 0), 0 =(0,,..., 0,_,); C(O) est ’ensemble des (r, 0)
avec: 0 <r<Caeth e[0,a] ot 0 <<a; < =; ondésigne parC,(O)
la portion a/3 < r < 2a/3 de C(O).

Hypothése (H). — On dira que I’'ouvert Q vérifie (H) lorsque
les conditions suivantes ont lieu: pour tout ze() on peut
placer dans Q un secteur C(z) égal a C(O), de sommet z, dans
une orientation arbitraire (C(z) est déduit de C(O) par un
déplacement quelconque). On désigne par C,(z) la portion

(28) Cet espace est défini p. 318.

(*) mes (Q) = mesure de Q. De fagon générale il semble plus facile de
montrer directement qu'un ouvert  est un ouvert de Soboleff ou de Nikodym et
d’en déduire les inégalités (5, 1) (5, 2) et (5, 3), que de démontrer directement ces
inégalités. L’inconvénient est que ce procédé ne donne aucune évaluation des cons-
tantes S(Q2) et P(Q2); pour cette derniére quantité, voir toutefois le No 10.

(¥) Voir Poincaré [1], Courant-Hilbert [1]. On trouve des variantes de cette
inégalité dans Friedrichs [1].
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de C(z) correspondant a C,(O). On suppose que lorsque z
parcourt () on peut choisir les C(z) et ¢ > 0 de sorte que C,(x)
demeure dans (..

Il est clair que tout ouvert suffisamment « régulier » vérifie
(H). Il en est ainsi des ouverts bornés limités par un nombre
fini de surfaces & courbure bornée, ou domaines de De La Vallée
Poussin; ils sont définis par la propriété suivante: il existe
un nombre p > 0 tel qu’a tout point frontiére x on peut associer
deux boules ouvertes de rayon g, tangentes en z, I'une étant
intérieure et 'autre extérieure a Q.

TutoriME 6. 1. — St Q est un ouvert connexe borné qui
vérifie (H), dans R", n > 3, c’est un ouvert de Soboleff.

Démonstration. — Soit Q vérifiant (H); on supposera a = 1
(ce qui est loisible en faisant une homothétie).

Soit FeBL(Q); on peut la décomposer suivant (4,2)
(Théoréme 4. 5) comme suit: F=f+ g, fe BL(Q), Af =0, et
g € 9'(Q). Par le théoréme 4. 4, la fonction g est dans L7(Q); on
veut montrer que F e LY(Q); on est donc ramené & montrer que f
est dans L/(Q) si fe BL(Q) et est indéfiniment différentiable
dans Q (on peut supposer aussi f harmonique, mais ceci ne nous
servira pas (*°)).

Considérons pour un z € Q donné, le secteur C(z); soit y un
point de C(z); on pose: r = |y — z|; on désigne par (r, 0)
les coordonnées polaires de R", Vorigine étant z; lorsque y
parcourt C(z), alors r parcourt [0, 1], et 6, parcourt [B, v,
avec v, — B = @

On prend une fois pour toutes une fonction r — a(r), indéfi-
niment différentiable dans [0, 1], =1 dans [0,1/3], =0 dans
[2/3,1].

Exprimons f(y) dans le systéme de coordonnées (r, 0):

fly) = F(r,8). On a: F(0, 8) = f(z), d’ou:

(6, 1) flz) = — f ’%(a(r)F(r, 0)) dr.

(%) L’usage fait ici de la décomposition canonique (4, 2) est commode mais
un peu artificiel. On peut prendre a priori f dans BL(Q) indéfiniment différentiable;
on effectue les majorations qui suivent; on passe alors au cas général en utilisant le
théoréme de densité 2. 3. De cette fagon il n’est pas fait usage de la structure hilber-
tienne de BLO(Q), ce qui permet des généralisations utiles.



LES ESPACES DU TYPE DE BEPPO LELI 331

L’élément de volume dy vaut:
dy = r"~'s(0)dr.d0, s(8) fonction continue bornée de 9.
Multiplions les 2 membres de (6, 1) par s(0) d0 et intégrons en 6,

b [Bs vi)
f Fla)s (0) db = c,f(2) =

(on désigne par ¢,, ¢, ... des constantes diverses)

a(r r'"dy.
cer( 9)) Yy

Or, calculé au point y, %(a(r) F(r, 0)) vaut:

0

5 @OF e, ) = d()f) + 3 al)y

oy;

f),

ou a’ est la dérivée de a (donc nulle hors de [1/3, 2/3]) et

ou les a; sont des fonctions bornées continues. Donc :

flo) =, [ ) ;=i dy
Cy(z)
. 1
+al [aly) s ) ——=dy
=1 e 0Y; l-’”“‘y'
d’our:
(6, 2) If (2)| < esh(z) + ¢, .E’ k()
avec -
ho) = [If) ——Jy,n Sdy, 1B<lo—yl<23, yel,

y, |lz—y|<<1, yel.

' =f lby. yl" i

Soit y, (resp. Xz) la fonction caractéristique de 1/3 <|z| < 2/3
(vesp. de |z| << Son‘,lfei la fonction définie dans R" égale a |f|

dans Q. a 0 allleurs, cette fonction est dans L7(R"), et on
peut écrire :

__Xf_

Comme y,|z|'~" est sommable, on voit que h est dans L7(R").

d
vy i

i

De méme soit g; la fonction définie dans R", égale a
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dans Q, O ailleurs; cette fonction est dans L*(R"); on peut
écrire :

et 1l résulte du lemme de Soboleff que cette fonction est dans
L?(R"). Donc f est une fonction indéfiniment différentiable
dans Q, majorée (3 ’aide de (6, 1) par une fonction appar-
tenant & L?(Q), donc f est dans L?(Q) ce qui démontre le
théoréeme.

REMARQUE 6. 1. — On peut améliorer le théoréme 6. 1 dans
le sens suivant : on suppose () non borné, et on suppose avoir
trouvé . (défini comme précédemment) tel que pour toute
T e BL(Q) on puisse trouver une constante C telle que T + C
soit dans L?(Q.). On suppose ensuite que I’hypothése (H) a
lieu (ce qui est indépendant de  borné ou non). Dans ces condi-
tions Q est un ouvert de Soboleff. En effet soit T e BL'(Q);
on choisit le représentant F de la classe T* qui est dans L¢(Q);
on décompose F comme ci-dessus: F = f + g; comme g est
dans L(Q), on voit que f est dans L¢(Q,) et on termine comme
précédemment. Exzemple: () = complémentaire d’un compact
K; Q.= ensemble des z & distance > ¢ de Q¥, lhypothese (H)
ayant lieu. Soit a € &g, =1 sur Q,, nulle au voisinage de

Soit T e BL(Q), posons S = aT. Comme O—Z—a est a support

i
compact dans (), et comme T est dans L¢ sur tout compact
(en particulier dans L*® sur tout compact) la distribution S
est dans BL(Q)), et peut étre considérée comme élément de
BL(R"); comme R" est un ouvert de Soboleff on peut trouver C
constante de sorte que S + Ce LYR"), donc T + Ce Lo(€Q).
L’ouvert considéré est de type (S) (*").

ReMARQUE 6. 2. — Il est souvent beaucoup plus élémentaire
de donner des exemples d’ouverts de Nikodym que des ouverts

(S). Exemple:

Tatortme 6. 2. — Soit Q un ouvert borné, étotlé par rapport

(") Il est bon de donner le contre-exemple suivant: dans R3 la bande
1
0 << z; <1 n’est pas un ouvert de Soboleff. On prend en effet: F = —
< 3< P pr (1 +$¥ +x§)m’
0 <<a<<C1/6. Cette fonction est dans BL(Q), n’appartient pas a L9(Q), et est
nulle & l'infini; il n’existe donc pas de constante c telle que F 4 ce L?._
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a Porigine de R"; c’est un ouvert de Nikodym. (Etoilé par rap-
port a P'origine signifie : tQ ¢ Q pour tout ¢ < 1; évidemment le
résultat vaut pour Q borné étoilé par rapport a I'un quelconque
de ses points)

Démonstration. — Soit F € BL(Q); on la décompose canoni-
quement en:

F=f+g [feBL(Q) aveec Af=0, et ged'(Q).

Comme g est dans L*(Q), on est donc ramené & montrer que
si f, indéfiniment différentiable, est dans BL((1), alors elle

est dans L*(Q). Or prenons ¢, < 1 assez petit pour que ¢Q c Q.
On peut écrire:

fle) = fie) + [ i)
soit : f(x) = f(tx) + E’ :v,- —~. f(ex) dt

to

Tous P <a( et + 3 [

i=A1

)

Soit ¢ > 0 fixé quelconque et Q, l’ensemble des points de Q a
distance >¢ de Q. Intégrons l'inégalité ci-dessus sur Q,;

Y [ tuardz=i [ty

toQ:
comme £, c t,Q c Q ceci est majoré par une constante 1ndepen-

dante de ¢. Résultat analogue pour f dxf (tz)| dt;

donc f |f()]? dz  est majorée par une constante lndépen-

dante de ¢ d’ou le résultat.

7. Prolongement des distributions BL(Q) sur la frontiére de (). —
On veut définir, dans un sens raisonnable, un prolongement
des distributions T € BL(Q) sur la frontiére [' de Q. On
suppose pour cela que la frontiére de Q est assez « réguliére ».
On peut donc déja supposer que ’hypothése suivante a lieu:

(7, 1) Q est un ouvert de Soboleff, n >3 — (*).
(38) Si n=2, on pourra supposer que Q est un ouvert de Nikodym au voisi-

nage de chaque point de sa fronti¢ére. On est ramené (localement) i prolonger les
fonctions de &}:(L2).
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Il s’agit alors d’effectuer le prolongement sur I des fonctions
de I’espace &; ,(Q).

On introduit les notations suivantes : si 2 = (z,, ..., Z,) est le
point générique de R", on pose:

= (Tyy ooey Tuy)y, x=(2% z,),
dr = dz* dz,, dx*=dz, ... dz,_,.

On pose ensuite :

W = ensemble des z avec |2 < 1, |z, < 1,
(7, 2) §W+ = ensemble des z € W, avec z, >0, W, ensemble
des ze W avec z, = 0.

On fait maintenant sur Q ’hypothése suivante :

/ Pour tout a el il existe un voisinage U( ) de a
. dans R" et une appllcatlon z— A (z) = (Ay(z))
de W dans U(a) qui est blumvoque, sur,
une fois continuement différentiable, d’inverse
(Pr. 1) z—>A7"'(z) = B(2) = (B;(2)) ayant les mémes
propriétés, les fonctions A; et B; ayant des
dérivées d’ordre 1 bornées, et de sorte que
| U(a)nQ (resp. U(a)nl') soit I'image de W
| (resp. W,).

+

On suppose enfin:
sIl existe un recouvrement de [' par des U(a)

(Pr. 2) qui est localement fini, i. e. tout compact de R"
? rencontre seulement un nombre fini de U(a)).
On pose:
n—1
(7, 3) =2 —

Soit s le point générique de I', ds la mesure superficielle.

On désigne par L. (') espace des fonctions sur [' qui
sont localement de puissance ¢* intégrable, avec la topologie
habituelle. Ceci posé on a le

TutoriME 7. 1. — On suppose que Q est un ouvert de
Soboleff et que les hypothéses (Pr 1), (Pr 2) ont lieu. Alors
il existe une application linéaire continue et une seule, u — yu,
de &, ,(Q) dans Uespace Lix(I'), telle que yu coincide avec la
valeur de u sur [' si u est continue dans ().
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Démonstration.

1. Notons tout desuite quel’unicité est évidente. En effet, on
peut supposer () borné ; alors pour toute uct,, (Q) il existe
une suite u, de fonctions continues dans (), tendant vers u dans
50(42), d’ou P'unicité.

2. Prenons un recouvrement U(a;). Soit U’ un ouvert <),
tel que les U(a;) et U’ recouvrent {) (on prend U’ avec U’ c Q).
On construit alors des fonctions F;, F’, ayant les propriétés
suivantes :

F’ e &g, de support dans U,
7, 4) \ F, e Da, de support dans U(a,), 0 < F < 1 partout,
/ F(z) + X Fx)=1s1 2e ().

On désigne par [ et f;les restrictions & Q des fonctions F’
et F.. Soit u dans &} ,(Q). On peut écrire :

(7, 5) u={fu+2fu.

La fonction f'u est nulle au voisinage de I', et fiu est dans
Pespace 8 ,(U(a;) n Q).

Supposons que ’on montre ceci :

Pour tout i, il existe une application linéaire

continue (et une seule) de &;,(U(a;) n () dans

(7, 6) L7(U(a;) n I'), soit u—vyu, coincidant avec le
prolongement par continuité sur [' si u est

continue dans U(a;) n Q.

On aura le théoréme. En effet, posons :

(7, 7) YU = Xy(fm).

La somme a un sens (car le recouvrement U (a;) est locale-
ment fini) et converge dans L{,(['). L’application u —v u est
continue, on a le théoréme. Reste donc & montrer (7, 6).

3. Or grace a (Pr 1), les fonctions de &;,(U(a)n Q) (on
supprime l'indice ¢ dans a;) correspondent biunivoquement et
bicontintiment aux fonctions de 85 ,(W,) (*).

(%) En effet : soit = 8} ,(W.) n §, et soit:
o (2) =9(A"'(2)), 2€U(a)nQ.
On définit ainsi une fonction une fois continuement différentiable dans U(a) n Q,

et grace aux hypothéses faites sur les fonctions A; et B;, 'application ¢ — ¢, est
continue pour les topologies induites par 8,5 (W) et §{,4(U (a) N Q). Comme d’aprés
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Soit alors udans &; ,(W,). Elle définit une fonction de & , (W),
soit @, par:
o lu(z) st ze W,
(71 8) u(x) _374(.’5*, — ) si (BEW, z, < 0.

Or I’espace F des fonctions de &.,(W) qui sont indéfiniment
différentiables dans W, est dense dans &;,(W). Si ¢ est dans
F, on a la majoration :

(7, 9) l9(", 0)
/

" da™ < Cllel[Lw[Ills, w + [lello]s

¢ = constante.

On part pour cela de:
* 20, ! d * 20
jo(at, O)F* =— [ 5 [(A—ls(a, O s,

et 'on prend 2a = (¢ 4+ 2)/2 = ¢*.

Désignons par w(¢) la fonction z*— ¢ (z*, 0); (7, 9) montre
que lapplication ¢ —w(¢) est linéaire continue de & ,(W)
dans L7 (W,), et comme F est dense, cette application se prolon-
ge en v — w(¢), continue de & ,(W) dans L"(W,), et finale-
ment on a obtenu une application :

(7, 10) u— w(u)

linéaire continue de &; ,(W,) dans L7 (W,), coincidant avec le
prolongement par continuité pour les fonctions continues
dans W,.

Comme &;,(W,) (resp. L7 (W,)) est isomorphe & l’espace
85,,(U(a) n Q) (resp. L7 (U(a)n ') (2 I'aide des A, A7), a
Papplication & correspond une application y = v; donnant
lieu a (7,6), ce qui achéve la démonstration du théoréme (*°).

Remarque 7. 1. — L’application y est dans et non sur.

la note ('7), 'espace &n8&},(W,) est dense dans &f,(W.), cette application se
prolonge en une application u — u, de &}, (W..) dans 8},, (U (a) nQ).

Réciproquement, si ¢, est dans N84 (U(a)nC2), on définit ¢ dans W, par
9 (z) = ¢, (A(z)), et Yapplication se prolonge en u, > u continue de 8}, (U (a) nQ)
dans 8} 5 (W..); cette application est I'inverse de u >-u,, qui est donc un isomorphisme
de 8!, (W. ) sur 8},(U(a) nQ).

(®) On démontre, par une méthode analogue, que la condition nécessaire
et suffisante pour que u, élément de 8} 4 (\2), soit dans D} 4 (Q), est que y u = 0 (presque
partout) (sous les hypothéses du théoréme 7. 1)
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Remarque 7. 2. — On peut évidemment obtenir des résultats
globaux, i.e. un prolongement u — yu de &} ,(Q) dans L7(I")
(et non plus L{(I')) avec I' non compact; en effet il en est
par exemple ainsi lorsque Q est le demi-espace z,>0 et on
fait des hypothéses sur Q permettant de se ramener a ce cas
(comme dans le théoréeme 7. 1).

On peut également, dans le théoréme 7. 1, prendre pour I
un morceau de la frontiére (au lieu de toute la frontiére).

Remarque 7. 3. — Notons également ceci, utile dans les
problémes aux limites (Lions [3]): si I'on veut prolonger dans
Pespace Li,(I') on peut remplacer (7, 9) par:

S1p(@, O do* < el [ 1P do + elllglhuonlielh
Wo
(ci = constante) d’ou la propriété :

(7, 10) [yulhucry < eilluls + cllllliull, Ty compact de I'

8. Prolongement des distributions BL({2) 4 R". — On suppose
encore que ( est un ouvert de Soboleff. On désigne par E

Iespace Li,(R"). On a le

TutoriME 8. 1. — Sous les hypothéses (Pr 1) et (Pr 2) (N° 7)
il existe une application linéaire continue (évidemment non
unique) de &; ,(Q) dans BL(E), soit u — R(u), telle que
(8, 1) R(u) = u presque partout (p.p.) dans Q.

Démonstration. — On prend le recouvrement U(a), U,
les fonctions F;, f; etc. comme au N° 7. Toute fonction u de

&, 5(Q) s’écrit :
u=fu+ Efu.

On peut considérer f'u dans R"; c’est un élément de BL(E)
et l'application u — f'u est continue de §; ,(Q) dans BL(E).
Supposons alors que 'on ait montré ceci :

/

pour tout i, il existe une application linéaire
continue u— R;(u) (non unique) de 8, ,(U(a;) n Q)
dans &; ,(U(a;)) telle que Ri(u)=u p. p. dans
U(a;) n Q.

(8 2)

T —

On aura alors le théoréme en prenant :

(8, 3) R(u) = 2\ F.R{\ fu) + f'u.
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En effet on peut supposer que \'F; est dans D (*), de sorte
que VF.R(\fu) soit dans BL(E); alors la somme (8, 3)
converge et l'application u — R(u) est continue de 8! ,(Q)
dans BL(E). En outre, pour z dans  (ce qui suit a un sens p.p.) :
R,(\/f:u)(x) = \/fiu(z) ot Ru(z) = u(z), on a donc le théoréme
si 'on a (8, 2). Tout revient donc a montrer (8, 2). Or c’est
immédiat : en effet, comme on a vu dans le théoréme 7. 1,
&;,5(U(a;) n Q) est isomorphe & &; ,(W,) et on a défini au théo-
réme 7. 1 Papplication ¢ — ¢ de &; ,(W,) dans &} (W), qui
vérifie: ¢ = ¢ p.p. dans W_. A cette application ¢—~¢ cor-
respond une application u — R, () donnant lieu a (8,2),
d’ou le théoréme.

Remarque 8. 1. — Si Q est un ouvert borné vérifiant (Pr 1)
et (Pr2), c’est un ouvert de Soboleff.

C’est un cas particulier du théoréme 6. 1, mais aussi une consé-
quence immédiate du théoréme 8.1. En effet si ue BL(Q),
soit R(u) le prolongement & R" défini par ce théoréme. Alors si
¢ € Dpn, =1 sur Q, on a: 9R(u) e BL(R"), donc ¢R(u) € L/(R")
et par suite u e LY(Q).

9. Un théoréme de compléte continuité. — Le théoréme qui
suit n’est pas lié directement 4 I’étude des fonctions BL(Q),
mais il sera utile au N° suivant. Voir aussi pour le théoréme
ci-aprés : Courant et Hilbert [1], Soboleff [2], Kondrachoff [1],
Koudriavzeff [1].

Tutorime 9. 1. — Soit Q un ouvert borné quelconque de R"
(de frontiére quelconque, () connexe ou non). Pour tout ¢ > 0,
Uinjection de &} ,(Q) dans L17¢(Q) est complétement continue.

Démonstration. — Soit B la boule unité de §&;,(Q); il faut
montrer qu’elle est relativement compacte dans L¢7¢(Q),
donc, d’aprés A. Weil [1], p. 53, 54, il faut montrer:

a) pour tout ¢, > 0, il existe K compact de (, tel que pour
tout fe B on ait:

Jilf@pedz <,

(31) Si G', G; est une partition de l'unité indéfiniment différentiable positive
associée au recouvrement U/, U (a;), on prendra :
reG? =Gl
G + 2G?’ YT Gr 3G
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b) Pour tout ¢, > 0 1l existe v, tel que

lenf —F llr=cam <,
pour tout fe B, |h| <, ou f désigne la fonction dans R*
égale a fsur Q, O ailleurs, et 7, f la translatéede fde h=(h,, ..., h,)
Démonstration de a). — On déduit aussitdt de I'inégalité
de Holder, K étant un compact quelconque de ),
‘/C'Kif(x)["—sdx<(mes [:K) " pourtoutfeB;
or ceci est majoré par ¢, pour K convenable.

Démonstration de b). — On choisit d’abord K de sorte que
IF lks—+ ((x) < &,/3. pour tout f < B.

On prend ensuite K, avec K,> K, et Pon choisit v, tel que
Te [:K, et |h|< v, entrainent x—he [:K Alors on a, pour
jh! <7 et pour tout feB:

ol o=tsy < 3.

Soit alors ae ¥g, =1 sur K,, et b=1-—a, €bgy. On a:

””hf f‘IL"“ @®" ‘
= ||z (af) — af + wu(8F)— BF ho— <|a(af) —af o + 2¢,/3.

Mais on applique a (af) Schwartz [2] p. 41, 42; 1l vient:
H‘fh (af) ———af“[,q ‘am < CR,

ou C est une constante indépendante de f e B, et s est donné
par: 1/s = 1/(¢ —e) —1/q. Ceci est majoré par¢,/3 pour |h| < ,,
d’ou le résultat en prenant v, = inf (v, 7,).

Cororratre 9. 1. — Si Q est un ouvert de Soboleff borné,
Uinjection de &1:(Q)) dans L*(Q) est complétement continue.

Démonstration. — Si Q est (S), 61s(2) est identique a & ,(Q)
algébriquement et topologiquement (ce dernier point parce que
2 espaces de Banach algébriquement identiques dont I'un a
une norme plus grande ont nécessairement des normes équi-
valentes) et L’ contient L?7¢ ¢ tel que ¢ — ¢ > 2 avec une
topologie moins fine, d’ou le résultat par le théoréeme 6. 1.
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10. Ouverts de Nikodym, constante de Poincaré, probléme de
Neumann. — Soit Q un ouvert de R* pour I'instant quelconque.
On rappelle que &i.(Q) est I'espace de Hilbert des fonctions

ueL’(Q), telles que bi u e L? pour tout i, avec la norme:
T

14

Meelll = (lfoallie =+ leel )7

On désigne par N (cf. Lions [1]) Pespace des fonctions u e &{,((2)
telles que Au soit dans L*(Q), et telles que I'on ait:

(10, 1) (— Ay, 9)1. = (u, #), pour tout ¢ e &}.(Q).
Cet espace contient 9; muni du produit scalaire :
(u, 9)x = (u, ¢)gk + (Au, A"')LS

c’est un espace de Hilbert. Si la frontiére de ( est « réguliére »
toute fonction de &;:, de laplacien de carré sommable et de
dérivée normale nulle sur la frontiére de Q, est dans N. Les
fonctions de N sont des fonctions de dérivée normale nulle
sur la frontiére de () dans un sens généralisé, et valable quelle
que soit la frontiére de ().

Cect posé on a le

Tutortme 10. 1. — L’opérateur — A— A, est un isomor-
phisme de N sur L* pour tout X < 0.

Démonstration (**). — On veut résoudre I'équation :

(10, 2) —Au—2Au=f,

f donné dans L, u cherché dans N. Pour ¢ quelconque dans &,
ona:

(10, 3) (u, 9)gis— (A + 1) (u, 9)ue = (f, V)1

et réciproquement si u est dans 8i.(Q), et vérifie (10, 3) pour
tout ¢ dans 8i;(Q), u est dans N et vérifie (10, 2). Donc (10, 2)
équivaut a (10, 3).

Or pour f donné dans L’ ¢ — (f, ¢). est une forme semi
linéaire continue sur &i:({2), donc &;.(Q) étant un espace de

Hilbert,
(f, o) = (GF, ),

(32) Voir aussi Lions [3]. Ce théoréme se généralise par le méme procédé
de démonstration aux opérateurs elliptiques a coefficients variables.
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ce qui définit G, élément de D'espace 4(L*; &L)(*). S1 l'on
désigne par G, la restriction de G a 4(8i:; &), on a la un
opérateur hermitien positif, et (10, 3) équivaut a:

(10, 4) (1— @+ 1)G)u = Gf.

Or (G,u, u)gt.=||ul|i:, d’ot résulte facilement que 1 —(A+1)G
est inversible pour A << 0, d’ou le théoréme.

Par définition, on appellera probléme de Neumann, relati-
vement & I'opérateur —A—2, le

Probléme 10.1. — Trouver U dans L?, avec AUelL?

solution de

(10, 5) —AU—AU=F,
F donné dans L?, avec la condition auz limites
(10, 6) h—UeN,

h donné dans L* avec Ah e L.
En posant u = h — U, 1l résulte aussit6t du théoréme 10. 1
le

Cororraire 10. 1. — Le probléme 10. 1 admet une solution
untque pour tout A <0.

Dérinition 10. 1. — On appelle spectre de A pour le probléme
de Neumann, ’ensemble des A tels que —A — A ne soit pas
un isomorphisme de N sur L’, ou encore, ’ensemble des A tels
que: 1 — (A 4+ 1)G, ne soit pas inversible dans £(61:; &1.).

Ce spectre est réel, et porté par le demi axe A >0, ceci par
le théoreme 10. 1.

On va I’étudier de fagon plus précise moyennant ’hypothése
supplémentaire :

(10, 7) Q est un ouvert connexe borné tel que I'injection
’ de 61:(Q) dans L*(Q) soit complétement continue.

Exemple. — Q est un ouvert de Sobolefl borné; on a bien
alors (10, 7), par le théoréme 9. 1.

Sous I’hypothése (10, 7), 'opérateur G,, composé de 'injec-
tion de 6{: dans L’ et de G, est complétement continu, donc
le spectre est dénombrable; A, = 0 est valeur propre de dimen-

() De fagon générale, si E et F sont 2 espaces vectoriels topologiques,
¢ (E; F) désigne I'espace des applications linéaires continues de E dans F.
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sion 1, car Au=0, ueN, équivaut a |y, =0, ie a
u = constante, donc si I’on range les valeurs propres par ordre
de grandeur croissante, on a:

)\1=O<)\2<>\3<

On va étudier maintenant de fagon plus précise le probléme
pour A =0 et A = A,.

Le probléme de Neumann pour Uopérateur — A(A = 0). — Pour
étudier le probléme de Neumann relativement 4 —A, il n’est
pas nécessaire de supposer que 'on a (10, 7). On supposera
seulement que () est un ouvert connexe borné. On cherche alors
u dans N, solution de

(10, 8) —Au =, f donné dans L’.

Comme la fonction 1 est dans 8+((Q), si (10, 8) a une solution
on a: (—Au, 1) = (,1), = 0 donc:

(10, 9) Jof(@)dz=

On désigne par L le sous-espace vectoriel fermé de L*(())
formé des fonctions f qui vérifient (10, 9).
On a alors la

Prorosition 10. 1. — Soit Q wun ouvert connexe borné.
St A applique N sur L, alors Q est un ouvert de Nikodym.

Démonstration. — On va démontrer que sous les hypothéses
de la proposition, Q donne lieu a I'inégalité de Poincaré; on a
alors le résultat par application du théoréme 5. 3.

Soit donc A P'ensemble des fonctions u € &}, telles que

Jou@dz=0 et [l <1

On aura P'inégalité de Poincaré si 'on montre que A est
borné dans L;.

Or soit f donné quelconque dans L?; il existe par hypothése
au moins une fonction u, dans N telle que —Au, = f; on a

alors
(— Au,, U = (o, )y = (f, wh
d’otr: [(Fs whee] < [luaoll

pour tout ue A, ce qui montre que A est faiblement borné
dans L, donc est borné, c.q.f.d.



LES ESPACES DU TYPE DE BEPPO LEVI 343

On a réciproquement la

Prorosition 10. 2. — Si Q est un ouvert de Nikodym, le
probléme (10, 8), avec la condition (10, 9), admet une solution,
déterminée & une constante additive prés.

Démonstration. — Puisque I'on a (10, 9), pour tout v e BL((Q})
(donc a & (Q2), vu que Q est un ouvert de Nikodym), on a:
(f, ©)=(f, v + ¢)us, ¢ = constante quelconque.

Donc :
(10, 10) 0" —(f, ¥)Le
est une forme semi-linéaire sur BL'(Q). En outre:

|(Fy el <Ill1nt [le 4+ eflee << Cllfos]lel]

puisque sur Q on a I'inégalité de Poincaré. Donc (10, 10) est
une forme continue sur BL'(Q), donc:

(107 11) (/7 “')L’ = (Hf7 V.)i,

ce qui définit Hf dans BL'(Q) et H est élément de 4(L}; BL'(Q)).
Il est maintenant immédiat que Hf = " donne lieu a (10, 8)
pour tout u dans u’, d’ou la proposition.
On peut résumer les 2 propositions précédentes dans le

Tratorime 10. 2. — Pour que le probléme de Neumann
homogéne (10, 8), avec la condition (10, 9), admette une solution
(unique d une constante additive prés), il faut et il suffit que
Pouvert Q sott un ouvert de Nikodym (**).

La 2¢ valeur propre A, et la constante de Poincaré. — On a a
ce sujet le

Tatorime 10. 3. — St Pouvert Q vérifie (10, 7), alors c’est
un ouvert de Nikodym, et la constante de Poincaré P(Q) est
égale a 1/, A, étant la 2@ valeur propre du probléme de Neumann.

Démonstration. — On a (Cf. par exemple Courant et Hilbert),
en désignant par p, la 2¢ valeur propre de l'opérateur G,
la suite w,, @, ... des valeurs propres de G, étant non croissante,

e =max. (Gu u)gh uebl, [ullgh=1, [, u()dzs=0.

(**) On a, par la méme méthode, un théoréme analogue pour des opérateurs
elliptiques a coefficients variables.

23
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Mais :
(Giu, ulghs=|lullt: et =1/ +1).

Donc pour tout u dans &, avec /;u(x) dz=0on a:
A e e < [ e -
Si maintenant f est quelconque dans &i., on pose:

1
mesQfo(w)dx;

on peut appliquer a u 'inégalité ci-dessus, d’ou :

[of@rde— 2o [ flo) ds| < IR

et dans cette inégalité, 1/A, est la meilleure constante possible
d’ou le théoréme.

u=f—




1I. — PROPRIETES FINES DES FONCTIONS (BL)

1. Capacité, énergie, fonction de Green. — Nous allons rassem-
bler dans ce paragraphe les notions de théorie du potentiel
indispensables pour I’étude approfondie des fonctions de
Beppo Levi.

Notations. — Nous désignerons par:
h(z) le noyau newtonien dans R*(jzf™" si n>2, —log|z
st n = 2).

Ut (z) = [hlz—1) dp. (t) la valeur en z du potentiel new-
tonien engendré par la mesure .

U/(z) ce méme potentiel lorsque w = fdz est la mesure
de densité f.

a, le « flux élémentaire » dans R", c’est-a-dire (n — 2)s,
si n > 2 (s, = aire de la sphére unité), 2« si n = 2.

Nous appellerons domaine (de R") tout ouvert connexe ();
la frontiére et I’adhérence de Q seront notées respectivement

3 et Q.

Capacité. — Nous utiliserons exclusivement la capacité
de Wiener. La capacité d’un compact e de R"(n >>2), notée
cap (e), est la borne supérieure des masses totales des mesures
u >0 portées par e, avec Ut (z) <1 partout; on définit ensuite
la capacité d’un ouvert © (borne supérieure des capacités des
compacts contenus dans o), puis la capacité extérieure d’un
ensemble quelconque e, notée aussi cap (e). Un ensemble de
capacité extérieure nulle sera dit polaire; on dira « quasi-
partout » au lieu de « sauf sur un ensemble polaire ». La capacité
extérieure de la réunion dénombrable d’ensembles e, satisfait
4 la relation fondamentale :

(1, 1) cap (0 ek) < k§ cap (ey).

k=1
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La situation est moins simple pour n = 2; les définitions
précédentes s’appliquent encore si on se borne a considérer
des ensembles contenus dans un cercle de rayon 1, mais encore
faut-il prendre garde que la relation (1, 1) n’a pas toujours lieu
s1 les ¢, ne sont pas tous contenus dans un ensemble de dia-
métre 1.

On pourrait chercher a utiliser d’autres procédés : introduc-
tion de capacités négatives, du noyau log(af|z|) (a>1),
de la capacité logarithmique; tous ont leurs inconvénients,
c’est pourquoi nous nous contenterons des définitions précé-
dentes; elles nous suffiront, jointes a celle-ci: un ensemble
plan e est dit polaire si cap (e n K) = 0, quel que soit le compact
K de diameétre < 1.

Energie. — Une mesure de Radon ® dans R"(n > 2) est
dite d’énergie finte si I'intégrale

) =[] h(z—y) du(z) dx(y) = [ U¥(z) dix(2)

est absolument convergente. Le nombre I(v.), appelé énergie
de u, est réel.

Pour n > 2, I(n) est positif, nul seulement si n = 0; sa
racine carrée est donc une norme hilbertienne sur ’ensemble
des mesures d’énergie finie.

Pour n = 2, I(x) peut étre <Z0; cependant c’est encore le
carré d’une norme hilbertienne sur chacun des ensembles
suivants :

a) les mesures d’énergie finie portées par un méme cercle
de rayon < 1.

b) les mesures d’énergie finie de masse totale nulle.

Le produit scalaire associé est l’intégrale

I, v) = [[h{z— y) du(z) dv(y) = [U¥) dv(a),

appelée énergie mutuelle de u. et v.
Si 1 est de la forme {dz, avec ¢ « D(R") (ou méme seulement
continue a support compact), on a la formule élémentaire :

1,2 1) =5 [ lgrad Ue)f do = TIUH,

valable méme pour n = 2, mais en supposant alors { de masse
totale nulle ( f Ydr = O).
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Une autre formule élémentaire, mais moins connue, et que
nous n’utiliserons qu’au paragraphe 6, est la suivante: si

L= (@1 -or) Pu) € (DR et si § = Z 00, [om) = div 7 (ce qui
suppose { de masse totale nulle), on a:
(1, 3) <a f U2 dz (™)

Pégalité n’ayant lieu que si ¢ est un vecteur radient; & noter
g yal U q un g
que le potentiel U peut alors s’écrire :

U¥(z) = [grad, h(z—1). ()dt

Nous allons maintenant établir, dans un cas simple, unrésultat
souvent utilisé en théorie du potentiel : (*)

LemMme 1. 1. — Soit 0 e D(R"); si n = 2, on suppose ¢ nulle
hors d’un cercle de rayon < 1; soit E l'ensemble des points z en
lesquels on a : |¢(z)| > «, nombre positif donné; alors :

g :
4,4 cap(B) < [lgrad of do = 2Lk

Démonstration. — Supposons d’abord ¢ réelle > 0; d’apres la
formule élémentaire de Poisson on a : ¢ = UY, avec § = — Ag/a,.
Soit e un compact contenu dans E; si la capacité de e n’est pas
nulle il existe par définition, pour tout ¢ compris entre 0 et
cap (e), une mesure positive portée par e, telle que

'/’d‘u. > cap (e) —¢, et Ukz) <1

pour tout z € R”(*"); I’énergie mutuelle des mesures{ dz et u est :
J(§, w) = [Utdy = [¢dy > afcap(e) —e];

{3) Cette formule est établie dans un cas plus général (vecteur i de carré
sommable dans R", & support compact si n = 2) dans Deny [1], en utilisant la trans-
formation de Fourier; on peut évidemment I'obtenir directement; dans R3, par
exemple, elle résulte de I'identité connue :

f|gTaTi UtPde + [|rot V[ do = 16 xzfﬁl"dx,

.z .—* > .
oV (z) = / grad b (x—1) A i (t) dt; cette identité admet d’intéressantes générali-
sations. '

(3¢) Voir un énoncé voisin, nommé « principe de Dirichlet », dans Polya et
Szego [1] (chapitre II); la démonstration rapide que nous en donnons s’appuie sur
une idée de Cartan [1].

(3") On pourrait aller un peu plus vite en utilisant la distribution capacitaire
dee.
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mais I'inégalité de Schwarz s’applique a J({, ), méme pour
n = 2, car y dz et 1 sont portées par un méme cercle de rayon
<1 (cas a); d’our:

[, @I < 1) 1) < [oap () — ) L2

(d’apres (1. 2), valable méme pour n = 2, car ¢ est de masse
totale nulle). En rapprochant il vient: cap (e) —e <||9|[}/an,
d’ou (1. 4) en faisant e—0 (car cap (E) est la borne supérieure
des nombres cap (e ))-

Supposons maintenant ¢ & valeurs complexes;|¢|est continue;
c’est une fonction de BL(R"), et [|(¢))].<|lgl]: (voir I
remarque 3. 3 dans un cas simple). Soit ¢, = |pkp, la régula-
risée de |¢| par p,e D(R"), a valeurs réelles >0, nulle pour
|z| > 1/k, de masse totale 1(k=1, 2...); ¢,() converge uni-
formément vers |¢(z)|, et ¢,converge vers |¢|dans BL(R"). Soit
alors ¢, 0 <e < a; pour k assez grand, E est contenu dans
I’ensemble E.(gx(z) >a—ce) (en vertu de la convergence
uniforme), donc d’aprés la premiére partie de la démonstration
cap (E) <|jpd|}/a.(x—¢)’, d’ou (1. 4), en faisant tendre k vers
4+ o et ¢ vers O. Ce raisonnement est encore valable
pour n = 2, car, pour k assez grand, les ¢, sont nulles hors d’un
cercle de rayon <1.

Fonction de Green. — Tout domaine Q de R" avec n > 2,
tout domaine plan Q de complémentaire non polaire, admet
une fonction de Green et une seule, notée G(z, y)(z,y « Q), carac-
térisée par:

@) G(z, ) > 0.

b) Pour z fixe, G(x, y) est harmonique en tout y=~uz, et
est équivalente & h(z—y) au voisinage de z.

c¢) Pour z fixe, im §(z, y) = 0 pour « quasi » tout point-
y>ye . . .y
frontiére y, (d’une fagon précise: en tout point-frontiére

régulier).

Cette fonction est symeétrique: §(z, y) = G(y, z)(z, y € Q);
on peut la définir pour z et y € R” en lui attribuant la valeur 0
dés que I'un au moins des points z ou y est extérieur a (2, ou
point-frontiére régulier. Pour &tre complet, il resterait a la
définir lorsque I'un au moins des points z ou y est point-
frontiére irrégulier, mais ce raffinement est sans importance
pour notre objet (**).
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Il est possible de développer une théorie du potentiel
par rapport a la fonction de Green en tout point semblable
a la théorie newtonienne, ces deux théories étant identiques
pour Q = R" avec n > 2 (dans ce cas on en a en effet
G(x, y) = h(z —y)). Dans cette nouvelle théorie le cas n = 2
ne se dlstmguera pas des autres.

On définira ainsi des potentiels de Green Uy (z) [ Gz, t)dw.(t)

et des mesures d’énergie finie « relativement a la fonction de
Green », c’est-a-dire les mesures v dans (), pour lesquelles
Pintégrale

lo(w) = [[G(z, y) du(z) dE(y) = [ U dy.

est absolument convergente. La racine carrée de Ig(i) est une
norme hilbertienne sur I'ensemble de ces mesures.

On a encore des formules élémentaires analogues a (1, 2)
t (1, 3); si $eD(Q), on a:

. 1 l— 2 1 .
(1,5 Ta@) = [ lerad Up@)f dz = |[UKE ()

—

Si d’autre part '.P = din avec i = (Pas ovs Pa) €D(Q), on a:

1, 6) < a ffi(2)} dz (*);

(¥) Si zeQ, § (, y), déja définie quasi-partout, peut étre prolongée de fagon
a étre sousharmonique en y 5% = dans R" tout entier; finalement, grice a la symeétrie,
G (2, y) est encore définie quasi-partout si z est point-frontiére irrégulier, et on peut
la prolonger aux y qui sont points-frontiére irréguliers par un procédé analogue. Ceci
résulte immédiatement de Brelot [3] (p. 326-327), ou un cas plus général est envisageé,
celui d’un ouvert de 'espace R" rendu compact par adjonction d’un point a I'infini.
Rappeions ici un résultat utile : si Q, tend en croissant vers Q, la fonction de Green
correspondante G (2, y) tend en croissant vers § (z, y) (voir par exemple Brelot
[3] p- 327).

(3%) Si Q est assez régulier (par exemple borné et limité par un nombre fini
de surfaces a courbure bornée), cela résulte de la formule élémentaire de Green
appliquée a U = U} :

fUATJ+f]§’mT1UF=ﬁU@=o
2 a a v

car U = O sur .‘.*2 et les hypothéses de régularité entrainent que les dérivées du premier
ordre de U sont continues et bornées dans Q. Le cas général s’en déduit par passage
a la limite, 4 'aide du théoréme rappelé a la fin de la note précédente.

(%) Cette formule se déduit de (1. 3) et de linégalité Io(d) << I (§), qui
suppose ¢ de masse totale nulle si n = 2; cette derniére inégalité est une conséquence
connue de la théorie du balayage, le seul cas délicat étant celui ot n = 2 et Q non
borné (on utilise alors le passage & la limite signalé dans la note précédente).



350 J. DENY ET J. L. LIONS

UY peut alors s’écrire-

f grad G,(z, t).1(t)dt.

Pour achever ces prehmlnalres, observons encore que, de
méme que §(z, y) peut étre définie pour z et y « (2, on peut
donner un sens a Ig(k) pour certaines mesures de R" En
particulier Ig({) est fini et 2> 0 pour toute ¢ € D(R"); on a d’ail-
leurs Ig(Y) <I(¢), méme si n =2, mais en supposant alors ¢
de masse totale nulle.

La racine carrée de Ig({) est donc une semi-norme hilbertienne
sur D(R") (mais non en général une norme); la forme bilinéaire
associée Jq(¢, ¥) satisfait & I'inégalité de Schwarz :

1, 7) 1Ja(e, V) < Ia(e) Ia(d)-

2. Retour surl'espace D' (Q). — Les méthodes de la théorie du
potentiel vont nous permettre d’améliorer le théoréme 4. 3 du
chapitre I en caractérisant les domaines plans non bornés Q tels
que D'(Q) soit un espace de distributions.

Tatorime 2. 1. — Soit un domaine plan Q; pour que 9'(Q)
soit un espace de distributions, il faut et il suffit que le complé-
mentatre EQ soit non polaire; les éléments de 9'(Q) sont alors
des fonctions qui, prolongées par 0 hors de (), sont dans Li,.(R*)
pour tout r fini.

Démonstration. — La condition est suffisante : soit en effet () un
domaine plan de complémentaire non polaire, et soit { ¢, une suite

de Cauchy dans 9(Q), normé par ||¢||, = (f'grad qordx?) v,
on va montrer que ¢, converge dans 9'(Q) et méme que,
s1 g, est le prolongement de ¢ par O hors de Q, 3, converge

dans 9'(R?); a cet effet il suffit de vérifier que f o da converge

(Schwartz [1], p. 75) quel que soit ¢ e D(R?); or si on pose
$p =—A¢,/2n, on a , = Uk = U""‘(“) d’ou, d’apres (1, 2) et
1, 7):

(*1) Conséquence simple de la propriété suivante: tout potentiel de Green
engendré par une mesure 4 support compact dans Q admet la pseudo-limite 0 quasi-
partout a la frontiére de Q (voir au paragraphe suivant les définitions et références
relatives & la notion de pseudo-limite). Il est plus élémentaire d’observer que si L est
régulier, Uq'k = 0 partout i la frontiére, donc la fonction harmonique bornée U r—UY
est ldenthuement nulle dans Q; 1e cas ou Q est quelconque (de complémentalre
non polaire si n = 2) s’en déduit par passage a la limite (voir les notes précédentes).
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S Geon— 3 dal = [ (U — U daf =|Jalb.— b $)f
<ol — plald) = o= lpr.s— wlllo(@)

d’ou le résultat; pour montrer que 9'(Q) est bien un espace
de distributions, il reste a vérifier que l'injection de 9'(Q)
dans 9'(Q) est biunivoque, ce qui est facile (**).

Soit T la distribution dans R* limite de la suite { ¢} ; évidem-
ment T e BL(R?), donc T e Li,(R?) pour tout r fini (I, théo-
réme 2. 1); larestriction T de T a Q est la distribution de 9/ (()
associé canoniquement a I’élément de @' (Q) défini par la
suite { g .

Il reste & montrer que la condition est nécessaire; cela
résulte immédiatement (****) du contre-exemple b (I, remarque
4. 1) et du théoréme suivant, intéressant par lui-méme et
valable quel que soit n > 2; la démonstration que nous en
donnerons fait appel a la théorie du « balayage », et on pourra
la laisser de coté en premiére lecture :

TutoriMe 2. 2. — Soit Q un domaine de R, n > 2, de
complémentaire polaire; D(Q) est dense dans D(R"), normé

-z 2 1/2

par ligll = ( flgrad ¢f da) ™
Démonstration. — Soit en effet ¢ e D(R"); on va voir qu’il
existe § € D(R"), nulle hors d’un compact de Q avec [jg — ||,
arbitrairement petit. Soit B une boule hors de laquelle ¢ = 0
(si n = 2, on supposera le diameétre de B <Z 1; cela ne restreint
en rien la généralité puisque toute ¢ € D(R*) est somme finie
de fonctions indéfiniment dérivables, nulles hors de telles

boules). .

Soit {w,{ une suite d’ouverts tels que @, cw;, Nw,= Q,
et cap (E)k n E)»O (une telle suite existe, car Q est polaire).

(*2) Voir note () p. 321.
(+2%%) Soit ¢, une suite de Cauchy dans Do pour la norme ||2][,, 2 < R2 Si ¢,

converge dans 9, alors § converge dans Dy:. En effet, si ¢ € Dp,, [lea(a:)d:c =0,
alors | pddx converge. Si maintenant ¢ est quelconque dans P2, on prend o€y,
de masse totale 1, et on introduit 0 = ¢ — &fn}dx; alorsf@,,&da: converge, donc
f@kn}ada: converge, c. q. f. d.
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Soit 1 la mesure de densité — Ag[a,; u est portée par B,

et ¢ = UP. Désignons par p, la restriction de 1 a [:wk, par v,
et v, les mesures « balayées » de u et w, sur @, u (:B ou, ce

qui revient au méme, sur (6),, n B) uB, pour k> k(**).

Nous noterons ici [[A|| la norme-énergie (I(A))"" de la
mesure d’énergie finie A; il résulte aisément de la théorie du
balayage des mesures d’énergie finie que

[or— Vil <[l — ol | = 0
avec 1/k, et que ||v4)| >0 avec 1/h (**); donc
[V, ll a2kl | + [Vl

est arbitrairement petit pour k et h assez grands.
Considérons maintenant le potentiel d’énergie finie

u = Ut— U,

par définition du balayage, il est nul dans w, et hors de B; sa
régularisée § = uxp par une p € D(R") convenable est dans D(Q),

car le support de u est a distance positive de Q, et c’est le
potentiel engendré par la mesure (p,— vy, ,)*p, qui converge
fortement (au sens de la norme-énergie) vers w,— ., , lors-
que p converge vers ¢ en un sens convenable (**).

Finalement on a, d’apres (1, 2):

al|lo — Yl = |t — (5 — Vi) * o]
e — || = v, al| = [l — Vi n— (s — Vi, 4) * 21|

(*3) Voir Cartan [2] pour la théorie du balayage; on ne considére ici que
des mesures d’énergie finie; si A’ est la balayée de A > 0, — X’ et i\’ sont par défi-
nition les balayées de — X et de i); la théorie de Cartan est valable pour n = 2, sion
se place dans un compact de diamétre - 1.

(*#) Pour montrer que pz—>p fortement (au sens de la norme-énergie),
on peut supposer . >>0; les potentiels U*« forment alors une suite croissante, majorée
par un potentiel d’énergie finie; il en résulte (Cartan [1]) que w; converge fortement,
donc vaguement, vers une mesure qui n’est autre que . Démonstration analogue
pour v; > 0 (on utilise le théoréme de Cartan sur les suites décroissantes de potentiels).
Enfin la relation ||[va— vp, & || < || — p«|| exprime que le balayage d’une mesure
n’augmente pas I’énergie.

(*%) Si A est une mesure d’énergie finie, et si a, est une mesure positive de
masse 1, portée par la boule de centre O et de rayon 1/k, Axa, converge fortement
vers A; c’est bien connu si a; est la distribution homogéne de la masse 1; le cas
général n’est pas difficile & démontrer (on trouvera une démonstration, faisant appel
a la transformation de Fourier, dans Deny (1)).
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quantité qui peut étre rendue arbitrairement petite en prenant
k et h assez grands, puis p suffisamment « voisine » de &; le
théoréme est donc établi.

RemarQuEe 2. 1. — Nous verrons plus loin (§ 5) que toute
fonction continue de 9'(Q), prolongée par 0 hors de Q, admet
la « pseudo-limite » 0 quasi-partout sur [:Q; il en résultera

que la condition « [:Q polaire », qui est déja suffisante, est
également nécessaire pour que D(Q) soit dense dans D(R"),
normé par |[|¢||,.

3. Fonctions (BL) précisées.

Définition 3. 1. — Une fonction F, défime quasi-partout
dans un domaine Q de R", n> 2, posséde la propriété (P) si,
quel que soit ¢ > 0, il existe un ouvert » de capacité <e tel
que la restriction de F 4 Q—ow soit continue; si n=2,
F posséde la propriété (P) dans Q si F satisfait a la condition
précédente dans tout domaine Q, ¢ Q de diameétre < 1.

Les résultats suivants sont des conséquences immédiates de
la définition :

Prorosition 3. 1. — Si F est quasi-partout égale a une fonc-
tion possédant la propriété (P), F posséde la propriété (P).

Prorosition 3. 2. — Deux fonctions possédant la propriété
(P), qui sont presque-partout égales, sont quasi-partout égales.

Prorosition 3. 3. — Si F et G possédent la propriéé (P),
il en est de méme de F + G, FG, |Flet, si F 2t G sont réelles,
de sup (F, G) et inf (F, G).

Prorosition 3. 4. — St F posséde la propriété (P) dans Q,
« quast toute droite » paralléle & une direction A arbitraire
découpe sur Q) des intervalles tels que la restriction de F a4
chacun d’euz soit continue.

Autrement dit : les traces des droites exceptionnelles sur un
hyperplan Il perpendiculaire 4 A constituent un ensemble
polaire (dans R"); en effet, d’aprés un théoréme connu de
M. Brelot [1] sur les transformations minorant les distances,
la capacité de la projection sur lI de 'ensemble w de la définition

3.1 est <ce.
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Définition 3. 2. — Une fonction F, définie quasi-partout.
dans (), est dite fonction (BL) précisée dans Q si:

(a) FeBL(Q);

(b) F posséde la propriété (P) dans Q.

Cette définition est indépendante du choix des axes de
coordonnées. D’aprés la proposition 3. 4 et I, lemme 3. 2,
toute fonction (BL) précisée posséde la propriété (AC) dans (2,
et ceci quel que soit le choix des axes.

TutortMe 3. 1. — Toute fonction F e BL(Q) est presque
partout égale a une fonction (BL) précisée dans Q (*°).
Démonstration. — 1l suffit de montrer qu’il en est ainsi dans

tout domaine borné de (; si n =2, on supposera donc (2 borné
et de diameétre <{1. En outre, d’apres le théoréeme de décom-
position (I, th. 4. 5), F est lasomme d’une fonction harmonique
et d’une fonction de 9'(Q); on peut donc supposer FeD*(Q).

Soit une suite de fonctions g, convergeant vers F dans D (Q);
on peut supposer, en prenant une suite partielle, que la série

24M ok, — @[} converge. Appelons ¢, le prolongement de g,
par O hors de (2 et posons

e =B (¢ (@) —3u(@)|>1/29,  o;=|_Jes
k=j
d’aprés (1. 1) et (1. 4) on a: !

cap() < § caple) <+ 3 . — il
k=j Qp =
donc cap (w;) tend vers 0 avec 1/j. Mais dans R"—w; la suite {3}
est uniformément convergente; donc g, converge quasi-partout
vers une fonction F*, dont la restriction & R* — w; est continue;
F* posséde donc la propriété (P).

Il reste 2 montrer que F* = F presque partout dans (;
or ¢, — F dans 8{,(Q) si Q est borné (I, théoréme 4. 2), ¢, — F
dans 8 ,(Q) si n > 2 (I, théoréme 4. 3); dans tous les cas
considérés, si ¢ est une fonction mesurable bornée a support
compact, f(p,,x[.» da:-»stP dz; mais si Y} est nulle dans w; on a,
d’aprés la convergence uniforme :

fF*q,dm’}ig fqa&dx::quadx;

(*¢) Deny [1] chap. IV; nous reproduisons, &4 quelques variantes prés, la
démonstration de cet article.
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on a donc F* = F presque partout sur ij quel que soit j, et

par suite presque partout dans Q (l'intersection des o; étant
polaire, donc de mesure nulle).

RemarQue 3. 1. — La démonstration donne plus; la fonc-
tion F* qui vient d’étre -construite posséde la propriété (P)
dans R" tout entier; on peut donc énoncer, compte-tenu de la
proposition 3. 1:

Si F est une fonction (BL) précisée de D, (Q), avec Q borné
st n =2, le prolongement de ¥ par 0 est une fonction (BL)
précisée dans R

Nous reviendrons plus loin (§ 5) sur ce résultat que nous
étendrons facilement aux domaines plans non bornés.

Pseudo-limite et continuité fine. — La définition 3. 2 a le
mérite de faire appel au minimum de notions de théorie du
potentiel, mais pour une étude approfondie, notamment a la
frontiére, il nous sera utile de donner une définition équiva-
lente mettant en jeu des propriétés plus subtiles.

A cet effet, rappelons qu’une fonction F(z), définie quasi-par-
tout au voisinage de z,, admet la pseudo-limite len z, s’il existe
un ensemble e effilé enz,, tel que lim F(z) = l(z—x,, z € €) (*').
Si de plus F(z,) = I~ %, F est finement continue en z, (*).

Nous renvoyons a M. Brelot [2] pour la définition et les
principales propriétés des ensembles effilés. Rappelons simple-
ment qu'un ensemble effilé en z, est trés rare, au point de vue
métrique, au voisinage de z, : pour I'instant les deux propriétés
suivantes nous suffiront (*):

Prorosition 3. 5. —- Deux fonctions finement continues en
x, el presque partout égales au voisinage de z, ont la méme
valeur en z,.

Prorosirion 3. 6. — Toute fonction possédant la propriété
(P) est quasi-partout finement continue.

Voici la caractérisation des fonctions (BL) précisées que
nous avions en vue:

(*") Brelot [2]

(*8) On trouvera dans Cartan [2] une étude détaillée de la « topologie fine ».

(*) La proposition 3.5 est une conséquence immédiate de la définition;
la proposition 3. 6 est établie dans Deny [1] (chap IV, lemme 3).
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TutorimE 3. 2. — Pour qu’une fonction F eBL(Q) soit
une fonction (BL) preczsee, il faut et il suffit qu’elle soit
finement continue quasi-partout dans Q.

Démonstration. — La condition est nécessaire, d’apreés la
proposition 3. 6. Soit inversement F e BL(Q), quasi-partout
finement continue; soit F* une fonction (BL) précisée égale
a F presque partout dans Q (théoréme 3. 1); on a F=F*
quasi-partout (proposition 3. 5), donc F est une fonction (BL)
précisée (proposition 3. 1).

4. Un théoréme de complétion. — Nous allons d’abord étendre
le lemme 1. 1 aux fonctions (BL) précisées de D*(R") :

LemME 4. 1. — Soit F une fonction (BL) précisée de D' (R")
nulle hors d’un compact de diamétre <1 sin = 2; soit e ’ensemble

E.(F(z)) > a>0); on a:

IIFllz.
(4 1) cap (e) < 11
Démonstration. — Soit F le prolongement de F par O hors

de Q. D’apreés la démonstration du théoréme 3. 1 et la propo-
sition 3. 1, il existe une suite de fonctions ¢,€9, nulles hors d’un
méme compact de diameétre < 1 si n = 2, telles que g, converge
vers I dans 9'(R"), et que ¢«(x) converge uniformément vers
F(z) sur le complementalre d’un ouvert w de capacité arbi-
trairement petlte (cap (w) <e). Soit alors g, 0 <e, << a; soit
er = E(|ou(z)| >a—¢ ); pour k assez grand, on a, d’aprés
la convergence uniforme: ece,u w, d’ou, d’aprés (1, 1):

cap (e) < cap (w) + cap (ex) < e+ ——gﬁu’e 5
d’ou (4, 1), en faisant tendre k vers + oo, ¢ et ¢, vers 0.
Le théoréme suivant montre que si D'(Q) est un espace de

distributions, 'ensemble des fonctions (BL) précisées de 9'(Q)
constitue une classe hilbertienne hypernormale au sens de
N. Aronszajn (*°); I'introduction de ces fonctions résout donc

(%) Voir Aronszajn [1], Aronszajn et Smith [1].
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le probleme de la « complétion fonctionnelle parfaite » de
D(L2), normé par ||g||, = (f!grad of dx)l/2

TutortmMe 4.1. — Soit Q un domaine quelconque de
R*(n > 2), de complémentaire non polaire si n = 2;soit {F}
une suite de fonctions (BL) précisées de D'(Q) convergeant,
au sens de la norme, vers une telle fonction F; on peut en extraire
une sutte partielle {F,.{ telle que F,(x) converge quasi-partout

vers F () dans Q.

Démonstration. — Supposons d’abord que, si n = 2,  est
borné et de diamétre << 1. En utilisant le lemme 4. 1 au
lieu du lemme 1. 1, on voit, en suivant la méthode de démons-
tration du théoréeme 3. 1, qu’on peut extraire une suite partielle
§F,,{ convergeant quasi-partout vers une fonction F*, la conver-
gence étant uniforme hors d’un ouvert w, de capacité arbitrai-
rement petite (il en est ainsi dés que YX4°||F,,., — F |l < «).
Comme les F, possédent la propriété (P), il existe un ouvert w,
de capacité arbitrairement petite hors duquel toutes ces
fonctions sont continues (d’aprés (1. 1)); en vertu dela conver-
gence uniforme, F est continue hors de », u w,, qui est de capa-
cité arbitrairement petite; F* posséde donc la propriété (P).
Or on a F* = F presque partout dans  (comme pour la deu-
xieme partie de la démonstration du théoréme 3. 1), donc
quasi-partout (proposition 3. 2), d’ou le résultat.

Il reste & examiner le cas ou { est un domaine plan quel-
conque, de complémentaire non polaire; on sait que F, converge
encore vers F dans &(Q) (I, proposition 4. 1). L’ouvert () est
réunion dénombrable de domaines w; de diamétres < 1. A chaque
w,; associons des domaines w; et w; tels que &, c w; ¢ ®; c w}, le dia-
metre de w{ étant < 1. Soit peD(w'), =1 dans w. On a:
Fipie D'(w}); en effet grad (F,p,) = F, grad 0,4 pigrad F, e L?,
car F, e Li(R®), et on peut construire, par régularisation, une
suite de fonctions de D(w;) convergeant vers F, dans BL(R?).
De méme Fpg; e @'(w’{); Fyp;— Fp; dans cet espace lorsque
k— + o, car

|Fwpi— Foil|, <||[Fe— FJ|, sup |pil + [|Fx— F ||luqwn sup |grad p;|

tend vers 0 avec 1/k. D’aprés la premiére partie de la démons-
tration, on peut extraire, pour tout ¢, une suite partielle F,, telle
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que F,p0,— Fp; quasi-partout dans o} donc F,,—F quasi-
partout dans w;; par le procédé diagonal, on obtient finale-
ment une suite partielle convergente quasi-partout vers F.

Voici une application aux suites convergentes de fonctions
(BL) précisées dans un domaine quelconque :

Tutorime 4. 2. — Soit {F,} une suite de fonctions (BL)
précisées dans Q, domaine quelconque de R"(n > 2), convergente
au sens de la semi-norme de BL(Q); st Fy(x) converge quasi-
partout, la limite F(z) est une fonction (BL) précisée dans Q,

et de plus ||[F — F)J|, — 0.

Démonstration. — Soit G une fonction (BL) précisée telle
que ||[F, — GJ|, tende vers 0 avec 1/k; il existe une constante
C, telle que F, 4+ C, — G dans Li.(Q) (I, th. 2. 2). Soient o,
o', »" trois domaines bornés, contenant chacun 1’adhérence
du précédent, avec " c Q;soit p € D(w’), =1 dans w. Comme on
a déja vu, (F,+ C,)p et Gp sont dans 9'(w"), et (F,+C,)p— G
dans cet espace. D’aprés le théoréme 4. 1, on peut trou-
ver une suite partielle convergeant quasi-partout vers Gg
dans o"; les F,+ C, correspondantes convergent quasi-
partout vers G dans w; comme par hypotheése F, converge
quasi-partout (vers F), C, admet une limite fime C; donc F,
qui est quasi-partout égale &4 G—C dans o est (BL) pré-
cisée dans w, d’ou le résultat, w étant un domaine relative-
ment compact arbitraire de Q.

5. Le probléme de Dirichlet fin. — Pour obtenir des énoncés de
topologie fine, valables dans le cas de domaines non bornés,
il nous est indispensable de faire appel a la notion d’ensemble
effilé a I'infini et de pseudo-limite & 'infini. Nous renvoyons
encore &3 M. Brelot [3] pour les définitions, d’ou il résulte que,
dans R" avec n >3, tout ensemble de capacité extérieure
finie est effilé a D'infini (****); cette remarque et le lemme 4. 1
conduisent au résultat suivant:

Lemme 5. 1. — Toute fonction (BL) précisée de D'(Q), avec
n > 3, admet la pseudo-limite 0 a Uinfini.

(30%%) On peut méme montrer que, pour n > 3,il y a identité entre les ensembles
effilés a l'infini et les ensembles de capacité extérieure finie.



LES ESPACES DU TYPE DE BEPPO LEVI 359

Voici maintenant une caractérisation des fonctions précisées

de @'(Q), valable sauf si Q est un domaine plan de complé-
mentaire polaire :

TutoriMme 5. 1. — Soit Q un domaine quelconque de R",
n > 2, de complémentaire non polaire st n = 2; pour qu’une
fonction précisée de BL(Q) soit dans D' (Q), il faut et il suffit
qu'elle admetie la pseudo-limite 0 quast-partout a la frontiére,
et a Uinfint st n >3 (™).

Seuls les points-frontiére ou ) n’est pas effilé interviennent
dans cet énoncé; I’ensemble de ces points est non polaire si la
frontiére est non polaire (mais ’ensemble des points-frontiére
ou  est effilé peut aussi étre non polaire, et méme de mesure
positive). De méme la partie de I’énoncé relative au point a
Pinfini est vide de contenu si Q) est borné ou effilé a I'infini.

Démonstration. — On a déja vu que la condition est nécessaire
si n >3 ou s1 Q est un domaine plan de diamétre < 1: cela
résulte de la remarque 3. 1 et du théoréme 3. 2 pour les points
a distance finie, et du lemme 5. 1 pour le point a 'infini. Il reste
a examiner le cas d’un domaine plan quelconque (de complé-
mentaire non polaire). Soit F une fonction précisée de D' (Q);
considérons trois domaines w, ' et ”, chacun contenant
P’adhérence du précédent, o” étant de diameétre < 1;si p € D(w’),
on a Fpe T (Qnw") (**); on est alors ramené au cas déja
connu : Fg admet la pseudo-limite 0 quasi-partout a la frontiére
de Q no"; en prenant ¢ = 1 dans o, on voit que F admet la

pseudo-limite 0 quasi-partout sur QO nw, et par suite sur &
tout-entier.

Soit inversement F une fonction précisée de BL (Q), admet-
tant la pseudo-limite 0 quasi-partout a la frontiére et a I'infini
(pour n > 3 et { non borné ni effilé 4 I'infini). On va voir que

F e9'(Q); on peut évidemment supposer F réelle. Supposons

(1) Une autre caractérisation des fonctions précisées de @’(Q) est la suivante:
¢e sont les fonctions précisées de BL(Q) dont la radiale est nulle (voir Brelot [5]
[6] et [7]); d’autre part on peut interpréter ces fonctions comme des « potentiels
d’énergie finie par rapport a la fonction de Green » (voir Deny [1], ot le cas n = 2, Q)
non borné n’est pas traité).

(?) Fp est dans BL(Q No") et est nulle hors d'un compact de Qn o';
elle est donc limite dans BL(Q N ") de régularisées qui, étant nulles hors d’un compact
de Q N v’ sont dans D(Q2 N w’).

24
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d’abord F bornée; alors (I, théoréme 4. 5), F = u 4+ H, avec
u e D'(Q) et H harmonique dans Q; mais H est bornée (d’aprés I,
théoréme 4. 7); d’aprés la premiére partie de la démonstration
(nécessité), H=F —u admet la pseudo-limite 0 quasi-partout
a la frontiére (et éventuellement a I'infini); un théoréme récent
de M. Brelot (**) entraine que H =0, d’ou F = ue D'(Q).
Si F est non borné, considérons Fy(z) = F(z) s1|F(2)| > N, =N
si F(z) > N, = — Nsi F(z) << — Nj; c’est une fonction précisée
de BL(Q) (d’aprés I, proposition 3. 1 et II, proposition 3. 3),
bornée et satisfaisant aux conditions de I’énoncé; donc
Fxe®'(Q), et il en est de méme de F, puisque ||F — Fyl|, 0
avec 1/N (I, proposition 3. 2).

Le théoréme 5. 1 montre que la « partie harmonique » H
d’une fonction précisée F e BL(Q) a méme comportement a la
frontiére (au point de vue de la topologie fine) que la fonction F,
puisque la différence F — H admet quasi-partout a la frontiére
la pseudo-limite 0. En particulier, s1 F admet en quasi-tout
point frontiére z une pseudo-limite f(z), on voit que H est la
fonction harmonique (unique) qui résout ce qu’on peut appeler
le « probléme de Dirichlet fin » pour Q avec donnée-frontiére
f(@).

Un cas particulier intéressant ou on peut affirmer que toute
fonction précisée de BL(Q) admet une pseudo-limite quasi-
partout a la frontiére est celui d’un domaine suffisamment
régulier :

TutoriME 5. 2. — St le domaine borné Q vérifie les hypothéses
(Pr. 1) et (Pr. 2) (voir I, § 7) toute fonction précisée de BL(Q)
admet une pseudo-limite finie quasi-partout a la frontiére.

Démonstration. — En effet une telle fonction F peut étre
prolongée par une fonction F e BL(R"), qu’on peut supposer
précisée (I, théoréme 8. 1); F admet donc une pseudo-limite
finie quasi-partout dans R" (théoréeme 3. 2), en particulier
quasi-partout sur la frontiére de Q, et il en est de méme de F,
restriction de F a Q.

En particulier :

Remarque 5. 1. — Toute fonction (BL) précisée dans une
boule de R" admet une limite radiale finie le long de tout rayon,

(%%) Brelot [4] (lemme 1).
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sauf le long de certains rayons découpant sur la frontiére
un ensemble polaire (**).

6. Représentation intégrale canonique des fonctions (BL) précisées.
— Etant donné un domaine Q (de complémentaire non polaire
si n = 2), nous allons former une intégrale convergeant quasi-
partout, dont la valeur est une fonction (BL) précisée représen-

tant la «projection» de F sur @' (Q). A F on pourra donc associer
canoniquement une fonction précisée presque partout égale a F :
la somme de P'intégrale précédente et de la partic harmonique

de F.

Lemme 6. 1. — Soit 1 < [L*(R")]" un vecteur dont les compo-
santes sont des fonctions de carré sommable dans R", nulles
hors d’un compact sv n=2; Uintégrale :

= | grad h(x —t). ()dt

est quasi-partout absolument convergente; elle représente une
fonction possédant la propriété (P) dans R"

On trouvera la démonstration d’un énoncé plus général,
concernant le cas ou ZE[LP R")]", avec 1 <p< 2, dans
Deny [2]; par contre le cas n=p=2, qui demande une
adaptation, d’ailleurs facile, n’est pas traité; nous ne revien-
drons pas ici sur la démonstration.

Tutorime 6. 1. — Soit 1 e [L*(Q)]', Q étant un domaine
quelconque de R", de complémentaire non polaire st n=2;
Pintégrale :

fgradgxt t)dt

converge quasi-partout; c’est une fonctwn précisée de D'(Q).

Démonstration. — Supposons d’abord i a support compact
dans ; en observant que la fonction de Green G(z, y) est de
la forme G(z,y) = h(x —y) — g(z, y), ou g(z,y) est harmo-
nique regullere en y e Q (pour z fixe), on voit que f(z) est la
somme d’une fonction harmonique et d’une intégrale du type

(**) Lorsque la fonction BL est harmonique dans un cercle on retrouve un
théoréme connu de Beurling [1]; pour le cas plus général d’une fonction (BL) continue,
voir Deny [1].
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considéré dans le lemme 6. 1; f(z) possede donc la propriété (P).
Soit d’autre part 1, € [9(Q2)]", convergeant vers ¢ dans [L*(Q)]";
considérons la fonction indéfiniment dérivable

/Igradt‘,”c t). 1 ()dt

d’apres (1, 5) et (1, 6), f« est dans BL(Q), et méme dans @' (Q2),
d’apres le théoréme 5. 1 (elle admet la pseudo-limite 0 quasi-
partout & la frontiére, comme tout potentiel de Green engendré
par une mesure a support compact dans Q); or f, converge
dans 9'(Q) (toujours d’apres (1, 5) et (1, 6), {f,} est une suite
de Cauchy dans cet espace), et par suite dans 9'(()), vers un
élément de D'(Q)) qui n’est autre que f, car il est évident que f,
converge vers f dans 9'(Q); on a donc bien f € D'(Q) et de plus

IIfll, = lim|[f,],, d’ott :
(6, 1) IR < a (TE@) ae

Dans le cas général, on pose i= Eik, ou 1, est a support
compact et disjoint de tout compact K c Q0 } pour k>k,= k (K)

assez grand. D’apres (6, 1) la série Xf, = L"/ grad, (=, t). L(t)dt
converge dans ' (Q) done kgk fi(z) converge umformément

sur K (les f,(z) étant harmoniques au voisinage de K, et
convergeant au sens des distributions dans un tel voisinage).
Finalement on voit que la série Xf,(z) converge quasi-partout
dans Q (en tout point x ou les intégrales f,(x) sont
absolument convergentes); la somme f(z) est une fonction
précisée de @‘(Q), satisfaisant a I'inégalité (6, 1).

Voici maintenant la représentation de la fonction précisée
associée canoniquement a une fonction F e BL(Q):

Tutorime 6. 2. — Soit FeBL(Q), Q domaine quelconque
de R", de complémentaire non polaire st n = 2; si H est la
partie harmonique de F, la fonction

F*(z) = H(z) — 0%[ grad—;(j (x, grad F(t) dt,
Q

T

qui est définie quasi-partout dans (), est une fonction (BL)
précisée presque partout égale a F.
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Démonstration. — La fonction
f(z) = —ai f grad, G(=, t). grad F(z) dt

est une fonction précisée de 9 (Q) (théoréme 6. 1); tout revient
donc a montrer que F — [ est presque partout égale a une
fonction harmonique (unicité de la décomposition I (4, 2)),
ou encore que les distributions AF et Af sont identiques.
Pour cela considérons i, (2], ;—»Zg—r;aF dans [L*(Q)]",
et posons:

o) = — - [ grad.§a, 0.0 di = — LU i)

a,
D’aprés (6, 1), fx — f dans @' (Q), donc dans 9'(Q), et par suite
Af, — Af dans 9'(Q); or Af, = divi,— div (grad F) = AF,

d’ou le résultat.

ReMARrQUE 6. 1. — Lorsque @ = R"avec n > 3, la fonction
(BL) précisée canoniquement associée a F est

. 1 > —
F'(z) =C—— f grad, h(z —t). grad F(t) dt,
ou la constante C est la pseudo-limite a I'infin1 de n’importe
quelle fonction précisée presque partout égale a F (¥); il n’y
a pas de résultat analogue pour n = 2, une fonction précisée
de BL (R?*) n’admettant pas toujours de pseudo-limite a 'infini.

(%) C est la constante telle que F — C € L7(R") (voir I, n° 3).



1ll. — ESPACE BL;,(E).

1. Lemme.

Lemme 1. 1. — Soit T, un filtre de distributions sur Q,

0 .
ouvert connexe quelconque de R, tel que — T, soit convergent
dans D pour tout (alors par le théoréme 1.1, §1, . T, converge
i

d . . .
vers — T, Te®y). Dans ces conditions il existe une famille

i

de constantes c, telles que T, + c, converge dans 9.

Démonstration. — a) Soit K un cube ouvert contenu dans ().
Pour fixer les idées on suppose que K = (]0, 1[)". On introduit
n fonctions a,, a,, ..., a,, ou a; est une fonction indéfiniment

différentiable sur ]0, 1[, & support compact, de masse totale 1,:.e.

S a(t)dt=1.

Soit alors f un élément quelconque de Px. On désigne par f,
la fonction :

(x2,...,x,,)—->f1(x2,...,:v,,)=_/:f(t, Taye.ny T,) di.

Cette fonction est dans Dl'espace 9, K, = (]J0, 1[)"~', les
variables étant z,,..., z,. Si alors I’on considére la fonction
g = f—a.f,, elle est dans D et vérifie:

[ ut, @y, @) dt =0,
Si donc ’on pose :
h, (2) =J;I’ g (8, oyt 5 T0) dt,

on définit ainsi un élément de Pk, donc :

(1, 1) f=af + (), h=x
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On considére maintenant f, dans Dy, ; elle admet une décom-
position du type (1, 1):
d . -
fi = aif2 + a (h2>a hz & EDK:) fa € QDKQ: ou: K2 = (}0,1[) 2,
2

les variables étant z,, ... , z,.
On a donc:

f=aaf, + 5% (@h) + - (b),

et ainsi de suite. Finalement :
0 i)
1, 2) f=aa,...a,f.+ b?n (@y...an_sh,) + -+ b_a:, (hy),
avec: fn =ff(:v) dz.

b) Considéronsalorsla famille T, et considérons les restrictions
(encore notées T,) de T, a K. Si fe D, on a:

0 0 .
b—xde(f) -»b;lT(f), pour tout =1, ..., n.

Décomposons f suivant (1, 2). On a alors:

To(f) = fuTa(@as ... a) — 3 %Ta(a,...ai_,h,-).
- Si I’on pose: s
T.(a@;... a,) = —cq.(K), T(a,...a,)=—c(K),

on a:

tend vers
Y
—‘g E.T(ai voeai_ihy) = <T + ¢(K), f>’
et ceci pour f dans D, uniformément lorsque f parcourt un
ensemble borné de cet espace.
Donc T, + (ca(K)—¢(K))—T dans 9%,

donc : pour tout cube ouvert K contenu dans ©, il existe une
famille de constantes d,(K), dépendant de K, telles que

T,+d.(K)—=T dans Px.
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c¢) Soit alors K et K’ deux cubes ouverts de (), d’intersection
non vide. Il existe, d’aprés b), une famille ¢, (resp. c,) telle
que :
T.+ ca—T dans Dk (resp. T, +c, =T dans 9x).

On en déduit par restriction & Kn K/, et en faisant la
différence : ¢, — c;,—0 (dans le corps des complexes), donc
T, + ¢,— T dans Di,x; on en déduit aussitét le lemme.

2. Espace BL,(E). — On donne sur (), ouvert connexe
quelconque de R", un espace E, comme au § 1, N© 1, séparé
et complet. On désigne par BL, (E) I'espace des distributions
T e Dy, telles que DT e E pour tout p avec [p| = m, muni de
la topologie la moins fine telle que les applications T — DT
soient continues de BL,(E) dans E. Cet espace coincide avec
BL(E)sim = 1: BL,(E) = BL(E).

L’espace BL,(E) (m > 1) n’est pas séparé. Soit T I’adhérence
de 0 dans cet espace; T e T équivaut & D*T = 0 pour tout p
avec |p| = m, donc équivaut & T = polynome de degré m—1.
Donc: Te = sous-espace des polynomes de degré <{m—1.

Définition 2. 1. — L’espace BL,, (E) est dit espace de Beppo-
Levi d’ordre m attaché d E. On désigne par BL; (E) Uespace
quotient de BL,(E) par To (espace séparé associé).

On va maintenant démontrer le

Tutorime 2. 1. — L’espace BL,, (E) est complet.

Démonstration. — a) Soit T, un filtre de Cauchy sur BL;, (E),
et prenons T, quelconque dans la classe Tq. On pose:

DT, =S,,,
Pour g avec |q| = m — 1, S, , est dans BL,(E) et
S..y < BL;(E) = BL'(E)
est un filtre de Cauchy dans cet espace qui est complet (I, Théo-
réme 1. 1), donc :
Sa,e— S, dans BL'(E).

Il en résulte, grace au lemme 1. 1, qu’il existe une famille de
constantes c,, , telles que

Sa,g + Cag— 5, dans 9.
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Désignons maintenant par (g) le nombre tel que D?((¢) 2*) =1,
et posons :

(2, 1) To=Tu+ [q|:2;n—1 Caq(q)Zy-
On a:
(2, 2) D¢(T,) — S, dans 9,

¢ quelconque tel que || =m —1.

b) Démonstration du théoréme dans le cas: E = 9.

On opére par récurrence sur m. Le théoréme est vrai pour
m = 1. Admettons le pour 2,..., m— 1, et démontrons le
pour m.

Soit T, un filtre de Cauchy dans BL;, (9g); on a (2,1) et
(2, 2); T, est dans BL,_, (9¢), et (2, 2) signifie que (T})" est
un filtre de Cauchy dans BL,_, (93), donc, grace a I’hypo-
these de récurrence : (T,)" — T® dans BL,,_,(9g), donc:
DY(T;) — D¥T) dans 9q pour tout ¢, |¢|=m—1.

Si maintenant p est quelconque avec |p| = m, il existe ¢ avec

= — P:_b q .
lgl=m—1 tel que D M‘D , donc :

DA(T,) = > (D'T,) = 2 (D*T}) — > D¢T = DrT,
ox; ox; ox;
donc T; — T dans BL;, () c. q. f. d.

c¢) Cas général.

Soit T, un filtre de Cauchy dans BL’,(E). Ona (2,1) et (2, 2).
Comme parle b),BL;,_, (D) est complet, il résulte de (2, 2) que:
D!(T;) - D*T) dans 94, |qf=m —1, donc, comme dans
le cas b, D'T,— DT dans 94, p quelconque avec |p|=m.
Or, T, étant un filtre de Cauchy dans BL,(E), on a: DT —f,
dans E, |p| = m, donc f, = D'T et finalement: D’T, — D?T
dans E, ce qui démontre le théoréme.

Remarque finale. — Le cas E = L*Q) est particuliére-
ment intéressant (on posera alors BL,(L*Q)) = BL,(Q));
introduisons D™(Q) espace complété de 9Dg pour la norme
[|¢]ln; il est facile d’étendre le théoréme de décomposition
4. 5 (chap. I):

Si () est un espace de distributions, toute distribution
T € BL,(Q2) admet une décomposition unique: T =wu + h, ot
ued(Q), Amh = 0.
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Le probléme important est donc de caractériser les ouverts
connexes () tels que D"(Q)) soit un espace de distributions;
il est facile de voir qu’il en est ainsi lorsque Q est borné, ou
lorsque n > 2m + 1; pour atteindre le cas n<2m + 1, Q non
borné, il faut introduire une définition appropriée des ensembles
polaires (d’ordre m) et des méthodes différentes de celles utilisées
au chapitre II; cela nécessite quelques développements, sur

lesquels nous nous proposons de revenir dans un prochain
travail.

TABLEAU DES PRINCIPALES NOTATIONS ET DEFINITIONS

DcEc, E complet,d =Pg, D' =D}, Q c R,
BL(E): Te @, biTe E pour tout i = 1, ..., n.
T

BL*(E) : espace séparé associé a BL(E).
BL(Q) ou BL : espace BL(E), avec E = L2(Q).
BL;(Q) : adhérence de 9¢ dans BL* (Q).

- b@ 2 1/2'
DY(Q) : complété de Dg pour ||g|l, = <2 OT: )
81:(Q): u e L2(Q) a—b— u e L2(Q) pour tout ¢.

b zl'

&.(Q) : u e L7(Q), gb; we LQ),1/g=1/2—1/n,n> 3.

Di(Q) : adhérence de Dq dans 8].(Q).

D 2(Q) : adhérence de Do dans &} »(Q).

Propriété (AC) : p. 344; propriété (P) : p. 353.

Probléme de Dirichlet (fin) : p. 323 (p. 342); probléme de Neumann: p. 360.
Ouvert de Soboleff : p. 327; ouvert de Nikodym : p. 328.
Inégalité de Poincaré: p. 329.

h(z) (noyau newtonien) : |z*~"si n > 2, —logjz| si n = 2.
Ue, U/ : potentiels newtoniens.

a, (flux élémentaire) : p. 345.

Ensembles polaires, quasi-partout : p. 345.

I(w), J(p, v) (énergie, énergie mutuelle) : p. 346.

G(z, y) (fonction de Green): p. 348.

Ta(s), Ja(p, ) p. 349.

Fonction (BL) précisée : p. 354.

Pseudo-limite : p. 355.
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