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LES ESPACES DU TYPE DE BEPPO LEVI
par J. DENT et J. L. LIONS.

On sait que Beppo Levi a introduit une classe de fonctions
qui jouent un rôle important dans la théorie du problème
de Dirichlet (!) : les fonctions définies dans un ouvert Q de R",
qui sont absolument continues sur presque toute parallèle
aux axes de coordonnées, et dont les dérivées partielles du
premier ordre, qui existent presque partout dans 0, sont de
carré sommable dans Q. Nikodym, qui les a étudiées systéma-
tiquement, les appelle fonctions (BL) (2).

La définition précédente a l'inconvénient de dépendre du
choix des axes de coordonnées (3) et n'est pas toujours d'un
usage très commode; il semble avantageux soit d'élargir
la classe des fonctions de Beppo Levi (en considérant les fonc-
tions dont les dérivées généralisées sont de carré sommable
dans û), soit au contraire de la restreindre. On obtient ainsi
d'une part les fonctions que nous appellerons (BL) (4) : ce sont
elles qui s'introduisent naturellement dans certains énoncés
d'analyse fonctionnelle, et nous les étudierons tout d'abord;
d'autre part les fonctions (BL) « précisées » (8) : elles intervien-

(1) Beppo Levi [1]. En réalité, Levi considère seulement des fonctions définies
continues sur l'adhérence d'un ouvert plan assez régulier. La définition plus générale
du texte est due à Nikodym.

(2) Nikodym [1].
(3) La fonction égale à 1 sur le produit cartésien K de deux ensembles de

Cantor portés par les axes Ox et Oy, égale à 0 partout ailleurs, satisfait à la définition
de Beppo Levi (ou plutôt de Nikodym) relativement au système d'axes Oa?, Oy,
mais n'y satisfait plus si on prend pour axes les bissectrices des précédents (car la
projection de K sur une telle bissectrice n'est pas de mesure linéaire nulle).

(4) Nous nous écartons ainsi de la terminologie de Nikodym, mais d'une t'açon
qui n'est pas essentielle (voir chap. I, théorème 3. 1).

(5) Ces fonctions sont appelées (BLD) par Brelot [6] et [7].
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nent dans la théorie fine du potentiel newtonien, et leur étude
fera l'objet de la seconde partie de ce travail.

Plus généralement nous étudierons, sous le nom d'espaces
du type de Beppo Levi, des espaces constitués par des distri-
butions ou des classes de distributions définies dans un ouvert Q
de R" et dont les dérivées du premier ordre appartiennent à un
espace E de distributions dans Q (les fonctions (BL) étant
obtenues pour E = L^Q)); un court troisième chapitre est
même consacré au cas où ce sont les dérivées d'ordre m qui
sont dans E.

De nombreuses propriétés des fonctions (BL) se trouvent dans
la littérature (6) ; nous reviendrons sur les plus importantes
pour y apporter des précisions et des compléments, et surtout
pour obtenir des résultats nouveaux sur des problèmes simples
concernant les dérivées généralisées de fonctions définies
dans un ouvert : ainsi les relations entre ouverts de Soboleff,
de Nikodym et de Poincaré (chap. i, § 5) ; une caractérisation
simple des ouverts connexes pour lesquels le problème de
Neumann (7) relatif à l'équation Au = 0 admet une solution
quelle que soit la « donnée-frontière » satisfaisant à la classique
condition nécessaire d'orthogonalité (chap. i, théorème 10. 2) ;
la caractérisation des ouverts connexes Q tels que l'espace
complété de l'espace des fonctions indéfiniment dérivables
à support compact dans Q, norme par la racine carrée de
l'intégrale de Dirichlet, soit un espace de distributions (chap. n,
théorème 2. 1), etc.

Nous nous plaçons toujours dans un ouvert de R", laissant
de côté des extensions possibles aux « espaces de Green »(8)
et même aux espaces de Riemann.

On trouvera à la fin de l'article un tableau des principales
notations et définitions.

L'essentiel de ce travail a été résumé dans une note aux
Comptes Rendus (Deny-Lions [1]).

(6) Voir entre autres: Nidokym [l], Morray [l], Caïkin [1] Fuglede [l]i
pour les fonctions « précisées » : Deny [l], Aronszajn et. Smith [1] Brelot [6], Leiong-
Ferrand fl] ; pour des propriétés semblables d'espaces fonctionnels voisins • Sobolefî
[2], Nikolsky [1].

(7) Tel qu'il est posé, par exemple, dans Courant et Hilbert [1].
(8) Brelot et Choquet [l], Brelot [7].
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I. — ÉTUDE GÉNÉRALE DES ESPACES BL(E)

1. Espaces BL(E), BL'(E). — On désigne par û un ouvert
connexe quelconque de R"; on désigne par ®Q l'espace des
fonctions indéfiniment différentiables sur Q, à valeurs complexes,
à supports compacts, muni de la topologie de Schwartz (Cf.
Schwartz [1] et [2]). Soit ®Q son dual, espace des distribu-
tions sur û.

On désigne par E un espace vectoriel topologique localement
convexe séparé et complet, contenu dans ®Q avec une topologie
plus fine.

DÉFINITION 1.1. — On appelle espace de Beppo Levi
attaché à E, et l'on note BL(E), l'espace des distributions T

sur Q telles que — T soit dans E pour tout i, muni de la topo-
ôa?l . . ô .logie la moins fine telle que les applications T —>- — T soient

continues de BL(E) dans E. xi

Cet espace n'est pas séparé; cherchons l'adhérence de 0,

soit %, dans cet espace : T e % équivaut à — T == 0 pour

tout i (car E est séparé), donc T est localement constante, et Q
étant connexe par hypothèse, T est constante dans Q. Donc :
Tb === sous espace des constantes.

On désigne par BL*(E) l'espace vectoriel topologique séparé
associé à BL(E), i.e. le quotient de BL(E) par %. On désigne
par T* un élément de BL'(E) ; si T est quelconque dans T\
€®Q,T est l'ensemble des distributions ^T 4- c\, c=== cons-
tante quelconque.

On va montrer le

THÉORÈME 1. 1. — Uouvert Q étant connexe, et l'espace E
séparé et complet, Vespace BL'(E) est complet,
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Démonstration. —Soit T, un filtre de Cauchy dans BL*(E);

pour T^eT^ quelconque, — Ta est un filtre de Cauchy dans E,ôrC(

donc, E étant complet, — T^ —>- Si dans E, et il reste à mon-
ô^ ô

trer qu'il existe T dans ^?Q, telle que — T == S» pour tout i.03^
Si Q = R", c'est le théorème VI, de Schwartz [l], p. 60.

Dans le cas général, c'est une conséquence immédiate du
3e théorème de Rham (cf. de Rham-Kodaira [l], Th. C, p. 40) :

n

il faut montrer en effet que le courant (o == ^ S,ûb^ est un
< = i

rf-bord {d •== différentielle extérieure) ; or o est limite dans
l'espace des courants de degré 1, des courants co^ :

^= S^TA==6n\,
i^^Xi

qui sont donc des rf-bords; l'espace des rf-bords étant fermé,
co est un d-bord. c.q.f.d.

EXEMPLES. — 1) L'exemple le plus important est celui
où E est l'espace L^Q) des (classes de) fonctions de carré
sommable sur Q (pour la mesure de Lebesgue ordinaire dx).
On pose alors s'il n'y a pas ambiguïté: BL^L^Q)) == BL
ou BL(Q). Si T e BL(Q), on pose

™==i -fIi2i^l ÔXi [ L»

ce qui définit sur BL(Q) une structure préhilbertienne. On pose
BU{U{Û)) == BL' ou BL-(Q). On a :

COROLLAIRE 1.1. — Uespaceïîî^'(û)est un espace de Hilbert(9).

2) On prend E == L/^Q), espace des (classes) de fonctions de
puissance p1^ intégrale sur Q, 1 ̂  p -< oo (si p = oo,
L^Q) est l'espace des fonctions essentiellement bornées sur Q).
On a alors :

COROLLAIRE 1.2. — Uespace BL^L/^Q)) est un espace de
Banach.

(9) Ce théorème est dû pour l'essentiel à Nikodym [1].



310 J. DENY ET J. L. LIONS

3) On prend :
E == Lfoc(û), espace des fonctions sur Q qui sont localement
dans L/^ si û/c est une suite croissante d'ouverts bornés, de
réunion Q, Lfoc(Q) est muni de la suite de semi-normes :

(/j-^)'".
L'espace Lfoc(û) est alors un espace de Fréchet (i.e. métri-

sable et complet) et

COROLLAIRE 1. 3. — Uespace BL'(Lfoc(Q)) est un espace de
Fréchet.

2. Propriétés locales, avec E = = L f o c ( û ) $ théorème de den-
sité. — On va montrer le

THÉORÈME 2.1. — 5i TeBL(E), E == Lfoe(Q), alors T
est presque partout égale à une fonction (notée encore T) de
l'espace L?oc où 1/ç = sup(l/Çi, 0), 1/Çi = 1/p—1/n, sauf
a) si p = 1, auquel cas on peut seulement prendre q avec 1/q < 1/ç,
(mais alors la propriété reste valable en remplaçant Lfoc par
un espace de mesures sur û) ; b) si p = n =/=- 1, auquel cas
T e Lîoc(û) pour tout r fini. Si p > n, T est continue.

Démonstration. — Soit CD un ouvert borné, avec co c <o c Q.
Appelons voisinage régulier de <o un ouvert borné, contenu
dans Q, et contenant tous les points à distance e de co, e assez
petit. Soit alors (o c Q, c ûg c Q, chaque ensemble étant ouvert,
et étant un voisinage régulier du précédent. Soit y e 3)̂  == 1 sur
Q^==0hors de û^. Soit TeBL(E), et posons S = çT. On
peut considérer S comme distribution à support compact
dans R".

Soit maintenant y e SD^n, = 1 au voisinage de l'origine
dans R". On a (cf. Schwartz [2] p. 39) :

^(—l|a^^2-n)=^+^ ^

à = mesure de Dirac(10).
Il en résulte :

(2, 1) S+^S= ^--(-l/a^-^-S.
i=^ iOXi Q^i

(10) A désigne le Laplacien; le coefficient a,n ne dépend que de n.
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La fonction E^S est indéfiniment différentiable. Tout est
donc ramené à l'étude locale du 2e membre de (2, 1), i.e. à

^(^-^S.
ô ^ - * / ô^

or ̂ s == (on,y)T + ? ̂  T? et comme yvaut 1 sur û,, n
en résulte que ( ô - y ^ T est nulle sur L\, donc le produit de
composition : v l /

A(^-n),/^.\T
^vi / Vô^7 /1

est nul sur co si l'on prend le support de y assez petit. Finalement
on est ramené à l'étude sur co de

^r-><^T)•
Le théorème résulte alors d'un théorème de Soboleff fcf

Soboleff [1] et Schwartz [2]).

Remarque 2. 1. — II est commode de retenir le cas particulier
suivant du théorème précédent, dont la démonstration n'utilise
pas d'ailleurs le théorème de Soboleff :

COROLLAIRE 2. 1. — Si E == LL(Û), toute distribution T de
BL(E) est localement dans L^

Remarque 2. 2. — Si dans le théorème 2. 1, on prend
E == L^û), le théorème est évidemment valable, mais on
prendra garde que, en général, il n'est pas vrai que T soit dans
L^Q); le Théorème 2. 1 est essentiellement un théorème
local (11).

Démontrons maintenant le

THÉORÈME 2. 2. — Soit E == Lfoe(Q), T, une suite de distri-
butions de BL(E) tendant vers To dans cet espacer il existe alors
une suite de constantes c^ telles que T^ + c^ tende vers To dans
L?oc(i«î), ou Lîoc(Q) pour tout r fini si p == n ^=-1.

(11) Pour l'étude des propriétés globales, problème bien naturel, voir les n08 5 et 6.
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Démonstration, — Désignons par F F espace des fonctions

u e L?oc(û), telles que — u e E pour tout i, muni de la topo-
ùxi . . ôlogie la moins fine telle que les applications u —^ u et u -^ —uôx^

soient continues de F dans LL et E respectivement. Cet espace
est complet (immédiat), c'est donc un espace de Fréchet.
Considérons l'espace quotient F' de F par le sous-espace
vectoriel fermé des constantes; F" est encore un espace de
Fréchet; cet espace coïncide algébriquement avec BL'(Û)
(théorème 2. 1) et il est muni d'une topologie à priori plus fine
que la topologie de BL'(Q). Donc, d'après le théorème de
Banach sur les isomorphismes (Cf. Bourbaki [l], p. 34) ces
topologies coïncident. Donc si T[ est la suite de l'énoncé,
T .̂ —^ T^ dans F' ; comme F" est le quotient de F par le sous-
espace vectoriel des constantes, il existe une suite c^ de cons-
tantes telles que T/,+c/,->-To dans F, d'où le théorème.
Même démonstration pour le cas p = n.

Théorème de densité. — On désigne par ë^ l'espace des
fonctions indéfiniment difîérentiables sur Q, de support quel-
conque, muni de la topologie habituelle et par ÊQ l'espace
dual des distributions à support compact sur û. On va
démontrer le théorème de densité :

THÉORÈME 2. 3.— Si E == L^Q) ou Lfoe(û), l'espacer n BL(E)
est dense dans BL(E).

Démonstration. — Soit ^a^ une partition de l'unité sur Q :
00

1 == ^ a/, sur 0, a/, es 3) ,̂ telle que si S/c est le support de a^
fc=i

alors parmi les S,, S^. rencontre seulement S/,_i, S^.et S^,.
Soit T e BL(E) donnée, ainsi que e > 0. On va construire /*,

..rp ^ / >

élément de Ë Q n B L ( E ) , tel que ——- /- e lAQ) pout tout i,, 'o ôrc; ôrc.et vérifie :

(2, 2) -̂ T — -ô- f \ ^ £, pour tout i,
^ ôa^ |LP(Q)

ce qui évidemment entraîne le théorème.
Pour cela, on écrit d'abord : T == ̂  Tkj T^ == a^T, série

k

convergente dans ®Q. On considère alors b^ e ®Rn, b^ —^ o
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dans ë^ lorsque k —^ oo, et le support de b^ étant contenu dans
une boule de rayon assez petit pour que les supports de T\*6^
aient la même propriété que les S/,. Il en résulte que la série :
/*==ST^*fcfc converge dans ÊQ. En outre, on a dans DQ :

f2.3» ^-^^-^
Or, d'après le théorème 2 .1 ,—T^ est dans L/^R") (on

ooc^
prolonge par 0 hors de Q), donc on peut choisir b^ de sorte que

la norme d e — T / , * ( S — 6 ^ ) dans L/^R") soit ^s^avec:
ox'^

6-&,, £,>0.

Il en résulte qu'avec ce choix des b^ la série dans (2, 3)
converge dans L/^û) vers un élément de norme ̂  e. On a donc

(2, 2), et — f est dans E pour tout i, donc f est dans BL(E), etooc,
aussi dans @Q; le théorème est donc démontré.

3. Propriétés d'absolue continuité, avec E==L{oc(û).— Appli-
cations. — Voici tout d'abord un énoncé emprunté à
L. Schwartz ([l], p. 58); nous disons qu'une fonction F(rc),
définie dans un ouvert Q, est absolument continue sur une
droite D si la restriction de F à tout intervalle fermé contenu
dans D n Cl est absolument continue :

LEMME 3. 1. — a) Si une fonction F(a;), localement sommable
dans un ouvert Q, est absolument continue sur presque toute
parallèle à l'axe des x^ et admet presque partout pour dérivée

[^T?-,

(au sens usuel) une fonction localement sommable — | == gi,
. ô . . . ôa;lj

on a aussi — F == s. au sens des distributions.
^ ^ ^

b) Si une fonction F{x) admet pour dérivée — F, au sens
ôn^

des distributions, une fonction g^ F est presque partout
égale à une fonction Fi absolument continue sur presque toute
parallèle à l'axe des x.i qui admet presque partout pour dérivée

[?^Ï7 ~i
au sens usuel — | la fonction ^.

ô^J
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Ce lemme simple nous suffira pour les applications que nous
avons en vue; cependant, pour faire le rapprochement entre
les définitions adoptées dans ce travail, et l'ancienne définition
de Beppo Levi et Nikodym rappelée dans l'introduction
(cas E == L^Q)), nous allons préciser quelque peu ce résultat.

DÉFINITION 3.1. — Une fonction F(rr) possède la propriété
(AC) dans Q si elle est absolument continue sur presque toute
parallèle à chacun des axes de coordonnées.

LEMME 3. 2. — Si une fonction F{x) admet pour dérivées au
sens des distributions dans û des fonctions gi(i == 1, ..., n),
F est presque partout égale à une fonction F* possédant la
propriété (AC) dans Q (12).

Démonstration. — II suffit de montrer que la propriété a lieu
sur tout compact K de Q ; or, sur un tel compact K, F coïncide
avec une fonction de même nature, nulle hors d'un autre
compact : le produit de F par une fonction de ®Q égale à 1
sur K; on supposera donc F définie dans R" tout entier et
nulle hors d'un compact.

Posons :

F< / ».c.<, x. Xn) dt

et définissons de même Fg, ... F^. La fonction F, est absolument
continue sur presque toute parallèle à l'axe des x^ et F; == F
presque partout (i == 1, ..., n).

Considérons maintenant la régularisée /\ == F*a^ de F par
une fonction a^ e ̂ (R"), avec a^ ̂  0, |a^ = 0 pour \x\ ̂  1/À,
/ oi^dx == 1$ il est bien connu que, pour k ->- oo, f ^ converge

fortement vers F dans L^R"); de même

'-h=C-l_f.(^\

^Xi1 \'ÔXi ]ôa;,' \ôa;;

dans L' (R") ; on a donc :

*afc;
^x,

F

fô/\ 'ôF , r r\ fô/\ , ) ,
\ >~^~ dx= —— ] ———gi dx,[dx^J ô^ ô ,̂ J J (J ^ b S ... dXn —^ 0.

(12) On trouvera un énoncé équivalent (au langage près) dans Calldn [1]
(théorème 4. 1).
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II existe donc une suite partielle, notée aussi i f k } ^ telle que

jfê-^-0
pour presque tous les systèmes de nombres (^2...,^), c'est-à-
dire sur presque toute parallèle à l'axe des x^ Sur une telle
droite^ /\. converge uniformément vers F,, car

X 4-00

|A-F,|< f ^-g^< r ^-g,dxj ^i j ^i 0.

Par nouvelles extractions de suites partielles, on voit qu'on
peut supposer que f ^ converge uniformément vers F^ sur presque
toute parallèle à l'axe des x^ et ceci pour i = 1,.. .,n. Soit
F*^) == lim /*fc(^); cette limite existe en presque tout point x
et vaut ¥ { x ) presque partout. Sur presque toute parallèle à
l'axe des x^ F* est identique à F,(^ ==1, ..., n), donc est abso-
lument continue, d'ôù le résultat.

Remarque. — On peut aller plus loin, et choisir la fonction F*
de façon qu'elle possède la propriété (AC) quel que soit le
système de coordonnées (voir C.B. Morray [l], th. 6.3).

De l'étude précédente résulte aussitôt le

THÉORÈMES. 1. — Pour qu^ une distribution soit dans BL(E),
avec E = Lfoc(û) il faut et il suffit que ce soit une fonction (presque
partout) égale à une fonction F possédant la propriété (AC),

[?^T7~i
et dont les dérivées au sens usuel —\ sont dans L{oc(û) ;

rôFi ^xi
ces fonctions | — j sont alors les dérivées de F au sens des
distributions. l

Démonstration. — En effet toute fonction F possédant la
propriété (AC) est sommable sur tout compact de 0 (13); la
condition est donc suffisante (lemme 3. 1 a) ; elle est aussi
nécessaire (théorème 2. 1 et lemme 3. 2).

(13) Démonstration sommaire (avec n == 2 pour simplifier) : supposons F abso-
lument continue sur x^ === Og. Dans un voisinage du point A (a,, Og) de û, on a
presque partout F == G + H, où

G (x,) == F' ̂ - «, 03) dt et H (a;i, x^) == r'^L (x^ t) dt
Ja^ ̂  Jo, ôa;a

sont évidemment sommables (au voisinage de A).
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Nous allons maintenant donner quelques applications du
lemme 3.1 ; signalons auparavant un lemme tout à fait élé-
mentaire :

LEMME 3.3. — Soit u(t) une fonction à valeurs réelles de la
variable réelle (, absolument continue dans l'intervalle (a, (î) $
les fonctions û = sup(u, 0), ù = sup(— u, 0), |u[ == ù + u
sont absolument continues dans (a, (î); si ^(() est la fonction
caractéristique de l'ensemble E^(u(() > 0), on a, presque par-
tout dans (a, (î) :

du_du . , x \d\u\\_\du
Wdt dt T v / ? \dt\ \dt

Démonstration. — La première partie de l'énoncé est une
conséquence immédiate de la définition de l'absolue conti-
nuité ; les dérivées au sens usuel dùfdt^ dujdt^ d\u\jdt existent
donc en presque tout point t de l'intervalle (a, p) ; si u{t) -=f=. 0, les
relations à démontrer ont évidemment lieu pourvu que dufdt
existe; enfin dùfdt = d\u\jdt = d u f d t = 0 presque partout sur
l'ensemble e == E^(u(() == 0) (d'une façon précise : en tout
point limite de e en lequel ces trois dérivées existent).

THÉORÈME 3. 2. — Soit F une fonction à valeurs réelles dans
BL(E), avec E = Lfoc(û) ; les fonctions F, F et |F| sont dans BL(E) ;
si ^{x) est la fonction caractéristique de l'ensemble E^.(F(a;) >0),
on a, presque partout dans Q :

grad F == ^(x) grad F, | grad | F 1 1 == [ grad F |.

C'est une conséquence immédiate des lemmes 3. 1 et 3. 3;
grad F désigne le vecteur dont les composantes sont les fonc-
tions —F.

on?,

Remarque 3. 2. — Si F et G sont des fonctions à valeurs
réelles de BL(E), avec E = L(oc(Q), il en est de même de

sup(F, O^-^F+G+lF—GI) et de inf(F,G).

Remarque 3. 3. — Si F e BL(E), avec E == L{oo(û) est à
valeurs complexes, on a encore |F|eBL(E), mais on ne peut
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plus affirmer l'égalité presque partout des modules des gra-
dients ; on a seulement :

jgrad F|K|gradFj
presque partout dans Q, l'égalité n'ayant lieu (presque partout)
que si F est le produit d'une fonction e BL(E) à valeurs réelles
par une constante réelle ou complexe (vérification facile).

PROPOSITION 3.1. — Soit FeBL(E) à valeurs réelles
(^ = U<x=(a)); soit N un entier > 0; la fonction F.,(a;) = F(x}
si |F(^)|<N, = N si F(a;)>N, =-N si F(.K)<-N est
dans BL(E) ; de plus, si K est un compact de Q, on a :

N1"" f t f ^ (F—— FlOf'^ = 0.

Démonstration. — La première partie de l'énoncé résulte
de la remarque 3. 2 appliquée à Fi» = inf (sup (F, — N), N);
d'autre part on a presque partout dans û :

grad FR == 4»n grad F,
où -I/i, est la fonction caractéristique de l'ensemble E.,(F(a;) < N) •
donc '

J^lgrad (F~Fn)f^ ==^lgrad F^i—^)i>dx
tend bien vers 0 avec 1/N (théorème de Lebesgue).

On peut mettre la proposition 3. 1 sous la forme :
Lorsque N — o o , F,-^ F dans BL(E), E = LUQ) (et

en outre F» — F dans Lf^(Q), donc dans S'o).
De la même façon on a la
PROPOSITION 3. 2. — Si E = L''(û), la fonction F,, définie

comme à la proposition 3. 1 à partir de F élément quelconque de
BL(L), tend, lorsque N -^ oo, vers F dans BL(E).

4. Décomposition canonique de l'espace BL'(Û). — Rappelons
que BL'(Q) désigne l'espace BL'(E), avec E = U(Q}. On va
maintenant utiliser de façon essentielle la structure d'espace
de Hubert de cet espace.

Considérons l'image ®Q de ®Q dans BL-, dans l'application
canonique BL —^ BL'.

DÉFINITION 4. 1. - On désigne par BL;<Q) l'adhérence de
SQ dans BL (Q).
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On a alors le
THÉORÈME 4. 1. — Si Von décompose Vespace de Hilbert

BL"(Ù) en somme directe de deux espaces orthogonaux :
(4, 1) BL\Q) == BL;(Q) e 3^(0),

56'(Û) est Vespace des classes T" de distributions T e BL(Q) telles
que AT == 0.

Démonstration. — En effet T e 3^(0) équivaut à (T, y), == 0
pour tout 9 dans 3) ,̂ T e T" quelconque, i.e. < AT, y > == 0
pour tout y dans ®Q, donc AT == 0, c.q.td.

On va maintenant interpréter l'espace BL^(Q).
Pour cela on considère comme il est naturel, l'espace ^DQ

muni de la norme ||y||i, y e É&Q, et l'on introduit l'espace ^(Q)
complété de 3)̂  pour cette norme; É&^Q) est un espace de
Hilbert. Cet espace n'est utilisable que s'il est contenu dans
l'espace ®^ des distributions sur Q; pour voir s'il en est ainsi,
il faut distinguer deux cas selon que û est borné ou non. Si Q
est borné, il est utile d'introduire Vespace ^(Q) des fonctions

u e L^û) telles que — u e 1^(0) pour tout i, muni de la norme :
ôa^

i^rii-dMi^+iiuii2)172.
C'est un espace de Hilbert. On a alors le

THÉORÈME 4. 2. — Lorsque Q est un ouvert connexe borné,
l'espace ÊP^Q) coïncide avec l'adhérence ®L»(Û) de ®Q dans ë^û).

Démonstration. — Comme Q est borné, il existe une constante
C(û) ne dépendant que de Q telle que pour tout y e ®Q on ait :

IM|u<C(Q)|H|.n.
(14) Cf. Gârding [1]. Voici la démonstration, en bref: soit ç la prolongée de y à

R" par 0 hors de Î.2; on a par exemple :

(*) ?(^i= r'^^x^....,xn)dt
J ^1

—— 00

d'où :
(**> ||y||^< (diamètre ̂ )||?||î.
Evidemment on peut améliorer cette majoration. De façon précise : si Q est borné,

on montre (Gârding) que l'injection de 3)̂  (û) dans L2 (û) est complètement continue,
de sorte que — A — \ est un isomorphisme de î3)[g (Q) sur l'espace dual 3)̂  (û) sauf

pour un ensemble dénombrable de valeurs de X > 0; soient 0 < ̂  <^ y^... ces
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II en résulte que sur ®Q, les normes [[(p||i et [||y|l|i sont équiva-
lentes, d'où le résultat.

Remarque 4. 1. — On aura un résultat analogue chaque fois
que l'on aura une majoration : ||y||L2 ̂  C(Q) ||<p||i. Exemple : û
est dans R2 contenu dans une bande a -< x^ <i fe, a, b finis.

La situation est moins simple si Q n'est pas borné. On va
d'abord signaler deux résultats négatifs :

a) pour n = 1, on prend Q = R, axe entier, x^ === x. Alors le
complété 3)1 de 3) pour [|y|| nest pas un espace de distributions.
Voici un contre-exemple. On considère, pour chaque entier /c,
une fonction /\, nulle pour |n;|^./c3, == k pour x=0, =0 pour
x = ± /c3, linéaire, et y/c = A*?? p €E 3).

On voit aussitôt que j-y/c—^O dans L^R), et néanmoins y^
CvX

ne converge pas dans 3)'.
b) pour n = 2, on prend Q == R2, plan entier; ici encore le

complété D1 nest pas un espace de distributions. Voici un contre
exemple. On prend des coordonnées polaires (r, 0), et on va
construire une suite ç^ de fonctions de 3), ne dépendant que
de r, telles que V/r—<pfc(r ) converge dans 1^(0, +°°) et que y^air
ne converge pas dans 3)'. Pour cela on prend une fonction a(r),
indéfiniment dérivable dans r ̂  0, = 1 pour r > 3, ^> 0,
et de sorte que (riogr)'"1^^') soit nulle pour r = 2 ainsi que
toutes ses dérivées. On considère ensuite a^ (r) = a (r) pour
r .̂ /c, = 0 pour r > /c + l? indéfiniment dérivable, ^ 0, et
on pose : / . r°°/*i *\-i ^\ ^A î^^—Jr (^^^ a^)^-

On a là une fonction indéfiniment dérivable dans r^O,
nulle pour r > k 4- 1 et dont toutes les dérivées d'ordre ̂  1
sont nulles pour r == 0 ; donc on peut considérer y^ comme
élément de 3); <p^(r) === 4- (^'logr)"1»^), donc

d'y*

\/r^î,(r)—+(\/rlogr)-a(r) dans U(0, + ̂

valeurs propres. Si alors H y j J L i <^ C(i.2) ||îp||p Ç^Q) désignant la meilleure constante
possible, on voit facilement que: C(û) == 1/V/y^i.

Par ailleurs on voit, à partir de (*), que pour obtenir une inégalité du type (**),
il suffit que Q soit « d'épaisseur bornée » dans une direction (cf. alors l'exemple de la
remarque 4. 1 ci-après).
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lorsque À*-^X), et néanmoins, y^ ne converge pas dans à)'; en
/*fc

effet, pour r > 3, jy^)!^ ^ (dogt)"1^ qui tend vers rinfini
avec k.

Considérons maintenant sur R, un ouvert Q égal à un demi
axe, soit x > 0, pour fixer les idées. Alors, le complété de ®Q
pour l ly l j , est cette fois contenu dans 3)'. En effet, pour toute
fonction y e Si), on a :

^x)=.f^(t)dt donc W^xfWdt,

et donc si y^. est une suite de Cauchy dans ®Q pour (|y|(i,
alors ( f k converge uniformément sur tout compact, d'où le
résultat.

Pour Q contenu dans R2, on a le
THÉORÈME 4. 3. — Si û est un ouvert connexe de R2 dont le

complémentaire a un intérieur non vide, alors S&^Q) est contenu
dans Vespace Lfo^û) des (classes de) fonctions localement de
carré sommable dans Q (muni de la topologie naturelle
d'espace de Fréchet) (18).

Démonstration. — On peut supposer que le disque de centre 0,
et de rayon p est contenu dans | û. Soit y e ®Q; on a :

^x)= ^^ô-î(^)+^^(to))^
Jo \ ^1 ^2 /

d'où, en désignant par c, des constantes diverses,

i?w<<. fY^(^)
Jo \ ̂ i

+
ô^a

tx] \dt,

lorsque x demeure dans un ensemble compact contenu dans û,
soit K. Lorsque x parcourt K, tx parcourt (K, et comme ç est
nulle pour jrcj^p, (K rencontre le support de ç lorsque t varie
dans un intervalle [e(K), 1], e(K) > 0, donc :

fy(4^<^ ^ t~2^f(^^)^+JK i )̂ i^ 1
ôy
ôrc,

{x) |^<c,(K)|,9)|î.

(15) On déterminera plus loin, en utilisant les méthodes de la théorie du potentiel,
les ouverts connexes de R2 pour lesquels ce résultat est encore vrai. (chap. II,
théorème 2. 1).
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II en résulte que si <p, est une suite de Cauchy dans SQ pour
Hyllo alors y, est une suite de Cauchy dans l'espace Li^û), d'où
le théorème (10).

Notons également la

PROPOSITION 4. 1. — Soit Q un ouvert connexe de R2 tel
que S&^û) soit un espace de distributions. Dans ces conditions^
si F/, est une suite de ^(Q) qui tend vers F dans cet espace^
alors Ffc —>- F dans Lfoc(û) pour tout r fini.

Démonstration. — Désignons par A,, l'espace des fonctions
ueLfoc(Q), r fixé quelconque, telles que — u e L ^ Û ) pourôx,
tout i, muni de sa topologie naturelle d'espace de Fréchet.
Si ^(Q) est un espace de distributions, alors : ̂ VQ) c BL(Û),
algébriquement, donc, parle théorème 2.1, cas exceptionnel fc),
^(Q) est contenu dans A^ (algébriquement). Mais il résulte
du théorème du graphe fermé que l'injection u —>- u de ^(Q)
dans A,, est continue, d'où la proposition.

Remarque 4. 2. — Un raisonnement analogue à celui du
théorème 4. 3 vaut évidemment pour Q contenu dans R",
n quelconque, mais pour n ̂  3, on a un résultat meilleur
comme on va voir. On introduit une fois pour toutes le nombre
q donné par :

l/ç=l/2—l/n, (n>3),

et l'espace êq^{Q) des fonctions u e L^(Q) telles que —u e L^Q)
pour tout i, espace que l'on munit de la norme l

II"IIÊ^Û)==II»IÎ +II"II-
L'espace (^(Q) est un espace de Banach (n). Ceci posé,

on a le

(16) II faut encore montrer que l'injection de^^û) dans Lĵ (û) (ou dans 3)̂ ) est
biunivoque^ i.e. : soit Meâ)1^), avec (u, 9) = 0 pour toute ye3)û; alors u doit
être nulle dans ^(û); or (u, 9)1 == <M,—Ay), donc (u, 9)1 =0 pour toute
(pe3)û, donc u == 0 dans ̂ (û).

(17) On démontre exactement comme au théorème 2. 3 que l'espace 8n8^.2(U)
est dense dans Sbq^(Q), Si Teê ,2» on a, avec les mêmes notations: T^eL^LÏ); on
choisit donc bk tel que ||T^* (ô — ̂ ||̂  ̂  s^ et -ô- T^* (o — ^) ^ s pour tout i

ll0^- Ile2

d'où le résultat; même chose pour l'espace ê^«(Q).
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THÉORÈME 4. 4. — Si Q est un ouvert connexe quelconque
(borné ou non) de R", avec n ̂  3, alors le complété ®1 (Q) de SQ
pour la norme |jç||i, est identique à Vadhérence ©^(Q) de SQ
dans {^(û).

Démonstration. — Si Q n'est pas borné, il n'existe pas de cons-
tante C(Q) telle que \\f\\^ ̂  C(Q)[]<p||i, mais d'après le
théorème de Sobolefî, déjà utilisé au théorème 2. 1, il existe
une constante S(Q) telle que pour tout y dans ®Q on ait :

|[y|^<S(Q)(|y|l,
(et ceci vaut pour Q borné ou non), d'où le théorème.

Ce théorème améliore le théorème 4. 2, si n ;> 3, (et si û
est borné), mais l'intérêt du théorème 4. 2 est qu'il est très
élémentaire, alors que le théorème 4. 4 utilise le théorème de
Sobolefî.

Interprétons maintenant l'espace BL^(Q)$ l'application
ç—^y* de ®û dans 3)̂  définit par prolongement un isomorphisme
de .^(Q) surBL;(Q), soit X — X ' , avec: \\X9^ == ||X||,. On va
en déduire le

THÉORÈME 4. 5. — S i 2^(0) est un espace de distributions^
toute distribution TeBL(Q) admet une décomposition unique:

(4, 2) T=u+^,

ou uçâ^û), /içBL(Q) a^cA/î=0, et:
(4,3) m=M\+\w.
Démonstration. — On considère la classe T" définie dans

B1/(Q) par T; par le théorème 4.1, T' se décompose de
façon unique en :

T = u + h\ u\ BL; (Q), et h\ 3€.
Soit alors u l'élément unique de ^(Q), d'image u dans l'iso-
morphisme de S&^Q) sur BL^(Q); alors h = T — u est dans h\
donc A/ i==0 , d'où (4, 2). En outre \\T\\\ = \\u[f, + \\h^
donne (4, 3), d'où le théorème.

Remarque 4. 3. — Le théorème 4. 5 redonne, si n ̂  3 et
E = L^Q) le théorème 2. 1 en le précisant.

Remarque 4. 4. — Insistons dès maintenant sur l'intérêt de
la formule (4. 3) : on verra qu'en général les éléments de S^Q)
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sont les fonctions de la classe BL(Q) que l'on peut considérer
comme « nulles » sur la frontière de Q (cf. chapitre n, n° 5);
la décomposition (4, 2) fournit alors la fonction harmonique
h (AA == 0) prenant sur la frontière de û <( les mêmes valeurs
que T », ce qui résout le problème de Dirichlet. Cette résolution
du problème de Dirichlet ne diffère d'ailleurs qu'en apparence
de la résolution de Gârding (cf. Gârding [1]), du moins si û
est borné. Voir aussi Browder [1].

Remarque 4. 5. — On peut munir BL(Q) d'autres structures
préhilbertiennes équivalentes à la structure (u, ^)i. Voici un
exemple important: on donne des fonctions gy(i, / == 1, ..., n)
sur Q, mesurables et essentiellement bornées, avec gy == g»
pour tout couple (i, /), et telles que, pour tout système de n
nombres complexes î^, ..., l^, on ait

i g,Wi>^\\
ij=i

avec a > 0, presque partout dans Q.
On pose alors, pour u et v e BL(Q) :

/ \ v C ou ôç^ ,^^U^.ô '̂
ce qui définit sur BL(Q) une structure préhilbertienne équiva-
lente à (u, ^)i. Dans ces conditions on a, sous les hypothèses
du théorème 4. 5, la décomposition unique : T = M< + h^
TeBL(Q), u.ea^Q), et ^eBL(Q) avec: Dh, = 0, où, pour
S e BL(Q), on a : •^-.u^5)-

Cette décomposition résout le problème de Dirichlet relatif
à l'opérateur elliptique D, à coefficients non continus. On peut
encore généraliser :

a) en remplaçant les gy par des éléments de Ï(L2, L2) ; on
obtient alors pour D un opérateur intégro-différentiel.

b) en prenant un opérateur D non auto-adjoint (cf. Lions [3]).
Etude de la stabilité du problème de Dirichlet.

LEMME 4. 1. — Soit û' un ouvert contenu dans û. iSiâD^Q)
est un espace de distributions sur û, alors 2)1 (Q7) est un espace
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de distributions sur û7. Il existe une application linéaire continue
u-^ù de S&^Q') dans 3)1 (Q) telle que ù == u dans Q' et ù == 0
dans \ Qf. On a : ][u|[i == |[u|[i.

Démonstration. — Soit y^ une suite de Cauchy dans ®Q'
pour la norme |Jy||i. Soit de façon générale, si <p e 2) ,̂ y la fonc-
tion de ®Q prolongée de y par 0 hors de Q'. Alors ç^ est une
suite de Cauchy dans È&Q pour ||y||i, donc, par hypothèse,
converge dans ®Q vers T. Soit T la restriction de T à Q';
la suite ç^ tend vers T dans ®Q, donc 2)^', muni de la topologie
induite par ^(Q'), a une topologie plus fine que la topologie
induite par 3) ,̂ d'où la première partie du lemme (18).

En outre l'application <p —>- y est une isométrie de ®Q' muni
de la topologie induite par ^(û') dans ®Q muni de la topo-
logie induite par ^(Q), et se prolonge donc en Fisométrie
u-^ù de ^(û') dans ^(Q), d'où le lemme.

On va alors démontrer le

THÉORÈME 4. 6. — Soit û un ouvert de R" tel que ^(Q)
soit un espace de distributions sur Q. Soit Q^ une suite croissante
d'ouverts contenus dans û, de réunion Q. Soit T e BL (Q)
çue Foyi décompose suivant (4, 2). 5oi( T^ la restriction de T
a û^( e BL (Q^)) ̂  soit :

(4,4) T,=u,+^ u^S^Q^A h,=Q dans Q,,

la décomposition canonique de T\. Afor$ u^, élément de 3)^(0)
(défini comme au lemme 4. 1) teTic? vers u dans ®1 (Q).

Démonstration. — Soit y -— (y)' l'application canonique de 3)̂
dansBLJ(y == prolongée à Q par 0 hors de Q^ et (y)' = classe
de f dans BL/(Û))$ on a : [ |y [ j i = [[yHi donc cette application se
prolonge en une isométrie u-^ù de ^(Q^) dans BL^(Q). Soit T)^
l'image de âî^Q^) dans cette isométrie, c'est un sous-espace
vectoriel fermé de BL^(Q), et :

BL;(Û)=(U^).
k

(18) L'injection de ^(Q) dans 3y(Q) est biunivoque (voir note (16).
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Soit alors T* l'image de T dans BL', et 9\ la projection de T
sur ^5 on a :

(4.5) T-=^+^ ,
où f \ est dans l'espace orthogonal de ̂ . On a donc : (/^ 9^ = 0
pour tout y dans 2) ,̂ et donc soit f ^ quelconque dans la classe f ^
et soit gi, la restriction de f ^ à Q^; on a : (g^, y)i = 0 pour tout
? e ̂ î donc Ag/, = 0, autrement dit :

(4, 6) A/*; = 0 dans Q,.

D'après la théorie élémentaire des projections dans un espace
de Hilbert, v^ projection de T sur ^ converge vers u\
projection de T sur BL;(Q) == ( Jj^) lorsque/c— oo, dansBI/(û).

k

Soit V f , (resp. ù) l'inverse de v\ (resp. u ) dans les isomor-

phismes canoniques de^^Q^) sur ^et^^Q) sur BL;(Q). On
a donc (19) :

(4, 7) Vk-^u dans ^(Q) fort.

Or de (4, 5) et (4, 6) on déduit :
TA = Vk + A? ^A = 0 dans Q^? donc par restriction à Q^ :
Tfc= Vk + (restriction de /^), et en vertu de l'unicité de la

décomposition (4, 2), on a : u^ = v^ de sorte que (4, 7) démontre
le théorème.

Théorème sur la partie harmonique d^une fonction BL (Q). —
On va maintenant démontrer le

THÉORÈME 4. 7. — Soit Q un ouvert de R", n quelconque,
tel que ^(Q) soit un espace de distributions sur Q. Soit T donné
dans BL(Q), à valeurs réelles et positives (presque partout).
On décompose T suivant (4, 2). Alors h (partie harmonique de T)
est positive dans Q(20).

(19) Soit u—>u9 risomorphisme canonique de S^û) sur BL^(Û). Cet iso-

morphisme applique ^(û^) (image de {3)i(Q^)) sur ̂ .
(20) Etant donné qu'on ne sait rien pour Finstant sur le comportement des fonctions

T, u, h, à la frontière, et que d'autre part il n'est fait aucune hypothèse sur cette

frontière (puisque (S)i(Q) est par exemple un espace de distributions sur un ouvert Q
quelconque de R" si n ̂  3), ce théorème n'est pas évident.
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Démonstration. — a) Supposons T continue dans û (et même
indéfiniment différentiable, si l'on veut).

Soit Qfc une suite croissante d'ouverts relativement compacts,
contenus dans û, de réunion Q, chaque Q^ ayant en outre une
frontière régulière (par exemple, les Q^ sont des réunions de
cubes de côtés de plus en plus petits, et contenus dans l'inter-
section de Q avec des boules de rayon R—>- oo).

Soit encore T/, la restriction de T à Q^. On effectue la décom-
position canonique de T\ dans Q^ : T\ == i^ + h^ La fonction
/4, harmonique dans Q^, est la solution du problème de
Dirichlet au sens classique, pour la donnée frontière continue
Tfc, de sçrte que le principe du maximum sous sa forme
élémentaire donne :

hfe ̂  0 dans Q .̂

Or, par le théorème 4.6, ùk—^u dans S&^û); T\ est dans
L'^Q), on peut donc considérer T\, élément de L^Q), et
hk=rîk—Uk (prolongement par 0 hors de Q^) tend donc
vers h=r!—u dans 3)^; comme h^ est ^0 pour tout /c, on
a : h ̂  0 dans Q, d'où le théorème dans ce cas.

b) Soit maintenant T quelconque dans BL(Q) (à valeurs ^0).
On approche T par une suite T'1 de fonctions de BL(Û),

continues (ou même indéfiniment différentiables) dans Q, ,>0,
avec T^^-^T dans ®û(21). On décompose canoniquement T01;
sa partie harmonique h^ est d'après le a), positive: /^^O.

OrJT^^T dans BL'(Q), donc W-^u, donc u^-^u
dans S^Q), et donc h"- -^ h dans 2)^, d'où le théorème.

5. Ouverts de Soboleff et de Nikodym. — On se borne pour
simplifier au cas n ̂  3.

Comme on a déjà remarqué (note (H) un problème natu-
rel à partir du théorème 2. 1 est le suivant : soit T donnée
dans BL(Û); pour quels ouverts Q, T est-elle dans L^(Q)?
Si Q est de mesure infinie, les constantes, qui sont dans BL(Q)
ne sont pas dans 1^(0) ; il faut modifier la question comme suit :
pour quels ouverts Q existe-t-il une constante C(T) dépendant
de T telle que T + C(T) soit dans 1^(0)? La réponse est

(21) II est clair que c'est possible; on utilise à cet effet le procédé du théo-
rème 2. 3.
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affirmative si Û = R", et peut être négative (22) sur certains
ouverts. On est donc conduit à poser les définitions suivantes
(cf. Lions, [2]) :

DÉFINITION 5. 1. — Soit Q un ouvert connexe de R/1,
n ̂  3. On dira que Q est un ouvert de Soboleff (en abrégé,
ouvert (S)) si pour toute distribution T de BL(Q), T est dans
L^Q) si Q est de mesure finie, ou s'il existe une constante C(T)
telle que T + C(T) soit dans L^(Q) si iî est de mesure infinie,
q étant donné par : i f q = 1/2 — 1/n.

Avant de donner des exemples d'ouverts de Sobolefî (cf.
N° 6) donnons des inégalités intéressantes auxquelles ils donnent
lieu.

THÉORÈME 5. 1. —La condition nécessaire et suffisante pour
quun ouvert Q connexe de mesure finie, soit un ouvert de Soboleff
est qu'il existe une constante S(û) ne dépendant que de Q, telle
que, pour tout u dans ê^ a(û) (définition 4. 3) on ait:

(5, 1) inf.||u+ c||L9<;S(Q)[|u||i, c == constante.
c

Démonstration. — a) La condition est nécessaire.
Considérons l'espace de Banach ((^(Q))' quotient de ëq,^î)

par le sous-espace des constantes (Q étant de mesure finie, les
constantes non nulles sont dans ê^ 2(û)). La norme quotient
est

j|u'| |=^inf.!|M +c||i/7+ ^||i? u=\u-\-c\.
c

Considérons alors l'application identique :

(5, 2) u-^u de (ë^(Q))' dans BL'(Û).

Cette application est linéaire continue biunivoque, et, û
étant un ouvert Soboleff, elle est sur', c'est donc un isomor-
phisme d'après le théorème de Banach (cf. Bourbaki [1]), d'où
Fon déduit l'inégalité (5, 1).

b) La condition est suffisante.
Supposons donc que (5, 1) ait lieu, et considérons l'applica-

tion identique (5, 2). Tout revient à montrer que cette applica-
tion est sur. Or (5, 1) entraîne que l'image de (^^(O))' dans

(22) Voir Courant-Hilbert [l], Chap. vu, § 8, N° 2, et Nikodym, [1].
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BL/(Û) est fermée. Il suffit donc de montrer que l'image
de (^,2)" est dense dans BL'(Q). Or soit u dans BL(Q); il
suffit de montrer qu'il existe une suite u^ de fonctions de ^^(Q)
telles que [|u/,— u[[i —> 0. On se ramène au cas où u est une
fonction à valeurs réelles ; on prend alors :

Uk{x)-==u{x) si |u(a?)|<;/c,
k si u {x) > /c, —k si u(rc)<—A*.

On a alors le résultat d'après la proposition 3. 1.

THÉORÈME 5. 2. — 5i f.2 est un ouvert de Soboleff de mesure
infinie^ il existe une constante S^Q) ne dépendant que de Q,
telle que, pour tout u dans ^^(û) on ait :

(5, 3) llull^S^llull,

Démonstration. — On considère cette fois l'application

(5, 4) u^u de g^(û) dans BL'(Q),

qui à u dans êy^Çtî) fait correspondre la classe \u + ci. Cette
application est linéaire continue, biunivoque (car Q est de
mesure infinie) et sur (car Q est un ouvert de Soboleff), donc
par le théorème de Banach déjà cité, c'est un isomorphisme,
d'où le théorème.

Problème non résolu. — Nous ignorons si, réciproquement,
un ouvert connexe de mesure infinie, donnant lieu à (5, 3), est
un ouvert de Soboleff. La question se ramène à ceci : l'image
de ^,,{Q) par (5, 4) est-elle dense dans BL'(Q)?

Dans le cas des ouverts Q de mesure finie, une notion utile
moins restrictive que celle d'ouvert de Soboleff est la suivante :

DÉFINITION 5. 2. — Un ouvert Q connexe de mesure finie
est dit ouvert de Nikodym si toute distribution T de BL (û) est
dans L^Q).

Il est évident qu'un ouvert de Soboleff de mesure finie est
un ouvert de Nikodym; la réciproque peut être inexacte.

Au sujet des ouverts de Nikodym on a le

THÉORÈME 5. 3. — La condition nécessaire et suffisante
pour qu^un ouvert Q connexe de mesure finie soit un ouvert de
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Nikodym est qu'il existe une constante P(û) telle que pour tout u
dans êL.(û)(23) on ait:

(5, 5) IMI^-.—Tod f u(:r)dJ<P(û)||u||K24).mes \^) \J Q |

Démonstration. — On opère comme pour le théorème 5. 1,
en remplaçant ((^(Q))' par (ÊL(Û))\ le carré de la norme
sur cet espace étant donné par :

IHI12-^1^ f u^dx\+\\u\\\mes (S.2) JQ |
u

d'où le théorème.
DÉFINITION 5. 5. — L'inégalité (5, 5) est dite : inégalité

de Poincaré (26). La meilleure constante possible dans (5, 5)
est dite la constante de Poincaré de Q. On en donnera plus loin
une interprétation. D'après le théorème 5. 5, l'inégalité de
Poincaré caractérise les ouverts de Nikodym.

6. Exemples d'ouverts de Soboleff et de Nykodym. — Donnons
maintenant un exemple d'ouvert de Soboleff; la démonstration
ci-après est adaptée de Soboleff [1]. On considère un ouvert Q
connexe borné de frontière Q*. On désigne par Qg l'ensemble
des x e Q, à distance -< s de Q*. On considère une fois pour
toutes le secteur conique C(0) que voici: on rapporte l'espace
R"(n ̂  3) (coordonnées x^ ..., x^) à un système de coordonnées
polaires (r, 0), 0== (9i, ..., On_J ; C(0) est l'ensemble des (r, 0)
avec : 0 < r <; a et 9» e= [0, aj où 0 < a,; < ^ ; on désigne par Ci(0)
la portion a/3^r^2a/3 de C(0).

Hypothèse (H). — On dira que l'ouvert Q vérifie (H) lorsque
les conditions suivantes ont lieu : pour tout x e û on peut
placer dans Q un secteur C{x) égal à C(0), de sommet x, dans
une orientation arbitraire {C{x) est déduit de C(0) par un
déplacement quelconque). On désigne par C^x) la portion

(23) Cet espace est défini p. 318.
(24) mes (Î.Î) == mesure de 0. De façon générale il semble plus facile de

montrer directement qu'un ouvert ïî est un ouvert de Soboleff ou de Nikodym et
d'en déduire les inégalités (5, 1) (5, 2) et (5, 3), que de démontrer directement ces
inégalités. L'inconvénient est que ce procédé ne donne aucune évaluation des cons-
tantes S(£2) et P(î.2); pour cette dernière quantité, voir toutefois le N° 10.

(20) Voir Poincaré [l], Courant-Hilbert [1]. On trouve des variantes de cette
inégalité dans Friedrichs [1].
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de C(x) correspondant à Ci(0). On suppose que lorsque x
parcourt Û on peut choisir les C{x) et £ > 0 de sorte que C^r)
demeure dans Qg.

Il est clair que tout ouvert suffisamment « régulier » vérifie
(H). Il en est ainsi des ouverts bornés limités par un nombre
fini de surfaces à courbure bornée, ou domaines de De La Vallée
Poussin; ils sont définis par la propriété suivante: il existe
un nombre p > 0 tel qu'à tout point frontière x on peut associer
deux boules ouvertes de rayon p, tangentes en x, l'une étant
intérieure et l'autre extérieure à Q.

THÉORÈME 6. 1. — Si 0 est un ouvert connexe borné qui
vérifie (H), dans R", n ̂  3, c'est un ouvert de Soboleff.

Démonstration. — Soit Q vérifiant (H); on supposera a = 1
(ce qui est loisible en faisant une homothétie).

Soit F < = B L ( Q ) ; on peut la décomposer suivant (4,2)
(Théorème 4. 5) comme suit : F = /*+ g, f e BL(Q), A/*== 0, et
g e 3)1 (Q). Par le théorème 4. 4, la fonction g est dans L^Q) ; on
veut montrer que F e L^(Q) ; on est donc ramené à montrer que/*
est dans 1^(0) si /*eBL(Q) et est indéfiniment différentiable
dans û (on peut supposer aussi f harmonique, mais ceci ne nous
servira pas (26)).

Considérons pour un xe û donné, le secteur C(rr); soit y un
point de C(x), on pose: r == \y—x\^ on désigne par (r, 6)
les coordonnées polaires de R", l'origine étant x\ lorsque y
parcourt C{x), alors r parcourt [0, l], et 0, parcourt [(?„ yj,
avec y. — (3. == a,.

On prend une fois pour toutes une fonction r -^ a(r), indéfi-
niment différentiable dans [0, l], == 1 dans [0,1/31, == 0 dans
[2/3,1].. ' ^

Exprimons f ( y } dans le système de coordonnées (r, ô) :
f ( y ) == F(r, 6). On a : F(0, 6) == f ( x ) , d'où :

(6, 1) f^)=-jïi^a{r)F{r^})dr.

(>26) L'usage fait ici de la décomposition canonique (4, 2) est commode mais
un peu artificiel. On peut prendre à priori / dans BL(Q) indéfiniment difîérentiable ;
on effectue les majorations qui suivent; on passe alors au cas général en utilisant le
théorème de densité 2. 3. De cette façon il n'est pas fait usage de la structure hilber-
tienne de BL°(Û), ce qui permet des généralisations utiles.
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L'élément de volume dy vaut :
dy ==^-^(O^r.rfO, ^(6) fonction continue bornée de 6.
Multiplions les 2 membres de (6,1) par 5(6) dQ et intégrons en 6,

^[P»^

C f { x ) s { Q ) d ^ = c , f { x ) = — Ç ^a^F^^V-dy.
^ Jc(x)dr

(on désigne par c,, c,, ... des constantes diverses)

Or, calculé au point y, - (a(r) F(r, 6)) vaut :

^(a(r)F(r, 6)) = a'{r)f{y) + ̂ {y)^f(y^

où a' est la dérivée de a (donc nulle hors de [1/3, 2/3]) et
où les ai sont des fonctions bornées continues. Donc :

f{x)==c, C a 'MAt / ) , 1 ^^
ci) ^""^i

^l /^'^/'•"r^^
C(.c)

d'où :

(6,2) |/NI<^)4-c*i^)
*==!

avec

^^fW^^dy, l/3<|a;-y!<2/3, yea,

^•^^Ai^j^yr^ ^-yxi. ^û.
Soit y^, (resp. 5^) la fonction caractéristique de 1/3 < [a;[ < 2/3
(resp. de \x\ < 1). Soit(/e| la fonction définie dans R" égale à \f\
dans Qg, à 0 ailleurs; cette fonction est dans L^R"), et on
peut écrire :

h=\^Aft
l"l

Comme ^M1"" est sommable, on voit que h est dans L^R").

De même soit g, la fonction définie dans R", égale à -0-/'6 ô^7
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dans 0, 0 ailleurs; cette fonction est dans L^R"); on peut
écrire :

^•-^-.^
et il résulte du lemme de Soboleff que cette fonction est dans
L^R"). Donc f est une fonction indéfiniment différentiable
dans û, majorée (à l'aide de (6, 1) par une fonction appar-
tenant à L^(Q), donc f est dans L^Q) ce qui démontre le
théorème.

REMARQUE 6. 1. — On peut améliorer le théorème 6. 1 dans
le sens suivant : on suppose Q non borné, et on suppose avoir
trouvé Qg (défini comme précédemment) tel que pour toute
T e BL(Û) on puisse trouver une constante C telle que T + C
soit dans L^Qg). On suppose ensuite que l'hypothèse (H) a
lieu (ce qui est indépendant de Q borné ou non). Dans ces condi-
tions Q est un ouvert de Soboleff. En effet soit T e BL'(Q) ;
on choisit le représentant F de la classe T* qui est dans L^Qg) $
on décompose F comme ci-dessus: F = = / * + g; comme g est
dans 1-^(0), on voit que f est dans L^Qg) et on termine comme
précédemment. Exemple : û == complémentaire d'un compact
K; (2g=== ensemble des x à distance > £ de Q*, l'hypothèse (H)
ayant lieu. Soit a e ÊQ, == 1 sur Qg, nulle au voisinage de Q*.
Soit T e BL(Q), posons S == aT. Comme —a est à support

^Xi
compact dans Q, et comme T est dans L^ sur tout compact
(en particulier dans L2 sur tout compact) la distribution S
est dans BL(Q), et peut être considérée comme élément de
BL(R'1) ; comme R" est un ouvert de Soboleff on peut trouver C
constante de sorte que S + C e L^R"), donc T + C e L^Ûg).
L'ouvert considéré est de type (S) (27).

REMARQUE 6. 2. — II est souvent beaucoup plus élémentaire
de donner des exemples d'ouverts de Nikodym que des ouverts
(S). Exemple :

THÉORÈME 6. 2. — Soit Q un ouvert bornéy étoile par rapport

(27) II est bon de donner le contre-exemple suivant : dans R3 la bande
0 < ^3 <11 n'est pas un ouvert de Soboleff. On prend en effet : F === ————————,p ( i+^+^r-
0 < a < 1/6. Cette fonction est dans BL(Q), n'appartient pas à L^(û), et est
nulle à l'infini; il n'existe donc pas de constante c telle que F + ce ÏA
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à Vorigine de R"; c^est un ouvert de Nikodym. (Etoile par rap-
port à l'origine signifie : (Q c Q pour tout «^1; évidemment le
résultat vaut pour Q borné étoile par rapport à l'un quelconque
de ses points)

Démonstration. — Soit F e BL(Q) ; on la décompose canoni-
quement en :

F^y+g , /'eBL(û) avec A/^0, et geâ^Q).
Comme g est dans L^Q), on est donc ramené à montrer que

si /, indéfiniment différentiable, est dans BL(Q), alors elle
est dans L^Q). Or prenons <o < 1 assez petit pour que t^û c Q.
On peut écrire :

f { x ) = f { t , x } + ^ ^ { f ( t x } ) d t

soit : f { x ) == f(t,x) + S f x, ô f { t x ) dt
1=1 J<0 ô^

d'où : \f{x)\2 < c^f(t^ + Sj^ ^ f { t x ) 'dt\

Soit s > 0 fixé quelconque et Qg l'ensemble des points de Q à
distance > £ de Q*. Intégrons l'inégalité ci-dessus sur Qç ;
on a : r* ^

\ ^x)\2dx=t,-n \fWdy^
Jûc J

___ Wz

comme (oûe <= to^i c Q ceci est majoré par une constante indépen-
dante de £. Résultat analogue pour ( dx \ — f{tx)\ ài\

^ J^ J i o ^xi. '
donc j \ f [ x ) ^ d x est majorée par une constante indépen-

»y us

dante de £ d'où le résultat.

7. Prolongement des distributions BL(Q) sur la frontière de û. —
On veut définir, dans un sens raisonnable, un prolongement
des distributions TeBL(Q) sur la frontière F de Q. On
suppose pour cela que la frontière de Q est assez « régulière ».
On peut donc déjà supposer que l'hypothèse suivante a lieu :

(7, 1) û est un ouvert de Soboleff, n>3— ( 2 8 ) .

(28) Si n=2, on pourra supposer que û est un ouvert de Nikodym au voisi-
nage de chaque point de sa frontière. On est ramené (localement) à prolonger les
fonctions de 8[,»(^2).
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II s'agit alors d'effectuer le prolongement sur F des fonctions
de l'espace (^(Q).

On introduit les notations suivantes : si x = (rc,, ..., x^) est le
point générique de R", on pose :

x" == {x,, ..., ^_,), x = (a?*, ^),
dx == <te* rf^, Ar* == dx^ ... dx^^

On pose ensuite :
W === ensemble des x avec |a?*l < 1, [^j < 1,

(7, 2) ? W^ = ensemble des a? e W, avec a^ > 0, Wo ensemble
f des x e W avec x^ === 0.

On fait maintenant sur û l'hypothèse suivante :
/ Pour tout a e F, il existe un voisinage U (a) de a

I dans R" et une application x—^A(x) = (A.(a;))
de W dans U (a) qui est biunivoque, sur,
une fois continuement différentiable, d'inverse

(Pr. 1) < x-^PL~~i(x)=B{x)=(Bi(x)) ayant les mêmes
propriétés, les fonctions A, et B» ayant des
dérivées d'ordre 1 bornées, et de sorte que
U(a) n û (resp. U(a) n F) soit l'image de W^
(resp. Wo).

On suppose enfin :
i II existe un recouvrement de F par des U(a()

(Pr. 2) ^ qui est localement fini, i. e. tout compact de R"
/ rencontre seulement un nombre fini de U(af),

On pose :
(H q\ / ,*__9n-— — — '±

( /? ") q ^~n—ï

Soit s le point générique de F, ds la mesure superficielle.
On désigne par L?o*c(F) l'espace des fonctions sur F qui

sont localement de puissance (f intégrable, avec la topologie
habituelle. Ceci posé on a le

THÉORÈME 7. 1. — On suppose que û est un ouvert de
Soboleff et que les hypothèses (Pr 1), (Pr 2) ont lieu. Alors
il existe une application linéaire continue et une seule, u —- yu,
de ë^a(û) dans V espace L?o*c(F), telle que yu coïncide avec la
valeur de u sur F si u est continue dans û.
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Démonstration.
1. Notons tout de suite que l'unicité est évidente. En effet, on

peut supposer U borné ; alors pour toute usë^ (û) il existe
une suite u/, de fonctions continues dans Q, tendant vers u dans
ë^(Û), d'où l'unicité.

2. Prenons un recouvrement U(a,). Soit LT un ouvert c Q,
tel que les U(a») et U' recouvrent iî (on prend U' avec U7 c Û).
On construit alors des fonctions F,, F\ ayant les propriétés
suivantes :

F/ e ^Q, de support dans LT,
(7 4) ^ ^l e ®R"» ^e SUPPOrt dans U(a,), 0 <: F <; 1 partout,

! F'^) + S W == 1 si x e Q.i
On désigne par f et /\les restrictions à Q des fonctions F'

et F(. Soit u dans ë^a(û)- O11 peut écrire :
(7,5) u^fu+S/^u.

La fonction /''u est nulle au voisinage de F, et f^u est dans
l'espace ^^(UÇa,) n Q).

Supposons que l'on montre ceci :
Pour tout i, il existe une application linéaire

continue (et une seule) de ê^ 2(U(a,) n Q) dans
(7, 6) - Lq\V(ai) n F), soit u-—y,u, coïncidant avec le

prolongement par continuité sur F si u est
continue dans U(ai) n Q.

On aura le théorème. En effet, posons :
(7, 7) yu^^u).
La somme a un sens (car le recouvrement U (a,) est locale-

ment fini) et converge dans L?o*c(F). L'application u—-y u est
continue, on a le théorème. Reste donc à montrer (7, 6).

3. Or grâce à (Pr 1), les fonctions de ë^(U(a)nQ) (on
supprime l'indice i dans a^) correspondent biunivoquement et
bicontinûment aux fonctions de ëq^ÇW^) (2a).

(2») En eftet : soit <pc= ̂  ̂ W^) n ê, et soit :
®i {x} == ç(A-i(:r)), xW(a)n^

On définit ainsi une fonction une fois continuement différentiable dans U(a) n ^,
et grâce aux hypothèses faites sur les fonctions A( et B(, l'application ® —> épi est
continue pour les topologies induites par 8^,2 (W^) et êq,^(V (a) n Q). Comme d'après
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Soit alors u dans ê^ (W.J. Elle définit une fonction de ê^ 2 (W),
soit u, par :

in o\ -/ \ ^(^) si ^«=W^(7, 8) u(^) == \ ', i , .̂  „. „ /.v ? / ( ̂  ? ~ a;") sl ^ e W, ^ < 0.

Or l'espace F des fonctions de ë^(W) qui sont indéfiniment
différentiables dans W, est dense dans ^(W). Si y est dans
F, on a la majoration :

(7, 9) fiy(^, o)r^* < q|y|fc[!MLw + !h?|loL10 Jî

c == constante.,'/ /î == rWo

On part pour cela de :

|y(^, Or=-J^[(l-()|y(^ ^l201]^

et Fon prend 2a == (ç + 2)/2 = ç*.
Désignons par w(<p) la fonction ^*—^<p(.r*, 0); (7, 9) montre

que l'application <p—w((p) est linéaire continue de ê^(W)
dans L^ (Wo), et comme F est dense, cette application se prolon-
ge en ^-^w(^), continue de ê^ g (W) dans L/^Wo), et finale-
ment on a obtenu une application :

(7, 10) u-^w(u)

linéaire continue de ^^(W^.) dans L/^Wo), coïncidant avec le
prolongement par continuité pour les fonctions continues
dans W,.

Comme ^^(W^.) (resp. L/^Wo)) est isomorphe à l'espace
ê^(U(a)nQ) (resp. L^ (U(a )n r ) (à Faide des A, A-1), à
l'application w correspond une application y = y, donnant
lieu à (7,6), ce qui achève la démonstration du théorème (80).

Remarque 7. 1. — L'application y est dans et non sur.

la note (17), l'espace ênê^afW^) est dense dans (4,2 (W+), cette application se
prolonge en une application u—>u^ de 8^,2 (W+) dans êg,2 (U (a) 0 û).

Réciproquement, si 91 est dans 8 nêç,a(U(a) n^), on définit 9 dans W+ par
9 (a;) == ^ (A (a;)), et l'application se prolonge en i^ ->• u continue de ê^.a(U(a) nÛ)
dans (4 2 (W+) ; cette application est l'inverse de u->- Mp qui est donc un isomorphisme
de ̂ ,2 (WJ sur ê^ (U (a) nu).

(30) On démontre, par une méthode analogue, que la condition nécessaire
et suffisante pour que u, élément de ê^a (^)» sott ^an8 ̂ ,î (û)> est que f M = 0 (presque
partout) (sous les hypothèses du théorème 7.1)
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Remarque 7. 2. — On peut évidemment obtenir des résultats
globaux, i.e. un prolongement u -^ yu de ^(Q) dans L^(F)
(et non plus L^(F)) avec F non compact; en effet il en est
par exemple ainsi lorsque û est le demi-espace Xn > 0 et on
fait des hypothèses sur Q permettant de se ramener à ce cas
(comme dans le théorème 7. 1).

On peut également, dans le théorème 7. 1, prendre pour F
un morceau de la frontière (au lieu de toute la frontière).

Remarque 7. 3. — Notons également ceci, utile dans les
problèmes aux limites (Lions [3]) : si l'on veut prolonger dans
Fespace L^F) on peut remplacer (7, 9) par:

/|y(^0)|2^*<c;/^|y!2^+c^H|Lwli9lkw,
Wo

(d = constante) d'où la propriété :
(7, 11) M r̂,) < cMÏ + c,||u||o|H|,, F, compact de F.

8. Prolongement des distributions BL(Q) à R\ — On suppose
encore que Q est un ouvert de Soboleff. On désigne par E
Fespace LLÇR'). On a le

THÉORÈME 8. 1. — Sous les hypothèses (Pr 1) et (Pr 2) (N° 7)
il existe une application linéaire continue (évidemment non
unique) de ^,a(û) dans BL(E), soit u-^ R(u), telle que
(8, 1) R(u) = u presque partout (p.p.) dans û.

Démonstration. — On prend le recouvrement U(a^), U',
les fonctions F,, f i etc. comme au N° 7. Toute fonction u de
H a(û) s'écrit :

u == fu + Sf,u.

On peut considérer f u dans R"; c'est un élément de BL(E)
et l'application u - ^ f u est continue de ^(û) dans BL(E).
Supposons alors que l'on ait montré ceci :

i pour tout i, il existe une application linéaire
\ continue u-^Rf(u) (non unique) de ̂ (L^a,) n Q)

^ 5 ) j dans Ê^2(U(a,)) telle que R,(u) = u p. p. dans
[ U(a,) n Q.

On aura alors le théorème en prenant :

(8, 3) R(u) = S\ F, R,(\/7<u) + fu.
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En effet on peut supposer que \/F, est dans ^^ (31), de sorte
que V/FtR^vYtu) solt dans BL(E); alors la somme (8, 3)
converge et l'application u —^ R(a) est continue de êq^(Q)
dansjîL(E). En outre, pour x dans Q (ce qui suit a un sens p.p.) :
R,(\//*,u)(rc) == ^fiU^x) d'où Ru{x) = u(x), on a donc le théorème
si l'on a (8, 2). Tout revient donc à montrer (8, 2). Or c'est
immédiat : en effet, comme on a vu dans le théorème 7. 1,
H, 2(U(âf) n û) est isomorphe à ê^ a(W^) et on a défini au théo-
rème 7. 1 l'application v—^ v de ë^g(W.J dans ë^(W), qui
vérifie: v = v p.p. dans W^. A cette application 9-^9 cor-
respond une application u —>- R,(M) donnant lieu à (8,2),
d'où le théorème.

Remarque 8. 1. — Si Q est un ouvert borné vérifiant (Pr 1)
et (Pr 2), c'est un ouvert de Soboleff.

C'est un cas particulier du théorème 6.1, mais aussi une consé-
quence immédiate du théorème 8.1. En effet si ueBL(Q),
soit R(u) le prolongement à R" défini par ce théorème. Alors si
9 e ®Rn, y == 1 sur Q, on a : <pR(u) e BL^R"), donc <pR(u) e L^R")
et par suite u e L^(û).

9. Un théorème de complète continuité. — Le théorème qui
suit n'est pas lié directement à l'étude des fonctions BL(Q),
mais il sera utile au N° suivant. Voir aussi pour le théorème
ci-après : Courant et Hilbert [l], Soboleff [2], Kondrachoff [l],
Koudriavzeff [1].

THÉORÈME 9. 1. — Soit Q un ouvert borné quelconque de R'1
(de frontière quelconque, Q connexe ou non). Pour tout s > 0,
V injection de ë^a(û) dans L^'^Q) est complètement continue.

Démonstration. — Soit B la boule unité de ê^g(Q); il faut
montrer qu'elle est relativement compacte dans L^^Q),
donc, d'après A. Weil [l], p. 53, 54, il faut montrer:

a) pour tout £, > 0, il existe K compact de Q, tel que pour
tout f e B on ait :

f^X^dx^t,.

(31) Si G\ G, est une partition de l'unité indéfiniment différentiable positive
associée au recouvrement U7, U (a,), on prendra :

y, - G'2 F - G^
G'î+SG^ ' G'ï+SG?
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b) Pour tout £, > 0 il existe Y) tel que

hf—fï^w^^
pour tout / '<=B, \h\ <; Y], où f désigne la fonction dans R"
égale à f sur Q, 0 ailleurs, et T^ f la translatée de /*de h == (Ai,... , À»)

Démonstration de a}. — On déduit aussitôt de l'inégalité
de Hôlder, K étant un compact quelconque de Q,

/fJ/W"8 rf^ < (mes [ ̂ ^ P01111 tout f e B î
or ceci est majoré par &i pour K convenable.

Démonstration de b}. — On choisit d'abord K de sorte que

\\f |i^- (CK) < £</3. pour tout f e B.

On prend ensuite Ki avec K, 3 K, et l'on choisit Y), tel que
.re f Ri et |ft|^y]i entraînent ^—h e | K. Alors on a, pour
|A| ̂  Y] et pour tout f e B :

||^J||L.-<(:K.)<£,/3.

Soit alors a e ^ Q , = = l sur K,, et b == 1—a, e ÊQ. On a:

\\^f—f\^W _ ..
= ^(an-^+T^^-^lli-^lh^O-^IlL-6 + 2eJ3.

Mais on applique à (a/*) Schwartz [2] p. 41, 42; il vient:

ll^(a/>)—a/l||L.-(Rn)<C[/l|^

où C est une constante indépendante de f e B, et s est donné
par : 1/5 == l/(ç — e) — 1/ç. Ceci est majoré par £i/3 pour \h\ ̂  Y]^
d'où le résultat en prenant Y)==int (Yj i , Yja).

COROLLAIRE 9. 1. — Si Q est un ouvert de Soboleff borné,
Vinjection de ÊL^Û) dans L^Q) est complètement continue,

Démonstration. — Si û est (S), ëL(û) est identique à 8^(0)
algébriquement et topologiquement (ce dernier point parce que
2 espaces de Banach algébriquement identiques dont l'un a
une norme plus grande ont nécessairement des normes équi-
valentes) et L2 contient L9"^ £ tel que q — £ ̂  2 avec une
topologie moins fine, d'où le résultat par le théorème 6. 1.
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10. Ouverts de Nikodym, constante de Poincaré, problème de
Neumann. — Soit Q un ouvert de R", pour l'instant quelconque.
On rappelle que ê^{û) est l'espace de Hilbert des fonctions

u e L^Q), telles que — u e L2 pour tout i, avec la norme :
^Xi

IM.^W+IW2.
On désigne par N (cf. Lions [1]) l'espace des fonctions u e ê^(fi)
telles que Au soit dans L^Q), et telles que l'on ait:

(10, 1) (— Au, ^L9 = {u, (^ pour tout v e ê^(Q).

Cet espace contient 3); muni du produit scalaire :
(u, ̂  == (u, ^)g^ + (Au, A^)L-

c'est un espace de Hilbert. Si la frontière de Q est « régulière »
toute fonction de ë^», de laplacien de carré sommable et de
dérivée normale nulle sur la frontière de Q, est dans N. Les
fonctions de N sont des fonctions de dérivée normale nulle
sur la frontière de Q dans un sens généralisé, et valable quelle
que soit la frontière de 0.

Ceci posé on a le

THÉORÈME 10. 1. — ^opérateur —A—X, est un isomor-
phisme de N sur L2 pour tout X <^ 0.

Démonstration (32). — On veut résoudre l'équation :
(10, 2) —Au—Xu=/;

/"donné dans L2, u cherché dans N. Pour v quelconque dans K^,
on a :

(10, 3) (u, ̂  — (X + 1) (u, ̂  = (A ̂
et réciproquement si u est dans ^«(û), et vérifie (10, 3) pour
tout P dans ê^(û), u est dans N et vérifie (10, 2). Donc (10, 2)
équivaut à (10, 3).

Or pour f donné dans L2, v -^ (/, y}^ est une forme semi
linéaire continue sur 8^(0), donc 8^(0) étant un espace de
Hilbert,

^ p), = (G/*, ̂

(32) Voir aussi Lions [3]. Ce théorème se généralise par le même procédé
de démonstration aux opérateurs elliptiques à coefficients variables.
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ce qui définit G, élément de l'espace Ï(L2; ê^C3). Si ron
désigne par Gi la restriction de G à ^(êl<; Ê^), on a là un
opérateur hermitien positif, et (10, 3) équivaut à :

(10,4) (i_(X+l)GOu==G/1 .
Or (G^u, u)gi<=||u||[<, d'où résulte facilement que 1—(X+1)G

est inversible pour X < 0, d'où le théorème.
Par définition, on appellera problème de Neumann, relati-

vement à l'opérateur — A — X , le
Problème 10.1. — Trouver U dans L2, avec AU e L2,

solution de
(10, 5) — A U — X U = = F ,
F donné dans L2, avec la condition aux limites
(10, 6) / i — U e N ,

h donné dans L2 avec AA e L2.
En posant u = h — U, il résulte aussitôt du théorème 10. 1

le
COROLLAIRE 10. 1. — Le problème 10. 1 admet une solution

unique pour tout À << 0.

DÉFINITION 10. 1. — On appelle spectre de A pour le problème
de Neumann, l'ensemble des X tels que — A — X ne soit pas
un isomorphisme de N sur L2, ou encore, l'ensemble des À tels
que: 1 — ( X + l)Gi ne soit pas inversible dans Ï{ê^, ê^).

Ce spectre est réel, et porté par le demi axe À ̂  0, ceci par
le théorème 10. 1.

On va l'étudier de façon plus précise moyennant l'hypothèse
supplémentaire :

MO 7^ ^ est un ouvert connexe borné tel que l'injection
v ? / ( de êL(û) dans 1^(0) soit complètement continue.

Exemple. — Q est un ouvert de Sobolefî borné; on a bien
alors (10, 7), par le théorème 9. 1.

Sous l'hypothèse (10, 7), l'opérateur Gi, composé de l'injec-
tion de ë^i dans L2 et de G, est complètement continu, donc
le spectre est dénombrable $ X, == 0 est valeur propre de dimen-

(33) De façon générale, si E et F sont 2 espaces vectoriels topologiques,
^ (E; F) désigne l'espace des applications linéaires continues de E dans F.
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sion 1, car Au == 0, ue N, équivaut à ||uj|^ == 0, i.e. à
u == constante, donc si l'on range les valeurs propres par ordre
de grandeur croissante, on a :

\ = 0 < \ < \ < . . .
On va étudier maintenant de façon plus précise le problème

pour X == 0 et X == \.
Le problème de Neumann pour V opérateur —A(X ===0). — Pour

étudier le problème de Neumann relativement à —A, il n'est
pas nécessaire de supposer que l'on a (10, 7). On supposera
seulement que Q est un ouvert connexe borné. On cherche alors
u dans N, solution de

(10, 8) — Au ===/*, f donné dans L2.

Comme la fonction 1 est dans ÊL»(Û), si (10, 8) a une solution
on a : (— Au, I)L» == (u, 1), == 0 donc :

(10, 9) f ^ f { x } d x = 0 .

On désigne par L^ le sous-espace vectoriel fermé de L^Q)
formé des fonctions f qui vérifient (10, 9).

On a alors la
PROPOSITION 10. 1. — Soit û un ouvert connexe borné.

Si A applique N sur L^, alors Q est un ouvert de Nikodym.
Démonstration. — On va démontrer que sous les hypothèse

de la proposition, Q donne lieu à l'inégalité de Poincaré$ on a
alors le résultat par application du théorème 5. 3.

Soit donc A l'ensemble des fonctions u e ê^ telles que

f u { x } d x = Q et |[u||i<l.

On aura l'inégalité de Poincaré si l'on montre que A est
borné dans L^.

Or soit adonné quelconque dans L^; il existe par hypothèse
au moins une fonction Uo dans N telle que — Auy == f , on a
alors

(— Auo, u)v = (uo, u)i = (f, u)^

d'où: KA^KM
pour tout u e A, ce qui montre que A est faiblement borné
dans L^, donc est borné, c.q.f.d.
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On a réciproquement la
PROPOSITION 10. 2. — Si Q est un ouvert de Nikodym, le

problème (10, 8), avec la condition (10, 9), admet une solution^
déterminée à une constante additive près.

Démonstration. — Puisque l'on a (10, 9), pour tout v e BL(Û)
(donc à êî," (Ù), vu que Q est un ouvert de Nikodym), on a :

(A v}î^ == (/*? v + c)^ c = constante quelconque.
Donc :

(10, 10) v - ^ ( f , ?)„
est une forme semi-linéaire sur BI/(Q). En outre :

|(A ^L.|< m^î\\v + ciiL.< CH/IMMI,
puisque sur Q on a l'inégalité de Poincaré. Donc (10, 10) est
une forme continue sur BL"(Q), donc :

(10, 11) (A ^=(H/1,^,
ce qui définit Hf dans BL'(Q) et H est élément de Ï(L,2; BL*(Q)).

Il est maintenant immédiat que H/*= u donne lieu à (10, 8)
pour tout u dans u\ d'où la proposition.

On peut résumer les 2 propositions précédentes dans le
THÉORÈME 10. 2. — Pour que le problème de Neumann

homogène (10, 8), avec la condition (10, 9), admette une solution
(unique à une constante additive près), il faut et il suffit que
ï'ouvert û soit un ouvert de Nikodym^).

La 2e valeur propre Xa et la constante de Poincaré. — On a à
ce sujet le

THÉORÈME 10. 3. — Si Vouvert û vérifie (10, 7), alors c'est
un ouvert de Nikodym, et la constante de Poincaré P(Q) est
égale à l/Àg, \ étant la 2e valeur propre du problème de Neumann.

Démonstration. — On a (Cf. par exemple Courant et Hilbert),
en désignant par pig la 2e valeur propre de l'opérateur Gp
la suite pi^ [jig,... des valeurs propres de G^ étant non croissante,

p,2==max.(GiU u)̂ «, u ,̂ |H|gl<=l, J^u{x)dx=0.

(34) On a, par la même méthode, un théorème analogue pour des opérateurs
elliptiques à coefficients variables.
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Mais :
(G,u, u)^ = Ml. et ^ = 1/(X, + 1).

Donc pour tout u dans EL»? avec f ^ u{x) dx == 0 on a :

X,l|ui|[.<||u||î.
Si maintenant f est quelconque dans ê^ on pose :

u=f~~~0 \A^)^;mes L2 JQ

on peut appliquer à u l'inégalité ci-dessus, d'où :

/J^r^-nuhLfo^r^ro
et dans cette inégalité, l/Xg est la meilleure constante possible
d'où le théorème.



II. — PROPRIÉTÉS FINES DES FONCTIONS (BL)

1. Capacité, énergie, fonction de Green. — Nous allons rassem-
bler dans ce paragraphe les notions de théorie du potentiel
indispensables pour l'étude approfondie des fonctions de
Beppo Levi.

Notations. — Nous désignerons par :
h{x) le noyau newtonien dans R^lrc)2"" si n > 2, —log|rc|

si n = 2).
\]^-(x)= ( h(x—t)dy.{t) la valeur en x du potentiel new-

tonien engendré par la mes are pi.
V^x) ce même potentiel lorsque ^ === f d x est la mesure

de densité /*.
a^ le « flux élémentaire » dans R", c'est-à-dire (n — 2)^

si n > 2 (^ = aire de la sphère unité), 2'it si n = 2.
Nous appellerons domaine (de R") tout ouvert connexe û$

la frontière et l'adhérence de Q seront notées respectivement
ô et Û.

Capacité. — Nous utiliserons exclusivement la capacité
de Wiener. La capacité d'un compact e de R n (n>2) , notée
cap (e), est la borne supérieure des masses totales des mesures
a ̂ 0 portées par e, avec U^{x) ̂  1 partout; on définit ensuite
la capacité d'un ouvert co (borne supérieure des capacités des
compacts contenus dans co), puis la capacité extérieure d'un
ensemble quelconque e, notée aussi cap (e). Un ensemble de
capacité extérieure nulle sera dit polaire ; on dira « quasi-
partout » au lieu de « sauf sur un ensemble polaire ». La capacité
extérieure de la réunion dénombrable d'ensembles e^ satisfait
à la relation fondamentale :

(1, 1) capf(J^)< S câp^)-u=i / *=i
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La situation est moins simple pour n = 2 ; les définitions
précédentes s'appliquent encore si on se borne à considérer
des ensembles contenus dans un cercle de rayon 1, mais encore
faut-il prendre garde que la relation (1, 1) n'a pas toujours lieu
si les 6k ne sont pas tous contenus dans un ensemble de dia-
mètre 1.

On pourrait chercher à utiliser d'autres procédés : introduc-
tion de capacités négatives, du noyau log(a/ja;[) (a>l),
de la capacité logarithmique; tous ont leurs inconvénients,
c'est pourquoi nous nous contenterons des définitions précé-
dentes; elles nous suffiront, jointes à celle-ci: un ensemble
plan e est dit polaire si cap [e n K) == 0, quel que soit le compact
K de diamètre ̂  1.

Energie. — Une mesure de Radon ^ dans ^(^^2) est
dite d9 énergie finie si l'intégrale

I(^) = f f h { x - y ) d^x) d^(y) =f^(x) dy.(x)

est absolument convergente. Le nombre I(^.), appelé énergie
de (A, est réel.

Pour n > 2, I(pi) est positif, nul seulement si a = 0 ; sa
racine carrée est donc une norme hilbertienne sur l'ensemble
des mesures d'énergie finie.

Pour n == 2, I(pL) peut être <0; cependant c'est encore le
carré d'une norme hilbertienne sur chacun des ensembles
suivants :

a) les mesures d'énergie finie portées par un même cercle
de rayon <^ 1.

b) les mesures d'énergie finie de masse totale nulle.
Le produit scalaire associé est l'intégrale

J((JL, v) =jTh{x — y} d^{x) d^y) =/U^) d^x),

appelée énergie mutuelle de a et ^>.
Si pi est de la forme ̂ dx, avec ^ e ̂ (R") (ou même seulement

continue à support compact), on a la formule élémentaire :

(1, 2) I(^) = 1 ngradU^r^-hu^,
^n J ^n

valable même pour n = 2, mais en supposant alors ^ de masse
totale nulle ( f ^ d x = O).
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Une autre formule élémentaire, mais moins connue, et que
nous n'utiliserons qu'au paragraphe 6, est la suivante : si

n -^
i= (<pi, ..., 9,) e [^(R")]" et si ^ == S ̂ kl^k= div i (ce qui

k=\

suppose 4' de masse totale nulle), on a :

(1.3) I(^)<a,/|î(a;)r^n,

l'égalité n'ayant lieu que si i est un vecteur gradient; à noter
que le potentiel U^ peut alors s'écrire :

U^o?) =fgT8id^h{x—t) .1(t)dt.
Nous allons maintenant établir, dans un cas simple, un résultat

souvent utilisé en théorie du potentiel : (36)
LEMME 1. 1. — Soit ç e ©(R"); si n == 2, on suppose y nulle

hors d'un cercle de rayon < 1; soit E l'ensemble des points x en
lesquels on a : |y(^)| > a, nombre positif donné, alors :

(1.4) cap (E)<—— fgradyr^ïÇa^a j a^a
Démonstration, — Supposons d'abord y réelle ^>0; d'après la

formule élémentaire de Poisson on a : y = U^, avec ̂  == — A<p/a^.
Soit e un compact contenu dans E; si la capacité de e n'est pas
nulle il existe par définition, pour tout s compris entre 0 et
cap (e), une mesure positive portée par e, telle que

Ç d[^ > cap (e) — £, et U^) < 1

pour tout x e R" (37) ; l'énergie mutuelle des mesures ̂  cte et UL est :

J(^ pO=/U^pi=/y<^>a[cap(e)—£];

(35) Cette formule est établie dans un cas plus général (vecteur i de carré
sommable dans R", à support compact si n = 2) dans Deny [l], en utilisant la trans-
formation de Fourier; on peut évidemment l'obtenir directement; dans R3, par
exemple, elle résulte de l'identité connue :

FigraS W ̂ dx -+- Ç\ roî ̂  |2 dx == 16 ̂  f \ ' î f dx,
-> r_». ^ l/

où V (x) == » grad h (x — t) /\ i (t) dt ; cette identité admet d'intéressantes générali-
sations. *

(36) Voir un énoncé voisin, nommé « principe de Dirichlet », dans Polya et
Szegô [1] (chapitre II) ; la démonstration rapide que nous en donnons s'appuie sur
une idée de Cartan [1].

(37) On pourrait aller un peu plus vite en utilisant la distribution capacitaire
de<?«
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mais rinégalité de Schwarz s'applique à J(^, (A), même pour
n == 2, car ^ dx et (A sont portées par un même cercle de rayon
< 1 (cas a) ; d'où :

[J^^J^IWI^XEcap^-e]
A.

(d'après (1. 2), valable même pour n === 2, car ^ est de masse
totale nulle). En rapprochant il vient: cap(^)—£^||<p||^/a^a2,
d'où (1. 4) en faisant £-^0 (car cap(E) est la borne supérieure
des nombres cap (e)).

Supposons maintenant y à valeurs complexes ; [ç| est continue ;
c'est une fonction de BL^R^, et ||(|9|)|li<|l9|]i (voir I,
remarque 3. 3 dans un cas simple). Soit 9^ == |<p|*pfc la régula-
risée de (9! par p^eâ^R"), à valeurs réelles ^>0, nulle pour
\x > l//c, de masse totale l(/c==l, 2. . . )$ ^k(x) converge uni-
formément vers |ç(^)|, et ç^ converge vers jçjdans BL^R"), Soit
alors £, 0 < £ < a ; pour k assez grand, E est contenu dans
l'ensemble E^kW > a — £ ) (en vertu de la convergence
uniforme), donc d'après la première partie de la démonstration
cap (E) <:| 19^1 ̂ Ja^w.—£)2, d'où (1. 4), en faisant tendre k vers
+ oo et £ vers 0. Ce raisonnement est encore valable
pour n = 2, car, pour k assez grand, les y^ sont nulles hors d'un
cercle de rayon < 1.

Fonction de Green. — Tout domaine Q de R" avec n > 2,
tout domaine plan Q de complémentaire non polaire, admet
une fonction de Green et une seule, notée Ç(.r, y)(x^ y e Q), carac-
térisée par :

^ Ç(^ 2/)>0.
b) Pour x fixe, G{x, y) est harmonique en tout y~=f=-x^ et

est équivalente à h{x—y) au voisinage de x.
c) Pour x fixe, lim G{x^ y) = 0 pour « quasi » tout point-

y-^yo
frontière yo (d'une façon précise : en tout point-frontière
régulier).

Cette fonction est symétrique: Ç(rc, y) = Ç(y, x){x, yeQ) ;
on peut la définir pour x et y e R71 en lui attribuant la valeur 0
dès que l'un au moins des points x o\i y est extérieur à û, ou
point-frontière régulier. Pour être complet, il resterait à la
définir lorsque l'un au moins des points x ou y est point-
frontière irrégulier, mais ce raffinement est sans importance
pour notre objet (88).
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II est possible de développer une théorie du potentiel
par rapport à la fonction de Green en tout point semblable
à la théorie newtonienne, ces deux théories étant identiques
pour û == R" avec n > 2 (dans ce cas on en a en effet
&(x, y) = h{x — y)). Dans cette nouvelle théorie le cas n = 2
ne se distinguera pas des autres.

On définira ainsi des potentiels de Green U^(a?) = Ç^{x^ t) d^{t),
et des mesures d'énergie finie « relativement à la fonction de
Green », c'est-à-dire les mesures a dans Q, pour lesquelles
l'intégrale

iû(^) ̂ SS^ ^ ̂ Wy) =./u?
est absolument convergente. La racine carrée de Ia(pt.) est une
norme hilbertienne sur l'ensemble de ces mesures.

On a encore des formules élémentaires analogues à (1, 2)
et (1, 3); si <{/e3)(Q), on a:

(1, 5) IQ(^) = 1 flgradU^)f^- ||U^n.
O/i J ^n "

Si d'autre part ^ = divi, avec i = (y,, ..., Çn) e 3)(Û), on a :

(i, 6) iQW<^^)r^n;
(38) Si xeQ, Ç (a?, y), déjà définie quasi-partout, peut être prolongée de façon

à être sousharmonique en y -^- x dans R" tout entier ; finalement, grâce à la symétrie,
fî (x, y) est encore définie quasi-partout si x est point-frontière irrégulier, et. on peut
la prolonger aux y qui sont points-frontière irréguliers par un procédé analogue. Ceci
résulte immédiatement de Brelot [3] (p. 326-327), où un cas plus général est envisagé,
celui d'un ouvert de l'espace R" rendu compact par adjonction d'un point à l'infini.
Rappelons ici un résultat utile : si Q^ tend en croissant vers Q, la fonction de Green
correspondante Ç^ (^» y) tend en croissant vers fi (a;, y) (voir par exemple Brelot
[3] p. 327).

(39) Si Q est assez régulier (par exemple borné et limité par un nombre fini
de surfaces à courbure bornée), cela résulte de la formule élémentaire de Green
appliquée à U = U^ :

fuAU+ figradU^ ^11^=0
JQ J a J î î av

*cap U == 0 sur Q et les hypothèses de régularité entraînent que les dérivées du premier
ordre de U sont continues et bornées dans û. Le cas général s'en déduit par passage
à la limite, à l'aide du théorème rappelé à la fin de la note précédente.

(40) Cette formule se déduit de (1. 3) et de l'inégalité la(^) < I ((^), qui
suppose ^ de masse totale nulle si n == 2 ; cette dernière inégalité est une conséquence
connue de la théorie du balayage, le seul cas délicat étant celui où n === 2 et û non
borné (on utilise alors le passage à la limite signalé dans la note précédente).
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U^ peut alors s'écrire :

UM ==/gradÇ,(^ t).^)A.
Pour achever ces préliminaires, observons encore que, de

même que Ç(a?, y ) peut être définie pour x et y«û , on peut
donner un sens à iQ(pi-) pour certaines mesures de R". En
particulier Iû(40 est fini et ;> 0 pour toute ^ e ̂ (R'1) ; on a d^ail-
leurs Iû(40 ̂  1(4')? meme sl i=2, mais en supposant alors ^
de masse totale nulle.

La racine carrée de IQ(^) es^ donc une semi-norme hilbertienne
sur ©(R") (mais non en général une norme) ; la forme bilinéaire
associée Jû(y, 40 s^18^11 à l'inégalité de Schwarz :

(i, 7) iJû(î,^r<iû(î)iû(^).
2. Retour sur l'espace ®1 (û). — Les méthodes de la théorie du

potentiel vont nous permettre d'améliorer le théorème 4. 3 du
chapitre 1 en caractérisant les domaines plans non bornés Q tels
que ^(Q) soit un espace de distributions.

THÉORÈME 2. 1. — Soit un domaine plan Q; pour que ^'(Q)
soit un espace de distributions^ il faut et il suffit que le complé-

mentaire | Q. soit non polaire', les éléments de ^(Q) sont alors
des fonctions çui, prolongées par 0 hors de û, sont dans Lfoc(R2)
pour tout r fini.

Démonstration. — La condition est suffisante : soit en effet Q un
domaine plan de complémentaire non polaire, et soit | y^ \ une suite
de Cauchy dans 2)(Q), norme par ||ç||i == ( figradyfrf.r)1 / 2 ;
on va montrer que <p^ converge dans 3)'(Q) et même que,
si ^ est le prolongement de 9 par 0 hors de Q, y^ converge
dans 2)'(R2) ; à cet effet il suffit de vérifier que Ç I f ^ d x converge
(Schwartz [l], p. 75) quel que soit ^e®(R 2 ) : or si on pose
^==—A^/2ît, on a ̂  == U^ == U^(41), d'où, d'après (1, 2) et
(1, 7) :

(41) Conséquence simple de la propriété suivante : tout potentiel de Green
engendré par une mesure à support compact dans Q admet la pseudo-limite 0 quasi-
partout à la frontière de Û (voir au paragraphe suivant les définitions et références
relatives à la notion de pseudo-limite). Il est plus élémentaire d'observer que si û est
régulier, U^A == 0 partout à la frontière, donc la fonction harmonique bornée U^A — W
est identiquement nulle dans û; le cas où û est quelconque (de complémentaire
non polaire si n == 2) s'en déduit par passage à la limite (voir les notes précédentes).
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\j\^,-Wdx\ = l/^r" - ̂  àxï - |JQ(^,,/,-K ̂

<IQ(^^.-^)W)=J-lly^/,-^l|UQ(^
ZTC

d'où le résultat; pour montrer que ^(Û) est bien un espace
de distributions, il reste à vérifier que l'injection de 3)\Q)
dans 3y(Q) est biunivoque, ce qui est facile (42).

Soit T la distribution dans R2, limite de la suite ̂ j ; évidem-
ment TeBL(R 2 ) , donc T e Uoc(R2) pour tout r fini (I, théo-
rème 2. 1); la restriction T de Ta Q est la distribution de3)'(Û)
associé canoniquement à l'élément de^^Q) défini par la
suite \^k\'

II reste à montrer que la condition est nécessaire; cela
résulte immédiatement (42&IA) du contre-exemple b (I, remarque
4. 1) et du théorème suivant, intéressant par lui-même et
valable quel que soit n ̂  2 ; la démonstration que nous en
donnerons fait appel à la théorie du « balayage », et on pourra
la laisser de côté en première lecture :

THÉORÈME 2. 2. — Soit Û un domaine de R", n ̂  2, de
complémentaire polaire', 3)(Q) est dense dans ©(R"), norme
par\\^\, ^(/Igrady2^)1 7 2-

Démonstration. — Soit en effet çeÈ^R"); on va voir qu'il
existe ^ e ^(R"), nulle hors d'un compact de û avec | |ç—A|L
arbitrairement petit. Soit B une boule hors de laquelle y == 0
(si n = 2, on supposera le diamètre de B <; 1; cela ne restreint
en rien la généralité puisque toute ye3)(R2) est somme finie
de fonctions indéfiniment dérivables, nulles hors de telles
boules).

Soit |co^ une suite d'ouverts tels que co^ c (o^, r iœ^.===Q,
et cap (cûfc n B)-^ 0 (une telle suite existe, car (2 est polaire).

(42) Voir note (â) p. 321.
(42bt$) Soit <fif une suite de Cauchy dans 3)a pour la norme H y l l i , !J c R2. Si y^,

converge dans 3)̂ , alors ^/c converge dans 3)^s. En efîet, si ^t'^^^' ( ^(^)dx ~-~=0f
ralors J ^ï^àx converge. Si maintenant <L est quelconque dans â\2, on prend ae'3)^,

de masse totale 1, et on introduit 6 == ^ — a ( ^dx ; alors ( Ç/(MÏ converge, donc
j ^ic'^dx converge, c. q. f. d.
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Soit a la mesure de densité —Ay/On; [^ est portée par B,
et <p == U^. Désignons par ^ la restriction de a à ( (o^, par v^
et V^A les mesures « balayées » de pi et (JL^ sur (OA u B ou, ce
qui revient au même, sur ((OA n B) u B, pour h, > k (43).

Nous noterons ici ||X[| la norme-énergie (I(X))^2 de la
mesure d'énergie finie X; il résulte aisément de la théorie du
balayage des mesures d'énergie finie que

11^-^IKI^-^II-O

avec l//r, et que UVAJI-^O avec 1/h (4t); donc

IMKIjv.- l̂l+INI
est arbitrairement petit pour k et h assez grands.

Considérons maintenant le potentiel d'énergie finie

M==U^—U^^;
par définition du balayage, il est nul dans (OA et hors de B$ sa
régularisée f^ == u*p par une p e ̂ (R") convenable est dans 3)(û),
car le support de u est à distance positive de Û, et c'est le
potentiel engendré par la mesure ((JL^—^k,h)*pî q^ converge
fortement (au sens de la norme-énergie) vers m^—m.^/, lors-
que p converge vers S en un sens convenable (40).

Finalement on a, d'après (1, 2) :

^lly-^h-ll^-^-^.)*?!!
<ll^-^ll+lk.!l+ll^-v^-(^-v^)*p||

(43) Voir Cartan [2] pour la théorie du balayage; on ne considère ici que
des mesures d'énergie finie; si V est la balayée de X ^>- 0, — X7 et i\' sont par dé fi-
nition les balayées de — X et de l'X; la théorie de Cartan est valable pour n === 2, si on
se place dans un compact de diamètre •-^ 1.

(u) Pour montrer que ^-->(JL fortement (au sens de la norme-énergie),
on peut supposer p.^0; les potentiels U^* forment alors une suite croissante, majorée
par un potentiel d'énergie finie; il en résulte (Cartan fl]) que ^converge fortement,
donc vaguement, vers une mesure qui n'est autre que (A. Démonstration analogue
pour v/» ->• 0 (on utilise le théorème de Cartan sur les suites décroissantes de potentiels).
Enfin la relation I I v/ i—^,fr[ |^ | | (Ji—{j^| | exprime que le balayage d'une mesure
n'augmente pas l'énergie.

(4S) Si ^ est une mesure d'énergie finie, et si a^ est une mesure positive de
masse 1, portée par la boule de centre 0 et de rayon 1/fr, X»a^ converge fortement
vers A; c'est bien connu si a^ est la distribution homogène de la masse 1; le cas
général n'est pas difficile à démontrer (on trouvera une démonstration, faisant appel
à la transformation de Fourier, dans Deny (1)).
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quantité qui peut être rendue arbitrairement petite en prenant
k et h assez grands, puis p suffisamment « voisine » de §; le
théorème est donc établi.

REMARQUE 2. 1. — Nous verrons plus loin (§ 5) que toute
fonction continue de ^(Q), prolongée par 0 hors de Q, admet
la « pseudo-limite » 0 quasi-partout sur Q; il en résultera
que la condition « ( û polaire », qui est déjà suffisante, est
également nécessaire pour que 3)(Q) soit dense dans ^(R71),
norme par |]y| | i .

3. Fonctions (BL) précisées.

Définition 3. 1. — Une fonction F, définie quasi-partout
dans un domaine Q de R", n > 2, possède la propriété (P) si,
quel que soit £ > 0, il existe un ouvert co de capacité < £ tel
que la restriction de F à Q—co soit continue; si n = 2,
F possède la propriété (P) dans Q si F satisfait à la condition
précédente dans tout domaine Q^ c Q de diamètre <,1.

Les résultats suivants sont des conséquences immédiates de
la définition :

PROPOSITION 3. 1. — Si F est quasi-partout égale à une fonc-
tion possédant la propriété (P), F possède la propriété (P).

PROPOSITION 3. 2. — Deux fonctions possédant la propriété
(P), qui sont presque-partout égales, sont quasi-partout égales.

PROPOSITION 3. 3. — Si F et G possèdent la propriété (P),
il en est de même de F + G, FG, |F| et, si F 3t G sont réelles,
de sup (F, G) et inf (F, G).

PROPOSITION 3. 4. — Si F possède la propriété (P) dans û,
« quasi toute droite » parallèle à une direction A arbitraire
découpe sur Q des intervalles tels que la restriction de F à
chacun d'eux soit continue.

Autrement dit : les traces des droites exceptionnelles sur un
hyperplan 11 perpendiculaire à A constituent un ensemble
polaire (dans R") ; en effet, d'après un théorème connu de
M. Brelot [1] sur les transformations minorant les distances,
la capacité de la projection sur II de l'ensemble œ de la définition
3. 1 est < £.
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Définition 3. 2. — Une fonction F, définie quasi-partout.
dans Q, est dite fonction (BL) précisée dans Q si :

(a) FeBL(Q);
(b) F possède la propriété (P) dans Q.
Cette définition est indépendante du choix des axes de

coordonnées. D'après la proposition 3. 4 et I, lemme 3. 2,
toute fonction (BL) précisée possède la propriété (AC) dans Q,
et ceci quel que soit le choix des axes.

THÉORÈME 3. 1. — Toute fonction F e BL(Q) est presque
partout égale à une fonction (BL) précisée dans Q(40).

Démonstration. — II suffit de montrer qu'il en est ainsi dans
tout domaine borné de Q; si n == 2, on supposera donc û borné
et de diamètre <^ 1. En outre, d'après le théorème de décom-
position (I, th. 4. 5), F est la somme d'une fonction harmonique
et d'une fonction de ^(Q); on peut donc supposer Fe®1^}).

Soit une suite de fonctions y^. convergeant vers F dans ®1 (L?) ;
on peut supposer, en prenant une suite partielle, que la série
Ï^Hç/^i—ç^|[2 converge. Appelons ç^ le prolongement de ç^:
par 0 hors de il et posons

00

^==E,(|ç,^(^—y,(.r)|>l/2fc), œ.^jj^;
k = j

d'après (1. 1) et (1. 4) on a :
00 /! OC

cap(œ,)< S cap(^)<— S ^Ihp/^i—î/cll!
k==j ^nk^j

donc cap (co/) tend vers 0 avec l//. Mais dans R"—co, la suite |y^
est uniformément convergente; donc y^ converge quasi-partout
vers une fonction F*, dont la restriction à R.^ — <o, est continue ;
F* possède donc la propriété (P).

Il reste à montrer que F* == F presque partout dans Q ;
or <p^ —^ F dans êL»(Q) sl ^ es^ borné (I, théorème 4. 2), <p^ —>- F
dans ë^2(Û) si n > 2 (I, théorème 4. 3); dans tous les cas
considérés, si ^ est une fonction mesurable bornée à support
compact, j f ^ d x — ^ - j ¥^dx\ mais si ^ est nulle dans oj, on a,
d'après la convergence uniforme :

fF^dx=ïim ff^dx^ ("F^dx;

(46) Deny [1] chap. IV; nous reproduisons, à quelques variantes près, la
démonstration de cet article.
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on a donc F* = F presque partout sur | CD, quel que soit /, et
par suite presque partout dans Q (l'intersection des œy étant
polaire, donc de mesure nulle).

REMARQUE 3. 1. — La démonstration donne plus; la fonc-
tion F* qui vient d'être construite possède la propriété (P)
dans R" tout entier; on peut donc énoncer, compte-tenu de la
proposition 3. 1 :

Si F est une fonction (BL) précisée de ^/(Q), avec û borné
si n == 2, le prolongement de F par 0 est une fonction (BL)
précisée dans R".

Nous reviendrons plus loin (§ 5) sur ce résultat que nous
étendrons facilement aux domaines plans non bornés.

Pseudo-limite et continuité fine. — La définition 3. 2 a le
mérite de faire appel au minimum de notions de théorie du
potentiel, mais pour une étude approfondie, notamment à la
frontière, il nous sera utile de donner une définition équiva-
lente mettant en jeu des propriétés plus subtiles.

A cet effet, rappelons qu'une fonction F(a;), définie quasi-par-
tout au voisinage de x^ admet la pseudo-limite l en x^ s'il existe
un ensemble e effilé enx^ tel que lim F(x) = l(x-^x^ x « e) (47).
Si de plus F(^o) == l-=f=. oc, F est finement continue en ^o(48).

Nous renvoyons à M. Brelot [2] pour la définition et les
principales propriétés des ensembles effilés. Rappelons simple-
ment qu'un ensemble effilé en x^ est très rare, au point de vue
métrique, au voisinage de x^ : pour l'instant les deux propriétés
suivantes nous suffiront (49) :

PROPOSITION 3. 5. — Deux fonctions finement continues en
x^ et presque partout égales au voisinage de x^ ont la même
valeur en x^

PROPOSITION 3. 6. — Toute fonction possédant la propriété
(P) est quasi-partout finement continue.

Voici la caractérisation des fonctions (BL) précisées que
nous avions en vue :

(47) Brelot [2]
(48) On trouvera dans Cartan [2] une étude détaillée de la « topologie fine ».
(49) La proposition 3.5 est une conséquence immédiate de la définition;

la proposition 3. 6 est établie dans Deny [1] (chap IV, lemme 3).
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THÉORÈME 3. 2. — Pour qu'une fonction F e BL(Û) soit
une fonction (BL) précisée, il faut et il s u f f i t quelle soit
finement continue quasi-partout dans Q.

Démonstration. — La condition est nécessaire, d'après la
proposition 3. 6. Soit inversement F e BL(Q), quasi-partout
finement continue; soit F* une fonction (BL) précisée égale
à F presque partout dans Q (théorème 3. 1) ; on a F == F*
quasi-partout (proposition 3. 5), donc F est une fonction (BL)
précisée (proposition 3. 1).

4. Un théorème de complétion. — Nous allons d'abord étendre
le lemme 1. 1 aux fonctions (BL) précisées de ^(R") :

LEMME 4. 1. — Soit F une fonction (BL) précisée de ^(R")
nulle hors d'un compact de diamètre < 1 si n = 2 ; soit e l'ensemble
E,([F(^)|>a>0); on a:

(4,1) cap(.)<!^|.

Démonstration. — Soit F le prolongement de F par 0 hors
de Q. D'après la démonstration du théorème 3. 1 et la propo-
sition 3. 1, il existe une suite de fonctions <p^3), nulles hors d'un
même compact de diamètre <^ 1 si n = 2, telles que y^ converge
vers F dans ^(R/*), et que 9/c(^) converge uniformément vers
F(rc) sur le complémentaire d'un ouvert (D de capacité arbi-
trairement petite (cap (co) < e). Soit alors £,, 0 < £1 < a; soit
C f s == Ea,(|<pfc(^)| > a —£1); pour k assez grand, on a, d'après
la convergence uniforme : e c e^ u (Q, d'où, d'après (1, 1) :

cap {e) ̂  cap (co) + cap (e/,) <^ £ + —l1^1 1 1

^n(a— £,)2
i/

d'où (4, 1), en faisant tendre k vers + oo, £ et £, vers 0.
Le théorème suivant montre que si ^(Q) est un espace de

distributions, l'ensemble des fonctions (BL) précisées de ^'(û)
constitue une classe hilbertienne hypernormale au sens de
N. Aronszajn (50); l'introduction de ces fonctions résout donc

(50) Voir Aronszajn [l], Aronszajn et Smith [4].
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le problème de la « complétion fonctionnelle parfaite » de
a)(Q), norme par ||y||i == (^gradçl 2^) •

THÉORÈME 4.1. — Soit û un domaine quelconque de
R^n ̂  2), de complémentaire non polaire si n == 2;,?oi( |F/^
une 5ui(e cfc fonctions (BL) précisées de ^(û) convergeant,
au sens de la norme, vers une telle fonction F ; on peut en extraire
une suite partielle ^F/^| telle que F/cp(aî) converge quasi-partout
vers F(rr) dans Q.

Démonstration. — Supposons d'abord que, si n = 2, Q est
borné et de diamètre < 1. En utilisant le lemme 4. 1 au
lieu du lemme 1. 1, on voit, en suivant la méthode de démons-
tration du théorème 3. 1, qu'on peut extraire une suite partielle
\ F/,pl convergeant quasi-partout vers une fonction F*, la conver-
gence étant uniforme hors d'un ouvert œi de capacité arbitrai-
rement petite (il en est ainsi dès que ^4^1 F^.n — ^\pl!Ï <^ °°)-
Comme les F/, possèdent la propriété (P), il existe un ouvert (Og
de capacité arbitrairement petite hors duquel toutes ces
fonctions sont continues (d'après (1. 1)); en vertu delà conver-
gence uniforme, F est continue hors de (Oi u (Og, qui est de capa-
cité arbitrairement petite; F* possède donc la propriété (P).
Or on a F* = F presque partout dans û (conùne pour la deu-
xième partie de la démonstration du théorème 3. 1), donc
quasi-partout (proposition 3. 2), d'où le résultat.

Il reste à examiner le cas où Q est un domaine plan quel-
conque, de complémentaire non polaire; on sait que F^ converge
encore vers F dans ^(û) (I, proposition 4. 1). L'ouvert Q est
réunion dénombrable de domaines œ, de diamètres <^ 1. A chaque
(jj, associons des domaines o/i et co^ tels que œ, c o^ c co'i c œ^, le dia-
mètre de (o^ étant < 1. Soit p e 3)(o/), = 1 dans co. On a :
F,p, e ^(œ;) ; en effet grad (F,p.) - F.grad p^+ p.grad F, e L2,
car F/; e Lroc(R2)? et on peut construire, par régularisation, une
suite de fonctions de 3)(o^) convergeant vers F^ dans BL(R2).
De même Fp^ e â)^^); F^pi-^Fp^ dans cet espace lorsque
/c-^ + °°? car

l|F^-Fp.lL<l|F.-F||,sup|p,|+||F,-FJ|^pSupi^
tend vers 0 avec l/7c. D'après la première partie de la démons-
tration, on peut extraire, pour tout i, une suite partielle F^p telle
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que F^p,-—Fpi quasi-partout dans (o^, donc F^-->-F quasi-
partout dans o^; par le procédé diagonal, on obtient finale-
ment une suite partielle convergente quasi-partout vers F.

Voici une application aux suites convergentes de fonctions
(BL) précisées dans un domaine quelconque :

THÉORÈME 4. 2. — Soit ^Vfc} une suite de fonctions (BL)
précisées dans Q, domaine quelconque de R"(yi ̂  2), convergente
au sens de la semi-norme de BL(Q) ; si F (̂;r) converge quasi-
partout^ la limite F(^) est une fonction (BL) précisée dans û,
et de plus [ |F—F^-—0.

Démonstration. — Soit G une fonction (BL) précisée telle
que \\¥k—G[|^ tende vers 0 avec l//c; il existe une constante
Ck telle que F/, + C^. -^ G dans LL(Û) (I, th. 2. 2). Soient CD,
o/, o/ trois domaines bornés, contenant chacun l'adhérence
du précédent, avec o/ c Q ; soit p e 3)(cï/), p == 1 dans co. Comme on
a déjà vu, (F^+C^p et Gp sont dans ®1 (a/), et (F^+C/,)p—Gp
dans cet espace. D'après le théorème 4. 1, on peut trou-
ver une suite partielle convergeant quasi-partout vers Gp
dans co"; les F/, + C^ correspondantes convergent quasi-
partout vers G dans (o; comme par hypothèse F/, converge
quasi-partout (vers F), C^ admet une limite finie C; donc F,
qui est quasi-partout égale à G — C dans œ est (BL) pré-
cisée dans co, d'où le résultat, (A) étant un domaine relative-
ment compact arbitraire de û.

5. Le problème de Dirichlet fin. — Pour obtenir des énoncés de
topologie fine, valables dans le cas de domaines non bornés,
il nous est indispensable de faire appel à la notion d'ensemble
effilé à l'infini et de pseudo-limite à l'infini. Nous renvoyons
encore à M. Brelot [3] pour les définitions, d'où il résulte que,
dans R" avec n ̂  3, tout ensemble de capacité extérieure
finie est effilé à l'infini (80<w); cette remarquent le lemme 4. 1
conduisent au résultat suivant :

LEMME 5. 1. — Toute fonction (BL) précisée de ^(û), avec
n ̂  3, admet la pseudo-limite 0 à Vin fini.

(80 b»«) On peut même montrer que, pour n ̂ > 3, il y a identité entre les ensembles
effilés à l'infini et les ensembles de capacité extérieure finie.
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Voici maintenant une caractérisation des fonctions précisées
de ^(Q), valable sauf si Q est un domaine plan de complé-
mentaire polaire :

THÉORÈME 5. 1. — Soit Q un domaine quelconque de R",
n ^> 2, de complémentaire non polaire si n= 2; pour quune
fonction précisée de BL(Û) soit dans ^(Q), il faut et il suffit
quelle admette la pseudo-limite 0 quasi-partout à la frontière^
et à l'infini si n ̂  3 (61).

Seuls les points-frontière où Q n'est pas effilé interviennent
dans cet énoncé; l'ensemble de ces points est non polaire si la
frontière est non polaire (mais l'ensemble des points-frontière
où û est effilé peut aussi être non polaire, et même de mesure
positive). De même la partie de l'énoncé relative au point à
l'infini est vide de contenu si Q est borné ou effilé à l'infini.

Démonstration. -— On a déjà vu que la condition est nécessaire
si n ̂  3 ou si Q est un domaine plan de diamètre < 1 : cela
résulte de la remarque 3. 1 et du théorème 3. 2 pour les points
à distance finie, et du lemme 5. 1 pour le point à l'infini. Il reste
à examiner le cas d'un domaine plan quelconque (de complé-
mentaire non polaire). Soit F une fonction précisée de ^(û) ;
considérons trois domaines (D, o/ et co", chacun contenant
l'adhérence du précédent, o/7 étant de diamètre < 1 ; si p e 3)(o/),
on a Fp e 3)1 (Q n a/') (°2) ; on est alors ramené au cas déjà
connu : Fp admet la pseudo-limite 0 quasi-partout à la frontière
de Q n (A)"; en prenant p == 1 dans CD, on voit que F admet la
pseudo-limite 0 quasi-partout sur ù n co, et par suite sur ù
tout-entier.

Soit inversement F une fonction précisée de BL (Q), admet-
tant la pseudo-limite 0 quasi-partout à la frontière et à l'infini
(pour n ,> 3 et Q non borné ni effilé à l'infini). On va voir que
F e ^ D ^ U ) ; on peut évidemment supposer F réelle. Supposons

(51) Une autre caractérisation des fonctions précisées de ^(û) est la suivante:
ce sont les fonctions précisées de BL(Û) dont la radiale est nulle (voir Brelot [5]
[6] et [7]); d'autre part on peut interpréter ces fonctions comme des « potentiels
d'énergie finie par rapport à la fonction de Green » (voir Deny [l], où le cas n = 2, iî
non borné n'est pas traité).

(ll)2) Fp est dans BL(Û H o/) et est nulle hors d'un compact de u n ^';
elle est donc limite dansBL(û n w") de régularisées qui, étant nulles hors d'un compact
de Û n w", sont dans 3)(Û 0 (o").
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d'abord F bornée; alors (I, théorème 4. 5), F = u + H, avec
u e®1 (û) et H harmonique dans Q ; mais H est bornée (d'après I,
théorème 4. 7) ; d'après la première partie de la démonstration
(nécessité), H == F—u admet la pseudo-limite 0 quasi-partout
à la frontière (et éventuellement à l'infini) ; un théorème récent
de M. Brelot(53) entraîne que H = 0, d'où F — u e â ^ Q ) .
Si F est non borné, considérons Fn(x) = ¥ ( x ) si F(^)| > N, = N
si F{x) > N, = — N si F{x) < — N; c'est une fonction précisée
de BL(Q) (d'après I, proposition 3. 1 et II, proposition 3. 3),
bornée et satisfaisant aux conditions de l'énoncé; donc
FN^S^Q), et il en est de même de F, puisque | |F—Fnlli-^O
avec 1/N (I, proposition 3. 2).

Le théorème 5. 1 montre que la « partie harmonique » H
d'une fonction précisée FeBL(Q) a même comportement à la
frontière (au point de vue de la topologie fine) que la fonction F,
puisque la différence F — H admet quasi-partout à la frontière
la pseudo-limite 0. En particulier, si F admet en quasi-tout
point frontière x une pseudo-limite f { x ) , on voit que H est la
fonction harmonique (unique) qui résout ce qu'on peut appeler
le « problème de Dirichlet fin » pour û avec donnée-frontière
f{xY

Un cas particulier intéressant où on peut affirmer que toute
fonction précisée de BL(Û) admet une pseudo-limite quasi-
partout à la frontière est celui d'un domaine suffisamment
régulier :

THÉORÈME 5. 2. — Si le domaine borné Q vérifie les hypothèses
iPr. 1) et (Pr. 2) (voir I, § 7) toute fonction précisée de BL(Q)
admet une pseudo-limite finie quasi-partout à la frontière.

Démonstration. — En effet une telle fonction F peut être
prolongée par une fonction FeBL(R"), qu'on peut supposer
précisée (I, théorème 8. 1); F admet donc une pseudo-limite
finie quasi-partout dans R" (théorème 3. 2), en particulier
quasi-partout sur la frontière de Q, et il en est de même de F,
restriction de F à Q.

En particulier :
Remarque 5. 1. — Toute fonction (BL) précisée dans une

boule de R" admet une limite radiale finie le long de tout rayon,

(^ Brelot [4] (lemme 1).
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sauf le long de certains rayons découpant sur la frontière
un ensemble polaire (54).

6. Représentation intégrale canonique des fonctions (BL) précisées.
— Etant donné un domaine Q (de complémentaire non polaire
si n= 2), nous allons former une intégrale convergeant quasi-
partout, dont la valeur est une fonction (BL) précisée représen-
tant la « projection » de F sur 3)1 (Q). A F on pourra donc associer
canoniquement une fonction précisée presque partout égale à F :
la somme de l'intégrale précédente et de la partie harmonique
de F.

LEMME 6. 1. — Soit i e [L^R")] un secteur dont les compo-
santes sont des fonctions de carré sommable dans R", nulles
hors (Vun compact si 7 i = = 2 ; l'intégrale:

f[x) = y gradC h{x — t) . i{t) dt

est quasi-partout absolument convergente; elle représente une
fonction possédant la propriété (P) dans R".

On trouvera la démonstration d'un énoncé plus général,
concernant le cas où i e [L/^R")] , avec 1 ̂  p <^ 2, dans
Deny [2] ; par contre le cas n = p == 2, qui demande une
adaptation, d'ailleurs facile, n'est pas traité; nous ne revien-
drons pas ici sur la démonstration.

THÉORÈME 6. 1. — Soit i €=[1^(0)]", û étant un domaine
quelconque de R", de complémentaire non polaire si n == 2 ;
l'intégrale :

f { x ) =/grad:.Ç(o;, t).î{t)dt

converge quasi-partout', cest une fonction précisée de ÊS^Û).

Démonstration. — Supposons d'abord i à support compact
dans û; en observant que la fonction de Green G{x, y) est de
la forme Ç(:r, y) == h{x — y} — g(x^ y), où g{x^ y} est harmo-
nique régulière en y e Q (pour x fixe), on voit que f { x ) est la
somme d'une fonction harmonique et d'une intégrale du type

(54) Lorsque la fonction BL est harmonique dans un cercle on retrouve un
théorème connu de Beurling [1] ; pour le cas plus général d'une fonction (BL) continue,
voir Deny [1].
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considéré dans le lemme 6. 1 $ f ( x ) possède donc la propriété (P).
Soit d'autre part ^ e [^(Q)]", convergeant vers ^dans [L^û)^;
considérons la fonction indéfiniment dérivable

^graXcJ(.r, t). Tk(t)dt',

d'après (1, 5) et (1, 6), ̂  est dans BL(Û), et même dans ̂ (û),
d'après le théorème 5. 1 (elle admet la pseudo-limite 0 quasi-
partout à la frontière, comme tout potentiel de Green engendré
par une mesure à support compact dans Q) ; or f ^ converge
dans ^(û) (toujours d'après (1, 5) et (1, 6), \f^\ est une suite
de Cauchy dans cet espace), et par suite dans ÈD^Û), vers un
élément de ^(Q) qui n'est autre que /*, car il est évident que /\
converge vers f dans ®'(û) ; on a donc bien f e ̂ (û) et de plus
[|/U-lim||/\|[,,d'où:

(6,1) m^«f\î{t^dt.

Dans le cas général, on pose i == Si^, où i\ est à support
compact et dis] oint de tout compact K c Q pour /c>/Co= A-o(K)
assez grand. D'après (6, 1) la série S/̂  == S /'gracT^fî^, t)^(t)dt^ °° *> v '
converge dans 3)1 (Q) donc S f ^ { x } converge uniformément

k==ko
sur K (les f ^ ( x ) étant harmoniques au voisinage de K, et
convergeant au sens des distributions dans un tel voisinage).
Finalement on voit que la série S/*^) converge quasi-partout
dans Q (en tout point x où les intégrales f f , { x ) sont
absolument convergentes); la somme f { x ) est une fonction
précisée de ^(û), satisfaisant à l'inégalité (6, 1).

Voici maintenant la représentation de la fonction précisée
associée canoniquement à une fonction F e BL(Q) :

THÉORÈME 6. 2. — Soit FeBL(Q), Q domaine quelconque
de R", de complémentaire non polaire si n = 2 ; si H est la
partie harmonique de F, la fonction

V(x) = H(^) — 1- f graX Ç(^ () . grad F(() dt,
^n J

qui est définie quasi-partout dans û, est une fonction (BL)
précisée presque partout égale à F.
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Démonstration. — La fonction

f { x ) = — 1 - Ç graX Ç(^ t). grad ¥{t) dt
^n J

est une fonction précisée de ^(Q) (théorème 6. 1); tout revient
donc à montrer que F — f est presque partout égale à une
fonction harmonique (unicité de la décomposition 1 (4, 2)),
ou encore que les distributions AF et A/* sont identiques.
Pour cela considérons ^ ^[^(Q)]", ^-^ grad F dans [L^Q)]',
et posons :

fk{x) = —i Fgrad,^, t).i,(t)dt = — ̂ -U^^)
a" J ^n

D'après (6, 1), ^-^/'dans ^(Q), donc dans ^(û), et par suite
A^ -^ A/* dans a)'(Q) ; or A^ = div T,-^ div (grad F) == AF,
d'où le résultat.

REMARQUE 6. 1. — Lorsque Q = R/1 avec n ̂  3, la fonction
(BL) précisée canoniquement associée à F est

F*(.r)=C—^- ( grad, h(x—t). grad F(t) dt,
^ J

où la constante C est la pseudo-limite à l'infini de n'importe
quelle fonction précisée presque partout égale à F (55) ; il n'y
a pas de résultat analogue pour n = 2, une fonction précisée
de BL (R2) n'admettant pas toujours de pseudo-limite à l'infini.

(55) C est la constante telle que F — Ce L^R") (voir I, n° 5L



III. — ESPACE BL^(E).

1. Lemme.

LEMME 1. 1. — Soit Ta un filtre de distributions sur Q,
ouvert connexe quelconque de R", tel que —Ta soit convergent

^i ^
dans 3)o pour tout i (alors par le théorème 1.1, § 1, — Ta converge

ô \ . . . ôa;t

vers — T, T e 3)p> ). Dans ces conditions il existe une famille^ ? u/ /

de constantes Cy, telles que Ta + ^a converge dans ®Q.
Démonstration. — a) Soit K un cube ouvert contenu dans Q.

Pour fixer les idées on suppose que K == (]0, ![)". On introduit
n fonctions a,, a^ ..., a^ où a, est une fonction indéfiniment
différentiablesur]0, l[,à support compact, de masse totale 1, i.e.

f^a^t)dt=i.

Soit alors f un élément quelconque de ®K. On désigne par f ^
la fonction :

[X^ . . . , Xn) -— f , {X^ . .. , X^) = f^ /*((, X^ ... , X,,) dt.

Cette fonction est dans l'espace 2)^, Ki == (]0, l[)n-', les
variables étant x^ ..., x^ Si alors l'on considère la fonction
gi == f — a ^ f ^ elle est dans ®K et vérifie :

f ^ g ^ x ^ . . ^ x , ) d t = 0 .

Si donc Fon pose :
h, Çx) = f^ g, ((, x^..., ̂ ) rf(,

on définit ainsi un élément de S&K? donc :

(1,1) /•=a,/\+^(U h^^.
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On considère maintenant f ^ dans 3)̂  ; elle admet une décom-
position du type (1, 1) :

/> i=^/>2+^-(^), h^S^ /',e3)K,, où: K,==(]0,l[y1-2,

les variables étant x^ ... , Xn.
On a donc :

f=a^+^{a^+^{h^

et ainsi de suite. Finalement :

(1,2) / t==a^.. .a^+,ô-(a, . . .a,_A)+•••+,ô-(AO,oa/n oa;,
avec : /•„ = = f f { x } dx.

b) Considérons alors la famille Ta et considérons les restrictions
(encore notées Ta) de Ta à K. Si f e SD^, on a :

^ 'W) -^ ̂  T(/'), pour tout i = 1, ..., n.

Décomposons f suivant (1, 2). On a alors :

Ta (/•) = /nT, (a.a,... aj — f ô T, (a.... a._ ,A..).
c- r i= l i
Si 1 on pose :

T.(a,a,...aJ=—c,(K), T(a,... aj =—c(K),
on a :

<T,+c,(K), /•>=-yAT,(a....a,_A•)
i =: l ^ î

tend vers

-^^T(a,...a._.A.)=<T4-c(K), /•>,

et ceci pour f dans 3)̂  uniformément lorsque /* parcourt un
ensemble borné de cet espace.

Donc Ta+(ca (K)—c(K))—T dans 34,
donc : pour tout cube ouvert K contenu dans Q, il existe une
famille de constantes rfa(K), dépendant de K, telles que

Ta+^a(K)—T dans 3)^
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c) Soit alors K et K' deux cubes ouverts de Q, d'intersection
non vide. Il existe, d'après 6), une famille Cy, (resp. c^) telle
que :

Ta+Ca—T dans 34 (resp.Ta+^—T dans L^-).

On en déduit par restriction à K n K', et en faisant la
différence: Cy,—c^—^O (dans le corps des complexes), donc
Ta + c^—^T dans ®KUK 5 on en déduit aussitôt le lemme.

2. Espace BL^(E). — On donne sur Q, ouvert connexe
quelconque de R71, un espace E, comme au § 1, N° 1, séparé
et complet. On désigne par BL^ (E) l'espace des distributions
T e ®Q telles que D^T e E pour tout p avec |p| = m, muni de
la topologie la moins fine telle que les applications T —^ D^T
soient continues de BL^(E) dans E. Cet espace coïncide avec
BL(E) si m == 1 : BL,(E) == BL(E).

L'espace BL^(E) (m >. 1) n'est pas séparé. Soit % l'adhérence
de 0 dans cet espace; T e % équivaut à D^T == 0 pour tout p
avec|pj = m, donc équivaut à T = polynôme de degré m—1.
Donc: %== sous-espace des polynômes de degré ^m—1.

Définition 2. 1. — L'espace BL^(E) est dit espace de Beppo-
Levi (Ïordre m attaché à E. On désigne par BL^ (E) Vespace
quotient de BL^(E) par % (espace séparé associé).

On va maintenant démontrer le

THÉORÈME 2. 1. — Uespace BL^, (E) est complet,
Démonstration. — a) Soit T, un filtre de Cauchy surBL^ (E),

et prenons Ta quelconque dans la classe Ta. On pose :

D^T — Q1 a — °a, q-

Pour q avec \q\ == m— 1, Sa,^ est dans BLi(E) et

S^eBL:(E)=BL-(E)
est un filtre de Cauchy dans cet espace qui est complet (I, Théo-
rème 1. 1), donc :

Sa^^S; dans BL-(E).
Il en résulte, grâce au lemme 1. 1, qu'il existe une famille de
constantes Ça. q telles que

Sa,^ + ^a,ç -^ S^ dans ^Q.
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Désignons maintenant par (q) le nombre tel que D^((ç) x^ = 1,
et posons :

(2,1) T,=T,+ 2 c^{q)x,.
J Ç | = = T O — 1

On a :
(2, 2) DTO-S, dans ̂

q quelconque tel que \q = m—1.
b) Démonstration du théorème dans le cas : E = S)^.
On opère par récurrence sur m. Le théorème est vrai pour

m = 1. Admettons le pour 2,. . . , m— 1, et démontrons le
pour m.

Soit T^ un filtre de Cauchy dans BL^(®Q); on a (2,1) et
(2, 2); T^ est dans BL,_, (S^), et (2, 2) signifie que (T^ est
un filtre de Cauchy dans BL,«_i (®Q), donc, grâce à l'hypo-
thèse de récurrence : (T^)' — T dans BL^_i(3)Q), donc :
DTO-D^(T) dans ̂  pour tout ^, \q\=m—i.
Si maintenant p est quelconque avec \p = m, il existe q avec
jçl = m— 1 tel que D^^ == ^- D'7, donc :

ôa^

D^(Ta) = -̂ - (D^) === -ô- (D^T^) — -ô- D^T = D^T,ôrr, ôo;, ôa;,

donc T;—T dans BL,^) c. q. f. d.
c) Cas général.
Soit T; un filtre de Cauchy dans BL',,(E). On a (2,1) et (2, 2).

Comme par le 6), BL^_i (3)^) est complet, il résulte de (2, 2) que :
D^) -^ D^(T) dans ®^, \q\=m—i, donc, comme dans
le cas fc, D^T^-^D^T dans ®Q, p quelconque avec \p\=m,
Or, T, étant un filtre de Cauchy dans BL^(E), on a : D^T -^ /'p
dans E, jp| = m, donc /p == D^T et finalement : D^ -^ D^
dans E, ce qui démontre le théorème.

Remarque finale. — Le cas E = L^Q) est particulière-
ment intéressant (on posera alors BL^L'^Q)) = BL^(Q));
introduisons ^(Q) espace complété de ®Q pour la norme
[|ç||^$ il est facile d'étendre le théorème de décomposition
4. 5 (chap. I) :

Si 3)^(0) est un espace de distributions, toute distribution
T e BL^(Q) admet une décomposition unique : T == u -{- h^ où
ueSD^Q), A"A== 0.
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Le problème important est donc de caractériser les ouverts
connexes Q tels que ^(Q) soit un espace de distributions;
il est facile de voir qu'il en est ainsi lorsque Q est borné, ou
lorsque n ̂  2m + 1 ; pour atteindre le cas n < 2m + 1, Q non
borné, il faut introduire une définition appropriée des ensembles
polaires (d'ordre m) et des méthodes différentes de celles utilisées
au chapitre II ; cela nécessite quelques développements, sur
lesquels nous nous proposons de revenir dans un prochain
travail.

TABLEAU DES PRINCIPALES NOTATIONS ET DÉFINITIONS

3) c E c 2)', E complet, 3) = 3)n, ̂  == ®Q, û c R».

BL (E) : T e ̂ /, -ô- T €E E pour tout i = 1, . . . , n.
ÔXi

BL*(E) : espace séparé associé à BL(E).
BL(Q) ou BL : espace BL(E), avec E == L^Q).
BL;(Q) : adhérence de ̂  dans BL*(Q).
-^ / Î\(Q ^1/2

^(û): complété de 2)a pour |b||, == (S -̂ - ) '
\ ^i I

8Lt(û) : u e L^û) ô u e L^û) pour tout t*.
' ÔXi

^ a(Q) : u e L^(Q), ô M e L^û), 1/g = 1/2 — 1/n, n > 3.
ôa?,

3)L»(û) : adhérence de 2)a dans 8L*(û).
3)^2(û) : adhérence de DQ dans ^(û).
Propriété (AC) : p. 314; propriété (P) : p. 353.
Problème de Dirichlet (fin) : p. 323 (p. 342); problème de Neumann : p. 360.
Ouvert de Soboleff : p. 327 ; ouvert de Nikodym : p. 328.
Inégalité de Poincaré : p. 329.
h(x) (noyau newtonien) : [.ri2""" si n ^> 2, —logj^ j si n == 2.
U^, W : potentiels newtoniens.
On (Hux élémentaire) : p. 345.
Ensembles polaires, quasi-partout : p. 345.
I(p.), J((JL, v) (énergie, énergie mutuelle) : p. 346.
Ç(.r, y) (fonction de Green) : p. 348.
Ia(p.),Jo((x,v):p.349.
Fonction (BL) précisée : p. 354.
Pseudo-limite : p. 355.
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