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rpTj1^r\-pTT T p

DES SOMMES TBIGONOMÉTRIQUES
APÉRIODIQUES

parYvesMËYER

1.

Soient A == (X/,):^ une suite croissante de nombres réels
et SA l'espace vectoriel de toutes les sommes trigonométriques
finies / ' r R — ^ C définies par

(1) f{t)= Sa,̂

les coefficients a^ sont des nombres complexes et seulement
un nombre fini d'entre eux ne sont pas nuls.

Si X^ = k pour tout /c, f est 27r-périodique : pour tout x
réel on a, si 1 ̂  p ^ + oo,

(2) f^Wdt^f^Wdt.

Le but de ce travail est de trouver par quoi remplacer (2)
si ^ = = / c + r k où ^ ->0, \k\ -> + oo. Si p = 2, Paley
et Wiener [1] ont montré qu'il existe une constante C = C(A)
telle que pour tout f e SA? on ait

(3) f^m^dt^ cf^m^dt
pour tout x réel. La théorie L2 est donc satisfaisante et la
théorie L^, 1 ̂ p < + oo, est donnée par le théorème 1
énoncé ci-dessous.
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190 YVES MEYER

2.

Dans tout ce qui suit A == (X^)^ est une suite strictement
croissante de nombre réels telle que

X,-/c==r,->0([ /c|->+ 0))

et p appartient à l'intervalle [1, + oo].
Soit û) : R -> [1, + °°[ une fonction paire, sous-multi-

plicative, c'est-à-dire vérifiant u(s + () ^ (ù(s)(^{t) pour
tous les s < (, et croissante sur [0, + °°[9

THÉORÈME 1. — Supposons que A, œ et p soient définis
comme il vient d'être indiqué et qu'il existe un entier n ^ 1
tel que u{t) = o^"), |(| -> + oo.

Alors les trois propriétés suivantes sont équivalentes
(4) il existe un T > 0 et une constante Ci > 0 tels que

l'inégalité (f^ \f{t)^ dt)11' < Wx)(f^\f{t)\P dt)11' ait lieu
pour tout x réel et tout f e S .̂

(5) II existe une constante Cg > 0 telle que l'inégalité

(fr^ \w d^ ^ c^(f^ \w <'
ait lieu pour tout x réel et tout /*eS^.

(6) On peut trouver une constante €3 > 0 telle que l'inégalité

(^ |Sa^WÏ àt}11" ^ C3<.(a;)[(J;2ît ISa^Ï^

+ (^ |Sa '̂|. dt)119 + .. • + (/," ̂ a^e-V dt)11"]

soit satisfaite pour toute suite complexe (a^)^^ ne comportant
qu'un nombre fini de termes non nuls.

Dans deux cas particuliers importants la condition (6) du
théorème 1 devient plus maniable : n == 1, p quelconque où
n > 1 et p = 4- °o.

Si n = 1, soit Mp l'algèbre de Banach des multiplicateurs
des coefficients de Fourier des fonctions de L/^O.^TC]. La
condition (6) s'écrit alors : (r^î^ e Mp et la norme de (e1 )̂!̂
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dans Mp ne dépasse pas C^{x). Or les progrès de la théorie
des intégrales singulières permettent de calculer effectivement
ces normes de multiplicateurs dans un grand nombre de cas
particuliers.

Si p = + oo, (6) signifie que pour tout x réel, on peut
trouver n fonctions ^o? • • • ? fn-i dans 1^(0,271:) telles que

(7) pour tout k e Z,

^ = 1 + f,{k) + AWr. + • • • +Yn-i(^-1

cependant que

(8) ll^lli+ • • • +ll/ îlli < CaCoCr).

Par jf(/c) on entend ^— ( e"1^ f[t) dt^ la transcription
27C JQ

duale de (6) fournirait des mesures au lieu d'éléments de
^[0,2^] mais nous verrons au § 4 comment se ramener
à ce cas.

La preuve du théorème 1 occupera les § 3 à 6. Des exemples
concrets d'application seront donnés au § 7.

3. Modification de A.

Soit A' = (Xfc)^^ une seconde suite strictement croissante
de nombres réels telle que

' (9) Xfc === ^ si [7c| est assez grand.

Nous allons montrer directement que si l'une des propriétés (4)
ou (5) est satisfaite pour un choix de A, n, ù>, p, T et Ci,
1 ^ i ^ 3, cette même propriété sera satisfaite pour A', n,
(ù, p, T et C'i, 1 ̂  i < 3 : seules les constantes ont éventuel-
lement changé.

Passer de A en A' peut se îaire en un nombre fini d'étapes
au cours desquelles on change seulement la position d'un
point. D'autre part le problème est invariant par translation
sur A ou sur A'. On peut donc supposer que A = (X^î^,
A' = (^)îÏ? ^k == ^ si k ¥• 0, XQ = 0 (il ne sera pas ici fait
usage de ce que 7^ — k -> 0, [A*| -> + oo). Montrons que si (4)
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est vraie pour A, alors (4) est vraie pour A'. Dans ces condi-
tions, on a le len^ine suivant :

LEMME1. — On peut trouver une fonction h : R -> C, nulle
hors de [0,-T], àppa^tenaM ̂  l̂ O, T^ ^éfïôlîê que ̂ •"^ -^ i t ;

(10) ^T ̂ -^(t), ̂  = 0 51 /c ^ 0, ==1 si k =Œ

Dans le lemme 1, a désigne l'exposant conjugué de p.
Pour prouver le lêiniriè 1, apy élans ^ç rH -> G une fonction

de la classe y de Schwartz dont la transformée de Fourier
vaut 1 en\ ^o et 0 en X^, À- ^ 0. On a alors pour tout
/(() = Sa^1^ e S^v, OQ == J^J8 f(— ()9(() à( qi^i implique

+00 /WI^T , ' J ; - / /»T - \i/p(ii) f^i < s f "IA- ^i i^p^i ^< c(9)( ( ri^^-
-oo J^T \Jo /

grâce à (4)^ a la croissance lente de œ {x} .et la décroissance
rapide de 9. Le lemme 1 découle par dualité de (11).

LÈMME 2. — On peut trouver une fonction h: R -> C,
nulle hors de [0, T], appartenant à L^fO, T] et telle que

(12) J7 A(() ̂  = 1, f^ e-^ h{t) dt = 0 si k ^ 'O. ^

Appelons en effet H : G -> Cî la fonction eùtière définie par
/»T' :

H(z)==J^ e-^h^dt', îî ti'e^ pa^ identiquement nulle car
(10) interdit à h de l'être. Si H(0) ^ 0, on pose fi = ch
et pour une valeur bipîi choisie de la constante c on a, (12).
Si H(0^ == Q, on remplace h par ^ définie ̂ )ar

':';;- '•-f . " . • ' ' '
' : 1 A^)=^.^ . . -

Alors H est remplacée, par Hi(z) == .(ijs)'"1!!̂ ) et si
Hi(0) 7e 0, on pose Jz == ch^. Si Hi(0) = 0 on recommence
et puisque l'ordre du zéro d e H à l'origine est fini, an bout
de m opérations on trouve la fonction h = ch^ cherchée,
appartenant à^L^^O/T] et ïîulle hors de [0, T].

Il est maintèïïàîit facile de itiontrér que si (4) est vrai pour A^
(4) est vrai pour A'^ Posons g(t) == S'a^1^ où 2' désigne
la somme sur k ^'0^f(()^ao^^4-g(() et f*{t) = ̂  +g(0-
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On a suoeeéiivènieiït

(fr IH^ dt)11' < |ao|T^ + (fr |g«)|. ̂ i/p

par l'inégalité; trianguNreî h)i, ^ C:̂  j^(()lp t^)^ grâce
au lemme 2 et enfin l'on a

(^[^^^^^^^(^Ig^

<C^^)laoiT^+C^(^(^

en utilisant successivement (^) et l'inégalité triangulaire. Tout
cela réuni donne (4) pour f* ce qu'il fallait montrer.

En ce qui côttcerne (6), supposons qu'il existe un entier
K ^ 1 tel que (6) ait lieu lorsque a^ =?= 0 pour \k\ < K.
Alors ((3) a libû eh toute généralité. Écrivons^ en effet

^= So,̂  = ,,̂  + ̂ ^ ̂ ^^) ̂  ̂ j

et de même F(() = Sa^V^ = Fi(() + F2((). Appelons
R l'opérgteur défini pay (R/')(() == Sa^r^1^ (toutes les
sommes écrites sont finies). En désignant par ^f\\p la quantité

( l /'27T \l/p

- f 1^^) , on a
^7t Jo /

lIFIIp < .IIFilly-1- nFîll.p,^ , S Kl 4- ||FJ,
Ik l^K

< 'S 1^1; + C^Nf|lâllî+ |R/2ap+—- + IIR"-1/.!!?}.
,W^K

On a évidemment \a^\ ^ |f|]p pour tout k et F on majore
HR^II, par, |R^||p4 llR^Hp ̂  HRyilp:+ 2 l^t (en suppo-

|k|^K ^
sant que [r^] ^ 1 pour tout ^ ce qui est toujours possible).
Finalement tout se trouve majoré par

C^^EUfllp-l- • • • +^|Rn-l/llpJ car <o(rr) ^ 1.

On retiendra '1e résultât ̂ suivant :

PROPOSITION t. — Pourdémonter ^V) Qu (Q) on {peut remplacer
(Xfc)î^ :par une autre ^uite strictement/croissante (^fc)î^ telle
que Â^ === X^, si |/c[ ^ K. Pour démontrer (6), on peî  se
restreindre au- cas où a^ === 0 lorsque |7c[ < K.
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4. Une proposition sur les algèbres de Banach de suites.

Soit X une algèbre de Banach unitaire dont les éléments Ç
sont des suites (^)î^ de nombres complexes; F addition et
la multiplication se font composante par composante mais
[[Cil ^ sup |afc|.

k

PROPOSITION 2. —Soient !» un élément de X et n S? 1
un entier tels que

S-=(^)î2 où ^->0(|7c| -^+ oo)
et

(13) 1]^1| == 0(1") lorsque t est réel et que \t\ -> + oo.

AZor$ pour tout s > 0, on peut écrire

^==^4- ! : où 7î=(^)t:, S=(%)î:
^

(14) II TÎ")! ^ s tandis que ^ == 0 pour <ou^ A*

sauf éventuellement un ensemble fini.
La preuve de la proposition 2 découle très simplement du

calcul symbolique dans une algèbre de Banach.
Remarquons tout d'abord que pour tout k e Z,

l̂ lt ^(^1;

la majoration (13) entraîne donc que chaque x^ est réel.
Soit a : R ->- R une fonction impaire, de la classe Qf de

Schwartz et telle que a(() == ( si \t\ ^ 1. Posons

a(u) ==27r|3(u)

et formons l'intégrale vectorielle de Bochner

(15) 7] = s2 f^ e^^u} du

dont la convergence est assurée par la décroissance rapide de (3
et la croissance lente de He1"^].

Pour tout k e Z, on a

(16) y, = e2 f^ ^^u)du =£a(s-1^).
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On a donc y^ = Xj, si |̂ | ^ s et z^ = x^— y^ === 0 si
\k\ est assez grand.

Pour majorer H ^ H , appelons 27^ la transformée de
Fourier de la fonction a" et formons

(17) Y = e^1 f^ e^^u) du.

On a encore Y == (Y^)î^ où

Y, = e^ r" ̂ (in(eu) du == e" [a ̂ Xj = î/2

ce qui implique Y == 73". Cependant la représentation inté-
grale (17) entraîne

(18) m = II VU < ^+1 f^ 1|^B |P,(eu)| rfu.

Posons û)(u) = He^ll ; si <x>(u) === ^(u'1), | u\ -> + ûo? il existe
une constante C telle que, pour tout s e ]0, 1]

^(-^\^ 0(1+1^1").

Le second membre de (18) peut être récrit

i(e)= r^^^ip^)!^;
^-00 \ £ /

grâce à la décroissance rapide de |3^ le théorème de conver-
gence dominée de Lebesgue s'applique et montre que I(e) -> 0
avec e. La proposition 2 est prouvée, quitte à changer la
définition de e.

5. Preuve de Pimplication (4) =-̂  (6) dans le théorème 1.

Grâce à la proposition 1, nous pouvons supprimer un
ensemble fini de X/ç. On peut d'abord se restreindre au cas où
|rk| ^ 1/4 pour tout A*. Appelons B l'espace vectoriel SA
norme par

(i9) iini-^i/i^r.
Si M est une suite (TO),)Î^ de nombres complexes et si
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f(t) = S a^k1 e SA, on définira Mfe SA par

(20) (Mf)(t) = Sm^^V.

On écrira M e X s'il existe une constante C > 0 telle que

(21) IIM/H ^ C||/1| pour tout f e SA norme par (19).

La norme, notée ||M||x de M dans X est la borne inférieure
de ces constantes C > 0.

LEMME 3. — Si (4) a lieu, pour tout x réel, (e1^)!^ e X
et sa norme est bornée lorsque 0 ^ x ^ 27-c;

Soient en effet a : R -> R une fonction paire, dans
r 1 1 ^ila classe Os de Schwartz égale à 1 sur — —j — \ et nulle

r i ii L, J.hors de j — -7-? — j et 27r(3 la transformée de Fourier de a.

Pour tout a réel, appelons 83 la masse unité en a et formons
4-00

la mesure d[L^ == ^ (3(/c + ^)Sfc+a;. La transformée de Fourier
——00

de d[L^ est donnée par la formule de Poisson et vaut

<?{t} =Ï e^{j -t).
——00

Puisque |À^ — k\ < 1/4 si \k\ > K (et Pon peut se
restreindre à ces valeurs de A*), pour tout f(t) = Sa^e1^ 6 SA,
f * ^x == Sa^""1^1 .̂ L'inégalité (4) et la décroissance
rapide des masses de ^ entraînent le lemme 3.

LEMME 4. — Supposons toujours (4) satisfaite. Soit P :
SA -> L^O, 27r] l'opérateur défini par P(Sa^1^) = Sa .̂
Alors P ^ continu.

En effet si (4) est satisfaite avec une valeur To de T, (4)
reste vraie pour tout T > To (quitte à changer les cons-
tantes). On peut donc supposer T > 2n. Soit R: SA-> SA
l'opérateur linéaire défini par RÇe1^) == r^e1^. Alors

çikt ̂  ̂ -ir,t ̂  ̂ t( y (— IF^N

\^0 m î 7
entraîne

(22) (P/-)(() = $ ̂ —^ (Rm/•)(().
mlCT^O
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Montrons que. qP. : SA -^ SA -ësrcontiAu quand4 SA est norme
par (19). En effet, grâce à (4), la norme de (e1^)^ dans X
ne dépasse pas Cico(^). Puisque ^ •==. ^e-1^ et compte
te^^-du.lemme.a.^îiôïmé dé^ (^W)î^ dans X ne dépasse
pas Ci(o(a;). Le raisonnement fait S 4 entraîne que (^)î;
appartient à X.

L'identité (22) entraîne

lIPfll ^ S.^ «RWII - en/1!] ou . , c <.+ oo.
. -.• " •^ H^n TÏli - -^^ "•• : . ; - : 1 ' . . . « ' ' ' • ' ' " ' .W^O

LEMMIB 5, -^- P^w toW entier n ̂  1 -^ ̂ î  Wte constante
y^ > 0 tëlle que pour tout choix de n fonctions /o, ..., ̂
ûfan5 L^^, 2w], prolongées à R rfe /apon 2n-périodique,
on wt

W (f l/o(t) + t^t) + ... + ̂ ^(^IP^)1^
: ^ ï»(ll^llp+ • • • + B/n-lll,).

La preuve élémentaire est laissée au lecteur.
Dans le lemme ci-dessous, si f' e SA, \\f\\ désignera

(rifl'*)'"
tandis que si g : R-> C est 27r-périodique, ||g|| désigneraa"i<i'*)"'.

LEMME 6. — II existe un entier K. ^ 1 tel que les normes ||/*[|
^ JPytt +)|KPfB-+ • • • + IIR^Pfll soient équivalentes sur
lesous-espacede SA f orme des f tels que a^ == 0 pour \k\ < K.

Rappelons que ^{e1^) = r^ et R(e^) === r^ de sorte
que H et P commutent.

Puisque ^V = e^W = ̂  1 ^ ^trn rA on a
\m^0 m' /

m == s ̂  R'"ÎY= s + s = AW + m
m^Qt m^- 0^w<n—l m^n

Or , " . 1 , ' '
IIAII ^ IIP11 5 R^H.

m^n II

Jusqu'alors K n'a pas été choisi. Appliquons la proposition 2
11
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à l'élément (r^)^ de l'algèbre de Banach X. Pour tout
entier K S? 1 appelons S^ le sous-espace de S^ formé par
les f(t) = Sa^1^ tels que a^ = 0 pour |/c| ^ K. Pour
tout e > 0, on peut trouver un K ^ 1 tel que la norme
de R" : S^ -> S^ ne dépasse pas e.

Si f e S ,̂ on a donc

H/^U < ( 1 + U R U + • • • ^-BR^n^^ll/l.

Les normes des opérateurs R ou P restreints à S^ sont
au plus égales aux normes d'opérateurs de S^ notées ||P|)
et ||R||. Choisissons K assez grand pour que

(1 + IIRII + • • • + IIR^IDf1^ = s < l.
Alors f= f^ + /g et ||̂ || ^ 8||/'|| entraînent que les normes
de f et de /i sont équivalentes. Ceci joint au lemme 5 donne
le lemme 6.

La preuve de (6) est maintenant évidente. Appelons, pour
tout x réel, Tp : S^ -> S^ l'opérateur défini par

T,(Sa^1^) = ïa^Ve^.

Nous définissons de même T, : L^O, 27c] -> L^O, 27r] par
T^) = elr^fc<. Posons enfin f(t) == ïa^ et g(() = S^e1 .̂
On a par applications successives du lemme 6,

iiT,gii ^ C411VII < wx)\\n ^ Ce(o(^)(iigii + iiRgn
+ • • •+11^ - ^11 ) .

6. Preuve de Pimplication (6) =^ (5).

Les notations seront celles du § 5 à la seule différence que
T = 2mr.

Soit (yk)î^ une suite de nombres complexes. Nous écrirons
(yfc)ÏÏ e Y pour exprimer qu'il existe une constante C > 0
pour laquelle on ait

(24) |l:Sy,a^p < C[U2a^p + ... + l|Sa^-^y.

La norme de (yk)î^ dans Y est la borne inférieure de ces
constantes C > 0.
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La condition (6) du théorème 1 exprime que {e1^)^
appartient à Y pour tout x réel et que sa norme est 0((x)(n;)).

LEMME 7. — La suite (r2)î^ appartient à Y.
Pour le voir, il suffit d'utiliser la représentation intégrale

de (r2)^S donnée par la formule (17) du § 4.

LEMME 8. — Pour toute somme finie s(t) = S a^e1^, posons
IIHII, = |jS a l̂l, + ... + ||S a -̂̂ llp. Alors {y,)^ e Y
équivaut à Vexistence S une constante y > 0 ^e que

(25) |||S î/A^HIp ^ Y|||S a^HI, pour tout s{t).

Le lemme 8 est un corollaire évident du lemme 7 et il montre
que Y est une algèbre de Banach. Bien que les normes C
définies par (24) et y définies par (25) soient équivalentes sur
Y, nous normerons Y par y de sorte que la norme
d'un produit ne dépasse pas le produit des normes (ce n'est
pas nécessairement le cas si la norme est définie par (24)).

Quelques petites difficultés vont maintenant apparaître
dans la modification de A. La raison en est que la norme
I I I . [||p dépend explicitement du choix de (r^)l^.

Soit l > 1 un entier qui sera fixé ultérieurement et posons

^(/c) = 0 si \k\ ^ l, ̂ (k) = \^——1 si l ^ \k\ ^ 21, ^(/c) = 1
t

si \k\ ^ 21. La suite ^(/c), — oo < k < + oo, est celle des
coefficients de Fourier d'une mesure de Radon dont la norme
ne dépasse pas 4.

Soit r^ la suite Vi(k)r^ — oo < k < + °o.

LEMME 9. — Quand l -> + °°5 la norme dans Y de la suite
^(/c)rî, — oo < k < + °o? tend vers 0.

La proposition 2 montre l'existence, pour tout e > 0,
d'une suite {s^)^ e Y telle que la norme de sî ne dépasse
pas e et que r^ = s^ si |/c| est assez grand. Il en résulte
que Vi{k)rî = ̂ (/c)^ pour tout k si l est assez grand et
l'on a donc

IIMW^llY ^ 4|| (^h ^ 4e

dès que l est assez grand.
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LEMME 10. — Pour tout s > 0, il existe un entier l tel
que si r^ = ̂ (k)r^ — oo < k < + oo, l'inégalité

(26) IISa^^- l̂l, < £[||Sa^[l, + ... + |lSa,(r̂ -̂ y

soit satisfaite pour tout m ^ n et toute suite complexe a^
nulle à partir d'un certain rang.

Pour prouver (26) appelons S(() notre somme finie Sa^
et [[[S |[|^ la quantité entre crochets figurant dans le second
membre de (26).

Posons enfin S^t) == Sa^rî)^. Si nous prouvons (26)
lorsque n < m < 2n — 1, en additionnant nous saurons
que [[ jSiJI^ ^ ns||[S|^. Posons, pour tout 7 > 1,

S/() = Sa,(rî)^;

par applications répétées de l'inégalité précédente, il vient
IM ^ WWp et (26) est prouvée quand

nj < m < n{j + 1),

avec éventuellement une autre valeur de s.
Pour montrer que (26) est satisfaite pour n < w\ <£ 2n — 1,

revenons au lemme 9. Compte tenu de la définition (25) de
la norme dans Y, on a, dès que l ^ f(e) et si 0 < / < n — 1,

(27) IIS^^r^^U, ^ e(||Sc |̂|/+ • • • + US^r^^H,).

Mais ïa^e^ = ïa^^k^Wr^e^ dont la norme I/
est majorée, grâce à (27), par

^ = edISa^^W^llp + ... + IISa^r^WrZ-f^^).

Puisque rî== ^(/c)^ et que ^(/c), — oo < k < + oo est
la suite des coefficients de Fourier Stieltjes d'une mesure de
norme ne dépassant pas 4, on peut majorer s^ pair

4m-^(l[Sa^l|, + ... + IISa^rî)^^!],).

Ainsi, quitte à changer la signification de s, (26) ^st prouvée.

LEMME 11. — Quitte à modifier les positions (Sun nombre
fini de points de A,

(f^^a^dt)^
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(jo" î o'T ̂ )l/p + • • • + (F \^rwrr
deviennent des normes équivalentes sur S\.

Pour un l ^ 1 assez grand (ceci sera précisé dans
un moment), nous remplaçons r^ par r^ et appelons A*
la suite des k + r^, — oo < k < +00. Alors

f{t) = Sa^ = S (iûm S ̂ )̂ .
w^O ""• fc

Posons F(() == S S ̂ r^ et g(<) == Sa,̂ . Avec
0 fc

les notations de la preuve du lemme 10, l'inégalité (23) s'écrit
(f^^dt)^ ^ Y n l l l g H I ^ D'autre part pour tout m > n,
(26) s'applique et permet de majorer

P \HP/ /»2n7t fm p

(I — S ^rire"" dt
\Jo m- k/o \m\ ,

par ^^L ellgljl^1^. Finalement l'inégalité triangulaire
TU/ •

donne

(fr ^p dt)l"> ^ ïnlllgl 1^ - ̂ e^W.
Choisissons l assez grand pour que y,, > ^^""e et la partie
non triviale du lemme 11 sera prouvée. En sens inverse on
majore sans difficulté (f^ \f\r dt)11" par C|[|g|||;.

Nous sommes maintenant en mesure de terminer la preuve
de (4).

On a

(f^ |2a^ dt)1" = ï{x) = (f^ |2a^iW|P dt)1'"

que l'on estime, grâce au lemme 11 par
r 1 1 1 s/y p^p^w*^W^^k6 " e \\\p-

Puisque À^ = À/, et r^ = r^ pour \k\ ^ K, cette dernière
expression peut être majorée par CslllSafce^e^Jllp (on a
supprimé les astérisques et raisonné comme à la fin du § 3).
On applique alors (6) pour obtenir une majoration de ï(x)
par Ceœ^HISa^lllp. Une nouvelle application du lemme 11
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donne I(rc) < (fï{x)C'jï(fi} et (4) est prouvée; changer les
positions d'un nombre fini de points de A est rendu licite
par le § 3.

7. Application aux sphères vibrantes»

Soient SO(M, R) le groupe orthogonal spécial et
V = S"-1 <= R"

la sphère unité. Soit A : ̂ (V) -> ^°°(V) l'opérateur de
Laplace-Beltrami invariant sous l'action de S0(n, R) et
normalisé de façon que ses valeurs propres soient

— k(k + n — 2), k ^ 0.

Soit enfin E l'espace vectoriel des solutions u : V X R -> C,
de classe <^00, de l'équation des ondes

/oo\ Ô2U A(28) ,̂ = Au.

Pour étudier le comportement asymptotique (< -> + oo)
des solutions de (28), on appelle p un nombre réel de l'inter-
valle [i, +00] et l'on pose, pour tout u e E

M^^^Ç^daf^^s^ds)1111

(29) M,(u,f)= sup |u(a,s)|
VX[t, (+2W]

où ^ < s ^ < + 27T, où a parcourt V et où da est la
mesure invariante sur V normalisée par j^ da == 1.

Toute solution u, de classe <^00, de (28) s'écrit, de façon
unique, u = bt + u^ où b est une constante complexe et
Ui : V X R -> C est une solution bornée de (28). La discussion
portera sur le comportement asymptotique de u^ quand
( -> + oo.

THÉORÈME 2. — Si n ^ 3 il existe une constante Cn telle
que pour tout p de Vintervalle [2, + ûo] ^ toute solution
bornée u de (28) on ait, pour tout nombre réel t tel que \t\ ^ 1,

(30) M,{u,t) ^ C^I^'^M^u.O).
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1 1Si 1 ̂  p ^ 2, V exposant — — ^- doit être remplacé par
1 1 . . p

— Enfin ces inégalités sont les meilleures possibles:

si n > 3 il existe une constante Cn > 0 telle que, pour tout p
de l'intervalle [2, + °°] ^ borne supérieure de Mp(u, () pour
les solutions bornées u de (28) normalisées par M (u, 0) = 1
dépasse C^t^-112^. Si 1 < p < 2, ^ ^u^t rfe remplacer
1 1 1 _J_^
T'~'2p par 2p 4*

En associant les points antipodiques de V, on peut montrer
(voir [l], p. 16) que si n est pair (c'est-à-dire si la dimension
de V est impaire), 2n peut être remplacé dans (29) par TT
et que les normes obtenues sur E sont équivalentes aux précé-
dentes. Si 1 < p < + oo et si n est impair, on peut encore
remplacer 2n par TT mais non par l < n (sauf si p = 2
auquel cas on peut remplacer 2?T par tout l > 0 dans (29)).
Mais si p = 1 ou p = + oo et si n est impair on ne peut
remplacer în par l < 2n dans (29) et conserver le
théorème 2.

Soit W = T1 == R^Z" le tore n-dimensionnel et A :
^(W) -> ^"(W) l'opérateur différentiel induit localement
sur W par le Laplacien ordinaire de l'espace euclidien R".
Considérons l'équation des ondes (28) où cette fois

u e ^°°(W X R).

Nous montrerons dans un prochain travail que, pour tout
p > 2, aussi grand que soit T > 0 et aussi petit que soit
s > 0, les normes

(J; da f^ | u(<r, t}\" dt)1111 et (f^ da f^ | u(<r, t)\" dt)11"

ne sont pas équivalentes sur l'espace des solutions de classes <^00

de (28). La géométrie de la sphère joue donc un rôle dans le
théorème 2. Nous ne savons pas caractériser les variétés
Riemaniennes compactes pour lesquelles un analogue du

(±-l:}théorème 2 soit vrai (la fonction de poids \t\^ 2P/ étant
éventuellement remplacée par une autre fonction û)(p, t)).

Dans le cas où n = 2, les solutions bornées u de (28) sont
périodiques de période 2^ en ( ce qui dispense de l'étude



204 YVES MEYER

du comportement asymptotique ; si n > 3, la périodicité est
perdue mais on garde un contrôle de ce qui se passe à l'infini
en fonction de ce qui se passe sur V X [0, 27cJ.

Dans les preuves ci-dessous, nous désignerons par C ou C/
plusieurs constantes > 0 ne dépendant que de la dimension n.

La preuve du théorème 2 repose sur quatre propositions
que nous admettrons pour l'instant. Leurs démonstrations
suivront celle du théorème 2.

Nous poserons

^ == \//c(/c + n — 2)
si k ^ 0^ V,

^ = — \/k{k + n — 2)

si k ^ — n + 1 tandis que si — n + 2 < k < — 1, les
Âfc sont arbitraires. Soient H^ c^ ^(V), /c > 0, les espaces
usuels d'harmoniques sphériques; les H^ sont les espaces
propres de A et les valeurs propres correspondantes sont
— k{k + n — 2). Toute solution bornée u e <r°(V X R) de
(28) peut être écrite sous la forme

(31) u(<r, () = a + ̂  a^o) cos \/k{k + n — 2)t
^ ,________

+ S )̂ sin \/k(k + n — 2)tïf~~->ik>l

où OQ est une constante, a^{a) et bfc{a) appartiennent à îîjc
et où la série (31) ainsi que toutes celles obtenues en appli-

quant les opérateurs — et A convergent uniformément sur
V x R. ^

Soit enfin B(Z) l'algèbre de Banach des coefficients de
Fourier-Stieltjes des mesures de Radon complexes (JL sur
T = R/2?rZ. La norme d'un élément (^)î^ de B(Z) est
la variation totale de la mesure (JL dont les c^ sont les coeffi-
cients de Fourier.

PROPOSITION 1. — Soit (Xfc)ï^ une suite de nombres réels

telle que X f c = = / c + ^ + " 7 - + 0 ( 1 0 ) » 1^1 •"> + 00- Alors lak \k f
norme dans B(Z) de (exp (^))^ est Q{\t\11^) quand \t\->+co.
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PROPOSITION 2. — Les notations étant celles de la propo-
sition 1, la norme de (exp (i^))l^ dans V algèbre Mp des
multiplicateurs des coefficients de Fourier de L^T) est

o(\t\^)

si 2 ^ p < + oo et cette norme est O^^ 4 ) si 1 < p < 2,
|(| -> -}- oo.

Pour énoncer la troisième proposition, quelques nouvelles
notations sont nécessaires.

Soit u une solution ^w de (28) donnée par la série (31).
Écrivons

u(a, t) == ao + S ^((y)^^-11-2^ + d^e-1^^-^
k>l

où OQ est une constante et ^((T), ^(a) appartiennent à H^
/c ^ 1. Posons alors

^ t) = a, + 2 ̂ (^ + S ^M^1^-2^
k>l k>l

de sorte que ^(cr, t) est périodique en (; dans le développe-
ment en série de Fourier de v{a^ t) manquent les fréquences
entières — n + 2, — n + 3, ..., — 1. Grosso modo chaque
fréquence positive ou négative apparaissant dans u(<r, t)
a été remplacée par l'entier le plus proche ainsi que nous
convie à le faire la théorie du § 2.

PROPOSITION 3. — Sur l9 espace sectoriel E des solutions V90

et bornées de (28), les deux normes ( j^da j \u{a^ tY dt)
et ( f^da l ^ |^((T, t)!^^^ sont équivalentes.

Dans notre dernier énoncé (^, . .., x^) désignera un point
de R71 et nous supposerons que 2 < p < + oo.

PROPOSITION 4.—Soient T un nombre réel tel que |T| ^ 1,
2m

m la partie entière de \T\112 et u(<r, t) = ̂  {x^ + ix^e1^.

Alors Mp(u, 0) ^ CITI» tandis que Mp(u, "T) ^ C|T|P où
n , 1 , „ n . 1 , 1OL =——-}-— et p = = = — — + — + — .
4p 2 4p 2p 4
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La constante C > 0 ne dépend que de n et les normes Mp
sont définies par (29).

La preuve du théorème 2 est maintenant très simple. Mon-
trons d'abord que pour toute solution bornée u de (28),
déclasse <^00, pour tout T réel tel que |T[ ^ 1 et tout cr e V,
on a

(32) (/w |u(o, tydt)1^ ^ C,|T|(̂ ) (f^ |u(., ̂ dt)^.

L'inégalité (32) découle du théorème 1 (§ 2) et de la propo-
sition 2 ci-dessus. On élève alors (32) à la puissance p et
l'on intègre sur V.

Pour montrer que l'inégalité (30) est la meilleure possible,
on part de la solution u(a, t) de la proposition 4 pour former
ç^r, t) = U((T, t - T); alors Mp(w, 0) == Mp{u, - T) < C|T|P
(en remplaçant T par — T dans la proposition 4) tandis que
Mp(w, T) == Mp(u, 0) ^ CITJ^ Le décalage des normes est
bien celui qui apparaît dans (30).

Les modifications à apporter à cet argument si 1 < p ^ 2
seront indiquées après la démonstration de la proposition 4.

Il reste enfin à prouver les quatre propositions.
En ce qui concerne la proposition 1, nous poserons

^ = ̂  — ^ — ^
et

(33) f{x) = 1 (^ - l).̂ .
——00

La norme de (e1^)^ dans B(Z) est exactement

f^\f{x)\dx.

Pour majorer cette intégrale nous découperons la série (33)
en blocs de plus en plus grands, en conservant cependant une
partie centrale substantielle; un découpage trop brutal sera
évité en utilisant une partition de l'unité que nous allons
maintenant préciser. Soit a : R -> [0, 1] une fonction de la

classe Q de Schwartz, nulle hors de | ---? 41 et telle que
pour tout u > 0 -

(34) "5 0(2^) = 1
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et soit K ^ 0 un entier qui sera précisé ultérieurement (en
fonction de () ; K permettra d'isoler dans la série (33) une
partie centrale qui n'est pas découpée. L'identité (34) nous

00

permet d'écrire, si u ^ 42^ 1 == S «(2"^) ; le reste de la
K. 00

série étant alors nul. Posons (3(u) ==1 — ^ 00(2""^) $ (i est
K

dans la classe 3) de Schwartz, bornée par une constante ne
dépendant pas de K et est nulle si u ^ 42^ Finalement,
posons

(35) g(^)=ÏP(|/|)(^-l)^
——00

et, pour tout k ^ K,

(36) h^x) = Ï o^l/l)^- - 1)̂ .
——00

Les sommes (35) et (36) sont finies, f{x) = g{x) + S ^fc(^)
/•Oy /'OT* f*9V k^K.

de sorte que J^ k \f[x)\ dx ^ j / \g{x)\ dx+ ^ Jo h 1^(^)1 rf•r•

On majore f^ \g{x)\ dx par \/2^ (f^ |g|2 rf.r)172 < C2^2

(car [e1^ — 1[ ^ 2). Pour majorer j îî 1^(^)1 dx^ on appelle
Y : R -> [0, 1] une fonction de la classe de Schwartz, nulle

-+-00

hors de [— 1, 1] et telle que ^ ^{x — /') == 1 pour tout x,
——00

On passe du cas discret au cas continu en posant
+00

rÇx) = S r^{x — J}\ de sorte que r(/) = rj et si
——00

m ^ x ^ m + l?

y(^) = ̂ ï(^ — w) + ̂ m+iï^ — m — 1) et

r^x) == r^Y^rr — m) + r^+iY'(a; — m — 1)
== (^m — y-m+i)^^ — ^)-

Finalement \r'{x)\ ^ C(l + |^|2)"1 grâce aux hypothèses
sur les rj. On utilise alors le lemme de Carison suivant.

LEMME 12. — I I existe une constante C > 0 telle que, pour
tout e > 0 et toute fonction 6 : R —> C de la classe 2 de
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Schwartz, nulle hors de [—4, 4] on ait

f^ |se(s/)^| dx ^ C\/l|9|L||6'L.
En posant s == 2-^ et Q{x) = a(|^[) [exp it r(2^) — l], le
lemme de Carison s'applique à la somme (36) et donne

fr\W\dx ^ C\/\t\2zfc.

En additionnant toutes ces inégalités, il vient

F \f{x)\ dx < cf2^ + ̂ \
JQ \ ^ l& ]

On choisit alors K de façon à minimiser cette somme et
l'on obtient bien un 0(1 + l^4).

La proposition 2 est alors une conséquence immédiate du
théorème d'interpolation de Riesz-Thorin ([3], Chap. XII,
p. 95).

La proposition 3 n'est qu'une simple application du théo-
rème 1 (§ 2).

Nous arrivons enfin à la preuve de la proposition 4. Elle
repose sur les deux lemmes suivants.

LEMME 1. — Si a > — 1 est fixé et b -> + oo

(37) f^ (sin xY (cos x)b dx ^ ̂ a)^^).

On peut, par exemple lorsque a ^ 0, majorer sin x par x
et cos x par e"^9 en choisissant s suffisamment petit. Le
changement de variable x\/sb = t donne aussitôt le résultat.

2Si a < 0, on utilise sin x ^ — x pour 0 < x ^ 7c/2.

LEMME 2. — I I existe une constante C > 0 telle que, si
0 < <p < 1/Vm et si 1 < p < + oo,

/•» *̂ p
J, S cos^ye^ & > Cm"-1.

En effet, grâce aux propriétés du noyau de Poisson, on a
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pour tout r de l'intervalle [0, 1]

/•OT m p /*0- m P

f, S ^Î7•C ^ ^ ^ Jo 5 ̂  ^

et, pour tout p de l'intervalle ]1, -[- oo[, cette dernière
intégrale dépasse C^m^1. Si r = cos cp et 0 ^ 9 < l/\/m,
r"* > C > 0 où C ne dépend pas de m.

Revenons à la proposition 4. On pose

y ==(^+^2)"
g = î (̂ i + î -^w.

m

Grâce à la proposition 3,

M,(u,T) < C^J^I/^^o)1'" < ClIgll^/J^Jo)^.
2m

Posons /i == S elfc^a*T. Puisque |o?i + ^2! ^ 1 sur V, on
m

passe de A à g par une convolution avec un noyau de
Poisson suivie d'une translation (on posera x^ + ix^ == re191).
On a donc ||g||̂  ^ U ^ U o o - Les inégalités de Van der Corput([2],

/ T \ / -1. \

( l+à) ( l+T 2m3/2)
chap. V, p. 198) fournissent < A

où A ne dépend ni de m ni de T ; si m est la partie entière
de \T\112 et si |T| > 1, on obtient ||A|L ^ CIT^4.

D'autre part,

||/I£P<V) == /y {xi + ai)'»^ d<T

= Y» JXî^i^i (̂ 1 + ̂ '"^(l - ̂  - ai)7"2 < î ̂

(ïn > 0 ne dépend que de n). Le changement de variables
a^ == cos u cos ^, ̂  == cos u sin v donne

ll/'ll̂ v) = 27TY, J^2 (cos u)̂ 1 (sin u)"-3 du

^r+ique le lemme 1 permet de majorer par Cm 2

Finalement Mp(u, T) ^ CjTr4^2^1".
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2m

En sens inverse Mp(u, 0) ^ C LÇ^ S (^i + ^2)^ dtda
v ~ m

grâce à la proposition 3. Posons x^ + ^2 := cos u<oiv- Cela
nous amène à évaluer

p = 27T f^2 (sin uY-3 cos u ̂ u J^ ^ cosW^ p ̂
m

(la norme L/ est invariante par translation par p; l'inté-
gration en p est donc immédiate et fait apparaître le facteur
27r). On a

P ^ 2îc ^l/v/w (sin u)"-3 cos u du f^ S cosW^ p dt

^ cmp~l fo11^ (sm u)ra~3 cos u du ^ cfmp^

en appliquant le lemme 2 et des minorations évidentes.
Si p == 4- °°9 les calculs sont beaucoup plus simples :

on majore directement M^(u, T), en appliquant l'inégalité
de Van der Corput, par CjTI^4 et

M,(u, 0) ^ u(l, 0) où 1 =(1,0, . . . , 0 ) e V .
Or u(l, 0) = m + 1 - \T\1'2. On a bien le décalage souhaité
si 2 ^ p ^ + oo.

Si 1 < p < 2 les rôles de Mp(u, 0) et de Mp(u, T) sont
renversés. On commence par remarquer qu'il existe une
constante C > 0 telle que pour tout p e [1, 2] et tout
m ^ 1, si m - \T\112,

(38)
/ „ 2m P \llP .__

( f2 S ̂ W dt} ^ C\/m.
V m /

En effet la norme L°° de cette somme trigonométrique est
majorée par C \m (en vertu des inégalités de Van der Corput).
La norme L2 dépasse \/m comme le montre un calcul immé-
diat. Il en résulte que la norme L1 (et donc la norme L^,
p ^ 1) dépassent C~1 \m.

A l'aide de (38) on minore Mp(u, T) comme M^(u, 0) lorsque
q ^ 2 et l'on majore Mp(u, 0) comme My(u, T) lorsque

JL..JL
q ï 2. Le rapport Mp(u, T)/Mp(u, 0) dépasse bien CjTI^ 4 .
Si p = 1, il faut modifier légèrement la définition de u :
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1 Ï? / , • \ f c / ^ \^ —^m\\ i\ton remplace u par ^ (o?i + ^2) ( 1 — — — — — — ) e K et

m J,_JL \ m /
F on majore Mi(u, 0) par CT2 4 tandis que Mi(u, T) dépasse

T4 4 (sans les facteurs 1 — j—————l? on auraitv m

Mi(u,0) ^ CT^^logT

ce qui ne fournirait pas le décalage de normes souhaité).
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