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THEORIE L?
DES SOMMES ' TRIGONOMETRIQUES
. APERIODIQUES

par Yves MEYER

1.

Soient A = (Ak)*” une suite croissante de nombres réels
et Sp I'espace vectoriel de toutes les sommes trigonométriques
finies f: R — C définies par

(1) f(t) = Sae™

les coefficients a;, sont des nombres complexes et seulement
un nombre fini d’entre eux ne sont pas nuls.

Si A, =k pour tout .k, f est 2n-périodique : pour tout z
réelona,s1 1 < p< + o,

(2) L0 wrde= [T f)p de.

Le but de ce travail est de trouver par quoi remplacer (2)
st y=k+r, ou r, >0, [k|] >+ 0. S1 p=2, Paley
et Wiener [1] ont montré qu’il existe une constante C = C(A)
telle que pour tout fe Sy, on ait

3) ST e < ¢ [T i) a

pour tout z réel. La théorie L2 est donc satisfaisante et la
théorie L?, 1 < p < 4+ o, est donnée par le théoréme 1
énoncé ci-dessous.

10



190 YVES MEYER

2.
Dans tout ce qui suit A = (X,)*2 est une suite strictement
croissante de nombre réels telle que

M —k=r.—>0(kl >+ )

et p appartient a l'intervalle [1, 4+ «].

Soit w: R—[1, + o[ une fonction paire, sous-multi-
plicative, c’est-a-dire vérifiant o(s 4 t) < o(s)w(f) pour
tous les s < t, et croissante sur [0, 4 oof.

TrtorkME 1. — Supposons que A, o et p soient définis
comme il vient d’étre indiqué et qu’il existe un entier n > 1
tel que «(t) = o(t"), |t|

Alors les trois propriétés suwantes sont équivalentes

(4) il existe un T > 0 et une constante C; > 0 tels que

Vingalite ([ (0P dt)" < Coo(@)( [, If(0)]? dt)™" ait lieu
pour tout = réel et tout fe Sy.
(5) Il existe une constante Cy, > 0 telle que linégalité

(S 1 @p de)* < Coola)( [ 01 )

ait lieu pour tout x réel et tout f € Sp. .
(6) On peut trouver une constante- C3 > 0 telle que I'inégalité

(j;zn Izakeirka:eikllp dt)llp < Ca(&)(x)[(ﬁzﬂ Izakei.kflp dt)llp

+ (j;zn |zakrkeikt|p dt)w o4 (ﬁzn Izakrz_leiktlp dt)llp]
soit satisfaite pour toute suite complexe (a,)*2 ne comportant
qu’'un nombre fini de termes non nuls.

Dans deux cas particuliers importants la condition (6) du
théoréme 1 devient plus maniable: n =1, p quelconque -ou
n>1ce p=-4 .

Si n=1, soit M, l'algébre de Banach des multiplicateurs
des coefficients de Fourier des fonctions de L*[0,2n]. La
condition (6) s’écrit alors: (r,)*2 € M, et la norme de (¢"+*)*2
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dans M, ne dépasse pas Cszw(z). Or les progreés de la théorie
des intégrales singuliéres permettent de calculer effectivement
ces normes de multiplicateurs dans un grand nombre de cas

particuliers.
Si p= + o, (6) signifie que pour tout z réel, on peut
trouver n fonctions f, ..., fry dans L*(0,2x) telles que

(7) pour tout kelZ,
e =1+ fo ‘+‘, f1(k)"k + -+ fn—l(k)":“l
cependant que :

8) ol + -+ + lfssls < Cso(z).

Par f(k) on entend ﬁi;- f g f(t) dt; la transcription
0

duale de (6) fournirait des mesures au lieu d’éléments de
Ll[O 2n] mais nous verrons au § 4 comment se ramener
a ce cas.

La preuve du théoréme 1 occupera les § 3 a 6. Des exemples
concrets d’application seront donnés au § 7.

3. Modification de A.

Soit A’ = (M\)*% une seconde suite strictement croissante
de nombres réels telle que

“(9) A =X, s1 |k| estassez grand.

Nous allons montrer directement que si I’'une des propriétés (4)
ou () est satisfaite pour un choix de A, n, o, p, T et C,
1 < v < 3, cette méme propriété sera satisfaite pour A’ n,
o,p, T et Ci,1 <1 < 3: seules les constantes ont éventuel-
lement changé.

Passer de A en A’ peut se faire en un nombre fini d’étapes
au cours desquelles on change seulement la position d’un
point. D’autre part le probléme est invariant par translation
sur ‘A ou sur A’. On peut donc supposer que A = ( ,‘)_,,,
A= N)E2, Me=27, si k # 0,5 =0 (il ne sera pas ici fait
ysage de.ce que A, — k — 0, |k| — -+ o0). Montrons que si (4)
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est vraie pour A, alors (4) est vraie pour - A’. Dans ces condi-
tions, on a le lemme suivant :

LemME 1 — On peut trouver une fonctwn h: R — C nulle

hors de [0,-T], -appartenant d. 1[0, T] ettalle que
(10) [T eMh(t)dt =0 si k0, _1 i k—O

Dans le lemme 1, ¢ deSIgne lexposant conjugué de p-

‘Pour prouver le lémme 1, appelons:¢ R — C une fonction
de la classe & de Schwartz dont la transformée de Fourier
vaut 1 en. Do et () en A, ko# 0 On a alors pour tout

f(t) = Za, oM € Sp, G = f+°° f(— t)e t) dt qui implique

(11) aol < E W)Tlf—tH? 0l dt < )<f., I'Tflﬁdt){lp

grace a (4), a la croissance lente de - o(z) et la décroissance
raplde de ¢. Le lemme 1 decoule par dualité de (11). .

Lemume 2. — Onvpeut' _t-rOuver une fonctwn k: R >C,
rlle hors de [0, T, appartenant & L{0, T) et telle que

(12) [Theydi=1,  [Tewh(di=0 si k#0

Appelons en effet H: G — G la fonction entiére définie par
H(z) = f " e-ith(t) dt; H n’est. pas identiquement nulle car
(10) interdit & h de Pétre. Si H(0) # 0, on pose h = ch
et pour une valeur bien choisie de la constante, ¢ on.a (12).

Si. H(0) = 0, on remplace h par ‘h,. définie par

mlt) = [ ) ds.

Alors H est remplacee par Hl( ) = (1z)*H(z) et si1
H,(0) # 0, on pose h=ch;. Si H;(0)=0 on recommence
et puisque ’ordre du zéro de H ' a lorigine est fini, au bout
de m opérations on trouve la fonction h = ch, cherchée,
appartenant a':L?[0,"T] ‘et nulle hors de [0, T].

Il est maintenant facile de montrer que si (4) est vraipour A,
(4) est vrai pour “A’.:Posons g(t) = Z'a,e™ -oi I’ désigne
la somme sur k # 0,f(t) = aee™ + g(t) et f*(t) = a, + g(t)-
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On' a suceesSivement:

(ST 1@ de)™ < JaolToe 4 (L7 16017 de)

par I'inégalité; triangulaire; |ao| < C.( j; T IF*@)l dt)llp gréce
au lemme 2 et enfin 'on a

(7" 1g@lr de) < Cyo(@)( [ 1g(t)l? de)™”
< Cra(@)|ao| T + Cyo(@)( [, IF*(@)? de)™”

en utilisant successivement (4) et I'inégalité triangulaire. Tout
cela réunm donne (4) pour f* ce qu’il fallait montrer.

En ce qui concerne (6), supposons qu’il existe un entier
K > 1 tel que (6) ait lieu lorsque g, =0 pour [k] < K.
Alors (6) a lieu en toute généralité.' Ecrivons en effet

. > + :

P = Zawe = B T B = 00+ i)

et de méme F(i) = Sae®e = Fy(t) + Fy(t). Appelons
R Topérateur défini par (Rf)(t) = Za,re™ (toutes les
sommes écrites sont finies). En désignant par |f], la quantité

1 2% ip - ’
(Z?f |f|”dt> , ona
o

IFl, < IFillp 4+ 1Fal, < -3 lal + [Fel,

lkl<

< 3 lal +‘Gs‘w(w)‘»ﬁlﬂ'li-,; + IRfallp =+« + IR fal,].

. kI€K
On a évidemmqnt" I.ak‘l < |fl, pour tout Kk et 'on majore
IR/, par [Rfl, + IRfil, < IRfl, + ”‘[2<'x |a| (en suppo-

sant que |r,] < 1 pour tout %, ce.qui est toujours possible).
Finalement tout se trouve majoré par

5o @)[Ifl, + -+ + 1Rf],] car o(z) > 1.
On retiendra le résultat suivant:
Prorosition 1. — Pour-démontrer (4) au (5) on peut remplacer
(Me)X2 par une autre suite strictement croissante (\)*% telle

que A =, si- |kl > K. Pour démontrer (6), on peut se
restreindre au:cas ou a, = 0 lorsque |k| < K.
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4. Une proposition sur les algébres de Banach de suites.

Soit X une algébre de Banach unitaire dont les éléments &
sont des suites (x;)*> de nombres complexes; ’addition et
la multiplication se font composante par composante mais

gl > sup .

' i’kbposnmN 2. — Sotent & un élément de X et n > 1
un entier tels que
E=(z)ts o x>0 (k] > 4 )

et
(13)‘ %] = o(t") lorsque t est réel et que |t| - + oo.
Alors pour tout ¢ > 0, on peut écrire
E=n+C ot m=(II = (@)
et :
(14) n"] < ¢ tandis que %, =0 pour tout k

sauf éventuellement un ensemble finu. :
La preuve de la proposition 2 découle trés snnplement du

calcul symbolique dans une algébre de Banach.
Remarquons tout d’abord que pour tout ke Z,

leh > | ;

la majoration (13) entraine donc que chaque z; est réel.
Soit «: R — R une fonction impaire, de la classe 2 de
Schwartz et telle que «(t) =t si |t| < 1. Posons

&(u) = 2np(u)
et formons I'intégrale vectorielle de Bochner
(15) n=c [77 e¥p(cu) du

dont la convergence est assurée par la decrmssance rapide de B
et la croissance lente de |&f|.
Pour tout keZ, ona

(16) Y = € f_+: ¢*iB(eu) du = ea(ez,).
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On a donc y, =z, si |z <ec et zZ =z, —y, =0 si
|k| est assez grand. v

Pour majorer [7"|, appelons 2=g, la transformée de
Fourier de la fonction «" et formons

(17) Y = emt [ 6, (cu) du.

On a encore Y = (Y,)*2 ou

Y, =¢# ﬁm B, (eu) du = &" [oc <%‘->] =y

ce qui implique Y = %". Cependant la représentatioh inté-
grale (17) entraine v
(18)  NYD =9 < e [ ] |B(eu)| du.

Posons o(u) = |e%|; si o(w) = o(u"), |u| > + o, il existe
une constante C telle que, pour tout ¢ e ]0, 1]

e (-':—> < C(L + [u]).

Le second membre de (18) peut &tre récrit

1) = [ e (—t—) 18.(0) dt;

grace a la décroissance rapide de B,, le théoréme de conver-
gence dominée de Lebesgue s’applique et montre que I(s) - 0
avec ¢. La proposition 2 est prouvée, quitte & changer la
définition de .

5. Preuve de Pimplication (4) — (6) dans le théoréme 1.

Grice a la proposition 1, nous pouvons supprimer un
ensemble fini de A,. On peut d’abord se restreindre au cas ou
[rel < 1/4 pour tout k. Appelons B Pespace vectoriel Sp
normé par

(19) UL = (o 1717 de)*™.

Si M est une suite (m,)*2 de nombres complexes et si

—c0
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f(t) = = a,e™ € Sy, on définira Mfe S, par
(20) (Mf)(t) = Zmyae™.

On écrira M € X s'1l existe une constante C > 0 telle que
(21) |Mf| < C|f] pour tout fe Sy normé par (19).

La norme, notée |M|x de M dans X est la borne inférieure
de ces constantes C > 0.

Lemme 3. — St (4) a lieu, pour tout z réel, (**)*2e X
et sa norme est bornée lorsque 0 < z < 2m.
Soient en effet «: R - R une fonction paire, dans

la classe 92 de Schwartz égale a 1 sur [-— = —i— et nulle
hors de [—— = 3] et 2nB la transformée de Fourier de «.

Pour tout a réel, appelons 3, lamasse unité en a et formons
la mesure dp, = Z B(k + z)3;+,. La transformée de Fourier

de du, est donnée | par la formule de Poisson et vaut
+o
o(t) = X e"a(] — ).

Puisque |» — k| < 1/4 si |kl > K (et I'on peut se
restreindre & ces valeurs de k), pour tout f(f) = Zae™ € Sy,
f* p, = Zae* ™.  L’inégalité (4) et la décroissance
rapide des masses de ., entrainent le lemme 3.

Lemme 4. — Supposons toujours (4) satisfaite. Soit P:
Sa = 1[0, 2=] Uopérateur défini par P(Za.e™) = Za,e*.
Alors P est continu.

En effet s1 (4) est satisfaite avec une valeur T, de T, (4)
reste vraie pour tout T > T, (quitte & changer les cons-
tantes). On peut donc supposer T > 2m. Soit R: Sp — Sy
Popérateur linéaire défini par R(e™) = re™. Alors

ekt — gihdp—int — ei)\kt< 3 (— ert)"'>
m20 m !
entraine

(22) @A = 3 =4 mef o).

m>o m'
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Montrons que:‘R ::Sy — Sp -ést continu quand’ Sy . ‘est rormé
par (19). En effet, grace a (4), la norme de (e™*)*2 dans X
ne dépasse pas C,o(x). Puisque €"® = ¢M%—** et compte
tenu-du lemme 3, la: norme de: (¢"+*)*= -dans X ne depasse
pas Clm(x). Le raisonnement fait G 4 entrame que (r)*2
appartient a X.

L’1dentité (22) entraine

— 00

IPfll < 2 ] IIRllxllfll =Clfl  ou. C< 4 o

m/o

- LemmEe 6. —Pour tout entiér ‘n > 1 “il éxtste tine constante
vx > 0 telle que pour tout choix de n fonctions fy, ..., fia
dans 1P[0, 2n], prolongées & R de fagon 2=n-périodique,
on ait

(S 1folt) + () + -+ e3f a0 de)?
2 Yn("follp + + "fn—-l“p)'

La preuve élémentaire est laissée au lecteur.
Dans le lemme ci-dessous, si fe Sy, [f] des1gnera

j"rlflp dt 1/p

tandis que si g: R — G est 21t-per10d1que, lgl désignera

(fznl gl? dt)l"’

LemMmE 6. — Il existe un entier K > 1 tel que les normes ||f]
et |Pfl +|RPfl+ --- + |R*1Pf| soient équivalentes sur
le'sous-espace de Sy forme des f tels que a, = 0 pour |k| <

Rappelons que R(e*) = r,e™ et R(e™) = r,eé™ de sorte
que R et P commutent.

fo w (o @)
Puisque €M = e"“e”k’}=e"“(2 i rZ'>, on a

m=0. m!
=3 S RPf= 3+ 3 =0+ 50
Or
1AL < IP1| 3 R

Jusqu’alors K n’a pas été choisi. Appliquons la proposition 2
1
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a Iélément (r,)*2 de l'algébre de Banach X. Pour tout
entier K > 1 appelons S le sous-espace de S} formé par
les f(t) = Za,e™ tels que a, =0 pour |k|] < K. Pour
tout ¢ > 0 on peut trouver un K > 1 tel que la norme
de R": S} — S¥ ne dépasse pas .

S1 fe SA, on a donc

Il < 4+ IRE+ - + (Reag) By,

Les normes des opérateurs R ou P restreints & S} sont
au plus égales aux normes d’opérateurs de Sp notées |[P|
et |R|. Choisissons K assez grand pour que

eIIPII

(L+IRE+ -+ IR) 7= < 1.

Alors f=fi +f: et |ful < 8|f]| entrainent que les normes
de f et de f; sont équivalentes. Ceci joint au lemme 5 donne
le lemme 6.

La preuve de (6) est maintenant évidente. Appelons, pour
tout z réel, T,: Sp - Sp Dopérateur défini par

T (Sae™) = Za,eme™,
Nous définissons de méme T,: L2[0, 2x] — L2[0, 2=] par

T, () = e, Posons enfin f(t) = Sa,e™ et g(t) = Sa,e™.
On a par applications successives du lemme 6,

ITogl < CAT.A < Co@)Ifl < Coo(@)(lgl + IRel
+ -+ [R-1g]).

6. Preuve de 'implication (6) = (5).

Les notations seront celles du § 5 & la seule différence que
T = 2n=.

Soit (y,)*2 une suite de nombres complexes. Nous écrirons
(yx)*2 € Y pour exprimer qu’il existe une constante C > 0
pour laquelle on ait

(24) [Zyae™l, < ClIZae™|, + --- + [Sariie*],].

La norme de (y,)*> dans Y est la borne inférieure de ces
constantes C > 0.
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La condition (6) du théoréme 1 exprime que (e™)*3
appartient 4 Y pour tout x réel et que sa norme est O(w(z)).

o

Lemme 7. — La suite (ri)*2 appartienta Y.
Pour le voir, il suffit d’utiliser la représentation intégrale

de (ri)*% donnée par la formule (17) du § 4.

Lemme 8. — Pour toute somme finie s(t) = Z a,e'™, posons
llslly = 1% @™l + - + IZ awrite™],.  Alors  (y)ZZ e Y
équivaut a existence d une constante y > 0 telle que

(25) 1% yane™lll, < ¥l|Z ae™|]l, pour tout s(t).

Le lemme 8 est un corollaire évident du lemme 7 et 1l montre
que Y est une algébre de Banach. Bien que les normes C
définies par (24) et y définies par (25) soient équivalentes sur
Y, nous normerons Y par y de sorte que la norme
d’un produit ne dépasse pas le produit des normes (ce n’est
pas nécessairement le cas si la norme est définie par (24)).

Quelques petites difficultés vont maintenant apparaitre
dans la modification de A. La raison en est que la norme
l-ll, dépend explicitement du choix de (r)XZ.

Soit I > 1 un entier qui sera fixé ultérieurement et posons

olk) =0 si k| < I ok ):""—l si 1< [kl < 2 00k)=1

st |k| > 2l. La suite ¢(k), — © < k < + o0, est celle des
coeflicients de Fourier d’'une mesure de Radon dont la norme
ne dépasse pas 4.

Soit rk la suite ¢(k)r,, — © < k < + oo.

LemMME 9. — Quand | — + oo, la norme dans Y de la suite
v(k)ri, — o <k < + o, tend vers 0.

La proposition 2 montre ’existence, pour tout ¢ > 0,
d’une suite (s;)*2 €Y telle que la norme de si; ne dépasse
pas ¢ et que r,=s, si |k| est assez grand. Il en résulte
que ¢(k)ri = o,(k)sk pour tout k si I est assez grand et
I'on a donc

IoF)ri)z2ly < 4l(s)E2ly < 4e

dés que [ est assez grand.
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Lemme 10. — Pour tout ¢ > 0, il existe un entier 1 tel
que st ry = o(k)r,, — 0 < k < + o, linégalité
(26) 1Zay(ri)me™l, < e[IZawe™]p + -+ + | Zan(rk)"2e™],]

soit satisfaite pour tout m > n et toute suite complexe a,
nulle & partir d'un certain rang.

Pour prouver (26) appelons S(t) notre somme finie Za,e't
et |[[|S|||> la quantité entre crochets figurant dans le second
membre de (26

Posons enfin S,(t) = Za,(ry)"¢*. Si nous prouvons (26)
lorsque n < m<2n—1, en additionnant nous saurons
que [|S;||l; < nell|S]|3 Posons, pour tout j > 1,

S(t) = Zay(rk)Ve;

par applications répétées de l’inegalite précédente, il vient
IS5 < (ne)|||S||ls et (26) est prouvée quand

nj < m<n(j+1),

avec éventuellement une autre valeur de .

Pour montrer que (26) est satisfaite pour n < m < 2n — 1,
revenons au lemme 9. Compte tenu de la définition (25) de
la norme dans Y, ona,désque I > [(c) etsi 0 < j < n—1,

27) 1Ze(k)rivee™], < e(|Zce™], + -+ 4 [Zeaie] ).

Mais Za,,( ) i = Tai-1(k)e(k)rit/e dont la norme L?
est majorée, grice a (27), par

8 = (| Zaw M (k)e™], 4+ -+ + | Zawl 2 (k)rite™] ).

Puisque ri= 9 (k)r, et que ¢(k), — 0 <k < 4 0 est
la suite des coefficients de Fourier Stieltjes d’une mesure de
norme ne dépassant pas 4, on peut majorer s, par

brte(|Zae™], + - + | Zay(rh) e ,).

Ainsi, quitte & changer la signification de ¢, (26) est prouvée.

Lemme 11. — Quitte & modifier les positions d'un nombre
fint de points de A,

(j;zn |Eakei)\kt‘p dt)l/P
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et
(o 12t 4 4 ([ e

deviennent des normes équivalentes sur Sy.

Pour un [ > 1 assez grand (ceci sera précisé dans
un moment), nous remplagons r, par ri et appelons A*
la suite des k +r;, — 0 < k < + . Alors

F+\m
f(t) = Zaehit = 3, (_Lt)' 3 a,(rk)me.
mzo M-
n—1

Posons F(t) = 2 2 a(ro)me et g(t) = Zae™.  Avec

les notations de la preuve du lemme 10, I'inégalité (23) s’écrit

(ﬁzm |F|» dt)l/p > v./llgll[;- D’autre part pour tout m > n,
(26) s’applique et permet de majorer
dt>

t

(7 [ = ety

e|||g|lsn*?.  Finalement I'inégalité triangulaire

2nn

|~~~

par

donne
nw / * n
(™ 117 de)™ > vallglly — nvet=e|| gl

Choisissons ! assez grand pour que vy, > n'?e*""c et la partie
non triviale du lemme 11 sera prouvée. En sens inverse on

majore sans difficulté (j;m Viks dt)llp par Cl||g]l[3-
Nous sommes maintenant en mesure de terminer la preuve

de (4).
On a

( ﬂ S | Sae i) = 1(z) = ([ |SaeMuede i)'
que l'on estime, grice au lemme 11 par

CallZae™eze™ ;.

Puisque Ay =2, et ry=r, pour |k| > K, cette derniére
expression peut é&tre majorée par Cgl|Sae™®e™||, (on a
supprimé les astérisques et raisonné comme a la fin du § 3).
On applique alors (6) pour obtenir une majoration de I(x)
par Ceo(2)||Za.e™|||,. Une nouvelle application du lemme 11
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donne I(z) < w(2)C;1(0) et (4) est prouvée; changer les
positions d’un nombre fini de points de A est rendu licite

par le § 3.

7. Application aux sphéres vibrantes.

Soient S0(r, R) le groupe orthogonal spécial et
V=51 < R"

la sphére unité. Soit A:€~(V) - ¢*(V) Dopérateur de
Laplace-Beltrami invariant sous l’action de SO0(n, R) et
normalisé de fagcon que ses valeurs propres soient

—kk+n—2), k>0.

Soit enfin E 1’espace vectoriel des solutions u: V X R - C,
de classe %*, de I’équation des ondes

62

(28) "

2_A

Pour étudier le comportement asymptotique (¢ -+ )
des solutions de (28), on appelle p un nombre réel de I'inter-
valle [1, 4 oo] et 'on pose, pour tout ue E

f ft+2r: lu o' S IP ds)llp
= [u(s, s)]

V><[t t+2m]
ou t<s<t+2x, ol o parcourt V et ou do est la

(29) M

mesure invariante sur V normalisée par j;, de = 1.

Toute solution u, de classe %>, de (28) s’écrit, de fagon
unique, u = bt 4+ u; ou b est une constante complexe et
u;: VX R - G est une solution bornée de (28). La discussion
portera sur le comportement asymptotique de u; quand
t—> 4 oo.

TratorEME 2. — St n > 3 il existe une constante C, telle
que pour tout p de Uintervalle [2, ++ o] et toute solution
bornée u de (28) on ait, pour tout nombre réel ¢ tel que |t| > 1,

(30) M,(u, ) < it (5 7%) M,(u, 0).
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St 1< p <2, Pexposant % — ii—l; doit étre remplacé par
% — —i— Enfin ces inégalités sont les meilleures possibles :

st n > 3 il existe une constante C, > 0 telle que, pour tout p
de Uintervalle [2, 4 ] la borne supérieure de My(u, t) pour
les solutions bornées w de (28) normalisées par M (U, 0) =1
dépasse C,|t|a4-12n), Sy 1 < p < 2, il suffit de remplacer
1_1 1_1
z 2p PTG

En associant les points antipodiques de V, on peut montrer
(voir [1], p. 16) que si n est pair (c’est-a-dire si la dimension
de V est impaire), 27 peut étre remplacé dans (29) par =
et que les normes obtenues sur E sont équivalentes aux précé-
dentes. S1 1 < p < + o etsi n estimpair, on peut encore
remplacer 2n par = mais non par I < = (sauf si p =2
auquel cas on peut remplacer 2= par tout ! > 0 dans (29)).
Maissi p=1 ou p= -+ o etsi n estimpair on ne peut
remplacer 2n par [ < 2n dans (29) et conserver le
théoréme 2.

Soit W =Tr=R"/Z" le tore n-dimensionnel et A:
%*(W) > ¢°(W) Dopérateur différentiel induit localement
sur W par le Laplacien ordinaire de I’espace euclidien R™.
Considérons I’équation des ondes (28) ou cette fois

ue ¢ (W X R).

Nous montrerons dans un prochain travail que, pour tout
p > 2, aussi grand que soit T > 0 et aussi petit que soit
e > 0, les normes :

(fudo [ lu(o, O de)” et (fydo [ (o, O] de)™”

ne sont pas équivalentes sur I’espace des solutions de classes ¢~

e (28). La géométrie de la sphére joue donc un roéle dans le
théoréme 2. Nous ne savons pas caractériser les variétés
Riemaniennes compactes pour lesquelles un analogue du

1_1
théoréme 2 soit vrai (la fonction de poids |t|(4 2") étant
éventuellement remplacée par une autre fonction «(p, t)).

Dans le cas ou n = 2, les solutions bornées u de (28) sont
périodiques de période 2m en ¢t ce qui dispense de 1’étude
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du comportement asymptotique; si n > 3, la périodicité est
perdue mais on garde un contrdle de ce qui se passe a l'infini
en fonction de ce qui se passe sur V X [0, 2=].

Dans les preuves ci-dessous, nous désignerons par C ou C’
plusieurs constantes > 0 ne dépendant que de la dimension n.
- La preuve du théoréme 2 repose sur quatre propositions
que nous admettrons pour l'instant. Leurs démonstrations
suivront celle du théoréme 2.

Nous poserons

A = Vk(k + n — 2)

si k>0,
M= — Vk(k+n—2)

si k< —n-+1 tandis que si —n+2< k< —1, les
A, sont arbitraires. Soient H, = ¢~(V), k > 0, les espaces
usuels d’harmoniques sphériques; les H, sont les espaces
propres de A et les valeurs propres correspondantes sont
— k(k + n — 2). Toute solution bornée wue ¢*(V X R) de
(28) peut étre écrite sous la forme

(31) u(o, ) =a+ 3 ao) cos Vh(k + n — 2)t
i + 3 by(o) sin Vk(k + n — 2)t

ou a, est une constante, a,(s) et b,(c) appartiennent & H,
et ou la série (31) ainsi que toutes celles obtenues en appli-

quant les opérateurs —:—t et A convergent uniformément sur
V X R.

Soit enfin B(Z) Il’algébre de Banach des coefficients de
Fourier-Stieltjes des mesures de Radon complexes p sur
T = R/2rZ. La norme d’un élément (c,)*> de B(Z) est
la variation totale de la mesure p dont les ¢, sont les coeffi-
cients de Fourier.

Prorosition 1. — Soit (A,)*X2 une suite de nombres réels

telle que N, =k + a+ —il:— + O<7c1;>’ |k| - 4+ . Alors la
‘norme dans B(Z) de (exp (ith,))*2 est 0(|t[**) quand |¢|—-+ .
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ProrosiTioNn 2. — Les notations étant celles de la propo-
sition 1, la norme de (exp (itA,))*2 dans lalgébre M, des
multiplicateurs des coefficients de Fourier de LP(T) est

o(ja*7%)

1
st 2<p <+ © etcette norme est O(|t|2" I) st 1<p<2,
t] > +
Pour énoncer la troisitme proposition, quelques nouvelles
notations sont nécessaires.

Soit u une solution %~ de (28) donnée par la série (31).
Ecrivons

u(o, f) = ay + 3, oy(a)e VREFD L. g (g)o Vi

k>1

ou a, est une constante et c¢,(s), d,(c) appartiennent & HF,
k > 1. Posons alors

oo t) = o + 3 aulo)e + 3 dyfo)eerr
k>1

de sorte que ¢(o, t) est périodique en t; dans le développe-
ment en série de Fourier de ¢(o, t) manquent les fréquences
entiéres —n+ 2, —n+ 3, ..., — 1. Grosso modo chaque
fréquence positive ou négative apparaissant dans u(s, ¢)
a été remplacée par I'entier le plus proche ainsi que nous
convie A le faire la théorie du § 2.

Prorosition 3. — Sur Uespace vectoriel E des solutions €~
et bornées de 28) les deux normes f de f |u(s, t)? dt)llp
et f do f t)|” dt) sont équivalentes.

Dans notre dermer énoncé (z;, ..., z,) désignera un point
de R" et nous supposerons que 2 < p < + oo.

ProrositioN 4. — Sotent T un nombre réel tel que |T| > 1,
) 2m

m la partie entiére de |T|*2 et u(s, t) = 3 (2, + i1z,) e™.

Alors My(u, 0) > C|T|* tandis que M,(u, T) < C|T|® ou

__n_ 1 —_nrn_ 1 1
c= Tty AR T T
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La constante C > 0 ne dépend que de n et les normes M,
sont définies par (29).

La preuve du théoréme 2 est maintenant trés simple. Mon-
trons d’abord que pour toute solution bornée u de (28),
de classe ¢~, pourtout T réeltelque |T| > 1 ettout c €V,
on a

(32) (frTHm |u(0', t)p dt)l/p < CnITI (%_‘zlp) (j;zﬂ: lu(o-, t)|pdt)l(p,

L’inégalité (32) découle du théoréme 1 (3 2) et de la propo-
sition 2 ci-dessus. On éléve alors (32) a la puissance p et
Pon intégre sur V. ‘ '

Pour montrer que I'inégalité (30) est la meilleure possible,
on part de la solution u(s, t) de la proposition 4 pour former
w(o, t) = u(s, t — T); alors My(w, 0) = M,(u, — T) < C|T|P
(en remplagant T par — T dans la proposition 4) tandis que
M,(w, T) = M,(u, 0) > C|T|*. Le décalage des normes est
bien celui qui apparait dans (30).

Les modifications a4 apporter a cet argument si 1 < p < 2
seront indiquées aprés la démonstration de la proposition 4.

Il reste enfin & prouver les quatre propositions.

En ce qui concerne la proposition 1, nous poserons

rk=)\k—k—a
et

+0o0

(33) fla) = 3 (e — 1)ebe.

—c0

La norme de (ef™)*2 dans B(Z) est exactement

[ 1f(@)] da.

Pour majorer cette intégrale nous découperons la série (33)
en blocs de plus en plus grands, en conservant cependant une
partie centrale substantielle; un découpage trop brutal sera
évité en utilisant une partition de l'unité que nous allons
maintenant préciser. Soit «: R — [0, 1] une fonction de la

classe 2 de Schwartz, nulle hors de [—%—, 4] et telle que

pour tout u > 0
40

(34) S a(2fu) =1

—
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et soit K > 0 un entier qui sera précisé ultérieurement (en
fonction de t); K permettra d’isoler dans la série (33) une
partie centrale qui n’est pas découpée. L’identité (34) nous

permet d’écrire, si u > 42%, 1 = ) «(27*u); le reste de la

o

K
série étant alors nul. Posons B(u) =1 — ) «(27*u); B est
K

dans la classe 2 de Schwartz, bornée par une constante ne
dépendant pas de K et est nulle si u > 42%. Finalement,
posons

(35) ga) = 3 B(1i1)(e — 1)

et, pour tout k > K,
+0

(36) hi(@) = 3 «(27]])(e" — 1)e?™.

Les sommes (35) et (36) sont finies, f(z)=g(z)+ X h(z)

de sorte que [ |f(@) do < [T |g@) de+ 3 [ |ho)] da.
0 0 ESK 0

On majore ﬂzn |g(z)| dz par /2= (ﬂzn | g|? dar:)l/2 < C2%2

(car |e; — 1| < 2). Pour majorer j;m |hi(x)| dz, on appelle
vy: R > [0, 1] une fonction de la classe de Schwartz, nulle

hors de [— 1, 1] et telle que Y y(zx —j) =1 pour tout =z.

On passe du cas discret au cas continu en posant
+o0

r(z) = Y rjy(x —j); de sorte que r(j) =r; etsi

h m<z<m+41,
r@) = ray(® — m) + Fpny(@ —m —1) et

F (@) = 1y (@ — m) + rpay' (@ — m — 1)
= (rn — T) ¥ (2 — m).

Finalement |r'(z)] < C(1 + |z|?) grdce aux hypothéses
sur les r;. On utilise alors le lemme de Carlson suivant.

Lemme 12. — Il existe une constante C > 0 telle que, pour
tout ¢ > 0 et toute fonction 6: R — C de la classe 2 de
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Schwartz, nulle hors de [— 4, 4] on ait

J7 120(ef)e| da < CVIOLL TO]...
En posant ¢ =2"% et 0(z) = «(|a|) [exp it r(2*z) — 1], le

lemme de Carlson s’applique a la somme (36) et donne

J7 @) da < G2+,

En additionnant toutes ces inégalités, il vient
27 _t__
ST i@ s < o2+ 410,

On choisit alors K de facon 4 minimiser cette somme et
I'on obtient bien un 0(1 + |¢*4).

La proposition 2 est alors une conséquence immeédiate du
théoréme d’interpolation de Riesz-Thorin ([3], Chap. XII,
p- 99).

La proposition 3 n’est qu’une simple application du théo-
réme 1 (§ 2).

Nous arrivons enfin & la preuve de la proposition 4. Elle
repose sur les deux lemmes suivants.

LemmMe 1. — St a > — 1 est fivéet b > + o

(37) J7* (sin 2)7 (cos 2)° do < C(a)b_(a—;d).

On peut, par exemple lorsque a > 0, majorer sinz par z
et cosz par e en choisissant ¢ suffisamment petit. Le

changement de variable x\/eb = ¢ donne aussitdt le résultat.

. e . 2
S1 a <0, on utilise sinz > —x pour 0 < z < =/2.
T

Lemme 2. — Il existe une constante C > 0 telle que, st

OScpSi/\/Z et si 1 <p< + oo,

2%
0

En effet, grice aux propriétés du noyau de Poisson, on a

dx > Cmr1,

m . P
> coslpel®
0
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pour tout r de l'intervalle [0, 1]

P
2% 2%
>
j; d.’l: 2 r® j;

et, pour tout p de l'intervalle ]1, + oo, cette derniére
intégrale dépasse Cr™mP-1, Si r=coso et 0 < ¢ < 1/\/m,
> C > 0 ou C nedépend pasde m.

Revenons a la proposition 4. On pose

f= (2, + izp)"

2m

g= 3 (2 + izg)meiehr,

m

p

m
3 rlev® dx

m
3 ot
[1]

Gréce a la proposition 3,
My(u, T) < C( [, ;7 Ifel? dedo)™” < Clgl. ([ 1f17 do)™".

2m
Posons h = ) ¢*e™*. Puisque |z, + iz,] <1 sur V, on

m
passe de h a4 g par une convolution avec un noyau de
Poisson suivie d’une translation (on posera z; + iz, = re'®).
On a donc |g|, < [|h].. Lesinégalités de Van der Corput ([2],

-1
chap. V, p. 198) fournissent [h]. < A(i + %)(1 T o)

ou A nedépendnide m nide T; si m estla partie entiére
de |T|*® et si |T| > 1, on obtient ||, < C|T[*.
D’autre part,

1f12n = [y (a2 + ag)™® do
=t Lo (2 220 — 2t — o) dy

(Y. > 0 ne dépend que de n). Le changement de variables
Z; = COS U COS ¢, Ty = cos u sin ¢ donne "

Iflfrcn = 271, [ (cos ) (sin )= du

que le lemme 1 permet de majorer par Cm 2"

. n 1.1
Finalement M,(u, T) < C|T| % 2r ¢,
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P
En sens inverse My(u,0) > C f f " (xy + ixz)"e"‘" dt do

griace a la proposition 3. Posons z, + 1z, = cos ue®. Cela
nous amene a évaluer

| 2m

2, . 2

IP =2n j;ﬂ/ (sin u)™2 cos u du f
m

p
ikt dt

0

(la norme L7 est invariante par translation par ¢; l'inté-
gration en ¢ est donc immédiate et fait apparaitre le facteur

2xn). On a

p
ikt

IP > 2= fll (sin u)*3 cos u du dt

1 . p—=
> Cmp‘lf[ (sin u,)"'3 cosudu > Cm 2

en appliquant le lemme 2 et des minorations évidentes.

S1 p=-+ o, les calculs sont beaucoup plus simples:
on majore dlrectement M.(u, T), en appliquant I'inégalité
de Van der Corput, par C|T|** et

M.(u, 0) > u(1,0) ou 1=(1,0,...,0)eV.
Or u(l, O) =m + 1 ~ |T|*2. On a bien le décalage souhaité
si 2<p< + oo.
S11 < p < 2 les roles de M,(u, 0) et de M,(u, T) sont
renversés. On commence par remarquer qu’il existe une

constante C > 0 telle que pour tout pe[l, 2] et tout
m>1, st m~ |T|2

(38) ( =3 e"“e"‘kTpdt>llp > CVm.
En effet la norme L* de cette somme trigonométrique est
majorée par C\/m (en vertu des inégalités de Van der Corput).
La norme L? dépasse \/m comme le montre un calcul immé-
diat. Il en résulte que la norme L! (et donc la norme L2,
p = 1) dépassent C-1\/m.

ATaide de (38) on minore M,(u, T) comme M,(u,0) lorsque
g > 2 et 'on majore My(u, 0) comme My (u, T) lorsque

1_1
q > 2. Le rapport M,(u, T)/M,(u, 0) dépasse bien C|T|2r *.

Si p=1, il faut modifier légérement la définition de wu:
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on remplace u par %n (2, + iz,y)" <1 — w
1 n

eMt et

I’on majore M;(u, 0) pal;l CT? * tandis que M;(u, T) dépasse
k—2m

3_n
T* * (sans les facteurs 1 — » on aurait
m

i_n
M;(u,0) < CT? *logT

ce qui ne fournirait pas le décalage de normes souhaité).
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