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APPROXIMATION DE FONCTIONS A VALEURS
DANS UN FRECHET,
PAR DES FONCTIONS HOLOMORPHES

par Nessim SIBONY

1. Introduction et notations.

K étant un compact de C"* et E un espace de Fréchet,
notons ¥(K, E) Despace des fonctions continues sur K
a valeurs dans E, muni de la famille de semi-normes

px(f) = sup p(f(2))

ou p est une semi-norme continue sur E. Nous noterons
H(K, E) I'adhérence dans ¢ (K, E) des fonctions holomorphes
dans un voisinage de K, a valeurs dans E; et A(K, E)
les fonctions de ¥(K, E) qui sont holomorphes & I'intérieur
de K(!). Lorsque E = C nous noterons ces espaces %(K),
H(K), A(K). Enfin U étant un ouvert de C=, ¢~(U, E)
désignera l’espace des fonctions indéfiniment dérivables &
valeurs dans E, mumni de la topologie d’espace de Fréchet et
¢s(U, E) lespace des fonctions de classe %” a support
compact.

Dans [6] Henkin a démontré que lorsque K est I'adhé-
rence d’un domaine strictement pseudoconvexe dans GCo,
A(K) = H(K); Petrosjan [9] a fait le méme travail lorsque K

est ’adhérence d’un polyédre régulier.

(*) Lorsque K n’est pas I'adhérence de son intérieur A(K, E). désigne le sous-
‘espace de €(K, E) constitué par les fonctions dont les restrictions a toute section K,
de K, zeCr1, est holomorphe dans l'intérieur de K, relativement a (C"),.
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Dans [10] Weinstock a étudié le méme probléme lorsque K
est un produit de domaines strictement pseudoconvexes et
de compacts de C. La méthode utilisée dépend de la solution
du = ¢ avec des estimations L, dans des ouverts d’un
certain type, il obtient alors un théoréme de localisation pour

Dans cet article nous remarquons que les théorémes de
Henkin et Petrosjan se généralisent lorsque les fonctions
sont & valeurs dans un Fréchet, i.e. on a A(K, E) = H(K, E)
avec les mémes conditions sur K. Ceci nous permet de mon-

trer que A(K, E) = H(K, E) si K= ][] K, ou chaque K
Jj=1

est soit ’adhérence d’un domaine strictement pseudoconvexe,
soit ’adhérence d’un polyédre régulier, soit un compact du
plan tel que A(K;) = H(K,). Nous répondrons au théoréme 10
4 une question posée par Weinstock [10]: si une fonction
fe €(U), ou U est un voisinage d’un compact

K - H Kj < Cu,
Jj=1

chaque K; étant soit I’adhérence d’un ouvert strictement

of _o

pseudoconvexe, soit un compact de G, est telle que = =
z

sur K pour 1 <j <r, est-ce que fe H(K)? La réponse
est affirmative méme avec des hypothéses moins restrictives.
Au théoréme 12, nous obtenons un théoréme de localisation

pour H(K) du méme type que dans [10].

2.

Prorosition 1. — Soit K un compact de C* et E un
espace de Fréchet, on a H(K, E) = H(K) @ E.

Pour démontrer cette proposition nous utiliserons le théo-
réme suivant di & A. M. Gleason [4].

TatoriEME 2. — Soit G un ouvert d’une variété analytique
complexe M, tel que G soit compact. Il existe une mesure de
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Radon positive sur le bord 3G, et une fonction p mesurable Q
définie sur G X 3G telle que

a) (Vb edG) m — Q(m, b) est analytique.
b) (Yme G) b — Q(m, b) est p intégrable.

¢) m— [io1Q(m, b)| du (b) est continue.
d) Pour toute fe A(G) et meG,
= [, Qum, Bf(b) du(b).

Démonstration de la proposition 1. — 1l suffit d’approcher
toute fonction holomorphe dans un voisinage U de K et
a valeurs dans E, par des fonctions de la forme Z fi ® b,

ou fie HK) et b e E. On peut supposer que fe ‘K(U E)

et par suite d’apres le théoréme 2 on a

(1) (AN() = [, Qlz, DA(E) de()

ot AeE', zeU. Or E étant un espace de Fréchet, l'inté-
grale vectorielle f Q(z, O)f(X) du(X) existe et elle est égale a

f(z) d’aprés (1). Soit p une semi-norme continue sur E;
f étant continue sur dU, il existe une partition de dU en
ensembles (V));¢;<; deux a deux disjoints tels que

P(f&) — (%)) < =

si { et {' appartiennent & V,. Dans chaque V; choisissons
un point {;, on a alors, d’aprés (1),

) — 3 £%) [ Qe ) dud)
= (3 [, () — Qe 2) ducc))

<3 [ PUFR) = DI QL O du(d)
< [ 10 1 1du) < <M

ou M est la borne supérieure de la derniére intégrale lorsque z
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parcourt G = U; M est finie (théoréme 2¢); de plus on vérifie
que ﬁ‘ Q(z, €) dn(¥) est holomorphe au voisinage de K.

CororLraIrRE 3. — Sotent K, et K, deux compacts,
K, = C~, K, =« C™
et E un espace de Fréchet. On a alors:

H(K, x K,, E)=H(K,, H(K,, E))=H(K,)® H(K,, E).

Démonstration. — 1l est clair qu’on a les inclusions

H(K,) ® H(K,, E) < HK, x K;, E) € HK,, H(K,, E)).

Or ce dernier espace est égal, d’aprés la proposition 1, a

H(K,) ® H(K,, E).

Remarque. — Etant donné un compact K = C*, on dit
qu’il est holomorphiquement convexe si I'application de K
dans spectre H(K), qui & z fait correspondre I’homomor-
phisme ¢, est surjective; le corollaire 3 permet alors d’affir-
mer que le produit de deux compacts holomorphiquement
convexes l’est aussi.

ProrositioNn 4. — Soit D wun ouvert de C", strictement
pseudoconveze, a frontiére de classe €3, et soit E un espace
de Fréchet; on a

= ~

A(D, E) = H({D, E) = A(D) ® E.

Ce théoréme a été démontré lorsque E = G par Henkin [6],
Grauert-Lieb [5], Kerzman. [7]. C’est du théoréme suivant, di
4 Henkin [6], que nous déduirons la proposition 4.

TratorkMeE 5 [6]. — Il existe un domaine d’holomorphie
Q o D, des fonctions K(z, ) et o(z, {) définies pour ze€ Q
et {edD telles que:

a) K(z, §) et o(3, L) sont holomorphes pour ze€ Q et
continues en ¢ € dD.
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 b) Pour tout ¢ €dD la fonction ¢(z, {) s’annule sur D
seulement au point z ={¢. ' .

¢) Pour toute fe A(D) et pourtout ze D ona

I P
fla) = f, 100 G de )

ot do estla mesure de surfacé sur dD.
d) Soit g une fonctwn lipschitzienne dans C", et fe A(D),
alors la fonction

A K(z, ¥)
1) = [ 1)) gy deld)

qui est définie pour z € D, se prolonge en une fonction de A(D).

Démonstration de la propositioﬂ 4. — Pour zeD consi-
dérons la mesure sur 3D définie par K(z, {)o~"(3, §) do(3);

si fe A(D, E), pour tout- AeE on a Afe A(D) et .

(AnE) = [ (ANE) B da).

Par suite en considérant llntegrale' vectorielle

@ 1w = [ 1 SEdae),

on voit de méme que pour g lipschitzienne dans C" et

fe A(D, E), la fonction

9= 1080 K28 gy — ot
fie) = [ 10080 gy dot€) = f@)e) y
+ [ 1080 = sto] G2 o0

se prolonge en une fonction de A(D, E). Pour montrer la

continuité dans D de f, il suffit d’appliquer la démons-
tration de Henkin aux fonctions A(f)) = (Af), ou AeFE
et A < p (p semi-norme continue sur E) et on voit que les
majorations sont uniformes pour la famille A(f;); il suffit
de remarquer alors que p(f,(z)) = sup | Af,(2)|.

A<P
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Soit (g)ien une partition de l'unité dans C" vérifiant
les conditions suivantes :

a’) Chaque g est lipschitzienne et son support S; est de
diamétre inférieur & 8§ > 0.

b’) La famille des supports (S),EN est localement finie.

Puisque 3D est compact, on peut supposer que 2 gl =1
i=1
dans un v01s1nage de 2D, etchaque S;, 1 < i < p, rencontre

dD. D’aprés 2) on a

fo) =3 [ () S o) = 3 f(2)
l:l n(z’ c) i=1 ’
sion a posé f;=f,.

Les propriétés a) et b) du noyau K.¢~ impliquent que ﬁ
est holomorphe dans Q\S,. D’aprés a'), S; est contenu
dans une boule de centre {;€dD et de rayon 3. Soit n
la normale extérieure & dD en ;; pour ¢ > 0 assez petit,
fi(z — en;) est holomorphe au voisinage de D et converge
uniformément vers' f; quand ¢ tend vers zéro. Donc on peut

approcher f dans A(D, E) par 2 fi(z — en;) et chacune

des fonctions de cette somme est holomorphe au volsinage
de D.

Le cas du polyédre régulier se traite de la méme maniére;
rappelons d’abord quelques définitions.

On dit qu’un domaine P, borné dans GC", est un polyédre
analytique s’il existe des fonctlons (Xa)1<agn analythues dans
un ouvert U © P telles que

P={zeU:|x(z)| <1,«=1, ..., N}

P est un polyédre de Weil si N > n et si I'intersection de k
hypersurfaces arbitraires définies par

(@) =1,i=1, ...,k 1 < k< n,

a une dimension inférieure & 2n — k.
Notons o4, o = {2:2€P, |x(3) =1, =1, 2, ..., n}.
On dit que le polyédre P est régulier si pour tout «, ..., a,
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b(Xa,s Y Xa,.)
Y (ST 4

‘I.)“aaﬁs [8], Petrosjan a démontré que A(P)= H(P) si P
est un polyédre de Weil régulier. Sa démonstration permet en
fait de montrer que A(D, E) = H(P, E), si E est un espace
de Fréchet. En effet, il démontre une formule intégrale pour
les fonctions de A(P), formule qui est vraie pour les fonctions

de A(P, E), et les estimations fines qui interviennent dans
la suite dépendent seulement du polyéedre.

De méme dans [9] Vitushkin a donné des conditions néces-
saires et suffisantes pour que, K étant un compact de C,
on ait H(K) = A(K); dans [3] Gamelin et Garnett ont
remarqué que les mémes conditions sur K assuraient en fait
que A(K, E) = H(K, E) ou E est un espace de Fréchet.
Par suite, si K est un compact de C tel que A(K) = H(K),
on a A(K, E) = H(K, E). Pour plus de commodité, nous

introduisons la définition suivante.

le jacobien de la matrice est non nul sur

Ga

DerintTion 6. — Un compact K < C* est dit admussible
dans les trois cas suivants:

a) St n=1 et A(K)= H(K).

b) Si K=D ot D est un domaine strictement pseudo-
convexe a frontiére de classe €3.

¢) Si K=P ot P estun polyédre de Weil régulier.

Le théoréme 7 résume la discussion qui précede.

TatoriMe 7. — St K est un compact admissible et E un

espace de Fréchet, alors A(K, E) = H(K, E).

r
' CororraIre 8. — Soit K =[] Ki, un produit de compacts
) i=1

admissibles et E un espace de Fréchet, alors

AK,E)=H(K,E)= ® H(K)RQE.
i1<isr €
Démonstration. — Nous allons raisonner par récurrence
sur ’entier r. Pour r =1, ce sont les théorémes 1 et 7.
Supposons P’assertion démontrée pour un produit de r
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r—+1

compacts admissibles, et soit K =[] K; ou chaque Ki

est admissible. On a i=1
A(h K, E> = A<f[ Ki, A(Kpp, E)>

_ H<H K, A(K,ﬂ,‘E))

i=1

par I’hypothése de récurrence appliquée a fI K; et alespace

de Fréchet A(K.i;; E) qui est egal a H(K,ﬂ, E) puisque
K.;; est admissible. Donc

A({ . =) = (1 % 5, ) = ([ . )

d’aprés le corollaire 3. La seconde égalité résulte de
la proposition 1.

Nous aurons besoin d’une version vectortelle d’'un théoréme
bien connu lorsque les fonctions sont a valeurs scalaires.

Prorosition 9. — Soit K un compact de G, f une
fonction de ¢*(U, E) ou U est un voisinage de K et E un
espace de Fréchet; si ':_; = 0 sur K, la restrictionde f a- K
appartient & H(K, E).

Démonstration. — On peut supposer que [ est & support
compact, on a alors

2m—1ff°f —0tdz N

pour tout z, puisque cette relation est vraie pour tout (Af)
si AeFE’, en tenant compte de la relation a— (Af) = (bf )

Posons K, = z/d(z, K) < %% et soit ¢, une fonction ¢~
nulle sur K, et égalea 1 hors de K, ;. S1 K’ est le support
de f, ¢, :i converge vers —I dans I'espace 4(K’, E) puisque
of

57 oSt identiquement nulle sur K.
z
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= (2ix) ‘lff(p,,

On voit que f, est holomorpheél’mtérieur de K,; montrons
que f, converge vers f dans ¢(K, E). Soit p une semi-
norme continue sur E; alors

p() — 1) = p @im)* [ (ea) — 1) 3L a— ) dz A ]
< @ [ le.— t1p(3L )1~ 01 dody

est arbitrairement petit pour n assez grand grice a la cons-

Posons

(z—%)tdz A dz.

truction des ¢, et a I’hypothése Sf 0 sur K.

TutorkME 10. — Sor,ent K= H K; un produit de compacts
i=1

admussibles et X = H X; un produtt de compacts de C.
Soit f une fonction de ¢ (U, E), ou U est un voisinage de

X X K, telle que 32[ =0 sur X X K; alors
J
fe HX X K, E).

Lorsque E =GC et qu'on suppose f[e &*++(U), ce
théoréme est démontré dans [10] par une méthode entiérement
différente.

Démonstration. — Notons AY(X, E) I'espace des fonctions g

de classe 4* sur X a valeurs dans E, telles que 55 =

: Zy
sur X pour j=1, ..., s; soit AY(X, E) I'adhérence dans

¢(X, E) de AY(X, E).

Il est clair que

fe A(K, AYX, E)) =« A(K, A(X, E)) = H(K, A\(X, E))
d’aprés le corollaire 8, puisque K est un produit de compacts

admissibles et A(X, E) un espace de Fréchet. Il nous suffit
de montrer que AY(X, E) « H(X, E).

Pour cela, nous raisonnons par récurrence sur s. Pour
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s =1 c’est la proposition 9. Supposons I'inclusion démontrée
S41

pour s etsoit X = ][ X;; or
Jj=1
AYX, E) = At <H X, AY(X 41, E)>
Jj=1
car pour deux ouverts V et V' ona
@(V x V', E) = ¢V, ¢, E)).

Par suite
A(X, B) < A (11 X, KXo, B) < H(]T X, HXon, E)
Jj=1 J=1

en appliquant ’hypothése de récurrence et le fait que
A (X 4, E) ©« H(X,+, E).

Le corollaire 3 permet de conclure puisque

H(]] X,, H(X,, E)) — H<]i[1 X, E)

Jj=1
b ‘1.z .
Remarquons qu’on a utilisé seulement le fait que

feA(K x X, E)

et que pour tout ze€ K, f(3, ) e AY(X, E).
Lorsque X, est un compact de C et fe %”(Xo) Bishop
a montré que fe H(X,) sitout point de X, a un voisinage V

tel que fivax, € HV n X,) [1]. Nous allons démontrer une
version un peu plus générale de ce théoréme que nous utili-
serons pour étudier les algébres H(K X X).

TutoriME 11. — Soient X = H X; un produit de compacts

de G, B un espace de Banach, et f une fonction de 4(X, B);
st pour tout x € X il existe un voisinage U, de x tel que

fio.nx € HU, n X, B) alors fe H(X, B).

Démonstration. — Supposons s =1, et considérons B
comme un sous-espace fermé de 4(Y) ou Y est un espace
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compact: fe¥(X, B)e4(X X Y). Soit L une forme
linéaire continue sur %(X X Y) orthogonale & H(X, B);
on peut la représenter par une mesure p sur X X Y

Pour ge %,(C, B), posons

= [ ) [,y 85 9)E — 07 dully)

ou A désigne la mesure de Lebesgue sur C; cecl a un sens car
étant donné un domaine borné D de C on a

Jodra) [i 186G 9l 1z = O dlelE, )
< el fox del@ o) f,16 =07 du y)
< lgl lul2. V=r(D) [1].

L est donc une forme linéaire continue sur %,(C, B) a
support dans X, car si z¢ X, gz, y)(z — ¢ e H(X, B),
donce f g(z, y)(z — ) du(, y) = 0 et par suite L(g) =0

si g est & support hors de X.
Pour ¢ € ¢7(C,B) on a

-

= — fdx f (2, y)(z — §) du(t, y)

Soit (U;)ic, un recouvrement ouvert de X, tel que
fizox € HU; n X, B) pour tout i et (p)ic, une partition
de 'unité ¥~ assujettie au recouvrement (U),. On vérifie
que S?E— (¢:L) est une forme linéaire orthogonale & H(X, B)
a support dans U n X

Or =nL=— L = 2 ;; (p.) donc L(f) =0, puisque

i=1

fitiex € HU;N X, B). On a prolongé [ en une fonction
de ‘6’,(0, B) ce qui est possible d’aprés le théoréme
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de Dugundji [2], et on a également utilisé le fait que —b: (o;L)

est une distribution d’ordre zéro. oz
A présent on raisonne par récurrence; supposons le théoréme

démontré pour un produit de s compacts de G, et soit

s+1 s
X =T[X, 1 est clair que fe %<H X, H(Xom, B))
T . 1L
puisque pour 2, ..., x, fixés, f(x, ..., &, .) restreinte a
un voisinage de U, de z, appartient a H(U, n X 4, )

donc f(zy, ..., @, .)€ H(X+;, B). On peut appliquer &
présent 'hypothése de récurrence en prenant pour espace de
Banach I’espace H(X;+;, B): on voit que

fe H<JI:I X,, H(Xs+1,*B)> ~ H<f[1 X,, B)

J=1

d’aprés-le corollaire 3.

" Cororramre 12. — Soient K = HK un produit de

s

compacts admissibles, X = H X; un produzt de compacts de

C, et [ une fonction de A(K X X, B) telle que pour tout
(z, {) e K X X, il existe un voisinage Ug de. € dans C‘

tel que f(z, )Tnx appartient @ H(Ug N X, B); alors
’ . feHK x X, B).

Démonstration. — En appliquant le théoréme 11 aux fonc-
tions f(z, ), onvoit que fe A(K, H(X, B)) = H(K, H(X, B))
d’aprés le corollaire 8, et ce dernier espace est isomorphe &
H(K x X, B) d’apres le corollaire 3.

Dans [10] Weinstock a obtenu un résultat semblable lorsque
B=C et K un produit de domaines strictement pseudo-
convexes. La méthode utilisée ici est différente.
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