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CARACTÉRISATION
DES ESPACES VECTORIELS ORDONNÉS

SOUS-JACENTS AUX ALGÈBRES
DE VON NEUMANN

par Alain CONNES

Soit M une algèbre de von Neumann (rappelons que M
est en particulier une algèbre involutive), l'espace vectoriel M,
muni de l'ordre correspondant au cône M+ == {î/*y, y e M}
est l'espace vectoriel ordonné sous-jacent à M.

Le but de cet article est de caractériser la classe d'espaces
vectoriels ordonnés ainsi obtenue. L'un des outils essentiels
de cette caractérisation est la théorie de Tomita-Takesaki [10].

Dans [1] et [3], H. Araki et l'auteur ont associé indépen-
damment à tout vecteur totalisateur et séparateur Ço pour
l'algèbre de von Neumann M dans ^ le cône

^{A^M+Ço}-,

où A^ désigne l'opérateur modulaire ([10]) du triplet ^
M, Ço- De plus quand M est un facteur le double cône
SP^ u — ^^ coïncide avec l'ensemble des vecteurs (M, J^)
positifs au sens de Woronowicz [11]. Le résultat principal
obtenu ci-dessous est la caractérisation des cônes 9^ par
trois propriétés géométriques : autopolarité, homogénéité,
orientabilité. Un cône ^+ dans Jf est autopolaire quand
^f+=={Se^ , <Ç, Tî^OVvîejf4-}. Un cône autopolaire ^f4-
est orientable quand le quotient par son centre de l'algèbre
de Lie involutive du groupe des transformations linéaires du
cône est une algèbre de Lie involutive complexe.
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Un cône autopolaire ^ est homogène quand pour toute
face F de ^f+ l'opérateur Pp — Ppi appartient à l'algèbre
de Lie du cône, où Pp désigne le projecteur orthogonal sur
le sous-espace engendré par F et F1 la face orthogonale
à F.

Dans la première section nous caractérisons les formes her-
mitiennes positives non dégénérées s{x, y) = <A^2TCç(a;)Çç,
^y(î/)Çy> (où 9 est un état normal fidèle sur M) par la
propriété d'autopolarité : s définit un isomorphisme de M+
sur une face de M*., propriété qui ne met en jeu que l'espace
ordonné sous-jacent à M.

Dans la deuxième section nous comparons les complétions
{M+}7 de M+ relatives aux diverses formes autopolaires s
sur M et montrons l'unicité du cône {M+}7 obtenu et
l'égalité {M+}7 = ̂  La notion de déphasage spatial
(élément de M' associé à tout couple Ci, Sa de vecteurs tota-
lisateurs et séparateurs pour M dans ^f) conduit aux résultats
que nous avons annoncés dans [3]. En particulier pour (Jf,
M, Ço) donné, tout état normal ^ sur M s'écrit ^ === œç
pour un unique Ç e ^^.

Dans la troisième section nous montrons le principal résultat
annoncé dans [3] : quand M est un facteur, ^ détermine
le couple (M, M'). Puis nous explicitons le groupe des trans-
formations linéaires de ^ (une telle transformation est
nécessairement continue car ^ est faiblement complet),
ainsi que son algèbre de Lie : au centre près c'est l'algèbre de
Lie des dérivations de M, ce qui détermine une orientation IM
de ^ associée à M.

Dans la quatrième section nous montrons que ^ est
homogène en mettant les faces fermées en bijection avec les
projecteurs de M. Puis nous déterminons les orientations
possibles de ^: quand M est un facteur et M ^ C il
y en a deux : IM et IM» == — IM? quand M est abélienne
il n'y en a qu'une.

Enfin dans la cinquième section nous associons une algèbre
de von Neumann à tout cône autopolaire homogène orienté Jf4'.
Quand Jf+ est de genre dénombràble (cf. définition 5.8
ci-dessous) elle admet un vecteur totalisateur séparateur Ço
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tel que ^f4' = ̂ . Cela achève d'établir l'isomorphisme de
la catégorie des algèbres de von Neumann avec celle des cônes
autopolaires homogènes orientés et conduit à une caracté-
risation des algèbres de von Neumann comme espaces vecto-
riels ordonnés (Pb posé dans [8]).

1. Formes autopolaires sur l'espace vectoriel ordonné associé
à une algèbre de von Neumann.

Soit E, E+ un espace vectoriel complexe ordonné (i.e. E4'
est un cône convexe dans E). On suppose que E4" est
saillant et que E+ — E+ + Œ+ — iE+ = E.

Pour Ci, Çg e E, Çg — ^ e E4' on écrit Ci ^ Çg'? et pour
toute famille (Ça)aei d'éléments de E, on note V Sa (resp. A Ça)
le plus petit majorant (resp. plus grand minorant), s'il existe,
de la famille (Ça)aei* L'élément Ç est une unité d'ordre
quand VT] ^ 0, 3n > 0 tel que TQ < nÇ. Soit E* le dual
algébrique de E; on notera E* le cône des formes linéaires
positives sur E4'.

Soient E, E4' un espace vectoriel ordonné complexe, s
une forme sesquilinéaire sur E ; nous notons s* l'application
de E dans E* qui, à Ç e E associe sf, défini par

^)=^',Ç), VÇ'eE.

DÉFINITION 1.1. — On appelle forme autopolaire sur Vespace
vectoriel ordonné complexe E, E4' toute forme hermitienne
positive non dégénérée s telle que l9 image de E4' par s*
soit une face de E*.

On note alors J^, l'espace de Hilbert complété de E, ^
l'injection canonique de E dans Jf, et Jf^" la fermeture
de ^(E+).

PROPOSITION 1.2. — Soient E, s, T),, 3W~^ comme ci-dessus.
a) Ç,y]e^=^<Ç,ïi> > 0.
b) 0 < Ç < ^^IISII < NI.
c) ^(E"1") est une face de Jf^.
d) •»».(a;) > 0 ̂ > x ^ 0, Va; 6 E.
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e) Pour tout x e E+ la forme linéaire s^ est normale au
sens suivant: pour toute famille filtrante décroissante (î/a)aei
(Vêlements de E4', telle que Aï/a == O? o^^ ^?(y<x)-^ 0 ^cfon I.

f) Si x e E4" e5( une unité d'ordre, la forme linéaire sî
est fidèle :

Démonstration. — Pour x, y e E4" on a s[x, y) == 5*(rc) ^ 0,
les assertions a) et &) en résultent facilement.

Soient x e E4' et C e Jf^" tels que S < "^(^O. Pour tout
y e E posons <{/(!/)== <^(y), 0. On a ^e E*, ^ ^ sî
donc il existe un X e E4' tel que sî = ̂ . Ainsi Y],(X) == Ç
d'où c).

Soit x e E tel que 7),(rc) ^ 0. Comme E4" engendre E
il existe des Xj e E4-, / = 1, 2, 3, 4, tels que

x = x^ — x^ + ^3 — ^é)?

de plus T], étant injective on a x^ — ^4 == 0. On a

^,{x) ^ TÎ,(^)

donc d'après (c) il existe X e E4- tel que ^{x) = ^(X)
d'où ^ = X ^ 0.

Montrons e). Le convexe [0, ^(y)] est faiblement compact
d'après (b), pour tout y e E4'. On peut donc supposer que
^(î/a) converge faiblement vers un Ç ^ 0 quand oc. -> œ.
Soit [voir c)] X e E4- tel que •yi,(X) = Ç; d'après rf) on a
X ^ ya pour tout a, donc X = 0 et Ç = 0.

L'assertion /*) est immédiate.

THÉORÈME 1.3. — Soient M, M+ Vespace vectoriel ordonné
associé à une algèbre de von Neumann M et 1 l'unité de M.

Pour toute forme linéaire positive normale fidèle 9 sur M,
il existe une forme autopolaire unique s telle que s^ == 9.

Remarque 1.4. — L'élément 1 de M4- est une unité d'ordre
(>fx ^ 0, 3n tel que x ^ ni) ; le théorème 1.3 reste valable
pour toute unité d'ordre h de M+, car l'application
^ -> h'^xh"112 est de manière évidente un automorphisme
d'ordre de (M, M+), remplaçant h par 1.

Nous employons les notations usuelles de la théorie de
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Tomita-Takesaki. A 9 correspondent ^fç, TT,?, Çy, Ay, Jy, S®,
D^ (cf. [10]).

LEMME 1.5. — Soit y une forme linéaire positive normale
fidèle sur l'algèbre de wn Neumann M; alors la forme sesqui'
linéaire s vérifiant

(1) s{x, y) = <A^27^<p(a;)^, 7Cy(2/)S?>

est une forme autopolaire sur M telle que s^ = 9.

Démonstration. — II est clair que s est hermitienne, posi-
tive et non dégénérée car Aç est positif et non singulier. Soit l
l'application de TC^M)^ sur la face de 9 dans M^, qui à
y e TC^M)^ associe la forme linéaire z —> ^^(js)^, î/Çy)>.
Comme JyTCy(M)+Jy == 7îy(M)'4-, on voit que l'application qui
à x ^ 0 associe l{J^n^{x)J^) est un isomorphisme de M+
sur la face de 9 dans M^. On vérifie que cette application
n'est autre que s* grâce à l'égalité :

<7T<p(z)^, J^^{x)J^y = (A^TTy^)^, 7T;y(rc)Ç<p>

pour tout x, z e M+.
Rappelons qu'un isomorphisme de Jordan a de l'algèbre Mi

sur l'algèbre Mg est une bijection linéaire de Mi sur Ma,
avec a(a;î/ + y x ) = ̂ ^(î/) + a(î/)a(rl;) pour tous a;, y e M.
Rappelons un lemme connu [7].

LEMME 1.6. — Soient Mi et Mg des algèbres de wn
Neumann, a une bijection linéaire de Mi sur Mg (e^e que
a(Mj1") == M^ e( a(l) == 1; aZor5 a est un isomorphisme de
Jordan de Mi sur Mg.

Dans la suite de la démonstration du théorème 1.3, nous
désignons par s une forme autopolaire sur M, par 9 la
forme linéaire positive normale fidèle 9 == s^ et par ( la
forme autopolaire associée à 9 par (1).

LEMME 1.7. — I I existe un automorphisme de Jordan a
de M tel que

(2) s(x, y) = t{x, a(î/))

pour tous x, y e M.
6
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Démonstration. — En effet l'application (t*)-1»* de M+
dans M+ a un sens car s*(M+) = Face de 9 dans

Mî == (*(M+).
On applique alors le lemme 1.6 en utilisant l'égalité sî = tf

LEMME 1.8. — I I existe un unitaire U 6 .Sf(D^) tel que
(3) s{x, y) == <A^(.r)Çy, UTCç(y)^> Va;, y e M.

Démonstration. — II faut prouver que l'application

"ç(y)Sç -> 7ty(a(î/))Çy

de TCy(M)Çç dans TCç(M)Çy est isométrique pour la norme du
domaine D^ de Sy. Il suffit donc de montrer que pour tout
xeM avec x = x*, on a

II KMX))^= 11^)^11#, i.e. Il ̂ (a (a;)) ̂ || =||̂ (a;) |̂|

On a

ll7^^))^!!2 = <^, Tt^a^))2^) = <^, ^(a^2))^)
= 5(1, ^) = s(.r2, 1) = v(^) = ||̂ (a;) |̂12.

LEMME 1.9. — Soit Py la restriction à Df Je l'opérateur
A^l + Aç)-1. A^or.? Py e( P U sont des opérateurs positifs
de D^ dans D^, e( U == 1.

Démonstration. — Comme 0 <S ((1 -)- (2)-1 < 1/2 pour
t > 0, Py a un sens; de plus pour Ç 6 D^ on a

<PyS, ̂  = <P^, Ç> + <A^PyÇ, A^> > 0.

Pour ^ et ^ dans D^ on a <P^,, Ç,>^ = <Aly2^, ^>.
Ainsi pour a; e M on a

<^\{X}^, V^(X)^ = <7^)Çç, P^{X)^

et comme le premier membre de cette égalité est positif, on a
montré que PçU qui est un opérateur borné, est positif de
D^ dans D^f.

L'unicité de la décomposition polaire, dans l'espace D^,
montre que U = 1 et achève la démonstration du théo-
rème 1.3 en utilisant l'égalité (3).
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Remarque 1.10.— Soient s une forme autopolaire sur
l'algèbre de von Neumann M, A une bijection linéaire de M
sur M telle que A(M+) = M+ $ alors la forme

(x, y) ̂  s{A.x, Ay)

est autopolaire. Nous étudierons en 2.8 une réciproque de
ce fait.

2. Comparaison des formes autopolaires
sur l'espace vectoriel ordonné associé à une algèbre

de von Neumann.

THÉORÈME 2.1. — Soient s^ et s^ deux formes autopolaires
sur l'algèbre de von Neumann M; ^f^, Jf^; ^ ̂  jf^ les
espaces de Hilbert ordonnés associés.

Il existe une isométrie U de Jf^ sur ^^ ^e ç^
T T -»&?-+- __ -«A7+-utw^ == v y ( t s ^

La démonstration utilise plusieurs lemmes qui ont leur
intérêt propre.

LEMME 2.2. — Soient M une algèbre de von Neumann dans
V espace Jf, Ci et Çg des vecteurs totalisateurs et séparateurs
pour M, Jf4 un espace de Hilbert de dimension 4, de base £y
i, j == 1, 2, F le facteur engendré dans ^4 par les e^
^j^ki = ^jk^uy F' Ie facteur engendré par les /y où

fij^kl === ^li^kj'

Soient ^ == ^ ® ^4, 730 = Si ® en + ^2 ® s^, P = M ® F
et Uy r isométrie de ^f dayi5 jf (eZfc que Uy Ç == Ç (x) £y,
VÇ G Jf, i, / = 1, 2.

Le vecteur 730 e$( totalisateur et séparateur pour P rfayi5 JT
e< Vinvolution S^ associée à P et 7)o vérifie:

(4) S,, = U^SçUîi + U^Sç, ̂ 1% + U^Sç, ̂ U^ + U^Sç,U^

ou Sç^ç, désigne la fermeture de l'opérateur défini sur MÇg
par r égalité:

(5) Sç^ x^ == a;*Çi pour (ouï x e M.
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Démonstration. — Soient x,j e M; i, / = 1, 2, ^ == S .̂ (g) ̂ .
On a

^0 = ^11^1 ® £ll + ^12^2 ® Sl2 + ^2lSl ® £31 + ̂ 2 ® £22

ainsi 7]o est totalisateur et séparateur pour P dans Jf.
Soit a e D^, a == Sa^ ® e^.. Soit (X^) une suite d'élé-

ments de P tels que Lim X^o = a et Lim X^o = S^a.
Posons

X^ == O^ ® en + 6n ® ^12 + ^ ® ^21 + ̂  ® ^22-

On a alors Xî = a; ® e^ + c^ ® ^12 + &; ® ̂ i + ̂  ® ^22
et les égalités :

Lim a^ = a^, Lim b^ = a^, Lim c î = 021, Lim d^ = ̂

et

Lim a;̂  == (S^a)n, Lim % =- (S^a)2i, Lim c^ == (S^a)^,

Lim ^^2 :== (8^0)22 d'où l'inclusion

S., ^ U^SçUî, + U2iSç,^UÎ2 + U,2Sç^U2i + U22Sç.U22

L'inclusion inverse est immédiate.

LEMME 2.3. — Avec les notations du lemme 2.2, soit

^=^M'^
la décomposition polaire de Sç ? . On a alors

(6) J,, = UnJ.Un + U^J?, Ç.UÎ2 + U^J?,. ?U2i + U22Jç,U22

(7) A^ = UnA^Un + U2iA^, ̂ U^ + U^À^ ^UÎ2
+ U22Aç.U22

Démonstration. — Par construction, le second membre de (6)
est une isométrie de Jf sur Jf et le second membre de (7)
un opérateur positif auto adjoint dans Jf. Il suffit donc de
vérifier l'égalité S^ = J^A^2, ce qui est immédiat.

LEMME 2.4. — Avec les notations des lemmes 2.2 et 2.3, il
existe une unitaire unique v e M' tel que

(8) J^(l ® ^l)Jr, = ^ ®Yl2
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et on a:

(9) J ,̂ = ̂  J^.ç. = J^\ Jç, = ̂ * . '/ ^
Démonstration. — On a J^ = 1 donc

J^, SA. ?. == J^. ?A. ^ == 1

Pour Çy e ^f, i, / = 1, 2 on a : '

Jrjl ® ^ll)Jno(S^ ® £y) = Çn ® Su + (JL?A.^2l) ® ^21.

De même JYI,(I ® ^22)^0 == 1 ®/22- Comme
Jrjl ® ^2l)J^ ^ M' ® F' - '

il existe un unitaire ^ e M' tel que J^(l (x) ^i)J^ = p ® /i2.
On obtient

J^(l ® ^2l)(S ® Su) = Jn^ ® £2l) = Jç.,?^ ® £l2

J^(l ® ^2l)JA(S ® l̂) = (^ ® fl^W ® Sll = ̂ Ç ® £12

pour tout Ç e jf. De même,

JÇ.S ® £22 = JT^ ® £22) ^ Jrji ® ê2l)J7lA(S ® £12)

== (^ ® flï) J^*S ® £21 = ^J^*Ç ® £22

d'où les égalités (9). L'unitaire unique v défini dans
le lemme 2.4 sera noté ÔM^? Si) (déphasage spatial de Çg
par rapport à Ci). On montre facilement que pour tout triplet
Si? ^25 Ça de vecteurs totalisateurs et séparateurs pour M
dans ^ on a 6(^3, ^) = 6(^3, Ç,)6(^, Ç,).

LEMME 2.5. — Soient e?f, M, Ci et Çg comme dans le lemme
2.2, u un unitaire de M'. "

a) OM a 6(u^, Si) = u6(Ç,, ^). • - ^
&) 5i 6(Ç2, Ci) = 1, po5on5 J = J^ = J^ (9) et x == J^J

pour tou( a; e M afor^f (10) <^xx*^ Çg) > 0 pour tout x e M.

Démonstration. — a) On a S^ ^ == uSç.^ ç^, J^^ ^ = uJç.; ç;
d'où a) en utilisant (9).

&) Montrons (10) c'est-à-dire montrons que pour tout
xeM on a <a;Çi, J^%> ^ 0 . On a Ja;*^ = Jj^Sç,.^i
donc l'inégalité cherchée résulte de la positivité de l'opérateur
A^.
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DÉFINITION 2.6. — Soient M une algèbre de wn Neumann
dans Jf, Çç un secteur totalisateur et séparateur pour M,
J^ Viwolution isométrique correspondante^ et pour tout x e M,
^ = J^^-

On po^e ^g == {xx*^, x e M}- ^ ^q ^ appe^ corn»
autopolaire associé à M et ^ (cf. Thm. 2.7).

Le théorème 2.1 est une conséquence immédiate du théorème
suivant :

THÉORÈME 2.7. — Soient M une algèbre de wn Neumann
dans ^f, Ço un secteur totalisateur et séparateur pour M,
J == Jç^ e( ^ comme dans la définition 2.6, y == œç e( 5
la forme autopolaire associée à <p par (1).

a) 5<H( ^={M+Ço}~ ([10]),afor^

^={A|^}-={A^M^o}-.
6) L'application qui à ^{x), x e M, associe ^x^o se

prolonge en une isométrie V de Jf, sur Jf ^ZZe que

V^f^ == ^» .̂

c) ̂  ^( un cône convexe fermé autopolaire', autrement dit
«S, ^î> ^ 0 Vy, e ^§) «^ (Ç e ̂ ).

rf) 5oi( Ci e ̂  un secteur totalisateur et séparateur pour
M, afor^ 0(Çi, Ço) == 1.

e) Soit Ci un secteur totalisateur et séparateur pour M ^
que 6(^, Ço) == 1; afo^ Si e ̂ , ̂  = ̂ .

/) iSo^ <pi une forme linéaire positive normale fidèle sur M;
ti existe un secteur totalisateur et séparateur Ci e ̂  unique
tel que û>^ = <pi.

Démonstration. — a) La restriction de A|^4 à l'espace
vectoriel réel des Ç e D|, S^Ç == Ç est continue.

L'assertion a) résultera donc de l'égalité

WM^o}' = ̂ .
Rappelons que j?/ = M^o est muni d'une structure d'algèbre
hilbertienne à gauche ([10]) telle que x^y^o == xy^ pour



CARACTÉRISATION DES ESPACES VECTORIELS ORDONNÉS 131

Xy y e M, et [x^f == a^Ço P0111* x e M. Soit ^ une algèbre
hilbertienne modulaire contenue dans s/^ équivalente à se
au sens de [10]; ^ est stable par Aj^ 2? e G et pour Ci, ç^
Aj^^Ça = A|^iA|^2- Le théorème de densité de Kaplansky
montre que l'ensemble des yy*^ î/Ço e ^ est dense dans ^g,
et que l'ensemble des .r^Ço? ^o G ^ est dense dans M-^o-
Si î/^o == A|,V^o on a :

2/y^o - 2/J2/Ço == (A|^^o)(A^o) - A^^Ço

d'où a).
b) On a

<^.(^), ^{y)> == <A|^o, A^^>,

donc b) résulte de l'assertion a).
c) Soit ^° le polaire de ^ dans e^.
On a pour ( 6 R l'égalité

A^Ê = ̂

donc A^°== ̂ ° et (ffÇt^dt)^ c: ^o pour toute
feU{R),f^ 0. ' '

Ainsi l'intersection de ^0 avec le domaine de Aj^ est
dense dans ^0, quel que soit z e C. Pour

73 E ̂ ° n Do^Aç^4)

et Ç e ̂ | on a <A^, A|^> = <7î, A^> ^ 0.
Comme A|̂ l = S^ ([10]) on a Aç^ e ^g et T} e ^g.

d) On a Ci e ̂ , donc <Çi, ^Jç^Ço> ^ 0 P0111* tout

x e M. Ainsi : <S^^Ço? J?o^o> ^ 0 P01111 tout x 6 M donc
^o^,^ 7Î> ^ 0 P0111* tout ^^ ^^(^.Ço)-

Le lemme 2.2 montre que l'adjoint de Sç^ ̂  est la fermeture
de l'opérateur de domaine M'Ço qui à y^o y e M' associe
y*Çi. Pour y E M' on a

<y%, J^o>-<Si, (J^J^J^J^o)^) ^ 0

donc on a <(J^S^çJ*7î, 73) ^ 0 pour tout -x) dans h
domaine de (J^Sç^)*. Par unicité de décomposition polaire
de S^ on a J^ ^ = J^ et d).
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. .e) Le lemme 2.5 b) montre que J^ = Jç^; d'après 2.7 c),
Ci est limite d'éléments de la forme XX*Ï,Q car Ci e ̂ °.
Pour tout y e M, yy*Çi est limite d'éléments de la forme
^y*xx*î,Q = yx^yx)*" Ço donc est dans .̂
^L'égalité ^ = ̂  en résulte.

/*) L'existence de Ci résulte facilement du lemme 2.5 a)
et de e). Soit Çg te! q^ ^Ç, == (0^? avec ^3 séparateur et
totalisateur pour M. Il existe alors un unitaire u e M' tel
que Çg == uÇr Le lemme 2.5 a) montre qu'alors 6(^2, Ço) == u.
En particulier (d)) si ^ e ^?o on a u == 1 et ^2 == SI-

COROLLAIRE 2.8. — Soient M ime algèbre de von Neumann,
^i e( s^ deux formes autopolaires sur M, s > 0. Il existe un
h e M, positif et inversible, tel que :

\s^(hxh, hyh) — s^x, y)\ ^ €\\x\\ [\y\\ Vx, y e M

Démonstration. — Soient jf un espace hilbertien dans
lequel M admet deux vecteurs séparateurs et totalisateurs ^i
€ît ^2 tels que :
^ = ̂  ̂  y} = <A|;^, î/Ç,,>, / = 1 , 2 , x, î / e M .
Soit J == Jç^ == Jç,; pour a;, y e M on a

52(^ 2/) == <^2, J2/'ltS2> ^ <xJyJ^ S2>

et pour /i e M, h = A*

5i(/^/i, AyA) == ^hxhJhyhJ^, Çi> = <^JyJ/iJ/iJÇi, UUÇi>

Le corollaire 2.8 résulte donc du lemme suivant :

*^ LEMME'2.9. — Soient M, Ço? J? ̂  comme dans 2.6 alors :

^= {hJhJ^heM^}-

Démonstration. — Soit y e M+ inversible, montrons que
A^yÇo est limite d'éléments de la forme bJb^o, b e M+.
Soit u == OM^ÇO, So); on a u e M , uy2^ = Si e ̂ .
Soient a = u*^172 et (aj (^ e N) une suite d'éléments de M,
analytiques pour le groupe d'automorphismes modulaires a^
de coç^ et de la forme F fn{t}(5^a) dt avec /*„ ^ 0,
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fn e L^R), telle que a^ -> a, quand n -> oo, pour la topo-
logie * forte.

On a a^ = ff,(t)^a^ donc A|̂ o e ̂  Vn où

bn = ^(^n). Ainsi 6^0 e ^fo et ^n ^ 0.

On a J&^o = A|̂ o = Ai>^o donc

WSo = A|>;a^o f

converge vers A|^a*aÇo ̂  A|^î/Ço, quand n-> oo1.

3. Groupe des transformations linéaires
du cône autopolaire associé à une algèbre de von Neumann.

Soient Mj une algèbre de von Neumann dans ^fy, Ç^
un vecteur totalisateur et séparateur pour M/, ^f^" = ^^.
le cône autopolaire correspondant. -

THÉORÈME 3.1. — ( Isomorphismes d'algèbres).
Soit $ un isomorphisme de V algèbre Mi sur Falgèbre Mg

(pas nécessairement un * -isomorphisme). Il existe alors une
application linéaire L == L(]) unique de ^^ sur. ^fg" telle
que: ^S>{x) = Lo;L-1 Vx e Mi.

THÉORÈME 3.2. — (Isomorphismes de Jordan.)
Soit a un * -isomorphisme de Jordan de l'algèbre M^ sur

Valgèbre M^. Alors il existe une isométrie unique Ua de ^^
sur ^! telle que <a(a;)Ç, Ç> = <^UalÇ, U^Ç) pour tout
Ç e ^f^ et tout x e Mr

THÉORÈME 3.3. — (Isomorphismes des espaces ordonnés.)
Soit L une bijection linéaire de ^^~ sur ^^ et soit L == UT

la décomposition polaire de L.
Il existe un isomorphisme de Jordan unique a de Mi sur

Mg tel que U = Ua. ',
I I existe un opérateur positif inversible unique h e M^ tel

que T = hJhJ.

THÉORÈME 3.4. — Soient M une algèbre de wn Neumann
dans ^f, Ço uyl vecteur totalisateur et séparateur pour M,
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^+ = ^g et 8e oSf(^), J = J^. Le5 conditions suivantes
sont équivalentes :

a) e^Jf4- = jf4- pour (ou( ( e R.
b) 38 = SJ et [8, M] <= M.
c) I I existe x e M tel que 8 = x + J^J.
Pour tout Ç e ^fj^, séparateur (et totalisateur) pour My,

soit 6ç l'application x -> b^{x) == A^Ç de Mj dans Jf,.

LEMME 3.5. — Soit a un * "isomorphisme de Mi 5ur Mg.
Zî existe une isométrie Ua rfe ^f^ ^ur Jfg' ^Z^e çue :

a) poiAr (ôu( Ç e Jf^ séparateur et totalisateur pour Mi
on a, pour tout rc e Mg :

<^LU, U^> = <a-i(^)Ç, 0

6) Pour tou( Ç comme dans a) on a Vy^b^x) == by ç(a(rc))
pour tout x e Mi.

c) On a Ua^UÎ ==== a(rc) pour tout x e Mi.

Démonstration. — Soit Ui une isométrie de e^i sur ^3
telle que a(a;) == UircUî pour tout x e M^. Comme

6(U^, Ç,) e M,

on peut supposer que 6(UiÇi, Çg) = 1 donc que Ui^i e jfg".
Comme UiMiUÎ == M^ on a

Su^=UiS^UÎ, J^=UiJçU,*

donc 3^^ = Ui^- Ainsi Ui^i4" = ̂ 2+ et on a trouvé
une isométrie de ^f^ sur Jfg" vérifiant c).

On déduit facilement a) et b) de la condition c).

LEMME 3.6. — Soit e un projecteur du centre de Mi. On
suppose que e?fi == ^fg? Si == ^2 ^ î^ Mg ^( l'image de Mi
par l'application P définie par ^(x) = ex + (1 — ^J^J
pour tout x e Mi.

Afor5 Visométrie Up == 1 vérifie les conditions a) et b) du
lemme 3.5 relativement à l'isomorphisme de Jordan p de Mi
^ur Mg.
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Démonstration. — On vérifie facilement que Jf^" == jfo".
Soit Ç e ^f^ totalisateur et séparateur pour Mi. On a
<P(^, S> = <e< Ç> + <J(1 - e)x*J^ 0

= <(e + (1 - e))^, 0 == <^, 0

pour tout x e Mr L'opérateur modulaire relatif à Çg et
Ma = eMi + (1 — e)M[ est égal à e^ + (1 — e)A^1 avec
les notations évidentes. L'égalité 3.5 b) résulte donc de :

A|>^ == (^4 + (1 - e)^)(ex + (1 - e)Jx*J)^

pour tout n; e Mi.

LEMME 3.7. — Soit U une isométrie de Jf^ ,mr Jfg' telle
que <IMJ*Ç, Ç> = <^, Ç> pour a; e Mi et C e Jf^-.

Afor^ U = 1.

Démonstration. — Soit Ç un vecteur totalisateur et sépara-
teur pour M avec Ç e jf^. Alors U*Ç est un vecteur tota-
lisateur et séparateur pour M car U*Ç e j^^ et la face qu'il
engendre dans ^ est totale dans Jf^. Le théorème 2.7 /)
montre donc que U*Ç == Ç.

Démonstration du théorème 3.1. — Le corollaire 4.1.21 de [9}
montre qu'il existe un * -isomorphisme Oi de M^ sur M^
et un opérateur inversible h e Mi tels que pour tout ^ e Mi,
O(^) ==== ^^(hxh~1). Le lemme 3.5 montre qu'il existe une ise-
métrie U de Jf^ sur Jf^ teiïe q11^

<D(a;) = (UAJU)^(UAJ/iJ)-1

pour tout x e Mi. Il suffit donc de poser L = UAJAJ pour
obtenir l'assertion d'existence dans 3.1. L'unicité résulte dû
lemme 3.7.

Démonstration du théorème 3.2. — II existe ([7], p. 334)
un projecteur e du centre de Mi tel que la restriction de a
à Mi^ soit multiplicative et que la restriction de a à Mi ,-„
soit antimultiplicative. Il suffit alors d'appliquer les lemmes
3.5 et 3.6 en utilisant l'algèbre de von Neumann

M^+M^_,
comme intermédiaire.



i36 A. CONNES

Remarque 3.8. — Soient a et Ua comme dans le théo-
rème 3.2 et C e ^^ un vecteur totalisateur et séparateur
pour Mi. On a alors :

Ua6ç(^) == bv^{(x.{x)) pour tout rc e Mi
1 Démonstration du théorème 3.3. — Soit d'abord U une
isômétrie de ^ sur Jfg". Le vecteur UÇi est totalisateur
et séparateur pour Ma; on peut donc supposer Çg = UÇi.
On a alors U(([0, Ci]) == [0, Çg] et il existe une application
linéaire a de Mi sur Mg telle que Vb^{x) = b^((x.{x))
pour tout x e Mi (proposition 1.2 c)). Comme a vérifie les
hypothèses du lemme 1.6, c'est un * -isomorphisme de Jordan
de M! sur M2.

Pour tout x e Mi, on a

«x)^ ̂  = <^(a(oQ), ^> = <U^), ^>
= <&^), ^> = <^, ^>

donc Uî^ ^ Ci. On a donc . UA,(^) === ^(a(^)) == U6ç/a;)
pour tout x e Mi et U == Ua. Soit L une bijection linéaire
de ^ sur ^a"; comme e^fi et ^2 sont autopolaires L*
est une bijection linéaire de ^fg" sur ^f^ et L*L une
bijection linéaire positive de ^ sur ^f^". Le théorème
suivant montre qu'il en est de même de (LU)01 pour tout
a e R et achève la démonstration du théorème 3.3.

THÉORÈME 3.9. — Soient M une algèbre de von Neumann
dans ^f, Ço un vecteur totalisateur et séparateur pour M,
^f+ == ^g. Pour tout opérateur positif inversible de ^ dans
JT tel que T^ == ^f+ il existe un h e M ^ gué T == hJhJ.

On vérifie facilement que h est unique et nécessairement
inversible.

,. LEMME, 3.10. — Soient M, Jf, Ç, ^f+ comme ci-dessus et b
une application linéaire de M dans ^f ^iïo que fc(M+) 5oi(
.un^ /ace dense de Jf+. JZ e^i$^ alors une isométrie U e o^(^f)
^Zte gué Uj f f== ^+ et un ^ e ^+, séparateur et totalisateur
pour M tels que :

b[x) = Vb^{x) pour tout x e M.
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Démonstration. — Comme &(M+) est dense dans ^f4-,
l'intervalle [0, 6(1)] est total dans Jf. Soit ^ == &(1)
et soit x e M; xJxJ^ == 0 implique a;Jn;J = 0 donc rc = 0.
Ainsi Ci est séparateur et totalisateur pour M, car JÇi == Ci.
L'application b^ h^{x) === A^rÇi est un isomorphisme de M4-
sur la face de Ci dans ^f4-. Il existe donc une bijection
linéaire a de M+ sur M+ telle que a(l) == 1 et que

b{x) = b^(x))

pour tout x e M+. Soit Çg == Ua^i; on a

UA^) = &?a(^) == &(.r)

pour tout x e M.

LEMME 3.11. — Soient M, ^f, Ço? Jf+ ^ T comme dans 3.9.
77 erci5te alors un Çg e ̂ + totalisateur et séparateur pour M
tel que l'opérateur A^Ço — Aj^Çg, 50^ feorne, inversible et
de module égal à T.

Démonstration, — L'application & == T&^ est un isomor-
phisme de M+ sur une face dense de Jf4- donc il existe U
et Ça vérifiant les conditions 3.10. On a

IPTA^o = A|̂

pour tout x e M. L'opérateur U^T étant borné et inversible
on a 3.11.

LEMME 3.12. — Soient P une algèbre de von Neumann
dans Jf, 7}o un vecteur totalisateur et séparateur pour P,
9 == co^ et a e P tel que la fonction t -> fs]{a) se prolonge
en une fonction analytique z -> orj(a) de D_i/4 = {z e C,
I m z e ] — l / 4 , 0[} dans M, continue dans D_i/4. Alors
pour tout x G P on a

^n^J^G^aJ^^x^o == A^a^a*7îo.

Démonstration. — Soient ( e R, ^ e P, J == J^ on a

donc
(^(^A^TÎo == A'W^TÎQ

GT^^^A^^o = Al/^^o
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et
(r-^(a)JA^o = A^a^o.

Remplaçant x par ax* on obtient

(y.-^^JA^a^-yîo == ^axa*^
et l'égalité cherchée.

LEMME 3.13. —- Soient M, ^f, Jf4-, J comme dans 3.9,
Ci, î;2 ^ ̂ + séparateurs (et totalisateurs) pour M, 9i == œ i ^
92 = (x>^, 5i et ^2 les formes autopolaires associées à 91 et
92 respectivement. Les conditions suivantes sont équivalentes:

a) L'application t ->• u^ = (JD^^ '' D?i)( se prolonge ana-
lytiquement à D-i/4 et continûment à DZ^ avec \\u^\\ ^ 1
V^eD.^ (cf. [4]).

b) HAÎ II ^ I|A|^||V^GM.
c) s^{x, x) ^ 5i (rr, rr) Vrr e M.
rf) ^(^, x) ^ 5i (a;, rr) Vrc e M+.
e) ^ ̂  Si (^+).

Démonstration. — a) =^ 6). Reprenons les notations de 2.4.
On a 6(^2, Ci) = 1, Jç, = J^ = ... = J, J^ == SUyJU^.
i, / == 1, 2. Par hypothèse a = 1 ® ^21 vérifie les conditions
du lemme 3.13 et ([4]) cr_^(a) == M-.^ ® ̂ i. Ainsi pour
tout a? e M

(1^/4 ® ^l)JrJ^-i/4 ® e2i)J^A^(a; ® eii)7]o

= ^W ® ^2l)(^ ® l̂l)(l ® ^)Tîo.

On a (a; (x) ^11)7)0 == ^Çi ® en donc le premier membre de
l'égalité ci-dessus s'écrit :

(l^4 ® ^21)^(^/4 ® e2i)[JA|^Çi ® £^]

== (u-^4Ju_^JA|^Çi) ® e^
d'où l'égalité

(11) A^ = u^Ju^J^x^

b) ==^ c) et c) ===^ rf) sont immédiats.
d) -=^e). On a par hypothèse ^hJhJ^, ^> < <AJU^i, Çi>

pour tout A e M + . Soit H == UU pour A e M + ; comme
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H est positif, on a (inégalité de Schwartz) :

| < HÇi, W < <H^x, ÇiXH^, ^>
et comme <HÇi, ^> ^ 0 et <H^, ^> < <HÇi, Çi> il vient :

<HÇi, ^> < <HÇi, ^> et <UÀJÇi, ^ - ̂ > > 0

Le lemme 2.19 montre alors que Ça ^ Si (-??''1').
e) •"̂  a). Reprenons les notations de 2.4. On a

S^-JAf^
donc pour tout x e M,

<A|,2^, ̂ > = <Ja;sltÇ„ ̂ > = <^, J.rJ^i>
^ <Çi, JxJx^y.

Ainsi pour tout Ç dans le domaine de A^4 on a

IÎ M ^ HA|^||.
La fonction ( -> A1^ ç,A^ se prolonge donc analytiquement
à D-i/4 continûment à D-i/4 avec une norme ^ 1.

Pour tout t e R et tout Ç e Jf, on a

A^ ® î = A^(Ç ® ̂ ) = A^(l ® ^)A^(A^(Ç ® £„))
= (u, ® ^i)(Ai^ ® en).

Ainsi pour tout t e R, Af^Aç" === ^.

Démonstration du théorème 3.9. — Le lemme 3.11 montre
que T est le module d'un opérateur de la forme

A^Ço -> A^, x e M.

Les conditions équivalentes du lemme 3.13 montrent, en
appliquant l'égalité 11 que T est le module d'un opérateur
de la forme XJXJ, X e M. On a donc T = hJhJ, où h
est le module de X.

Démonstration du théorème 3.4. — a) —> b) : L'ensemble
D(^+) des 8 e ^f(Jf) tels que et^+ == jf+, W, est un
sous-espace vectoriel réel auto-adjoint de o^(^f) (formule
de Trotter) on peut donc supposer que S == S* ou 8 === — S*.
Si 8 = 8* le théorème 3.9 montre qu'il existe un groupe à
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un paramètre t -> ht d'opérateurs positifs inversibles de M
tels que ^ = W V( e R. D'où e^Me^ = M et

[8, M] c: M.
Si 8 = — 8* il existe (théorème 3.3) pour tout ( e R un
isomorphisme de Jordan GC( de M sur M tel que e^ = Uac
Comme 8 est borné l'application ( -> U^ est continue en
norme et le théorème 3.2 montre que pour tout e > 0 il
existe to > 0 tel que pour (, |(| ^ to on ait :

B rf (T\ — ^11 < ell ^11W.t[X) Jb[\ ^ ^ll^ll

II est donc clair que le centre de M est invariant par les o^
et, comme o^ = (a^)2, que chaque o^ est un automor-
phisme de M. On a alors V^MU^ = M et [8, M] <= M.

5) ===^ c) Par hypothèse l'application x —> [8, x] est une
dérivation de M il existe donc he M ([9]) tel que

8 — h e M'.

Alors 8 — (A + JAJ) commute avec M et M' donc appar-
tient à M n M' et commute avec J. Il existe donc un
x e M tel que 8 == x + 3x3.

c) ==>- a) On a, comme x et JxJ commutent :
^x+jxj) ̂  e^Je^J

4. Propriétés du cône autopolaire associé
à une algèbre de von Neumann.

PROPOSITION 4.1. — Soient ^ un espace hilbertien
complexe, ^+ un cône convexe autopolaire dans ^ et
3&?J —— / 3^4- __ ^+\-f7t —— \<7l' —— <7t/ j •

a) ^J est un espace hilbertien réel dans lequel ^+ est
autopolaire.

b) ^ = ̂  ® i^3 et l'application qui à Ci + ^2? S/ E ^3

associe J(Çi + ^2) == ^i — ^2 es^ une iwolution isométrique
de ^ sur ^f.

c) Pour tout Ç e ̂ J il existe Ç+, Ç~ e ^f+ (e?5 çue

Ç = Ç+ - Ç~, Ç+ ± Ç-.
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d) Pour toute face F de ^f+, l'ensemble

F^-= {Çe^f+, Ç j _ 7 î , V 7 3 e F }

est une face fermée de ^+.

Démonstration. — a) Pour Ci, ^ e ̂  on a <^i? ^2> 6 R-
6) Comme ^f4- est autopolaire il est total dans ^f donc

^fJ -(- ^fJ est dense dans Jf. Pour Si, Çg e ̂  on a
Re<Çi, iÇ2> == 0 clonc ufj est orthogonal à ^J pour la
structure réelle sous-jacente à ^f et .^f^ i^ est fermé
donc égal à ^.

c) Soient ^+ la projection orthogonale de Ç sur ^f4-,
Ç- === Ç+ — Ç. On a par construction <Ç-, T]> ^ 0, VT] e ^f4-
donc Ç- e ̂ +, Ç4- ± S-.

d) Immédiat.

THÉORÈME 4.2. — Soient M une algèbre de von Neumann
dans «?f, Ço un acteur totalisateur et séparateur pour M,
^f+ = ̂ .

a) Pour toute face F d<? ^+ il existe un projecteur e e M
(^ çue F = eJeJ^f+, on a alors Pp == eJeJ, où Pp désigne
le projecteur orthogonal de ^ sur l'espace sectoriel fermé
engendré par F.

b) Pour tout projecteur e e M, eJeJj^^ est une face fermée Fe
de ^+ et Pp, == eJe3.

c) L'application e -> F^ est un isomorphisme d'ordre de
l'ensemble des projecteurs de M sur l'ensemble des faces fermées
de ^+ et on a Fi^ = F^ pour tout projecteur e e M.

La démonstration utilise les lemmes suivants :

LEMME 4.3. — Soient M, ^f, ^+, So comme dans 4.2.
Pour Ç e ̂ + ^5 conditions suivantes sont équivalentes :
a) T] ^ 0, Ç _L T] ==^ TÎ == 0.
fc) Ç e^^ séparateur pour M.
c) S; e5( totalisateur pour M.
d) La /ac<? de Ç da7î5 ^f4' es( den^e dans ^f'1".
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Démonstration. — a} ===> b) Soit e un projecteur de M
tel que eÇ == 0 alors <<?Jej7], Ç> == 0 pour tout T] e ^f4-
et comme eJeJj^^ c: ^f4" on a eJeJ == 0 puis e = 0.

fc) ̂  c) On a JÇ == Ç et JMJ = M\
c) '̂ ^ d) Si Ç est totalisateur pour M, il est aussi

totalisateur et séparateur, le lemme 2.7 d) e) montre que
^ == ^f+. L'application qui à a; e M associe A^Ç définit
alors (2.7 et 1.2) un isomorphisme de M'1" sur la face de Ç
dans Jf4", d'où la conclusion.

LEMME 4.4. — Soient M, ^f, Jf+, Ço comme dans 4.2 ^
T] e ^f+, ê e M fc support de <o^. J7 erci^^ Ç e jf4- séparateur
pour M ^ çue :

a) eA1^ == Aç^ V( e R.
6) eJeJÇ = 7).
c) La construction de Gelfand Segal associée à la restriction ^

de û>^ à M.e s^identifie au triple! {eJeJj^y T], n) où, pour
x 6 M^ TT(^) désigne la restriction de x à Jf = eJeJj^.

d) Le cône autopolaire correspondant au couple Tr(M^), 73
dans Jf est ^+ n Jf = eJeJjf+.

Démonstration. — Soit Ç == 73 + (1 — <°)J(1 — e)Ço. On a
Ç e jf+. Pour a; 6 M,

<^, (1 - e)J(l - e)Ço> = <(1 ~ ^)J(1 - ̂ o, J^J^> = 0

car
3x3^ e M'T] <= e^f.

Ainsi

<^, Ç> == <^yî, 7î> + <^(1 - e)J(l - ̂ o, (1 - ̂ )J(1 - ̂ o>.

Pour ^ e M+, <^Ç, Ç)> == 0 entraîne a;7] == 0 et

x(l - ̂ )J(1 - e)Ço == 0.

La. dernière égalité implique

(1 - e)x(i - e)J(l - e)x{i - e)J^ == 0

donc (1 — e)x(l — e) == 0

(y e M, yJyÇo = 0 =^ <A|^/Ço, 2/^o> == 0 =^ y = 0)
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On a montré que Ç est séparateur pour M, donc totalisateur
pour M (4.3). Pour x e M, œç(^) == <^, TÎ> = ̂ (xè)
donc A1^ = eA1^ Vf e R.

On a ef\ = ̂  donc eJeJÇ == T].
La condition c) résulte des égalités Jç == J (lemme 2.7),

<^, Ç> == <rr73, YÎ> V;re=M,, eJeJÇ == Y] et de [5]. L'invo-
lution JL est donc la restriction de J à Jf == eJ^J^f, ce
qui montre que le cône autopolaire associé à TC(M^), T] dans Jf,
est contenu dans ^+ n jf. Comme le produit scalaire de
deux éléments quelconques de ^f4- est positif, il est en fait
égal à Jf4- n ^. On a eJ^J^ == ^+ n jf d'où d!).

LEMME 4.5. — Soient M, ^f, Ço? ^f+ comme ci-dessus.
a) Soit f un projecteur de M, Ci et ^ ^5 éléments de ^+

wec Ci ^ ^2 (^+)- A;or5 $l fJfJ^ ̂  ^2, o^ » W^i == Si
^ ^1=^1.

&) Soit -yî e ̂ +, e le support de o^, alors ¥ , = eJeJ^f-1-
est la fermeture de la face de T] dans ^f4".

Démonstration. — a) On a

(i - f)J(i - nsi < (i - nj(i - n^ (^+)
donc (1 — /^(l -- f)Si = 0. Soient Ç séparateur et tota-
lisateur pour M, tel que ^= ̂ + et e un projecteur
de M;2 tels que eJeJ?, == Ci. On a, avec y = (1 — f}e

yjy^ = (i - f)eJ{i - fW == (1 - fW - y)-1^ = 0-

Ainsi y=0 et (1 - f)^ = 0 donc ^ = f^ = fSf3^
V) L'assertion a) montre que F, = eJeJ^^ est une face

fermée de ^f4- contenant TÎ. Comme TÎ est totalisateur et
séparateur pour 7r(M,) dans Jf, la fermeture de la face
engendrée par T) dans ^f+ n jf est ^+ n jf (4.3). On
a donc montré que F, = eJeJ^^ = ̂ + n ^ est la ferme-
ture de la face de i\ dans ^f"^.

Démonstration du théorème 4.2. — a) Pour tout ^ e ̂ +,
soit F(Y]) la face engendrée par T). On a F == U^erF^)
et la famille des F(-/î), 73 e F est filtrante croissante. Pour
tout 73 e F, soit e^ le support de œ^, le lemme 4.5 montre
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que F(T)) = P^ donc que P^ == e.Je.J. Pour ^ < ^
on 8.

(a; e M+, x^ = 0) =^ (aJaJ^ = 0) =^ (x^ = 0)

donc <>„, < e^. Soit e = V <•„ = lim ̂  pour la topologie
forte, quand 13-^00 selon F. Pour Ç e JeJe^, on a
s = L™ ̂ A^ donc p^ = S- Enfin pour Ç e F on a
eJeJÇ == Ç, ce qui montre que Pp = ejej. Pour Ç e PF^+
on a Ç = Lim e^Je^JÇ e U^eFF(ï)) car Ç e ^f+.

Ainsi Ç 6 F. L'inclusion F c py^f+ est immédiate.
b) résulte de 4.5 a).
c) L'application e -^ F, est surjective et croissante. Elle

est injective car e est le support de <oç., ^ = eJeJÇo pour
tout projecteur e e M. Soient e et /• des projecteurs de M
avec F^ = F^. On a eJeJÇo ± fJfJ^, donc /ej/ej == 6
et fe = 0. Ainsi f == 1 — e.

THÉORÈME 4.6. - 5oi(?n( M une algèbre de von Neumann
dans jf, ^o u/i vecteur séparateur et totalisateur pour M,
.3f+ = ̂ .

a) Pour toute face F A? jf+ on a F = F-1-1-.
o) Pour toute face F <fc jf+ et tout t e R ore a

e<(PF-P^)^f+ = ̂ •+.

Démonstration. — L'assertion a) résulte facilement de 4 2 a)
c). Montrons o). Soit e» e M tel que Pp = eoJeoJ,

PF- == (1 - e,)J(l - e,)J.
On a Pp - Pp, = - 1 + e, + J^J; et pour t e R,

^pp-pp.) ̂  e-te«.jete.j
d'où la conclusion.

PROPOSITION 4.7. - 5oien( ^ un espace hilbertien complexe,
^+ un cône convexe autopolaire dans ^, J comme dans
4.1 6) et D(Jf+) l'ensemble des S e S{^} tels que

ets.3f+ = ^f+ Vf e R.
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Alors D(^4') est un sous-espace sectoriel réel, stable par
involution, et stable par crochet (§1, 82) ->• [Si, 83] == ^1^2 — ̂ i
A? J^(^).

Démonstration. — Montrons que

Si, 83 e D(Jf+) -^ [81, 83] e D(^+).

Soit 83 == [Si, 82]. On a très facilement :

t-^e^e-^e-^ — 1) -> 83

en norme, quand ( -> 0. Il existe donc une suite (^) d'aute-
ls

morphismes de ^+ tels que x^ = 1 +—(83+0(1)) - O11

a donc ^3Jf+ = ^f+ car <°83 = Lim (^)'1. n

n>oo

DÉFINITION 4.8. — Soient J^, ^'t", J comme ci-dessus,
D(X?+) 5era appelée algèbre de Lie inwluti^e du cône ^+.

THÉORÈME 4.9. — Soient M une algèbre de von Neumann
dans J^, ^o un secteur totalisateur et séparateur pour M,
^f+ == ^g.

Inapplication qui à x e M associe x + J^J e D(^4') définit
par passage au quotient un isomorphisme de l^algèbre de Lie
iwolutive des dérivations de M sur le quotient D^.^"^) de
D(^f4') par son centre.

Démonstration. — Pour x e M on a x + Ja;J e D(^f4") (3.4)
et pour x^ x^ e M on a

[n;i + JrKiJ, 0-2 + J^J] == [^i? ^2] + J[^i? ^IJ

Le théorème 3.4 montre donc que l'application x -> x + JrcJ
est un homomorphisme surjectif de l'algèbre de Lie involutive
de M sur D(^f+). L'image du centre de M est donc contenue
dans le centre de D(^4') et la conclusion 4.9 résulte faci-
lement du a) de la proposition suivante :

PROPOSITION 4.10. — Soient M, ̂ , Ço? ^+ comme ci-dessus.
a) On a Centre D(^f+) == { x e Centre M, x == x*}.
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6) .Soif F une face fermée de Jf+, alors

Pp + PF-L = 1 <=^ ^+ = F ® F1 -^ 3e
projecteur, e e M 0 M', te/ yue F == F,.

c) 5oK F une face fermée de 3V+ vérifiant les conditions b)
alors :

3^ == esP © (1 - e)^, M = M, ® MI-,, j f+=F©F- 1 -
D(Jf+) == D(F) © D(F^).

Démonstration. — a) Soit a; e M tel que x + JxJ e Centre
D(^f+). Pour tout y e M on a [x, y] 4- J[x, y~\J == 0 donc
[x, y] e Centre M et [x, y] = 0. Ainsi x e Centre M et
x + Ja;J == x -}- x*.

b) Comme Ç ^ 0 =^ PpÇ > 0 pour tout Ç, on a
3^+ == F © F1

dès que Pp + Ppj. = 1.
Inversement ^f+ == F © F1 entraîne Pp + Ppi = 1.

Soit e un projecteur de M, on a

^ + PF.-< =14- 2(eJeJ) - (e + JeJ).
Ainsi Pp + Ppj. == 1 est équivalent à (e — JeJ)2 = Q,
donc à e = JeJ(e — JeJ est normal). Enfin

e == JeJ -^' e 6 Centre M.

c) La seule assertion à montrer est

D(Jf+) = D(F) © D(F^).

Comme e e M n M', e commute avec tout 8 e D(^f+)y
donc 8 laisse e^f et (1 — e)^ globalement invariants.

DÉFINITION 4.11. — Soient 3V un espace hilbertien complexe,
3^+ un cône convexe autopolaire dans 2W'. On appelle orien-
tation de 3<r+ la donnée d'une structure d'espace vectoriel
complexe sur D(^f+), compatible avec la structure d'algèbre
de Lie involutive de D(^f+).

Une orientation de 3^+ est donc caractérisée par un
opérateur I, I2 = — 1 sur D(^+) tel que

[18,, 8,] = [81, I8a] = I[8i, 82]
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V8i, 82 e D(^f+) et que 1(8*) == — 1(8)* V8 G D(Jf+). Soient
Jf, M, ^o et •^+ comme ci-dessus, l'orientation IM de ^f4'
déduite de la structure d'algèbre de Lie involutive complexe
de l'ensemble des dérivations de M, sera appelée orientation
canonique de ^+ associée à M.

PROPOSITION 4.12. — Soient M une algèbre de von Neumann
dans ^f, Ço un acteur séparateur et totalisateur pour M,
^+ === ^^ Ii et la deux orientations de ^+.

Il existe alors une face fermée F == Fg, e projecteur de
M H M' de ^+ (vérifiant les conditions 4.11 b ) ) telle que Ii
coïncide avec Ig sur D(F) et que Ii coïncide avec — Ig
sur D(F1). ~

Quand M es( un facteur IM et — IM sont les seules orien-
tations de ^+.

Démonstration. — Soit / l'isomorphisme canonique de
l'algèbre de Lie des dérivations de M, D(M) sur D^-^).
On a facilement Centre D^4-) = {0}. Soit s = ^ ° II1.
On a

[s8i, 83] = e[8i, 83] == [8i, £83] V8i, 8^ e D(^f+)
et

[e8i, e8,] == [W8i, W^} = - [Ir1»!, Ii-1^] = [81, 8,].

Donc pour tout 8 e D^-^) on a 8 — s^ 6 Centre D(Jf4-),
d'où e2 == 1. Ainsi D(^f4') est la somme directe des deux
idéaux

si == {8 e D^), e8 == 8} et e_i = {8 e ^(Jf^), s8 == — 8}.

Comme s(8*) == (s(8))* ces deux idéaux sont autoadjoints.
Soient

MI == {rc e M, / o Adrr e ei}, M_i = {^ e M, / o Adrr e e_i}

Pour rt1 e Mi, î/ e M_i on a j' ° Ad[rc, y] = 0 donc

[rr, y] e Centre M

et [Xy y] = 0. Pour x e M[ n M, / o A.dx commute avec
tout 8 e £1 donc appartient à £_i. On a montré que

M_i = Mi n M
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donc, comme Mi est autoadjoint, que M_i est une sous-
algèbre de von Neumann de M. De même Mi == ML.i n M
est une sous-algèbre de von Neumann de M, et Mi et ]VLi
contiennent le centre de M. Pour tout x e M on a

/ o A.dx e £1 + e_i

donc il existe x^ e Mi, aL_i e M_i avec x === x^ 4- ^-i* Pour
rc e M, y e MI on a [x, y] == [n;i, y] e Mi. Pour ,̂ y e Mi
et z e M on a

[x, y]z == [^, î/]zi + ̂ 2 — 2/^a = |>, î/]zi + [̂  y^] e Mi

Ainsi M^ c Mi, où e désigne le plus grand projecteur de
l'idéal bilatère fermé de Mi engendré par les [x, y] pour
x, y e MI. On a e e Centre Mi == Centre M. Comme Mi^_^
est abélienne on a Mi = Mg 4" Centre M puis

M_i = Mi_, + Centre M

car MLi = MI. Il en résulte que s vaut + 1 sur D(Fg)
et — 1 sur D(F^).

5. Algèbre de von Neumann associée
à un cône autopolaire homogène orienté.

DÉFINITION 5.1. — Soit ^+ un cône convexe autopolaire
dans V espace hilbertien ^f. Nous dirons que ^+ est facia-
lement homogène quand pour toute face F de ^+ on à
^F-PF.)^ = ^f+^ \ft e R (où Pp (resp Ppj désigne la pro-
jection orthogonale de JP sur V espace vectoriel fermé engendré
par F (resp ^ L ) ) .

On vérifie facilement que cette condition est équivalente à
XPpÇ + (1 — Pp — Pp,)Ç + X-^PF^ e ̂ f+ pour tous X ^ 0, Ç ^ 0.
Dans la suite nous écrirons simplement « homogène » pour
« facialement homogène ».

THÉORÈME 5.2. — Soit ^+ un cône connexe autopolaire
homogène dans Vespace hilbertien ^f, 1 une orientation de ^+.

a) M == {Si -- 182? Si G D(Jf+), Sg G I(Si)) ^ une algèbre
de von Neumann dans X\
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b) On a M = {81 + iSg, 81 e D(Jf+), 82 e I(8i)} ^

JMJ = M'.

c) Pour (ouf x e M on a aJaJ Jf4- <= Jf4'.
rf) Pour (ou( Ço e Jr+ ^ V^ (-yî > 0, T) J_ So) =^ (^ == 0)-

Ço e5( séparateur et totalisateur pour M, et

J == JÇ.,M ^+ == ,̂M.

LEMME 5.3. — 5oit ^f, ^f4" un espace hilbertien muni
Sun cône autopolaire homogène J^+y et soit 8 e JS?(^f). Les
conditions suivantes sont équivalentes :

a) 8 e D )̂.
&) J8 = 8J et Ç, 7} ^ 0, Ç _L TÎ ===̂  8Ç J. 73.

Démonstration, — Soient Ç, T] comme dans 6), alors

<< ,̂ 7Î> - (<8^ 7î>^t->0, <8Ç, 73> ^ 0

L'implication a) => b) est donc immédiate. Montrons que
b) ==^ a). Il suffit de montrer que e^-^bf4- <= jf+ pour
( > 0 et un ÂO ^ 0. On peut choisir Xo tel que la partie
réelle de tout élément du spectre de Xç — 8 soit positive et
que

Re<(Xo - 8)Ç, Ç> > 0, VÇ e Jf.

L'opérateur A de J^ dans ^ qui à Ç e ̂ J associe
(Xo — 8)Ç e j^3 est monotone au sens de [2]. Il est maximal
monotone au sens de [2] car 1 + (^A. est surjectif pour tout
[L > 0, et c'est le générateur du semi-groupe ( -> e^-^ de
contractions de Jf^ Soit Ç 6 ̂ J, Ç = Ç+ — Ç- (4.1 c))
alors en utilisant b) on a <AÇ, Ç — Ç4-) = <AÇ-, ^--> ^ 0.
Comme avec les notations de [2] on a A°Ç = AÇ pour
tout Ç e ̂ ', la proposition 4.5 de [2] montre que

^(Xo-8)j^+ c jf+

pour tout ^ > 0.

LEMME 5.4. — Soit (Jf, ^+) un espace hilbertien muni
d'un cône autopolaire homogène ^+.



150 A. CONNES

a) Soit U un unitaire de Jf tel que Vj^^ == ^+ et que U
commute avec tout 8 G D(J^4") aZor^ U === 1.

b) Soit 8 un élément du centre de D(^f4") alors 8 = 8*.

Démonstration. — a) II suffit de montrer que Re(Sp U) ^ 0
puis d'appliquer le résultat à U" pour tout n. On a

U^f4- = ̂ f+

donc UJ == JU et pour Ci, ^ e ̂ J

Re <U(Çi + ^), Si + ^2> - <U^i, Çi> + <UÇa, S2>

II suffit donc de montrer que <UÇ, Ç> > 0 pour tout Ç e Jf^
Le lemme 4.1 c) montre que Ç == Ç4' — Ç~" avec Ç4", ^~" ^ 0,
S4-± Ç-. Soit F la face de Ç+ dans ^f4-; F1 la face
orthogonale contient Ç". Comme Pp — Pp^ commute
avec U, on a UÇ4- e Pp^T et UÇ- e Pp^ donc

<uç, o = <u^ ç+> + <uç-, ç-> ^ o
6) II suffit de montrer que si 8=== — 8* on a 8 = 0 ce

qui résulte facilement de à) appliqué à e^ pour tout ( e R.

LEMME 5.5. — Soient ^f, X74' un espace hitbertien muni
d'un cône autopolaire homogène ^f4', 1 une structure complexe
sur D(^f4-), MI == {81 + 182, 8i e D^), 83 e I(8i)},

M_i = {81 - .8,, 8i e D(Jf+), 8, G I(8i)}.

a) On a Mi <= MLi, M_i c Mi.
fc) 5ii 8 e D(^f4-), 8 == 8* iZ ^̂ o un unique

80 - Io(S) e 1(8)

^ çue 8^ = — 8o.
c) 5'o^^ F une face de ^f4- et 8p == 1/2(1 — Pp + Pp.),

sp- == 8p + ilo(8p), £p = 8p — ^o(8F) alors:
(e^)* = SF-, (sp)* = ep, ep- + ep == 28p

Jep-J === ep, ep-Ç == Ç VÇ e F, spÇ = 0 VÇ e F^

rf) X e Mi -^ X + JXJ e D(^+),

X e MLi -^ X + JXJ e D(^f+).
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e) MI et M_i sont des algèbres.de von Neumann dans Jf,
on a M_i = Mi, M_i = Mi et JMiJ = M_i;

Démonstration. — a) Soient §1, 83 e D(^f+), 8 -> 8 l'appli-
cation canonique de D(^f+) sur D(^f+), 83 e I(8i), 84 e 1(83).
On a

[81 + 182, 83 - 184] = [8i, 83] + [Sa, 84]
+ i([8a, 83] - [8i, 84])

La bilinéarité du crochet dans D(^f+) montre que

[81, 83] + [8^, 84] e Centre D(^+),
[82, 83] — [8i, 84] 6 Centre D(^f+)

([Si» ̂  + [I8i, 183] = 0, [I8i, 83] - [8i, 183] == 0)

Ainsi [81 + ^a? ^3 — ^4] appartient au centre de F algèbre
de von Neumann engendrée par Mi et IVLi, donc est nul.

b) On a 1(8)* = — 1(8) donc 81 + 8Î e Centre D(Jf+)
pour tout 81 e 1(8). Alors 80 = 81-1/2(81 + 8Î) vérifie fc).
Si 80 et 80 vérifient &), on a 80 — 80 e Centre DÇ^) donc
So - 80 = 8; - 8o* (5.4) et 80 === 8o.

c) On a 8î. = 8p donc (sî)* == eî, de même (si)* == SF
en utilisant 6), e^+£F=28p , Je^J = J8pJ — iJIo(8p)J = eî.
M+i et MLi sont des sous-espaces vectoriels autoadjoints
de JS?(^f) et (M+i)" commute avec (M^i)". Pour tout

81 e D^), 83 e I(8i)

on a J(8i + 183) J = 81 — 183 donc JMiJ == M_i, JM[J == M^.
Soit x e (M+i u M_i)' et soit 8 = x + J x J . On a J8 = 8J
et 8 commute avec Pp — Pp^ pour toute face F de ^+

donc :
Ç > 0 , 73 ^ 0, Ç ± 7 î = = ^ 8 Ç j . Y î

Le lemme 5.4 montre que 8 e D(^74') et le lemme 5.6 que
8 = 8 * . On en déduit facilement que JxJ == x* pour tout
x e (M+i u M_i)'. Il en résulte que pour tout projecteur
e ^ 0, e e M!n on a eJeJ ^ 0. En effet si eJeJ == 0 on a
ueu*JeJ = 0 pour tout unitaire u de M!n ; puis eJeJ = 0
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où ~é est le support central de e dans M!n; puis eJeJ == 0
et e = 0 car JeJ == ô. Comme ep + JepJ == 28p et
s^ G M+i, Sp 28p <= [0, 2] l'opérateur auto-adjoint et- vérifie
0 ^ e^ < 1. Soit Ç e F, on a

2<S^, Ç> = <£^, Ç> + <Ç, £^>

- <(^ + J^J)Ç, 0 = <28^, Ç>

donc epS = ̂  car <8pÇ, Q = <Ç, Ç>. Soit Ç e F1, on a
de même 2<e^, Ç> = <28pÇ, Ç> == 0 et s^Ç == 0.

d} Soit X e Mi, alors 8 = X + JXJ vérifie 8J = J8.
Pour toute face F de ^+, X commute avec e^ donc :

Ç, e F ===> e^XÇi = XÇi, Sa e F1 =^ £p^ = 0

et on a alors XÇi J. ^2? JXÇi ± JÇa? JXJÇi _L ^ et 8Çi ± Ç^.
e) II suffit de montrer que tout élément X de M[ est

dans M+i. Soit 81 e D(e?f+) tel que 28^ = X + JXJ
et soient 83 e I(8i), Xi = 81 — i8g. On a

Xi e Mi, (X - Xi) + J(X - Xi)J = 0
Ainsi
X - Xi e MI n JMiJ = (Mi u M_i)' = Centre D(^+)

+ ^ Centre D(X?+).

(Tout élément auto-adjoint de (Mi u M.^)' vérifie 3x3 === x
et .r e D(^f+) donc x e Centre D(e?f4').) Il existe donc
81 e D(^f+), 83 e I(8i) tels que X == 8^ — 182.

Démonstration du théorème 5.2. — Les assertions a) et fc)
résultent du lemme 5.5 e). Démontrons c). Soit d'abord u
un unitaire de M. Il existe un opérateur h == — A*, A e M
tel que u = eh. On a uJuJ = eh3e ltJ = e^3113 et comme
JhJ commute avec h on a uJuJ = ^(/l+J/lJ). Comme
/i e M on a h + JAJ e D(^f+) (5.7 d)), donc

g(/i+JM)^4- c ^f+.

Soit p un opérateur positif inversible, p e M, écrivant
p == e^ avec f e M, f == f* on vérifie de même que

pjpj^f+ <= jf+.

Pour x e M, rc inversible, il existe un unitaire u e M, un
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opérateur positif inversible p e M tels que x = up. On a
alors

xJxJ = upJupJ === uJuJpJpJ car JMJ == M'.

Enfin pour tout x =^ 0, il existe une suite (^n)n€N d'éléments
inversibles de M ([6]) telle que \\Xn\\ ^ \\x\\ pour tout n
et que x^ —> x fortement quand n ->• oo. Ainsi

x J x J ï , = Lim o^Jn^JÇ e ̂ + pour tout Ç e Jf4'.
n>oo

rf) Soit Ço e Jf+ tel que T] e ^f4-, 73 _L ^o ==^ 7! == 0- Mon-
trons d'abord que Ço est séparateur (donc totalisateur car
JÇo == So) pour M. Soit e e M un projecteur tel que eÇo == 0.
Pour tout Ç e ^f+ on a eJeJÇ e ^f+ (c)) et <eJeJÇ, Ço> = 0
donc par hypothèse eJeJÇ == 0. Ainsi eJeJ ==0 et e = 0.
Pour tout ^ e M, on a nJaJÇo e •̂ ^ donc

<a;J^JÇo, So> > 0,
ce qui montre en utilisant [11] thm 4.2 que J est égal à J^
Finvolution isométrique associée à l'algèbre de von Neumann
M dans ^f et au vecteur séparateur et totalisateur Ço. Pour
tout x e M on a xJ^xJ^Q e ^f4" donc ^^ c= jf+; comme
^^ et ^f+ sont autopolaires, on a ^ = ^f+.

DÉFINITION 5.6. — Un cône autopolaire ^+ dans ^ est
de genre dénombrable quand toute famille de secteurs 7^ 0
orthogonaux positifs est au plus dénombrable.

On vérifie facilement que cette condition équivaut à l'exis-
tence d'un Ç ^ 0 tel que T] ^ 0, T] JL Ç ===^ ^ == 0.

THÉORÈME 5.7. — Soient M une algèbre de von Neumann
dans ^f, Ço un secteur totalisateur et séparateur pour M,
^f+ === ^^ I === IM l'orientation canonique de X7+.

Afor$ l'algèbre de von Neumann associée à ^+ e^ 1 par
le théorème 5.2 e^ égale à M.

Démonstration. — Soit 8 e D(^f4'), et soit rc e M tel que
8 == ^ -F J^J. Par hypothèse 1(8) est la classe de

ix + JixJ == i{x — J x J )

module le centre de DÇ^74').
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Comme x + SxS — ii{x — J x J ) = îx on voit que l'al-
gèbre de von Neumann associée à ^+ est contenue dans M
(le lemme 4.10 montre que Centre D(Jf4") c: M). L'inclusion
inverse est immédiate.

THÉORÈME 5.8. — Soit E, E4' un espace vectoriel complexe
ordonné avec unité tordre. Pour que E, E4' soit l'espace vecto-
riel ordonné sous'jacent à une algèbre de von Neumann de genre
dénombrable, il faut et il suffit qu^il existe une forme autopolaire s
sur E telle que le complété {E4'}^ de E"^ soit un cône auto-
polaire homogène et orientable.

Démonstration. — La nécessité résulte de 1.3, 2.7 c), 4.6, 4.9.
Inversement soit u l'unité d'ordre de E4" et soit Ço = ^sW9

Dans ^ = 7],(E), ^ vérifie: Ç e ̂ -, Ç _L Ço ===^ S = 0.
D'après 1.2 et 5.2, E4" est isomorphe à la face engendrée par
Ço dans ^^M où M désigne l'algèbre de von Neumann de
genre dénomb râblé associée à une orientation de 2V^ par le
théorème 5.2. De plus, l'application &^, x -> A^r^o ^t
un isomorphisme de M4" sur la face de Ço dans ^.M
(thm 2.7 b) et prop. 1.2 c)).
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