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CARACTERISATION
DES ESPACES VECTORIELS ORDONNES
SOUS-JACENTS AUX ALGEBRES
DE VON NEUMANN

par Alain CONNES

Soit M une algébre de von Neumann (rappelons que M
est en particulier une algébre involutive), ’espace vectoriel M,
muni de I'ordre correspondant au cone Mi = {y*y, y € M}
est I’espace vectoriel ordonné sous-jacent & M.

Le but de cet article est de caractériser la classe d’espaces
vectoriels ordonnés ainsi obtenue. L’un des outils essentiels
de cette caractérisation est la théorie de Tomita-Takesaki [10].

Dans [1] et [3], H. Araki et ’auteur ont associé indépen-
damment a tout vecteur totalisateur et séparateur &, pour
Palgébre de von Neumann M dans # le cone

25 = (AVMLE, ),

ou A; désigne Iopérateur modulaire ([10]) du triplet #,
M, &. De plus quand M est un facteur le double cdne

.@’g v — gg coincide avec I’ensemble des vecteurs (M, Jg)
positifs au sens de Woronowicz [11]. Le résultat principal

obtenu ci-dessous est la caractérisation des cones £g par
trois propriétés géométriques: autopolarité, homogénéité,
orientabilité. Un coéne #* dans # est autopolaire quand
H+={Ees#, <E, n)>0Vnest}. Un cone autopolaire #*
est orientable quand le quotient par son centre de ’algebre
de Lie involutive du groupe des transformations linéaires du
cone est une algébre de Lie involutive complexe.
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Un céne autopolaire #* est homogéne quand pour toute
face F de s+ lopérateur Py — Pr appartient & I’algebre
de Lie du cone, ou Py désigne le projecteur orthogonal sur
le sous-espace engendré par F et F! la face orthogonale
a F.

Dans la premiére section nous caractérisons les formes her-
mitiennes positives non dégénérées s(x, y) = (A n (x)&,,

mo(y )£?> (ou .¢ est un état normal fidéle sur M) par la
propriété d’autopolarité: s définit un isomorphisme de M4+
sur une face de M$, propriété qui ne met en jeu que I’espace
ordonné sous-jacent a

Dans la deuxiéme section nous comparons les complétions
{M+}; de M: relatives aux diverses formes autopolaires s
sur M et montrons l'unicité du cone {M;}; obtenu et

Pégalité {M.}; = 3’??. La notion de déphasage spatial
(élément de M’ associé a tout couple &;, &, de vecteurs tota-
lisateurs et séparateurs pour M dans #) conduit aux résultats

que nous avons annoncés dans [3]. En particulier pour (s,
M, &,) donné, tout état normal ¢ sur M s’écerit ¢ = o

pour un umque £ e gag
Dans la troisiéme section nous montrons le principal résultat

annoncé dans [3]: quand M est un facteur, 9& détermine
le couple (M, M’). Puis nous explicitons le groupe des trans-

formations linéaires de ﬂa (une telle transformation est

nécessairement continue car .@g est faiblement complet),
ainsi que son algébre de Lie: au centre prés c’est 'algébre de
Lie des dérivations de M, ce qui détermine une orientation Iy

f

de 2: associée & M.

Dans la quatriéme section nous montrons que g’Eo est
homogene en mettant les faces fermées en b1]ect10n avec les
projecteurs de M. Puis nous déterminons les orientations

possibles de #8: quand M est un facteur et M % G il
y en a deux: Iy et Iy = — Iy, quand M est abélienne
il n’y en a qu’une. ’

Enfin dans la cinquiéme section nous associons une algébre
de von Neumann 4 tout cone autopolaire homogéne orienté #+.
Quand #+ est de genre dénombrable (cf. définition 5.8
ci-dessous) elle admet un vecteur totalisateur séparateur &,
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tel que #+ = 5‘2. Cela achéve d’établir I'isomorphisme de
la catégorie des algébres de von Neumann avec celle des cones
autopolaires homogénes orientés et conduit & une caracté-
risation des algébres de von Neumann comme espaces vecto-
riels ordonnés (Pb posé dans [8]).

1. Formes autopolaires sur I’espace vectoriel ordonné associé
a une algébre de von Neumann.

Soit E, E+ un espace vectoriel complexe ordonné (i.e. E+
est un cone convexe dans E). On suppose que E+ est
saillant et que E+ — E+ + E+ — E+ = E.

Pour &, £, €E, & — £, € E* on écrit &, < E;; et pour
toute famille (£,)qe1 d’éléments de E, on note V &, (resp. A&y)
le plus petit majorant (resp. plus grand minorant), s’il existe,
de la famille (£,)qe1. L’élément & est une umté d’ordre
quand V9 > 0, 3n > 0 tel que n < n&. Soit E* le dual
algébrique de E; on notera E} le cone des formes linéaires
positives sur E+.

Soient E, E+ un espace vectoriel ordonné complexe, s
une forme sesquilinéaire sur E; nous notons s* I’application
de E dans E* qui, & £ € E associe sf, défini par

() =s(€,8), VEeE

DériniTion 1.1. — On appelle forme autopolaire sur Uespace
vectoriel ordonné complexe E, E+ toute forme hermitienne
positive non dégénérée s telle que U'image de E+ par s*
soit une face de E¥.

On note alors s, V'espace de Hilbert complété de E, =,
I'injection canonique de E dans -, et 7 la fermeture
de 7,(E+).

Prorosition 1.2. — Sotent E, s, v,, #;7 comme ci-dessus.
a) E,nedy ==& ) > 0.

b) 0 < & < n==[&] < [n].

c) n(E*) est une face de #}.

d) 9(z) > 0 <=2 >0, Vze E.
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e) Pour tout z € E*+ la forme linéaire s est normale au
sens suivant: pour toute famille filtrante décroissante (Yq)ser
d’éléments de Et, telle que Ay, =0, ona s7(y,) - 0 selon I

f) St zeE+t est une unité d'ordre, la forme linéaire sz

est fidéle:

Démonstration. — Pour z,y € Et ona s(z,y) = sf(z) > 0,
les assertions a) et b) en résultent facilement.

Soient z € E+ et £ e #; tels que & < n,(z). Pour tout
yeE posons {(y) = <n(y), &. On a ¢eE} ¢ <s3
donc il existe un X € E+ tel que s = ¢. Ainsi 7(X) =&
d’ou ¢).

Soit ze€ E tel que %(z) > 0. Comme E* engendre E
il existe des z;€ E+, =1, 2, 3, 4, tels que

=z — 2 + t(xg — ),
de plus =7, étant injective ona z3 — 2, =0. On a
ns(x) < ”1:(331)

donc d’aprés (¢) il existe X e Et+ tel que w,(z) = 7(X)
dou z=X > 0.

Montrons e). Le convexe [0, n,(y)] est faiblement compact
d’aprés (b), pour tout y e E+. On peut donc supposer que
s(¢a) converge faiblement vers un £ > 0 quand o« — oo.
Soit [voir ¢)] X e E+ tel que %,(X)=2%; d’aprés d) on a
X < y, pour tout «, donc X =0 et & =0.

L’assertion f) est immédiate.

TuktorkMmeE 1.3. — Soient M, M+ [Uespace vectoriel ordonné
associé a une algébre de von Neumann M et 1 lunité de M.

Pour toute forme linéaire positive normale fidéle o sur M,
il existe une forme autopolaire unique s telle que s} = o.

Remarque 1.4. — L’élément 1 de M* est une unité d’ordre
(Vz = 0, 3n tel que z < nl); le théoréme 1.3 reste valable
pour toute unité d’ordre h de M., car lapplication
x — h~Y2gh-'2 est de maniére évidente un automorphisme
d’ordre de (M, M), remplagant h par 1.

Nous employons les notations usuelles de la théorie de
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Tomlta Takesaki. A ¢ correspondent #,, mg, &, Ag, Jo, S?,
D% (cf. [10]).

LemMme 1.5. — Soit ¢ wune forme linéaire positive normale
fidéle sur Ualgébre de von Neumann M; alors la forme sesqui-
linéaire s vérifiant

(1) 5(z, y) = {AF*me(z)8y  o(y)Esd

est une forme autopolaire sur M telle que s} = o.

Démonstration. — 11 est clair que s est hermitienne, posi-
tive et non dégénérée car A, est positif et non singulier. Soit /
Papplication de =y (M), sur la face de ¢ dans M;}, qui a
y € mg(M),. associe la forme linéaire z — (my(z )E?, YEg>-
Comme J?n9(M)+J = my(M),, on voit que I'application qui
a x>0 associe [(Jomy(2)J;) est un isomorphisme de M.
sur la face de ¢ dans M%. On vérifie que cette application
n’est autre que s* grice a I'égalité:

(mo(2)Ee,  Jomo(®)Jole) = (A mo(2)Es, To()Ee)

pour tout z, z€ Ms+.

Rappelons qu’un isomorphisme de Jordan « de I’algébre M,
sur I'algébre M, est une bijection linéaire de M; sur M,
avec a(ry + yz) = «(z)a(y) + a(y)x(x) pour tous =z, y € M.
Rappelons un lemme connu [7]. ‘

Lemme 1.6. — Soient M, et M, des algébres de von
Neumann, « une bijection linéaire de M, sur M, telle que
a(My) =My et «(1) =1; alors « est un isomorphisme de
Jordan de M, sur M,.

Dans la suite de la démonstration du théoréme 1.3, nous
désignons par s une forme autopolaire sur M, par ¢ la
forme linéaire positive normale fidéle ¢ = s7 et par ¢t la
forme autopolaire associée & ¢ par (1).

Lemme 1.7. — Il existe un automorphisme de Jordan «
de M tel que
(2) s(e, y) = t(z, «(y))

pour tous z, y € M.
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Démonstration. — En effet I'application (t*)-1s* de M.
dans M: a un sens car s*(M;) = Face de ¢ dans
M = t*(M.).

On applique alors le lemme 1.6 en utilisant I’égalité sf = #.

Lemme 1.8. — Il existe un unitaire U e £(D%) tel que
3) sz, y) = <Ayz“?( )E?a U”9(y)gq>> Vz, y € M.
Démonstration. — 11 faut prouver que I'application

7‘9(?/)5? g 7‘?(“( ))59

de n (M), dans =, (M)E; est isométrique pour la norme du
domaine D% de S;. II suffit donc de montrer que pour tout
xeM avec z=z* on a

Imo(a(z))Eslly = Ime(@)Ecl,, L. [mg(a(@))Eel = [ mo()Eql
On a
g ((@))Egll? = (Egy mol@(@))2EeD> = (B, my(w(a2))Eg
= s(1, 2%) = s(a?, 1) = o(2®) = | me(2)El%.
Lemme 1.9. — Soit P, la restriction & D¥ de Popérateur

AFE(1 4 Ag)t. Alors P? et P,U sont des opérateurs positifs
de D% dans D%, et U=1.

Démonstration. — Comme 0 < #(1 4 ) < 1/2 pour
t > 0, P, a un sens; de plus pour £ e Df on a

<P<;JE, g># = <PcpE, E> + <A§7/2Pq)£, Ail?l2£> >0
Pour &; et & dans D? on a <P<p51, £2># = <A¥251, 2.

Ainsi pour €M on a
(APPmg(1)Eg, Ung(2)Eo) = (mo(w)Eq, PoUmg(x)Ee)

et comme le premier membre de cette égalité est positif, on a
montré que P,U qui est un opérateur borné, est positif de
D% dans D3.

L’unicité de la décomposition polaire, dans I’espace D¥%,
montre que U =1 et achéve la démonstration du théo-
réme 1.3 en utilisant I’égalité (3).
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Remarque 1.10. — Soient s une forme autopolaire sur
Palgébre de von Neumann M, A une bijection linéaire de M
sur M telle que A(M:) = M;; alors la forme

(z, y) - s(Az, Ay)

est autopolaire. Nous étudierons en 2.8 une réciproque de
ce fait.

2. Comparaison des formes autopolaires
sur Pespace vectoriel ordonné associé a une algébre
de von Neumann.

TatorimE 2.1. — Soient s, et s, deux formes autopolaires
sur Ualgébre de von Neumann M; #,, HE; H,, HT les
espaces de Hilbert ordonnés associés.

Il existe une tsométrie U de #, sur #, telle que

Us#s = #%.

La démonstration utilise plusieurs lemmes qui ont leur
intérét propre.

LemMmE 2.2. — Sotent M une algébre de von Neumann dans
Vespace #, &, et E, des vecteurs totalisateurs et séparateurs
pour M, #, un espace de Hilbert de dimension 4, de base e
i, =1, 2, F le facteur engendré dans #, par les e;,
e = Sy, T’ le facteur engendré par les f;; ou

ﬁjskl = Sliekj'

Sotent A = H @ K4, M =& e+ 8 @ep, P=MF
et U; Uisométrie de # dans A telle que U; & =& @ ¢,
VEes#,1,]=1, 2.

Le vecteur v, est totalisateur et séparateur pour P dans o
et Uinvolution S, associée a P et my vérifie:

(4) Sn, = UnSE,U;l + Uz1SE,, E,Uiz + Ulst, gi,U’él + Uzst,U;Z

ou Sg g, désigne la fermeture de Uopérateur défint sur ME,
par Dégalité :

(5) St ¢, 8y = 2*E;  pour tout x € M.
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Démonstration. — Soient z;€e M; 1,] = 1,2, v =3z; ® e;.

On a
TN = Tpp&y @ €31 + Tioke @ €12 + To18y @ €1 + T2l @ €y

ainsi n, est totalisateur et séparateur pour P dans .

Soit a € D%, « = Za; ® ey Soit  (X,) une suite d’élé-
ments de P tels que Lim X,n, =a et Lim X9, = S,a.
Posons

Xn=_an®ell+ b, ® e + ¢, @ ey + d, @ egs.
On a alors Xi= a1 @ ey + ¢t @ ey + b7 @ € + dn @ g

et les égalités :
Lim a,&; = a5, Lim b8, = a5, Lim ¢,&; = ayy, Lim d,&; = o5,
et
Lim ap8; = (Sy)1, Lim b7&; = (Spa)e;, Lim i€y = (S,a)y0,
Lim d;8; = (S,2):s d’ou Pinclusion

Sy, © UpaSgUss 4 Uy Se, £, UTe + UseSy, £, Uz 4 UseSe,Us,

L’inclusion inverse est immédiate.

Lemme 2.3. — Avec les notations du lemme 2.2, soit
St b = Je, 6ALT,
la décomposition polaire de Sg . On a alors

(6) Jm = UuJE,UIl + U21JE,. £, 12+ UlzJEg, & 2t U22J51U;2
(7) A, = UuAE.Ufl + UzlAE,. s,U§1 + UleE., E;Ufz
+ UzzAE,U;Z

Démonstration. — Par construction, le second membre de (6)
est une 1sométrie de o sur A et le second membre de (7)
un opérateur positif auto adjoint dans o. Il suffit donc de
vérifier I'égalité S, = J,A3? ce qui est immédiat.

LemME 2.4. — Avec les notations des lemmes 2.2 et 2.3, il
existe une unitaire unique ¢ € M’ tel que

(8) Jm(i ® ezl)Jm =¢® flz
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et on a:
9) oot = 0Jes Jet = Jeo*s Jg, = 0T
Démonstration. — On a J; =1 donc
Je e de e = Jg ede e =1
Pour §;eo#,1,j=1,2 ona:
Tl ® €11)J0 (B8 @ &) = &1 ® en + (I, 1.0k, £801) @ ean- ‘
De méme J,(1 ® e5)Jy, =1 ® fo.. Comme o ‘
Jo1 ® ey)dy, e M ® F

il existe un unitaire ¢ € M’ tel que J, (1 ® e5)Jy, = ¢ ® fra-
On obtient . .

J'flo(l ® 321)(5 ® s11) = Jm(‘g ® s21) = JE,, E,E» ® &2
J,,D(l ® ezl)Jme(a ® s11) = ("’ ® f12)JE,E ® e = VJE,E ® ?12

pour tout £ € #. De méme,

JE;E & €99 = Jno(a ® 522) = Jm(i ® eZl)J'I]oJ"lo<E ® s12)
= (V ® f12) JEY*E ® &g = "JE."*‘E ® €29

d’ott les égalités (9). L’unitaire unique ¢ défini dans
le lemme 2.4 sera noté Oy(£,, £,) (déphasage spatial de &,
par rapport & ;). On montre facilement que pour tout triplet
€1, &, & de vecteurs totalisateurs et séparateurs pour M

dans # on a e(gsa E-vl) = 0(2-'3’ E-'2)0(E2’ El)

LemMme 2.5. — Sotent #, M, &, et &, comme dans le lemme
2.2, u un unitaire de M’.

a) On a O(uks, &) = u(Es, &). o |
b) Si 0(&,, &) =1, posons J = J; = J;, (9) et = Ja*J
pour tout z €M alors (10) (x&*&,, £, > 0 pour tout z € M.

Démonstration. — a) On a Sy, g, = uSy ¢, Jur, 5, = ule, ¢,
d’ou a) en utilisant (9). ' '

b) Montrons (10) c’est-a-dire montrons que pour tout
zeM on a (28, Jz*E,> > 0. On a Ja*%, = Jp S, ok,
donc l'inégalité cherchée résulte de la pos1t1v1te de I’ operateur

AR,
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DeériniTioN 2.6. — Soient M une algébre de von Neumann
dans #, E, un vecteur totalisateur et séparateur pour M,
Jg‘ Uinvolution isométrique correspondante, et pour tout x € M,
& = Jpa*Je,.

On pose 9’? = {x&*E,, v M}~ et g’a est appelé cone
autopolaire associé @ M et &, (cf. Thm. 2.7).

Le théoréme 2.1 est une conséquence immédiate du théoréme
suivant :

TutorkME 2.7. — Soient M une algébre de von Neumann

- dans o, £, wun vecteur totalisateur et séparateur pour M,

J=1J et g’a comme dans la définition 2.6, ¢ = wy, et s
la forme autopolaire associée & ¢ par (1).

a) Soit .‘?g#. = {M+£o}‘ ([107), alors
{Alldgpgo}_ - {A1’4M+Eo}‘.

b) L’applicatwn qui ¢ =, x), xeM, associe
prolonge en une isométrie V de #, sur H# telle que

1/4xio se

Vot = 23
f

¢) Pg est un cone convexe fermé autopolaire; autrement dit
(&, 1> > 0 Vq € 28) <= (£ e 2]).
~d) Soit € QE un vecteur totalisateur et séparateur pour
M, alors 6(E;, &) = 1.

e) Soit E; un vecteur totalisateur et séparateur pour M tel
que 0(;, &) =1; alors &, € 9”?0, P, = gag,

f) Soit @, une forme linéaire positive normale fidéle sur M;

b

il existe un vecteur totalisateur et séparateur &, € P; unique
tel que g = o,.

Démonstration. — a) La restriction de Af* & Despace
vectoriel réel des £ e DE, Sy = £ est continue.
L’assertion a) résultera donc de I’égalité

I4M+Eo}— = g’E,

- Rappelons que & = MEO est muni d’une structure d’algébre
hilbertienne a gauche ([10]) telle que x&,y&, = xy&, pour
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z,yeM, et (z£,)* = z*{, pour € M. Soit # wune algébre
hilbertienne modulaire contenue dans &, équivalente & o
au sens de [10]; # est stable par Af, z€ G et pour &, &,,
A E E, = AFE ARE,. Le théoreme de densité de Kaplansky
montre que ’ensemble des yg*&,, y&, € # est dense dans .?g,

et que I'ensemble des z*x&,, 28, € # est dense dans M,&,.
Si y&, = A¥'z*E, on a:

yy*é, = yJyk, = (Af'z *&o)(AI"xEo) = AVg*at,
d’ou a).
b) On a
@), mly)> = <AMay, AVYEY,

donc b) résulte de I'assertion a).

c) Soit 92" le polaire de g’g dans .
On a pour te R Dégalité

Af2] = 27,

donc Agg’g" = P et (ff(t)A%'o dt)(g’gf < .@E" pour toute
feLAR), > 0.

Ainsi intersection de Q’EP avec le domaine de A est

Bo

dense dans 2;°, quel que soit ze C. Pour
7 € 2% N Don(AFM)

et Le2f ona (Apty, ALE) = (n, ALYE) > 0.
Comme AP*2E = #E° ([10])ona Af*ne P et ne g?..

d) On a E,leg?’E, donc <&, xJrx,> > 0 pour tout
zeM. Ainsi: (S €y, JezEy> = 0 pour tout xe€M done
{JeSe, emy 1> = 0 pour tout 7 € Don(Sy, z,).

Le lemme 2.2 montre que ’adjoint de S, ¢ est la fermeture
de Popérateur de domaine M'E, qui & y& ye M associe
y*E,. Pour ye M’ ona

Y*8i, Jeylo> = <&, (JeyJe)Je,(JeyJe)Eed > 0

donc on a {(JgS; &)*n, m> = 0 pour tout n dans le
domaine de (J; St ¢,)*. Par unicité de décomposition polalre
de Sg;, ona Jpr =J; etd).
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«.e) Le lemme 2.5 b) montre que Jg = J¢; d’aprés 2.7 ¢),

£, est limite d’éléments de la forme xZ*{, car £, € .@a".
Pour tout yeM, yy*E, est limite d’éléments de la forme

yij*e*E, = ya(yx)*~ £, donc est dans .@g.

* Légalité’ 9’2 = 5’2 en résulte.

“f) L’existence de &, résulte facilement du lemme 2.5 a)
et de e¢). Soit &, tel que wy, = w, avec &, séparateur et
totalisateur pour M. Il existe alors un unitaire ue M’ tel
que &, = uf;. Lelemme 2.5 a) montre qu’alors 6(%,, &,) = u.

En particulier (d)) s1 &, € .@a ona u=1 et & =§,.

CororraIrE 2.8. — Sotent M une algébre de von Neumann,
s; et sy deux formes autopolaires sur M, ¢ > 0. Il existe un
h e M, positif et inversible, tel que:

|si(hxh, hyh) — so(z, y)| < el |yl Vo, yeM

Démonstration. — Soient # un espace hilbertien dans
lequel M admet deux vecteurs séparateurs et totalisateurs &,
et &, tels que:

?E = 5"2, si(@, y) = <Af2E, y&;0, 1=1,2, =, ye M.
Soit J =J;, = Jp; poura:yeM on a

$3(z, y) = <@k, Jy*Ez> = (wJyJ&,, &)
et pour heM, h = h*
sy(hxh, hyh) = {hxhJhyhJ&,, &,> = {xJyJhJhJIE;, hJRJE;>

Le corollaire 2.8 résulte donc du lemme suivant:

e

v LEMME 2.9. — Sotent M, §,, J, 9’& comme dans 2.6 alors :
= {hJhJEy, h e M+}~

Demonstratwn — Soit y € M; inversible, montrons que
gyio est limite d’éléments de la forme bJbE,, be M.
Soit  u = Ou.(y'2Ey, &); on a ueM, u*y?{, =%, € ?E.
Soient a = u*y'? et (a,) (n € N) une suite d’éléments de M,
analythues pour le groupe d’ automorphlsmes modulaires c,

de o, et de la forme f fullo(a)dt avec f, >
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f. € LY(R), telle que a, > a, quand n - oo, pour la topo-
logie * forte.
On a ai,= ff( )Atat, donc A%, € 5’?, Vn , ou

bn = O‘i/4(an). A.insi bnio € ?Eo et bn =z O-
On a JbE, = AP®b,Ey = AY%a,k, donc

buJbaJEy = Ala%aE, - ;

converge vers A}4a*af, = AP4y%,, quand n > .

3. Groupe des transformations linéaires -
du cone autopolaire associé a une algébre de von Neumann.

.

Soient M; une algébre de von Neumann dans Hj, &

un vecteur totalisateur et séparateur pour M;, #; = 9’5
le cone autopolaire correspondant. : = :

TratoriME 3.1. — (Isomorphismes d’algébres). .

Soit ® wun isomorphisme de Ualgébre M, sur Ualgébre M,
(pas nécessairement un x -isomorphisme). Il existe alors une
application linéaire L = Lg¢ unique de #7 sur. #5 telle
que: @(z) = LzL~ Vze M,.

Tutorime 3.2. — (Isomorphismes de Jordan.)

Sott « un * -Lsomorphl,sme de Jordan de lalgebre M, sur
Ualgébre M,. Alors il existe une isométrie unique U, de #;
sur #5 telle que <(«(z)§, &) = <xU'E, UE> pour tout
ey ettout xeM.

Tutorkme 3.3. — (Isomorphismes des espaces ordonnés:)

Sott L une bijection linéaire de #; sur #5 etsoit L = UT
la décomposition polaire de L.

Il existe un isomorphisme de Jordan unique «o: de M, sur
M, tel que U= U,. -

Il existe un opérateur positif inversible unique: h eM, tei
que T = hJhJ. -

TratoriEME 3.4. — Sotent M une algébre de von Neumann
dans #, &, un vecteur totalisateur et séparateur pour M,
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Ht = g’a et 3e€ Z(H#), J=J;. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) ePH*t = #+ pour tout teR.
b) I8 =8J et [5, M] = M.

c) Il existe x €M tel que 8 =z + JaJ.
Pour tout £ e s}, séparateur (et totalisateur) pour M,
soit by Papplication z — bg(x) = A{*s de M; dans #,.

Lemme 3.5. — Soit « un *-tsomorphisme de M; sur M,.
Il existe une isométrie U, de #{ sur #5 telle que:

a) pour tout &€ H; séparateur et totalisateur pour M,
on a, pour tout x € M,:

<mUaEn UaE> = <0(_1(.’B)&, &>

b) Pour tout & comme dans a) on a U,bg(z) = by ¢(«())
‘pour tout x e M.

¢) On a U,zU; = «(x) pour tout z e M,.

‘Démonstration. — Soit U; une isométrie de #;, sur #,
telle que a(z) = U;2U; pour tout z e M,;. Comme

0(U,&,, &) e M,

on peut supposer que 0(U,&,;, &) =1 donc que U,%, € 5#;.
Gomme U;M,U; =M, on a

Sug, = UiS Uy, Jyg, = U Je Uy

donc 9’3.5‘ = Ulﬂg. Amnsi U, #; = #; et on a trouvé
une isométrie de H#’;" sur H#; vérifiant c).
On déduit facilement a) et b) de la condition c).

Lemme 3.6. — Soit e un projecteur du centre de M,. On
suppose que H, = H,, & = &, et que M, est 'image de M,
par Uapplication B définie par B(z) =ex + (1 — e)Jz*J
pour tout =€ M,.

Alors Uisométrie Ug =1 vérifie les conditions a) et b) du
lemme 3.5 relativement & U'isomorphisme de Jordan B de M,
sur M,.
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- Démonstration. — On vérifie facillement que T = H#7.
Soit £ € #7 totalisateur et séparateur pour M,. On a

(B(2)E, &> = <ext, &) + (J(1 — e)x*JE, &)

pour tout zeM,. L’opérateur modulaire relatif a £, et
M, =eM; + (1 —e)M; est égal a eAg 4 (1 — e)Af! avee
les notations évidentes. L’égalité 3.5 b) résulte donc de:

AFtzE, = (eAF* + (1 — e)Ay"*)(ex + (1 — e)Jz*J)E,

pour tout zeM;.

Lemume 3.7. — Soit U une isométrie de #7 sur #7 telle
que UzU*E, E> = (2, £€) pour zeM, et £ e #7.
Alors U =1.

Démonstration. — Soit & un vecteur totalisateur et sépara-
teur pour M avec £ € #7. Alors U*Z est un vecteur tota-
lisateur et séparateur pour M car U*E € #7 et la face quil
engendre dans #7 est totale dans #;. Le théoréme 2.7 f)
montre donc que U*{ = E.

Démonstration du théoréme 3.1. — Le corollaire 4.1.21 de [9}
montre qu’il existe un * -isomorphisme @, de M, sur M,
et un opérateur inversible h € M; tels que pour tout z e M,,
®(z) = ®@,(hzh™). Le lemme 3.5 montre qu’il existe une iso-
métrie U de #7 sur #5 telle que

®(z) = (UhJhJ)x(UhJRJ)1

pour tout z € M,;. Il suffit donc de poser L = UhJRJ pour
obtenir ’assertion d’existence dans 3.1. L’unicité résulte du
lemme 3.7.

Démonstration du théoréme 3.2. — 1l existe ([7], p. 334)
un projecteur e du centre de M, tel que la restriction de «
a M, . soit multiplicative et que la restrictionde « a M, , .
soit antimultiplicative. Il suffit alors d’appliquer les lemmes
3.5 et 3.6 en utilisant I’algébre de von Neumann

Ml, e + M;, 1—e

comme intermédiaire.



436 . A. CONNES

_Remarque 3.8. — Soient « et U, comme dans le théo-
réme 3.2 et £ e #; un vecteur totalisateur et séparateur
pour M;. On a alors

Ugbe(x) = byg(a(x)) pour tout ze M,

** Démonstration du théoréme 3.3. — Soit d’abord U une
isométrie de #T sur #F. Le vecteur UE; est totalisateur
et séparateur pour M,; on peut donc supposer &, = UE,.
On a alors U(([0, &]) = [0, &;] et il existe une application
linéaire « de M; sur M, telle que Ubg(z) = b (x(x))
pour tout x € M; (proposition 1.2 ¢)). Comme « vérifie les
hypothéses du lemme 1.6, c’est un * -isomorphisme de Jordan
de M, sur' M,.

Pour tout ze€ M,, on a

Ca(2)Eq, Ea> = (by,(x(2)), &) = (Ubg (), &
) = (b (), &> = <&y, &

donc UZ&, = &;. On a donc Uybg(x) = b (x(x)) = Ubg(x)
pour tout e M; et U= U,. Soit L une bijection linéaire
de #7 sur #3; comme #,; et #, sont autopolaires L*
est une bijection linéaire de s#3; sur #7 et L*L une
‘bijection linéaire positive de #7 sur #7. Le théoréme
suivant montre qu’il en est de méme de (L*L)* pour tout
a€ R et achéve la démonstration du théoréme 3.3.

TutoriMe 3.9. — Sotent M une algébre de von Neumann
dans #, &, un vecteur totalisateur et séparateur pour M,

H+ = .@E Pour tout opérateur positif inversible de # dans
# telque ToH#+ = A#+ ilewisteun heM tel que T = hJhJ.
** On vérifie facilement que h est unique et nécessairement
inversible.

. Lemme 3.10. — Sotent M, #, &, #+ comme ci-dessus et b
une application linéaire de M dans # telle que b(M+) sout
.une face dense de # .. Il existe alors une isométrie U e L(#)
telle que Us# . = H+ etun &, € #.+, séparateur et totalisateur
pour M tels que:

b(x) = Ubg,(x) pour tout xe M.
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Démonstration. — Comme b(M+) est dense dans o7,
Pintervalle [0, b(1)] est total dans #. Soit &, = b(1)
et soit € M; zJzJg;, = 0 1mplique zJzJ =0 donc z = 0.
Ainsi &, est séparateur et totalisateur pour M, car JE, = &,.
L’application b, bg(x) = AF*z%; est un isomorphisme de M+
sur la face de &, dans s#*. Il existe donc une bijection
linéaire « de M, sur M. telle que «(1) =1 et que

b(z) = by («(x))
pour tout z e M+. Soit &, = U3';; on a
Uabgz(x) = bgaa(x) = b(x)

pour tout z e M.

Lemme 3.11. — Sotent M, o#, &,, #*+ et T comme dans 3.9.
Il existe alors un &, € #* totalisateur et séparateur pour M
tel que Uopérateur AY‘zE, — Al'xE,, soit borné, inversible et
de module égal a T.

Démonstration. — L’application b = Tb, est un isomor-
phisme de M, sur une face dense de #+ donc il existe U
et £, vérifiant les conditions 3.10. On a

U*TAYwE, = AYat,

pour tout =z € M. L’opérateur U*T étant borné et inversible

on a 3.11.

Lemme 3.12. — Soient P une algébre de von Neumann
dans X', me un vecteur totalisateur et séparateur pour P,
¢ =0, e acP tel que la fonction t— cf(a) se prolonge
en une fonction analytique z—> cf(a) de D_;, = {z€C,
Imze]—1/4, O0[} dans M, continue dans D_,,. Alors
pour tout ze€P on a

1/4 — 1/4 *
o? ju(a)Jy 0% uat, Avixgy = Aylaza™ 7.
Démonstration. — Sotent te R,zeP,J=J, ona

o(a)A¥z* 1y = Ataz™n,
donc
G_i/4<a)A1/4x*no = A1/4ax* 7)0



138 A. CONNES

et

Remplacant z -par az* on obtient
o_ys(a)JAY4az* v, = Altaza® v,

et I'égalité cherchée.

Lemme 3.13. — Sotent M, #, #+, J comme dans 3.9,
&, & € #+ séparateurs (et totalisateurs) pour M, ¢; = wg,
@ = @, § et s, les formes autopolaires assocides a ¢, et
@y respectivement. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) L’application t— u, = (D, : De,), se prolonge ana-
lytiquement & D_,, et continiment a D=, avec |u|] <1
Vze Dy, (cf. [4]).

b) |AE 2E,| < |AR‘xE,| Yo e M.

c) sy(z, x) < 8y(z, ) Vx e M.

d) s;(z, z) < si(z, x) Vo € M,

e) & < & (#7)

Démonstration. — a) = b). Reprenons les notations de 2.4.
On a 6(2'2’ E41) = 17 JE; = JE;; g, = 0 = J’ J"lo = zU‘fJU}ki
i, ] =1, 2. Par hypothése a =1 ® e, vérifie les conditions
du lemme 3.13 et ([4]) o_yu(a) = u_ys ® €5. Ainsi pour
tout ze M

(u—i/4 ® eZI)Jno(u—iM ® 321)J11°A$1?(x ® e11) Mo
= A}{:(i ® ) @ e11)(1 & eg3)p.

On a ( ®e)ne = 2€; ® &5; donc le premier membre de
Iégalité ci-dessus s’écrit:

(U—ija ® ezl)Jno(u—i/4 ® 321)[JA§_:437£1 ® 1]
= (u—il4Ju—il4JA%:4xE:1) ® €22
d’ou I'égalité

(11) A%?xaz — u_i/4Ju_i/4JA%:4x£1.
b) = ¢) et ¢) = d) sont immédiats.

d) = ¢). On a par hypothése <(hJRJE,, £,> < (hJRJE,, &>
pour tout he M;. Soit H = hJhJ pour he M;; comme
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H est positif, on a (inégalité de Schwartz) :
| < HEy, €20]% < (HEy, &)<CHE,, &)
et comme <(HE,, £,> > 0 et (HE,, £,)> < (HE,, &> 1l vient:
C(HEy, £2) < CHEy, &) et <CRIRJE;, & — &) 2 0
Le lemme 2.19 montre alors que &, < &, (#).
e) =>a). Reprenons les notations de 2.4. On a
S, 6 = JART,
donc pour tout zeM,
(AR gaty, a8,> = (Ja*Ey, 38;) = (&, JuJat;)
< <&y, JaJzk;).

Ainsi pour tout £ dans le domaine de A}{* on a
[AEAEE] < [AEE].

La fonction t—> A} ; A7’ se prolonge donc analytiquement

a D_,; continiment & D_;, avec une norme < 1.
Pour tout teR et tout £ € 5, on a

Es EAE ® €91 = A"‘o(E ® 821) - A'l’{o( ® e21)A;li‘(Ag’:o(E ® s11))
= (ut ® 621)(Agt‘i ® 511)-

Ainsi pour tout teR, AF' A" = u,

Démonstration du théoréme 3.9. — Le lemme 3.11 montre
que T est le module d’un opérateur de la forme

1“.%20 —> AE .’E«Ez, X € M

Les conditions équivalentes du lemme 3.13 montrent, en
appliquant 'égalité 11 que T est le module d’un opérateur
de la forme XJXJ, XeM. On a donc T =hJh]J, o h
est le module de X.

Démonstration du théoréme 3.4. — a)=>-b): L’ensemble
D(s#+) des 8 e L(#) tels que e°#+ = #"*, ¥t est un
sous-espace vectoriel réel auto-adjoint de £ (#) (formule
de Trotter) on peut donc supposer que 3 = 8* ou § = — §*.
S1 & = 8* le théoréme 3.9 montre qu’il existe un groupe a
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un parametre t— h, d’opérateurs positifs inversibles de M
tels que ¢® = hJhJ Vte R. Dot e®Me® =M et

[5, M] = M.

S1 8 = — 8* il existe (théoréme 3.3) pour tout te R un
isomorphisme de Jordan «, de M sur M tel que ¢? = U,,
Comme 3§ est borné l'application ¢ — U, est continue en
norme et le théoréme 3.2 montre que pour tout ¢ > 0 il
existe t, > 0 tel que pour ¢, |t| < ¢, on ait:

loa(z) — 2| < ||

I1 est donc clair que le centre de M est invariant par les «,
et, comme «, = (x,5)?, que chaque «, est un automor-
phisme de M. On a alors U,MU;' =M et [3, M] = M.
b) => ¢) Par hypothése l'application z — [§, =] est une
dérivation de M il existe donc he M ([9]) tel que

S —heM.

Alors 8 — (b + JhJ) commute avec M et M’ donc appar-
tient 4 M N M et commute avec J. Il existe donc un
zeM tel que & =z + JaJ.

¢c) =>a) On a, comme z et JzJ commutent:

PlE+Izl) — otz Joto J

4. Propriétés du céne autopolaire associé
a une algébre de von Neumann.

Prorosition 4.1. — Sotent # un espace hilbertien
complexe, H#+ un céne convece autopolaire dans H et
H = (H+ — HF)

a) #' est un espace hilbertien réel dans lequel H#+ est
autopolaire.

b) # = #' @ 1#’ et Uapplication qui & &, + 1&,;, &, € #7
assocte J(E; + 18;,) = &, — 18, est une involution isométrique
de # sur H#.

¢) Pour tout & € #7 il existe £+, E- € #+ tels que

E=¢t—¢&-, Bt L E.
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~d) Pour toute face F de #+, Uensemble
Fl={fex#+, &1L n,VneF}

est une face fermée de H'+.

Démonstration. — a) Pour &, £, € #° ona <&, &,> € R.

b) Comme s+ est autopolaire il est total dans # donc
H' 4 1#7 est dense dans #. Pour £,, £, €’ on a
Re(k,, 1&,> =0 donc 1#’ est orthogonal & #’ pour la
structure réelle sous-jacente & # et #7 4 1#7 est fermé
donc égal a #.

c¢) Soient &t la projection orthogonale de & sur s+,
E- =&+ — E. On a par construction (&=, n) > 0, Vn e #+
donc &-e s+, E+ | E-.

d) Immédiat.

TutorkMe 4.2. — Sotent M une algébre de von Neumann
dans 3, &, un vecteur totalisateur et séparateur pour M,
#+ = P,

a) Pour toute face F de #+ il existe un projecteur e e M
tel que F = eJeJs#+, on a alors Pr =eJeJ, ot Py désigne
le projecteur orthogonal de # sur Uespace vectoriel fermé
engendré par F.

b) Pour tout projecteur e € M, eJeJ#+ est une face fermée F,
de #+ et Py, = elel.

¢) L’application e — F, est un isomorphisme dordre de
Pensemble des projecteurs de M sur Uensemble des faces fermées
de #t+ et on a Fy,_,= F- pour tout projecteur e e M.

La démonstration utilise les lemmes suivants:

LemMe 4.3. — Sotent M, #, #*, &, comme dans 4.2.
Pour & e #* les conditions suivantes sont équivalentes:

a) 20,81 n=>n=0.
b) & est séparateur pour M.
c) & est totalisateur pour M.
d) La face de & dans #+ est dense dans #+.
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Démonstration. — a)=> b) Soit e un projecteur de M
tel que e =0 alors <eJeJyn, £) =0 pour tout =% e H#+
et comme eJeJ#+ < #+ on a eJeJ =0 puis e=0.

b) =>¢) Ona JE=E et JMJ =M.
c) =>d) S1 £ est totalisateur pour M, il est aussi
totalisateur et séparateur, le lemme 2.7 d) ¢) montre que

3’? = #+. L’application qui & z e M associe A}*zf définit
alors (2.7 et 1.2) un isomorphisme de Mt sur la face de &
dans s*, d’ou la conclusion.

Lemme 4.4. — Sotent M, #, #*, &, comme dans 4.2 et
neH*, eeM lesupportde v, Ilexiste § e #+ séparateur
pour M tel que:

a) eAf = Afe Vte R.

b) eJeJE = x.

¢) La construction de Gelfand Segal associée d la restriction ¢
de w, a M, s’identifie au triplet (eJeJ#, n, =) ou, pour
z €M, n(x) désigne la restriction de x a A = eJeJH#.

d) Le cone autopolaire correspondant au couple =(M,), 7
dans A est #+ N A = eJeJ#+.

Démonstration. — Soit & =n + (1 —¢e)J(1 — ¢)&,. On a
£Ee#t. Pour ze M,

<o, (1 — e)J(1 — ¢)8) = (1 — e)J(1 — €)%y, JzJn) =0

car
JzJn e M'y < es#.
Ainsi

ZE, &) = <z, 1) + (z(1 — e)J(1 — e)&, (1 — e)J(1 — e)&y).
Pour ze My, <zt, £) =0 entraine zn =0 et
(1 — e)J(1 — e)t, = 0.
La derniére égalité implique
(1 —ez(l—e)Jl —ez(l —eJg =0
donc (1 —e)z(l —e)=0
(y € M, yJy&, = 0 == (ALY, y&> = 0=y = 0)
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On a montré que & est séparateur pour M, donc totalisateur
pour M (43). Pour zeM, oiler) = <{xm, n) = wogze)
donc Afe = eAf VteR.

On a en = v donc eJeJt = .

La condition ¢) résulte des égalités Jr=J (lemme 2.7),
(xk, E) =<am, 1) VxeM, eJeJé =n et de [B]. L’invo-
lution Jy est donc la restriction de J & A = eJeJs#, ce
qui montre que le cone autopolaire associé & =(M,), n dans ¢,
est contenu dans #*+ N A. Comme le produit scalaire de
deux éléments quelconques de s#+ est positif, 1l est en fait
égal & #+ NnA. On a elJeJ#+=#+* N dou d).

Lemme 4.5. — Sotent M, o#, &,, #*+ comme ci-dessus.

a) Soit [ un projecteur de M, &, et &, des éléments de #+
avec & < &y (). Alors sv fJfJE; =&, on a [fJfJE, =§,
et f€ = &;.

b) Soit m € #+, e le support de w,, alors F,= eJeJs#+
est la fermeture de la face de v dans #+.

Démonstration. — a) On a
1 —=NIA =D& < (L =NHIA —f)E (%)

donc (1 —f)J(1 —f)& = 0. Soient & séparateur et tota-

lisateur pour M, tel que 37’? = #*+ et e un projecteur
de M, tels que eJeJé = &;. Ona,avec y = (1 — fle

yJyt = (1 — fleJ(1 — f)J%E = (1 —[)I(1 —[)JE, = 0.
Ainsi y=0 et (1 —/f)& =0 donc &, =& = fIfJE,.

b) L’assertion a) montre que F,= eJeJ#+ est une face
fermée de #+ contenant %. Comme 7 est totalisateur et
séparateur pour =(M,) dans 2, la fermeture de la face
engendrée par n dans #* N A est #*+ N A (43). On
a donc montré que F,=eJeJo#+ = #+ N A est la ferme-
ture de la face de n dans #*.

Démonstration du théoréme 4.2. — a) Pour tout e #+,
soit F(n) la face engendrée par 7. On a F = U,erF(7)
et la famille des F(u), 7€ F est filtrante croissante. Pour
tout 7 € F, soit e, le support de ,, le lemme 4.5 montre
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que F(9)=F, donc que Pp =eJe,J. Pour u; <
on a

(.’1? € M+) TNy = 0) = (SUJ.’EJ'I]I = 0) = (x'rh = 0)

donc e, < e,. Soit e=V e, =lime, pour la topologie
forte, quand % — o selon F. Pour & e JeJes#, on a
£ = Lime,Je,J§ donc Py =E&. Enfin pour £€F on a

eJeJEn:o«i, ce qui montre que Py = eJeJ. Pour £ e Pp#t
on a & = Lim e,Je,JE € UyerF(n) car & e #+.

Ainsi £ e F. L’inclusion F < Pp#+ est immédiate.

b) résulte de 4.5 a).

¢) L’application e - F, est surjective et croissante. Elle
est injective car e est le support de g, & = eJeJE, pour
tout projecteur e € M. Soient e et f des projecteurs de M,
avec F,=TF,f On a eJeJ§, 1 fJfJE, donc felJfeJ =0
et fe=0. Ainsi f=1—e.

TutoriME 4.6. — Sotent M une algébre de von Neumann
dans o, & un vecteur séparateur et totalisateur pour M,
H+ = PP,

a) Pour toute face F de #*+ on a F = FLL,
b) Pour toute face F de #* ettout teR ona

eCr et = Hp+,
Démonstration. — L’assertion a) résulte facilement de 4.2 a)
¢). Montrons b). Soit ¢, € M tel que Pr = ¢,JeyJ,
Pr. = (1 — €)J(1 — ¢)J.
On a Py —Pr. = —1+4¢ + Je,J; et pour teR,
FrFr) = g—lelJ gt ]

d’out la conclusion.

ProrosiTioN 4.7. — Sotent # wun espace hilbertien complexe,
H#+ un céne convexe autopolaire dans #, J comme dans
4.1 b) et D(#+*) Uensemble des 8 € L(#) tels que

e+ = #+ ViteR.
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Alors D(#+) est un sous-espace vectoriel réel, stable par
involution, et stable par crochet (8y, 8;) — [38y, 8;] = 8,8, — 8,9,
de ZL(F).

Démonstration. — Montrons que
3;, 8, € D(o#+) == [3,, 3;] € D(s#7).
Soit 83 = [, 3;]. On a trés facilement:
t2(ePreDre e~ — 1) — §,

en norme, quand ¢t — 0. Il existe donc une suite (x,) d’auto-

morphismes de #+ tels que z, =1 +—1—(83 + o(1)). On
adonc eh#+ = #+ car e = Lim (z,)". "

n>owo

DériniTioN 4.8, — Sotent #, #+, J comme ci-dessus,
D(s#+) sera appelée algébre de Lie involutive du céne H+.

TatoriME 4.9. — Soient M une algébre de von Neumann
dans #, £, un vecteur totalisateur et séparateur pour M,
#+ = Py,

L’application quv & € M associte x + JzJ € D(o#+) définut
par passage au quotient un isomorphisme de Ualgébre de Lie
involutive des dérivations de M sur le quotient D(#*) de
D(s#+) par son centre.

Démonstration. — Pour z € M ona z 4 JazJ € D(o#+) (3.4)
et pour z;, 1€ M on a

(2 + JzJ, 2y + J2oJ ]| = [y, 23] + J[21, 23]J

Le théoréme 3.4 montre donc que 'application z — z + JaJ
est un homomorphisme surjectif de I’algeébre de Lie involutive
de M sur D(s#+). L'image du centre de M est donc contenue
dans le centre de D(s#+) et la conclusion 4.9 résulte faci-
lement du a) de la proposition suivante :

Prorosition 4.10. — Sotent M, o#, &,, #+ comme ci-dessus.
a) On a Centre D(#+*) = { z € Centre M, z = z*}.
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b) Soit F wune face fermée de #*, alors
PF+PFL:14=>.”+=F®F'L*=>36

projecteur, ec M N M, tel que F =F,.

c) Soit F une face fermée de s#+ vérifiant les conditions b),
alors :

H =etX ®(1l—e)¥, M=M oM. H#t=FaeF,
D(s#+) = D(F) @ D(F+).

Démonstration. — a) Soit €M tel que = -+ JzJ € Centre

D(s#+). Pour tout ye M on a [z, y] + J[z, y]J =0 donc

[, y] € Centre M et [z, y] =0. Ainsi ze Centre M et
z+ JxJ =1z + x*

b) Comme £ > 0==> Pr§ > 0 pour tout £, on a
#+t=F @ FL

dés que Py + Ppr=1.

Inversement #+ = F @ FL entraine Py + PpL=1.
Soit e un projecteur de M, on a

Pe,+ Pr,_, =1+ 2(eJeJ) — (e + JeJ).
Ainsi Pp 4+ Prr=1 est équivalent a (e — JeJ)2 =0,
donc & e = JeJ(e — JeJ est normal). Enfin
e = JeJ <= e € Centre M.

c¢) La seule assertion & montrer est
D(s#+) = D(F) @ D(F+).

Comme eeMN M, e commute avec tout & e D(o#+),
donc 3§ laisse e et (1 — e)o# globalement invariants.

DeriniTioN 4.11. — Sotent # un espace hilbertien complexe,
H* un cone convexe autopolaire dans #. On appelle orien-
tation de #*+ la donnée d’une structure d’espace vectoriel
complexe sur D(o#+), compatible avec la structure d’algébre
de Lue involutive de D(#+).

Une orientation de s+ est donc caractérisée par un
opérateur I, I* = — 1 sur D(#+) tel que

[181, 3] = [31, I3,] = 1784, 3]
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V3, 8, e D(o#*) et que I(8*) = — I(3)* V3 € D(s#+). Soient
#, M, et #t comme ci-dessus, I'orientation Iy de s+
déduite de la structure d’algébre de Lie involutive complexe
de I’ensemble des dérivations de M, sera appelée orientation
canonique de J#* associée a M.

ProrositionN 4.12. — Sotent M une algébre de von Neumann
dans o, £, un vecteur séparateur et totalisateur pour M,
Ht = Q”E, I, et I, deux orientations de #+.

Il existe alors une face fermée F =T, e projecteur de
M N M de #+ (vérifiant les conditions 4.11 b)) telle que 1,

coincide avec I, sur D(F) et que I, coincide avec — I,
sur D(FY).
Quand M est un facteur Iy et — Iy sont les seules orien-

tations de H+.

Démonstration.. — Soit ] I'isomorphisme canonique de
Ialgébre de Lie des dérivations de M, D(M) sur D(s#7).
On a facilement Centre D(s#*) = {0}. Soit &=L o I
On a

(e84, 85] = €[8;, 35] = [3;, €8,] V&;, 8, € D(#+)
et
(81, €8,] = [LIT'8;, LIT'8,] = — [I1%8;, I1'3,] = [3, 3,].

Donc pour tout 8 € D(#*) on a 8 — €23 € Centre D(#+),

d’ou €2 =1. Ainsi D(s#*) est la somme directe des deux
1déaux

6 ={3e€D(#*),ed =38} et e, = {3 e D(#*), ed = — §}.

Comme ¢(3*) = (¢(3))* ces deux i1déaux sont autoadjoints.
Solent

M,={zeM, joAdree}, M_,;={zeM, joAdree,}
Pour ze M, yeM_; ona joAd[z, y] =0 donc
[z, y] € Centre M

et [z, y]=0. Pour zeM; N M, jo Adr commute avec
tout 3 € ¢, donc appartient & ¢_;. On a montré que

M,=MnnM
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donc, comme M, est autoadjoint, que M_; est une sous-
algébre de von Neumann de M. De méme M, =M, n M
est une sous-algébre de von Neumann de M, et M; et M_,
contiennent le centre de M. Pour tout zeM on a

JoAdree, + e,

donc 1l existe z, e My, x_, e M_;, avec x ==z, + z_,. Pour
zeM, yeM; ona [z y]=[x, y]eM;. Pour z, yeM,
et zeM on a

[z, y]z = [z, Y]z + Yz — Y222 = [2, Y]2, + [2, yz2] € M,

Ainsi M, € M,;, ou e désigne le plus grand projecteur de
I'idéal bilatére fermé de M, engendré par les [z, y] pour
z, y€ M;. On a e € Centre M; = Centre M. Comme M, ,_,
est abélienne on a M; = M, + Centre M puis

M_, = M,_, + Centre M

car M_; = M;. Il en résulte que ¢ vaut + 1 sur D(F,)
et —1 sur D(F,_,).

5. Algébre de von Neumann associée
a un céne autopolaire homogéne orienté.

DeériNiTion 5.1. — Soit #* wun coéne convexe autopolaire
dans Uespace hilbertien #. Nous dirons que H#*+ est facia-
lement homogéne quand pour toute face F de H#*+ on a
ePF-PrI s+ =+ Vte R (ou Py (resp Py.) désigne la pro-
jection orthogonale de # sur Uespace vectoriel fermé engendré
par F (resp FL)).

On vérifie facilement que cette condition est équivalente &
APgE 4+ (1 — Pp — Py.)E + A 1Pp.E € #* pour tous A>0, & >0.
Dans la suite nous écrirons simplement « homogéne » pour
« facialement homogéne ».

TuatortmMe 5.2. — Soit #*+ un coéne convexe autopolaire
homogéne dans Uespace hilbertien #,1 une orientation de #+.

a) M = {8, — 13,, 8, € D(o#*), 3, € 1(3,)) est une algébre
de von Neumann dans .
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b) Ona M = {3, + i3,, 8, e D(s#*), 8, € I(8,)} et
JMJ = M'.

¢) Pourtout €M ona zJzJ #+ < #+.

d) Pour tout &y € #+ tel que (q = 0, n L &) =>(n=0).
&y est séparateur et totalisateur pour M, et

J=Jeu #+=2P0y

Lemme 5.3. — Soit #, #* un espace hilbertien muni
d’un cone autopolaire homogéne #+, et soit 8 € L(#). Les
conditions suivantes sont équivalentes :

a) 8 € D(s#£H).

b) J8 =38J et £, 1 >0,8 1L n=>288 L .

Démonstration. — Soient £, n comme dans b), alors
Ce®E, > ~ t(8E, m) gdt—0, <3E, 7> # 0

L’implication a) =3 b) est donc immédiate. Montrons que
b) = a). Il suffit de montrer que @2+ < #+ pour
t>0 et un Ay > 0. On peut choisir A, tel que la partie
réelle de tout élément du spectre de Ay — 3§ soit positive et
que

Re{(hg — 8)§, E> > 0, VEe#.

L’opérateur A de o#7 dans o#’ qui & £ e s’ associe
(A — 8)E € #7 est monotone au sens de [2]. Il est maximal
monotone au sens de [2] car 1 4 pA est surjectif pour tout
uw > 0, et c’est le générateur du semi-groupe t— %= de
contractions de 7. Soit Ee#!, E=E+t—E (4.1 ¢)
alors en utilisant b) ona <AE, £ — E+t) = (A&, £-) > 0.
Comme avec les notations de [2] on a A% = Af pour
tout & € #7, la proposition 4.5 de [2] montre que

o=+ < -+
pour tout ¢ > 0.

LemMme 5.4. — Soit (#, #*) un espace hilbertien muni
d’un cone autopolaire homogéne H+.
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a) Soit U un unitaire de # tel que Us#+ = #+ et que U
commute avec tout & € D(#+) alors U = 1.

b) Soit 8 wun élément du centre de D(#*t) alors § = §*.

Démonstration. — a) 1l suffit de montrer que Re(Sp U) > 0
puis d’appliquer le résultat & U" pour tout n. On a

U#+ = #+
donc UJ = JU et pour &, &y € #7
Re (U(&;, + 1&,), & + 1&y)> = (Ugy, &) + (UE,, &;)
Il suffit donc de montrer que (UE,E)> > 0 pour tout & € #7.

Le lemme 4.1 ¢) montre que § =&+ — &~ avec &+, &~ > 0,
E+ | &-. Soit F la face de &t dans s#t+; FL la face
orthogonale contient &-. Comme Pg — Py, commute

avec U, on a Ut+rePp# et UE~ € Pr:o# donc
(U, &) = (UEH, &+) 4 CUE~, &> > 0
b) 1l suffit de montrer que si § = —3* ona 8 =0 ce

qui résulte facilement de a) appliqué & €® pour tout teR.

Lemme 5.5. — Soient #, #+ wun espace hilbertien muni
d’un céne autopolaire homogéne #+, 1 une structure complexe
sur _D_(';f-'-)’ Ml = {81 + isz; 81 € D(‘W-F), 82 € 1(81)},

M_;, = {8, — 13,, 3, e D(o#*), 8, € I(3;)}.
a) Ona M, « M ,, M_, =« M;.
b) Si 3 e D(s#t), 8§ = 8* il existe un unique
3 = L,(3) € I(3)
tel que 8; = — 3,.

¢) Soient F une face de #+ et 8¢ = 1/2(1 — Pr + Ps.),
Sfa’- = 81.‘ + iIo(SF), Egp = 8F —_ LIO(SF) alors :

(ef)* =i, (s7)* =eF, oFf + eF = 23r

JegfJ =5, e =EVEEeF, ¢ff =0 VE e F+
d) XeM; =X+ JXJ e D(s#+),
XeM,;, =X+ JXJ e D(s#t).
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e) M, et M_;, sont des algébres de von Neumann dans #,

on a M—l — Ml’ M—l == Ml et JMIJ — M—l'

Pappli-

3
3 € I(3,).

cation canonique de D(#*) sur D(s#t), 3, € I(3
On a

[81 + isz, 33 — i34] = [81, 83] + [82, 34]
+ ‘([82; 83] - [81a 84])

La bilinéarité du crochet dans D(2*) montre que

Démeonstration. — a) Solent 3,, 85 € D(o#t), 3 —
(31),

[31, 83] + [32, 8;] € Centre D(s#£),
[35, 83] — [3;, 84] € Centre D(s#+)
([315 35] + [181, 18,] = 0, [I3y, 8;] — [3,, 13,] = 0)

Ainsi [3; + 13,, 83 — 13,] appartient au centre de 1’algébre
de von Neumann engendrée par M, et M_;, donc est nul.

b) On a I(8)* = — I(3) donc 3&; + 37 € Centre D(s#")
pour tout 3, € I(8). Alors &, = 8;-1(8; + 87) vérifie b).
Si 3, et 3§, vérifient b), on a 3§, — 3, € Centre D(s#*) donc
8o — 8 = 85 — 8* (5.4) et 3, = §,.

¢) On a 3% = 8r donc (ef)* = ¢}, de méme (ef)* = ¢7
en utilisant b), ef 4 e7 = 285, JeFJ = J8pJ — tJ[((35)J = ¢¥.
Mi; et M_; sont des sous-espaces vectoriels autoadjoints
de Z(#) et (M+y)” commute avec (M_;)". Pour tout

5, € D(o#+), 8, ¢ I(5,)

ona J(8 + 18;)J =8, —18, donc JIM;J=M_,, IM]J=M_1.
Soit ze (My; UM_,) etsoit 3 =z+ JzJ. Ona J§ = 8J
et 3 commute avec Py — Pp. pour toute face F de #+
donc:

5209 7]>0a E_L“')‘——?'SEJ_V)

Le lemme 5.4 montre que & € D(o#+*) et le lemme 5.6 que
8 = 8*. On en déduit facilement que JzJ = z* pour tout
ze (My; UM,,). 11 en résulte que pour tout projecteur
e#0,eeM,; ona eJeJ #0. En effet si eJeJ =0 on a

ueu*JeJ = 0 pour tout unitaire u de M,,;; puis eJeJ =0
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ou e est le support central de ¢ dans M,; puis eJeJ =0
et e=0 car JeJ=e. Comme ef 4 JetJ =28y et
ex € M4y, Sp 285 = [0, 2] Dopérateur auto-adjoint ef vérifie
0<et <1 Soit £€F, ona

2{cFE, &) = (&, E) + (§, &)
= (e + JeiJ)§, &) = (28E, &)
donc et§ = & car (8p&, &) = <&, E). Soit EeFL, on a
de méme 2<efE, £> = (285, £> = 0 et etf = 0.
d) Soit X eM;, alors 8§ =X+ JXJ vérifie 3J = J3.
Pour toute face F de #*+, X commute avec et donc:

E_'IGF:#E;:XEI:‘XE]_’ EzeF-L=>s$ 2=0

et on a alors X§&, | &,, JXE& | JE,, JIXJE, 1| &, et 38, L &,.

e) Il suffit de montrer que tout élément X de M; est
dans My,. Soit 3, e D(#t) tel que 28, =X+ JXJ
et solent &, € I(8;), X; = 8; —13;. On a

XpeM;, X—X)+IX=X))J=0
Ainsi
X—=—X,eM; nJMJ = (M, uM,) = Centre D(s#+)
+ ¢ Centre D(#'+).

(Tout élément auto-adjoint de (M; UM_;)’ vérifie JazJ =2
et zeD(#*) donc zeCentre D(s#*).) Il existe donc
3, D(s#t), 8,€1(8;) tels que X = 8§ — i3,

Démonstration du théoréme 5.2. — Les assertions a) et b)
résultent du lemme 5.5 e). Démontrons c). Soit d’abord u
un unitaire de M. Il existe un opérateur h = — h* he M
tel que u=-¢e" On a uJuJ =e"Je "J = e"¢’™ et comme
JhJ commute avec h on a wuJuJ =M. Comme

heM ona h-+ JhJ e D(s#+) (5.7d)), donc

eI o+ < o+,

Soit p wun opérateur positif inversible, p e M, écrivant
p=2¢/ avec feM, f=[f* on vérifie de méme que

pJpJ ot < s+,

Pour z e M, z inversible, il existe un unitaire e M, un
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opérateur positif inversible pe M tels que z =up. On a
alors

zJz) = upJupJ = uJuJpJpJ car JMJ = M.

Enfin pour tout z # 0, il existe une suite (z,),x d’éléments
inversibles de M ([6]) telle que |z,| < |z| pour tout n
et que z, - = fortement quand n — o. Ainsi

xJzJE = Lim z,J2,J€ € £+ pour tout £ € #+.

d) Soit &, € #* tel que ne #t, n 1L E,=>n =0. Mon-
trons d’abord que £, est séparateur (donc totalisateur car
JEy = &;) pour M. Soit e € M un projecteur tel que e£, = 0.
Pour tout & € #* on a eJeJE € #+ (c)) et <eJeJE, £x> =0
donc par hypothése eJeJé = 0. Ainsi eJeJ =0 et e=0.
Pour tout e M, on a zJxJ§, € #* donc

(xJxJEy, &> = 0,

ce qui montre en utilisant [11] thm 4.2 que J est égal & Jg,
I'involution isométrique associée a 1’algébre de von Neumann
M dans # et au vecteur séparateur et totalisateur &,. Pour
tout xeM on a aJralJif, € #*+ donc 57’?0 < #*; comme
.@g et #* sont autopolaires, on a g‘a = #+.

DeErinitioN 5.6. — Un céne autopolaire #+ dans # est
de genre dénombrable quand toute famille de vecteurs = 0
orthogonaux positifs est au plus dénombrable.

On vénfie facilement que cette condition équivaut a Pexis-
tence d’'un & > 0 tel que 7 > 0, 4 L &= =0.

TutoriMe 5.7. — Sotent M une algébre de von Neumann
dans #, E, un vecteur totalisateur et séparateur pour M,

H+ = 5’2, I = I lorientation canonique de #+.
Alors Ualgébre de von Neumann associée & #+ et 1 par
le théoréme 5.2 est égale & M.

Démonstration. — Soit 8 € D(o#+), et soit ze M tel que
=z + JaJ. Par hypothése I(3) est la classe de

w + Jizd = i(z — JaJd)
modulo le centre de D(s#+).
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Comme 2z + JzJ — ui(x — JaJ) =22 on voit que lal-
gébre de von Neumann associée & #+ est contenue dans M
(le lemme 4.10 montre que Centre D(s#+) < M). L’inclusion
inverse est immédiate.

TrtorikME 5.8. — Soit E, E+ un espace vectoriel complexe
ordonné avec unité d’ordre. Pour que E, E+ soit U'espace vecto-
riel ordonné sous-jacent a une algébre de von Neumann de genre
dénombrable, il faut et il suffit qu’il existe une forme autopolaire s
sur E telle que le complété {E+}; de E* soit un céne auto-
polaire homogéne et orientable.

Démonstration. — La nécessité résulte de 1.3, 2.7 ¢), 4.6, 4.9.
Inversement soit u l'unité d’ordre de E+ et soit &, = n,(u).

Dans o, = n,(E), & vérifie: Ee#f, & 1L E,=>E=0.
D’aprés 1.2 et 5.2, E+ est isomorphe a la face engendrée par

g, dans 3"2,1\4 ou M désigne I’algébre de von Neumann de
genre dénombrable associée a4 une orientation de #} par le

théoréme 5.2. De plus, lapplication by, z — A}'zE, est

un isomorphisme de M+* sur la face de £, dans g’t""M
(thm 2.7 b) et prop. 1.2 ¢)).
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