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ADHERENCE FAIBLE ETOILE D’ALGEBRES
DE FRACTIONS RATIONNELLES

par Jacques CHAUMAT

Introduction.

Etant donnés un compact K du plan complexe C et une
mesure p non nulle sur K, on se propose de décrire dans ce
papier H®(p): adhérence faible étoile [i.e. adhérence pour
la topologie o[L”(w), L*(w)]] dans L*(u) de 'algebre R(K)
des limites uniformes sur K de suites de fractions rationnelles
d’une variable complexe & poles hors de K. Plus précisément
on montrera, entre autres choses, les résultats suivants:

Résultat 1. — Pour toute mesure @ non nulle, orthogonale
a R(K), il existe un sous-ensemble E, de C non vide,
mesurable Lebesgue tel que H®*(u) soit isométriquement

isomorphe & H”(Ag,) ol g, désigne la restriction a E,
de la mesure de Lebesgue plane 2.

Résultat 2. — Pour toute mesure p non nulle sur K, il
existe un sous-ensemble E, de C éventuellement vide,
mesurable Lebesgue, et une mesure p, absolument continue
par rapport & u éventuellement nulle tels que H>*(p) soit
isométriquement isomorphe & H"(Ag,) & L(w,).

Résultat 3. — S1 R(K) est une algébre de Dirichlet sur la
frontiére topologique de K, pour toute mesure non nulle
sur K il existe un ouvert de G, E,, éventuellement vide et une
mesure ., absolument continue par rapport & p éventuel-
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lement nulle tels que H>*(p) soit isométriquement isomorphe
a H*(E) & L*(n,), ot H=(E,) désigne I’algébre des fonc-
tions analytiques et bornées dans

Le point de départ de cette étude est contenu dans un théo-
réme de L. Brown, A. Shields et K. Zeller [B, théoréme 3]
qui donne en substance le résultat suivant:

Si K est le disque unité D= {zeC: |3 < 1} et u
est une mesure portée par une suite {«,},.n de points de
D=1{zeC: |z] <1} vénfiant lm || =1, H (p) est

n> 4

isométriquement isomorphe & H<®(D) si et seulement si pour
toute fonction f de H*(D) on a: sup |f(«,)| = sup |f(z)].
n€N z€D

Dans le cas contraire, on a H”(p) = L*(un).
Le travail s’organise de la maniére suivante :

0. Préliminaires. A une mesure orthogonale a R(K)
non nulle on associe certains ensembles, en particulier I’en-
semble E, du résultat 1. On étudie [lemme 00] briévement
leurs propriétés. Cela permet de donner I’énoncé d’un théoréme
[théoréme 01] précisant le résultat 1.

1. L’algébre ﬁy. On définit une algébre uniforme sur E,

I’adhérence de E,: Plalgébre R, et on montre qu’elle a par
rapport a 'ensemble E, des propriétés analogues a celles
dont jouit R(K) par rapport a ’ensemble Q des points non

pics de K pour R(K). En particulier, on donne pour R,
et E, un théoréme de type A. M. Davie [D,].

2. L’algébre H>(p) pour une mesure orthogonale. On
démontre le résultat 1 & 'aide des propriétés de I’algebre R,

et obtient une caractérisation des fonctions de Ff* en utilisant
des travaux de T. W. Gamelin et J. Garnett [G;].

3. L’ensemble C,. Pour une mesure orthogonale on donne
une propriété de '’ensemble C, des points de C o la trans-
formée de Cauchy de p converge et n’est pas nulle, relati-
vement a I'algébre H*(p). [Théoréme 01 et théoréme 30.]

4. L'algébre H=(p) dans le cas général. On démontre le
résultat 2 et obtient le fait que R, est dense de maniére
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ponctuelle bornée dans H<*(u) [théoréme 46] en utilisant la
théorie des A-mesures selon B. Cole.

5. Quelques exemples. On démontre le résultat 3 et retrouve
des résultats de D. Sarason [S;] sur I’adhérence faible étoile
des polyndmes d’une variable complexe. [La méthode de
démonstration est analogue bien que les travaux aient été
conduits indépendamment.] On justifie ensuite & I’aide d’un
exemple l'introduction de l'algébre R, dans la théorie
générale.

6. Appendice. Ensembles essentiel et inessentiel dans le
spectre de H*(n). On donne dans le cadre des algébres uni-
formes sur des compacts métrisables une interprétation du
résultat 2 4 l'aide des notions d’ensembles essentiel et ines-
sentiel [L].

N. B. — Dans tout ce papier, une mesure sera toujours une
mesure borélienne réguliére bornée a support compact.

0. Préliminaires.

Soit

— K un compact du plan complexe C tel que I'algébre
R(K) soit différente de ’algébre C(K) des fonctions continues
sur K. Etant donnée une mesure p non 1dent1quement
nulle orthogonale & R(K) on note:

— E, le sous-ensemble de C formé des points z ayant
une mesure représentative p, réelle ou complexe pour R(K)

[i.e. pour tout f de R(K) ona f(z) = [fdp,] absolument

continue par rapport & u et venﬁant w{z} =0,
— C,. le sous-ensemble de C formé des points ou la trans-
formée de Cauchy f de p existe et n’est pas nulle

[ flzTixl dul(z) < + 0 et @(a) =fz 1 —du(z) # 0],

— S, le support de .

Lemme 00. — a) C, < E, < K;
b) Vadhérence C, de C, dans C contient S,;
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¢) E, est mesurable Lebesgue, de densité 1 en chacun de
ses points.

Démonstration. — Les propositions a) et b) sont bien
connues : voir la section 8 du chapitre II de [G;]. Pour démon-
trer la proposition ¢) on peut, tout d’abord, en utilisant la
démonstration du théoréme 2 dans [B, ] voir que, pour chaque =
de E,, il existe un ensemble mesurable-Lebesgue de densité 1
au point = inclus dans E,. On peut alors facilement
en déduire le fait que E, est mesurable Lebesgue [c.q.f.d.].

Remarquons que le lemme 00 donne trivialement le fait que
Cu et E, ne sont pas vides.

Considérons une fonction f de H*(1) et un point z de E,.
Pour toute mesure p, réelle ou complexe représentative de z
pour R(K) et absolument continue par rapport a g, on
peut calculer f fdu,. Il est clair que cette intégrale ne
dépend pas de la mesure choisie et que I’application de H*(p)
dans C définie par f(z) = [ fdp, est un homomorphisme

de H"(p) dans C. On a alors le théoréme suivant qui
contient le résultat 1.

Tutorime 01. — Lapplication T définie par T(f) =f
est un isomorphisme isométrique de H>(pn) sur H"(Ag).
Pour toute fonction f de H*(u) on a: |f|. = sup |f(z)].

T€Cy,

La premiére assertion du théoréme sera démontrée dans 2, 1
étant consacré a l'introduction d’une algébre de fonctions
jouant un role essentiel dans la démonstration. La deuxiéme
assertion du théoréme sera démontrée dans 3.

[N. B. — Dans la suite, pour un point & de E,, p, dési-
gnera toujours une mesure complexe ou réelle représentative
de z pour R(K), absolument continue par rapport a g,
et vérifiant p, {z} = 0.]

1. L’algébre R,.

On note: R, Pensemble des fonctions g d’une variable

complexe ‘de la f = Md a g* -
plexe de la forme g(z) = i )\(:_v) ou g* appar
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tient & I'ensemble B(E,) des fonctions boréliennes bornées
sur G, a support compact, nulles Ag, presque partout.
(Rappelons que A désigne la mesure de Lebesgue plane.)

C’est un ensemble de fonctions continues sur C, nulles
a l'infini. On note: R, la fermeture de R, pour la norme
de la convergence uniforme sur E,, I'adhérence de E,
dans C.

Le résultat clef de ce paragraphe pour la suite de ce travail
est le corollaire 18; on I'obtient en montrant qu’on peut
appliquer ici un argument de A. M. Davie [D,].

Lemme 10. — Ry est une algébre uniforme sur E, qui

contient R(E,). Toute fonction de R, est analytique dans
Vintérieur de E,.

Démonstration. — La seule chose non tout a fait évidente

est le fait que R, soit une algébre, ce qui se voit aisément
comme dans le lemme 11 chapitre V de [G,] [c.q.f.d.].

b

Lemme 11. — a) R, est inclus dans H™(n);

b) pour toute fonction f de Ry, tout point z de E, et
toute mesure p, on a: f(z) =ffdy.z. '

Démonstration. — 11 est clair qu’il suffit de montrer a) et
b) pour les fonctions de R,. Pour démontrer la proposition a),
‘remarquons tout d’abord que, si v est une mesure orthogo-
nale & R(K) et absolument continue par rapport & p, on a
que %(z), la transformée de Cauchy de v, existe et s’annule A
presque partout en dehors de E,; alors pour toute fonction
g de R, on a:

f a(2) dv(z) = f f f—i—(_‘% d(z) dv(z)
=— f g*(@)o(e) dh(@) = 0 [e.qfd].

La démonstration de b) est une conséquence immédiate de
la proposition suivante; elle est laissée au lecteur.
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‘Prorosition 12. — Pour tout =, nappartenant pas ¢ E,,
tout = appartenant a E, et toute mesure ., tels que:

1
f e dede) < + o,
ona: f 1 .dp.z(z) =1

3 — Ty T — X

Déhzonstration. — La mesure (z — a:)y.,( ) est une mesure
orthogonale & R(K), absolument continue par rapport & .
Donc

[ 2 d) = G D) = 0

Z — Xy

—fz_x°+xo—xdllz(z)=1+(x°_z;)f

Z—.’I?o

Py du..(z)
[c.q.f.d.].

Lemme 13. — Pour toute fonction f de R, ‘et toute fonction h

borélienne bornée sur G a support compact, si f désigne un
prolongement borélien borné de f a G, la fonction F définie

sur G par: f h(z f—ﬂ-—d)\ ) appartient & R,.

Démonstration. — On a
9= [, mall=lSa0 + [ T—La‘“
— 7@, ;.

Clairement les deux derniers termes de cette somme sont des
fonctions de R“ I1 suffit donc de montrer que la fonction F!

définie sur G par F(% f h(z f——ﬂ—— d\(z) appar-
tient & R,.
Il existe une suite {g,},ex de fonctions de RXL qui converge

uniformément vers f sur E,. Clairement, la suite de fonc-
tions {Gl},en, o GI désigne pour tout entier n la fonction

‘définie. surr G par f -h(z) ——-—g’i——dl

converge uniformément sur E vers FL.
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Or
. 8(t) |
G‘E)——fh fg v z—a _Ed)\()dl(z)
- fec fexa g;-, —t) di(t) dn(z)
h(z) .
__f fg_t d)\()dx(t),

et la fonction k; définie sur G par

= g'(t) f M) gz
z—1
appartient 3 B(E,), donc la fonction G} est dans R,; en
conséquence la fonction F! est dans R, [c.q.f.d.].

Lemme 14. — Si f est une fonction de R, prolongeable
analytiquement dans un voisinage d’un point z, de E,, la
fonction h définie sur E, par h(z) = M pour
z # 7, et h(z) =f'(z) appartient & R,.

Démonstration. — La fonction f s’écrit f(z) f f dk
avec f* dans B(E,). Puisque la fonction f est analythue

dans un voisinage du point z,, la fonction f* est nulle dans
ce voisinage. [Cf. [G;] chapitre II section 8]. En conséquence

f *(Z)

la fonction h* définie par h*(z) = appartient a

B(E,); donc la fonction h définie par h(z f W(z) d\(x)
appartient & R,. Or pour z #z, on a: — 2

o) = [l = a
8 gy@) — (L aga)
z— 2
_ f(z) = f(zo),

z— %
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Puisque les deux fonctions f et & sont analytiques dans
un voisinage de z, on a h(z) = f'(z,). [c.q.f.d.]

TatoriME 15. — Le spectre de R, est E,.

Démonstration. — [Théoréme de Arens, page 31 [G,]]
[c.q.f.d.].

Lemume 16. — Pour toute fonction ¢ de classe €' a support
compact et toute fonction f de —ﬁ*‘ la fonction T (f) deﬁnie

sur E, par_ T(f)(8) = o(8)f(8) + — f 22 (0 L o)
appartient & R,.

Démonstration. — Si f désigne un prolongement borélien
bornéde f a G, on a en utilisant la formule de Green [page 29

[Ga]]
TNE = #(@fE) + = [ Z ) L2
S Y L YA A R

T C\E bz z—i

sz f___Ld)‘
ERY- 16 JXLE

T JCN\E,

alors du fait du lemme 13 et de la définition de R, on a que

To(f) appartient & R, [c. q: f.d.]. _
On peut alors appliquer a I'algétbre R, et I'ensemble E,
la version suivante d’un théoréme de A. M. Davie [D,]:

TutoriME 17. — Soient X wun compact du plan complexe C,
Y un sous-ensemble de X mesurable Lebesgue de mesure
non nulle, A(X) une algébre uniforme sur X tels que: pour
toute fonction: ¢ de classe €' & support compact et toute fonc-
tion [ de A(X) la fonction T?(f) définie sur X par

ToNE = 2@ + = [ 2@ Lo
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appartienne & A(X). Alors si g est une fonction de L*(2y),
limite ponctuelle Ay presque partout d’une suite bornée de
fonctions de A(X), il existe une suite {g,}.ex de fonctions de

A(X) telle que: a) [ g.llx < |8l €t b) {8a}uen converge vers g
ponctuellement Ay presque partout.

Démonstration. — 11 suffit de récrire la démonstration
de A. M. Davie [D,;] en remplagant l’algebre R(K) par
A(X) et I’ensemble Q des points non pics de K pour
R(K) par Y [c.q.f.d.].

On note R, la sous-algébre de L*(xg,) formée des limites

ponctuelles Ag, presque partout de suites bornées de fonctions
de R,.
(od

CororLaIRE 18. — a) L’algébre RH est fermée dans L>(Ag,)
pour la topologie faible étoile. ,

b) Toute fonction g de RH est limite Ag, presque partout
d’une suite de fonctions de Ry, {g,},en, vérifiant | g.lz, < |8l

¢) H*(hs,) < R,.

Démonstration. — Le fait que R, soit fermée pour la
topologie faible étoile est une consequence immédiate du
théoréme 17 et du théoréme de Krein-Smulian [Ds]; [voir
Pintroduction de [G,] et la démonstration du théoréme 3 de
[B;] pour des démonstrations analogues]. La proposition b)
est évidente; la proposition ¢) est une consequence triviale de

a) et du fait que R, contient R(K) [lemme 10] [c.q.f.d.].

2. L’algébre H”(n.) pour une mesure orthogonale.

Dans ce paragraphe on démontre le résultat 1; plus préci-
sément on obtient la premiére assertion du théoréme 01, ce
qui permet en utilisant les travaux de T. W. Gamelin et
J. Garnett [G;] de donner deux caractérisations des fonctions

de ﬁp'

Lemme 20. — Toute fonction | de H=(u) vérifiant f(z) =0
Ac,-presque partout, est identiquement nulle. (La .définition de
C, se trouve dans la partie 0.)
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Démonstration. — Considérons la mesure fu. On a par
hypothése que f -z—@_g—):—v du(z) =0 Ac,-presque partout.
Si z n’appartient pas a C, et si f T;é;l— dlu] () < + ©
on a quil existe une suite {f,},x de fractions rationnelles
4 poles'hors de K U {z} telles que

tim [P due) = [ LE aua);

n>4oo zZ— Z— X

or on a:
0= [LEL=LE gyn) — [ LEL gue) — faiaa)
| = f Lulz) du(z);

Z—
donc f Z—L_z):—vdi;(z) = 0. En conséquence, la transformée

de Cauchy de fu est nulle A presque partout, ce qui implique
le fait que fu est identiquement nulle [c.q.f.d.].

On va pouvoir maintenant définir une « bonne » application
de H*(Ag,) dans H*(p) de la maniére suivante: soit f une
fonction de H®(Ag,); du fait du corollaire 18 il existe une
suite {f,},ex de fonctions de R, vérifiant |filz, < |fl.
qui converge vers f ponctuellement Ag-presque partout.
Considérons f+, un point adhérent & la suite {f,},ey dans
L*(n) pour la topologie faible étoile. On a, par le a) du
lemme 11, que f* appartient & H> (p), et par le b) du
lemme 11 que Ag -presque partout, f*(x) = f(z). En consé-
quence du lemme 20, f+ est unique. Notons T+ P'application
de H*(Ag) dans H>(p) définie par TH(f) = f*; clairement,
c’est un ilomomorphisme d’algébre, de norme inférieure ou
égale a4 1. De plus, puisque f*(x) = f(x), Ag,-presque
partout, c’est une isométrie. Alors, en appliquant le théoréme
de Krein-Smulian [Ds] & I'image par T+ de H*(Ag) on
obtient qu’elle est fermée dans L~ (p) pour la topologie
faible étoile, et par conséquent qu’elle est égale a H=(u)
1 suffit de se rappeler que pour toute fonction f de H (Ag),
on a f+(z)=f(x) Ag,-presque partout pour obtenir le
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théoréme suivant  (premiére assertion du théoréme 01,
résultat 1).

TrtoriME 21. — L’application T est un isomorphisme
isométrique de H*(p) sur H(Ag,).

La démonstration precedente donne en outre le résultat
suivant d’approximation ponctuelle bornée.

~CoroLLAIRE 22. — a) Pour toute fonction [ de H>(p),
il existe une suite {f,},ex de fonctions de R, vérifiant

Aflz, < Ifls

qui converge vers [ ponctuellement p-presque partout;

b) R, = H*(Ag,) et R, = H”(AE)
On va donner malntenant une réciproque au lemme 11 et
a la partie b) du corollaire 22.

Tukorime 23. — Etant donnée une fonction définie sur E
les trois propositions suivantes sont équivalentes :

a) f appartient & R,; .

b) f est continue sur E, et appartient a H“()\EF);

¢) f est continue sur E,, appartient & H>(u) et pour tout
de E, et toute mesure p, vérifie f(z) = | fdp,. '

Démonstration. — On a: a) implique ¢) et ¢) implique b)
[lemme 11 et corollaire 22 b]. Pour montrer que b) implique
a) 1l suffit de montrer que le théoréme 54 dans [G,] s’applique
a 'algébre R, et la mesure Ag; ce qui est facile & voir en
sulvant l’applicatlon que T. W. éamehn et J. Garnett font de
ce théoréme au cas de R(K) et de la mesure de Lebesgue
restreinte & ’ensemble Q des points non pics de K pour
R(K) [lemmes 61, 2, 3' [Gz]] et en remplacant R(K) par R,
et Q par E, [cqf g B

3. L’ensemble C,.
Dans ce  paragraphe, en  utilisant la démonstration de

A. M. Davie [D;] on montre le théoréme suivant [theoreme 01,
deuxiéme assertion] qui précise le lemme 20.
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. Tutorkme 30. — Pour toute fonction f de H*(u) ona:
£l = sup [f()]
. ‘z€Cp

La démonstration se fait par ’absurde et se décompose en
plusieurs lemmes.

Lemme 31. — Supposons que le théoréme 30 soit fauz; alors
pour tout € > 0 il existe un compact F et une suite de fonc-
tions {g.}.en. dans la boule unité de R, vérifiant:

a) |u|(F) > 0 [Ju| désignant la variation totale de p];

b) il n'y a pas de mesure orthogonale & R(K) non nulle
dont le support soit inclus dans F;

) |gx(®) — 1| < € pour tout entier n et tout x de F;

d) la suite {g.},ex converge ponctuellement sur E, vers
une fonction g vérifiant |g(z)| < ¢ pour tout z de C,.

[Les conclusions de ce lemme sont trés analogues a celles

du premier pas de la démonstration de A. M. Davie [D,],
son obtention étant plus facile.]

Démonstration. — Si le théoréme 30 est faux, il existe une

fonction f de H"’(;L) vérifiant |f], =1 et sup If@)] < 1.
Choisissons un entier p tel que sup If )P < c. On peut

alors trouver une constante complexe “k de module 1, et un
compact F,; de |p|-mesure non nulle tels que, pour tout z

de F,, on ait [kfh) —1| < —s—- D’aprés la partie a) du

corollalre 22 et le théoréme dEgoroff, il existe une suite

{8 }aen de fonctions de la boule unité de R,, et un compact
F, inclus dans F;, de |u|-mesure non nulle, tels que {g.},en
converge vers kf? ponctuellement p-presque partout, et
converge vers kff uniformément sur F,. Clairement, il
existe un entier ny tel que la suite {g,}n,n, le compact F,
et la fonction g = kfP vérifient les conditions a), ¢) et d).
Il est facile de construire un sous-compact F de F, de
|n.]-mesure non nulle, d’intérieur vide, et de complémentaire
connexe dans C; un tel compact vérifie évidemment b)
du fait du théoréme de Mergelyan [G,, page 48] [c.q.f.d.].
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On note. P, I'ensemble des fonctions f d’une variable
complexe de la forme f(z) f =) ou f* appartient

a I'ensemble B(C,) des fonctions borehennes bornées sur G
a support compact, nulles Ac, presque partout.

On note _ﬁ la fermeture de P, pour la norme de la conver-
gence umforme sur C,, l’adhérence de C, dans C. Claire-
ment, PF contient RF, et, les lemmes et theoreme 10, 3, 6

sont vrais pour P,. De plus, on peut remplacer la partie a) du
lemme 11 par le lemme suivant:

LemMEe 32. — Pour toute fonction f de P, la mesure f.p
est orthogonale a Ualgébre R(K).

Démonstration. — D’apres la partie b) du lemme 00, il suffit
de montrer le lemme pour les fonctions f de P,. Soit g une
fraction rationnelle & pdles hors de K; pour tout point z,
appartenant & G, qui n’est pas un pole de g, et tel que

f—l;_i—xjdly.l(z) < + o ona:
[ gy — [EO= gl gy

— duls) = glan)ia)

En conséquence, la transformée de Cauchy de la mesure gp
est nulle A presque partout hors de C,. Donc

[e@re ) = [ e [ ar (@) dua

- _ f f*(@)gu(z) d (2) =0 [e.qfd.].

En suivant A. M. Davie [D,] considérons maintenant pour
chaque 8 > 0 une partition de 'unité de G formée par des
fonctions {¢,} telles que: 1) le support de ¢; est inclus dans
un disque D, fermé de rayon 8; 2) tout point =z de G est

inclus dans au plus 25 disques D,; 3) |Grad ¢, <—§— Soit
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{p1, - -+, @+} le sous-ensemble de {p,},ex formé des fonctions
@, pour lesquelles D, N F n’est pas v1de [F estle compact

construit dans le lemme 31]; alors 2 @; est égale a 1 sur

l—-l

le compact de F. Pour chaque entier n et chaque § > 0
considérons la fonction Hj, définie sur E par:

Hoa®) = 3 [2@a) + + [0 320 2% 0 @]

cpbz z—-&

[les fonctions g, étant celles construites dans le lemme 31].
On a le lemme suivant :

Lemwme 33. — Il existe des constantes absolues A, et Ay < 1
telles que pour tout & > 0 il existe un entier n(8) tel que:

a) pour tout & de E, |[H;,(E)] < Ay min <1’ d(s F)>’

ou d(E, F) désigne la distance euclidienne de & a F;
b) pour tout £ de F |1 — H; (&) < As;
c) la mesure Hj gz est orthogonale ¢ R(K).

Démonstration. — Pour obtenir a) et b) il suffit d’utiliser
le lemme 31 et la deuxiéme étape de la démonstration de
A. M. Davie [D,]; pour ¢) il suffit d’appliquer les lemmes 10,
16 et 32.

Choisissons maintenant une suite {3;};cy convergeant
vers 0; et considérons la suite de fonctions {H;};cx définie
par Hj H;; a¢)- Du fait du lemme 33 cette suite est

bornée sur C,, elle a donc un point adhérent H* dans
L=(w) pour la topologie faible étoile. Du fait du lemme 33
H* est nulle p-presque partout hors de F; du fait des
lemmes 33 et 31 H* n’est pas identiquement nulle; du fait
du lemme 33 la mesure H*up est orthogonale & R(K); ce
qui est absurde du fait du lemme 31 [c.q.f.d.].

4. L’algébre H*(1) dans le cas général.

Dans ce paragraphe, on étudie le cas d’'une mesure p quel-
conque; on obtient le résultat 2 par une « décomposition »
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de p et on étend le résultat d’approximation ponctuelle
bornée énoncé dans le corollaire 22 en utilisant la théorie des
« A-mesures » selon B. Cole [il n’existe pas, 4 ma connaissance,
de publication de B. Cole sur ce sujet].

Considérons le sous-espace vectoriel fermé de Li(u):
R(K)* n L'(n) formé des mesures orthogonales a R(K)
et absolument continues par rapport & p. On peut voir
[appendice] qu’il existe une mesure @, dans R(K)L n Li(p)
telle que tout autre mesure v de R(K): n L!(p) soit abso-
lument continue par rapport & u,; écrivons la décomposition
de Lebesgue de p par rapport & u,: p=gp, + g,
avec u, singuliére par rapport a p, et g dans Li(u,);
clairement les mesures gu, et @, sont mutuellement abso-
lument continues, et p, est singuliére par rapport a toutes
les mesures de R(K)* n L!(p). En conséquence, on a le
lemme suivant:

Lemme 40. — H=”(n) est isométriquement isomorphe d
H*(p)) © L7(w)).

Pour donner une description compléte de H”(p), et obtenir
le résultat 2 il suffit maintenant d’utiliser et d’interpréter
d’une maniere intrinséque E, . Considérons pour cela 'en-
semble E, comme il a été défini dans les préliminaires mais
ici assome 4 une mesure p non nécessairement orthogonale.
Il est & peu prés évident que les deux ensembles E, et E,
sont égaux: 'inclusion E, < E, est triviale; pour montrer
Pautre inclusion: E, < E,, prenons un point z de E,
et une mesure ., représentative de z pour R(K) abso-
lument continue par rapport & p et vérifiant p {z} = 0;
alors la mesure (z — x)p, est orthogonale a R(K), est

absolument continue par rapport & ¢ donc par rapport & u,;
de plus, du fait que p.x{a:} = (0 la mesure p, est absolument
continue par rapport a la mesure (z — x) ., donc par rapport
a p; ce quil fallait démontrer. En conséquence, on a le théo-
réme suivant:

TutoriME 41. — H”(u) est isométriquement isomorphe a
H*(Ae,) ® L=(w,)-

Introduisons comme dans la partie 1 I'algébre R, associée
‘a4 l’ensemble E,, et définissons R comme la fermeture de R,
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pour la norme de la convergence uniforme sur E, U S,
[Sp désignant comme dans les préliminaires le support de p].
Remarquons que si p est orthogonale 2 R(K) alors E,

contient S,. On retrouve alors la définition donnée pour R,
dans la partie 1. On va donner maintenant quelques infor-
mations sur la mesure p, relativement a I’algébre R, [qui
sont des variations sur la théorie des A-mesures selon B. Cole]
pour obtenir une extension de la partie a) du corollaire 22.

Lemme 42. — Le support de toute mesure orthogonale @ R,
est inclus dans E,.

Démonstration. — Soit v une telle mesure. On a pour toute
fonction f de R,

ffdv —0 =ffa% i (2) dv (2) =ff*(x)$(x) i ().

Or f* parcourt ’ensemble des fonctions boréliennes bornées
sur G asupport compact, nulles Ag -presque partout; donc 9

est nulle A presque partout sur C\E, [c.q.f.d.].

Remarque. — Ce lemme permet de décrire R, comme étant
I'algébre de toutes les fonctions continues sur E, U S, dont
les restrictions & E, appartiennent & R, ; on a alors que le
théoréme 23 s’étend au cas général sur la mesure p sans en
changer un mot.

Tout ce qui suit devient évident si E, est vide. On suppo-
sera donc E, non vide.

Lemme 43. — Soit v une mesure orthogonale & R, non

nulle. St {f,},ex est une suite bornée de fonctions de R, qui
converge \r -presque partout vers 0, alors elle converge vers 0
dans L™(v) pour la topologie faible étoile.

On dira qu’une mesure vérifiant les conclusions du lemme 43
est une « A-mesure » [au sens de B. Cole].

Démonstration. — On se contentera de donner un plan de
cette démonstration voisine de celle du théoréme 30 : d’abord
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un raisonnement par l’absurde analogue a celui fait pour
obtenir le lemme 31; on a alors les mémes conclusions que dans
le lemme 31; puis une deuxiéme étape identique [c.q.f.d.].

LemMmE 44. — La mesure p, est singuliére par rapport a
toute mesure orthogonale & R,. '

Démonstration. — Supposons le contraire. Il existe une
fonction h non nulle de L(y,) et une mesure v orthogonale

LY

a R, non nulle telles que la mesure hyp, soit absolument
continue par rapport & la mesure v. Or, il est clair qu’une
mesure absolument continue par rapport & une « A-mesure »
et une « A-mesure » En conséquence, la forme linéaire [

définie sur R, par If)= f fh dp, se prolonge en une

forme linéaire sur H”(Ag,) continue pour la topologie faible-
étoile. De la partie 2 on en déduit que [ peut étre considérée
comme une forme linéaire sur H®(x,) continue pour la topo-
logie faible-étoile. [Il est facile de voir que I'image par T+
d’un sous-espace de H*(Ag, ) fermé pour la topologie faible-
étoile, est fermé pour la topologie faible-étoile dans H=(p,)].
Il existe donc une fonction g de Li(w,) telle que pour toute

fonction f de Ry on ait I(f) =ffg dp.; alors la mesure

hyp, — gu, est orthogonale & R, donc & R(K); elle est abso-
lument continue par rapport & la mesure p et non singuliére
par rapport a la mesure g, ce qui est absurde du fait de la
construction de u, et p, [c.q.f.d.].

Remarquons que R, n’a qu'un nombre au plus dénom-
brable de parties de Gleason non triviales [voir théoréme 3.1,
page 146 [G;] pour un résultat analogue] et qu’une mesure
orthogonale & R, non nulle ne peut &tre singuliére par rapport
A toute mesure représentative [voir théoréme 8.5, page 47 [G, ]].
Alors, on peut appliquer & R, un résultat de B. Cole [commu-
nication orale] pour obtenir le

Lemme 45. — Il existe un ensemble F de type F, [i.e.
union dénombrable de compacts] tel que |u(C\F)=0, et

pour toute mesure v orthogonale @ R, |v|(F) = 0.
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On a alors une généralisation de la partie a) du corollaire 22
dans le théoréme suivant:

TatoriME 46. — Toute fonction [ de H (pn) est Limite
ponctuelle p-presque partout d’une suite {f,},ex de fonctions de
R, vérifiant, pour tout n: |flz,us, < Ifl.

Démonstration. — [Cf. [D;] et [S,]].
Pour conclure, on peut faire les remarques suivantes qui
précisent la nature topologique de I'ensemble E,.

ProrositioNn 47. — L’intérieur de SF est contenu dans EH'

Démonstration. — Supposons l'intérieur de S, non vide
et fixons un point z, de lintérieur de S,. Le sous-espace
vectoriel M, de L*(w) formé des fonctions qui sont holo-
morphes dans I'intérieur de S,, et nulles au point =z, est
fermé pour la topologie faible étoile, et ne contient pas la
fonction «1» Donc il existe une fonction » de Li(p) ortho-

gonale & M, et vérifiant f hdp = 1. Puisque toute fonc-

tion de R(K) nulle au point z, est dans M,, la mesure hp
est une mesure représentative de =z, pour R(K). Si
#{®%} = 0 on en déduit que 2z, appartienta E,. Si

pi{z} # 0
il suffit de refaire le raisonnement avec la mesure
p = — p{z}d, + 1

dont le support a méme intérieur, qui est absolument continue
par rapport & p, et qui vérifie p'{z,} =0 [c.q.f.d.].

On obtient en corollaire de cette proposition le raffinement
suivant :

CoRrOLLAIRE 48. — L’intérieur de Ep US&* est contenu
dans EP'
Démonstration. — Considérons la mesure p' = Ag, + |ul;

le support S, de p' est égal & E, US, car d’aprés la
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partie ¢) du lemme 00 le support de Ap, est E,. En consé-
quence du fait de la proposition 47 lintérieur de E, U S,
est inclus dans E,.; de plus il est assez facile de voir que E,.
est égal a E, [c.q.f.d.].

5. Quelques exemples.

1) R(K) est une algébre de Dirichlet: [i.e. 'ensemble des
parties réelles de fonctions de R(K) est uniformément dense
dans ’ensemble des fonctions continues sur la frontiére bK
de K, a valeurs réelles]. On a alors le théoréme suivant:

TuatoriME 50. — St R(K) est une algébre de Dirichlet et st
est une mesure orthogonale ¢ R(K) alors:

a) R(E,) = R, est une algébre de Dirichlet.

b) E, est Uintérieur de E,.

c) H*(u) est isométriquement isomorphe a H>(E,) Plalgébre
des fonctions analytiques et bornées dans E,.

La démonstration de ce théoréme utilise les résultats obtenus
par T. W. Gamelin et J. Garnett [G;] sur les algébres de Diri-
chlet et une méthode analogue a celle développée par
D. Sarason dans [S,] pour étudier ’adhérence faible étoile des
polynémes d’une variable complexe, les travaux ayant été
conduits indépendamment.

Notons O;, 1el < N\{0} les composantes connexes
bornées de C\S,, O, la composante connexe non bornée de
C\S,, # l'ensemble des compacts H de la forme

H=(SF Ui;LFJIO‘) n K

et pour lesquels on a: 1) R(H) est une algébre de Dirichlet,
2) R(H) est inclus dans H>(p). '

LemME 51. — L’ensemble # est non vide et inductif pour
la relation inclusion.
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Démonstration. — Pour montrer que # n’est pas vide il

suffit de considérer le compact H, = (SPU U Oi) Nn K
qui n’est rien d’autre que K\O,. 1€l
Clairement H, vérifie 2); le fait qu’il vérifie 1) est une
conséquence du corollaire 12.7 de [Gg].
Montrons que # est inductif: considérons s, un sous-
ensemble de # non vide totalement ordonné par inclusion;

notons H! = ' | H; il est facile de voir qu’il existe une

H 1
suite {H,},x ée compacts de s, décroissante telle que
H: = )H, Du fait du corollaire 12.6 de [Gs] R(H!)

n€N
est une algébre de Dirichlet; on en conclut [ce qui reste &
vérifier étant évident] que H! appartient & # [c.q.f.d.].

Remarque. — Si H est un compact de # alors E, est
inclus dans I'intérieur H® de H, car les points de E, sont
évidemment dans H et non pic pour R(H).

Lemme 52. — Etant donné H un compact de # ou bien
A) pour toute fonction [ analytique bornée dans H° on a:

sup |f(z)] = sup If(2)l;

ou bien B) il eviste une composante connexe O, de C\S,
telle que O, NHO° ne soit pas vide ¢ H\O, appartienne a .

Démonstration. — Supposons que A) soit faux. Il existe alors
une fonction f analytique et bornée dans HO telle que
sup |f(z)| > sup|f(z)] Par « le principe du maximum »
xz €HO z€E

. 2€E iy
on voit qu’il existe un ouvert connexe @ non vide inclus
dans H° ne contenant aucun point de E, et dont 'adhé-

rence coupe la frontiere de H. Puisque E, = S,, 0 est
inclus dans une et une seule composante connexe O; de
C\S,. Considérons le compact H’ = H\O,;; par le corol-
laire 12.7 de [G;], R(H’) est une algébre de Dirichlet. Du fait
de la définition de E, les fractions rationnelles 4 poles dans O,
appartiennent & H®(u) donc R(H') est inclus dans H>(p);
on a alors B) [c.q.f.d.].
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Lemme 53. — Supposons qu’il existe un compact L appar-
tenant @ A et ayant la propriété A); alors H*(n) est isomé-
triguement isomorphe ¢ H>(L°) et E, = Lo.

Démonstration. — Pour démontrer la premiére partie du
lemme, on peut procéder comme dans la partie 2 en rempla-
cant H”(Ag,) par HZ(L°) et le corollaire 18 par le
théoréme 12.3 i) de [G;] et le théoréeme 11.1 de [G,],
chapitre VIII qui donnent en substance le fait que pour
toute fonction f de H®(LO) 1l existe une:suite {f,},en de
fonctions de R(L) qui converge ponctuellement vers f
dans LO et qui vérifie |f,[. < sup|f(z)].

Tz ELS

Démontrons la deuxiéme partie du lemme. On sait déja
que E, estinclus dans L°. Considérons un point z, de LO,
et Hg(L°) le sous-ensemble de H~*(L?) formé des fonctions
nulles au point z,; en reprenant les notations de la partie 2,
pour conclure, il suffit de montrer que T+(Hg (L9)) est fermé
dans H=*(p) pour la topologie faible étoile, ce qui se voit
aisément [cf. [B;], théoréme 3 pour un raisonnement ana-

logue] [c.q.f.d.].

Lemme 54. — Il existe un compact unique L appar-
tenant & H# et vérifiant la propriété A).

Démonstration. — L’unicité provient du fait que nécessai-
rement on a L =E,. L’existence provient des lemmes 51
et 52 et du lemme de Zorn [c.q.f.d.].

Pour conclure la démonstration du théoréme 50 il suffit
de vér_i_ﬁer que R, = R(E,): onsait que R, contiglt R(E,),
que R, est formée de fonctions continues sur E, analy-
tiques sur E, (car E, est égal 4 son intérieur), et que R(E,)
est égal a 1’algebre de toutes les fonctions analytiques dans E
en continues sur E, [corollaire 93, page 49 [G,]] donc
R(E,) = R,.

Pour une mesure quelconque on obtient alors le résultat 3:

TutoriMe 55. — Si R(K) est une algébre de Dirichlet et si p
est une mesure sur K alors il existe un ensemble E, ouvert
(éventuellement vide) et une mesure p, absolument continue
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par rapport & . (éventuellement nulle) tels que H<(p) soit
isométriqguement isomorphe ‘¢ H*(E,) ® L*(g,).

Remarque. — On peut décrire alors R, comme étant 'al-
gebre des fonctions continues sur E, U S, et analytiques a
Pintérieur. [Voir la remarque qui suit le lemme 42 et le corol-

laire 48.]

2) Un contre exemple. — Au vu du théoréme 50 on peut se
poser la question suivante: pour une mesure g non nulle,

orthogonale & R(K) I’algébre R(E,) est-elle toujours dense
de maniére ponctuelle bornée dans H*(n)? L’exemple suivant
prouve qu’il n’en est rien; on note D= {zeG: |z] < 1},
D={zeG: |zl < 1}, Di ={z€C [z < 1 et Réel z > 0}.
Considérons le compact K; obtenu en enlevant a D une
suite de disques ouverts (D,),cy de rayon r, disjoints,

inclus dans D4, en sorte que D+\l ’ D; soit d’intérieur vide
i +o
que O ne soit pas un pont pic pour R(K;) etque 3 r;<+o0.

Le compact K sera obtenu en ajoutant & K; une suite

de disques fermés (D;),cnx de rayon Lo tels que pour tout

. 2
i, D; soit inclus dans D, et « tangent intérieurement» a D;.
La mesure p sera la somme des mesures «dz» surla frontiére
de chacun des disques D; et de la mesure dz sur la frontiére
de D_={ze€C:|z] <1 et Réel z < 0}; elle est clairement
une mesure orthogonale & R(K). Il est facile de voir que E,
est égal aD_ v ‘ ’D,f et par conséquent' que E, = K.
i€N S

Prouvons maintenant que 0 est un point pic pour R,:
puisque 0 n’est pas point pic pour R(K), on sait [B;] que
la part de Gleason P de 0 pour R(K) est de densité de
Lebesgue 1 au point 0; or clairement P est incluse dans
D_vu (D+\‘ ’ D,), donc P N D, est de densité de Lebesgue

i€EN

—- aupoint 0 et ne contient aucun point de E,. Pour chaque

2

8 > 0 considérons la fonction f; définie par

filz) = 1 f exp (¢ Argument z) dx (2);
PnD*n{zeC,x<8l

3 xr—z
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c’est une fonction de R, qui vérifie |f;] < 2= (trivialement)
et ‘

‘ 1
o= [ = dx (a)
PAD*neeC: x <3} | 7]

> AP N D* A {zeC: o] < 3)).

Puisque f est analytique en dehors du disque de centre O
et de rayon 3 et nulle 4 l'infini on a

If(z)] < 2= Minimum (1, %)

En conséquence [th. 11.1, chap. II, [G;] O est un point pic
pour R,. Cela montre déja que R, est différent de R(E,).

Supposons que R(E,) est dense de maniére ponctuelle
bornée dans H®(p): pour toute fonction [ de H=(p) 1l
existe une suite {f,},en de fonctions de R(E,), bornée, qui
converge p presque partout vers f; alors il existe une cons-
tante k > 0 telle que pour toute fonction f de H>(p),
il existe une suite (f,),eyn de fonctions de R(E,) bornée par
Eklfl. qui converge p presque partout vers f [théoréme
de l'application ouverte]; en conséquence si = et y sont
deux points de E, on a: :

lz — yl=qy = sup |f(®) — f(y)] < klz — yla@ye
(R

Du fait de la partie @) du corollaire 22 on a:

lz — ylr = Iz — yl@=enr donc |z — ylrt < klz — ylln(ip*-
Considérons l’ensémble P, =ze E&“ lz — Olr& A % .

On sait qu'un tel ensemble est de densité de Lebesgue 1 au
point O [B;]; alors il existe une suite (x,) de points de
P; N D_ qui converge vers 0; on a d’une part

1

lz. — Olla@,» < 5%
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pour tout n, donc |z, —z,xt < 1 pour tout n et par
conséquent |2, — O|g: < 1, et d’autre part, puisque 0 est

point pic pour —RP, |2, — O®s = 2 ce qui est absurde [c.q.f.d.].

6. Appendice : Ensembles essentiel et inessentiel
du spectre de H>(p).

On abandonne le contexte des algébres de fractions ration-
nelles pour interpréter dans un cadre plus général la décompo-
sition décrite dans le théoréme 41. Le but de cet appendice
étant de décrire le lien qui existe entre cette décomposition
et la décomposition du spectre de H®(p) en ensemble essen-
tiel et inessentiel.

Rappelons tout d’abord les définitions d’ensembles essentiel
et inessentiel dans le spectre d’une algébre uniforme, et la

définition de H>(w).

DeriniTioNs 61. — Soient A une algébre uniforme sur un
compact X, M, son spectre [i.e. Uensemble des idéaux maxi-
mauz de A] muni de la topologie de Gelfand, et 1 le plus grand
idéal de Ualgébre des fonctions continues sur M, d valeurs
complexes, contenu dans A. On appelle ensemble essentiel
du spectre de A Uensemble E des idéaux maximaux de A
contenant 1; on appelle ensemble inessentiel le complémentaire
de E dans M,.

[Cf. [L], pages 64-67 pour de plus amples informations sur
les ensembles E, M,\E et sur I'idéal I.]

Derinition 62. — Etant données une algébre uniforme B
sur un compact Y et une mesure yu non nulle sur Y on
appelle H*(p) Vadhérence de B dans L*(p) pour la topologie
faible étoile [i.e. la topologie o[L>(p), L1(un)]]-

Remarquons que H>(p) est une algébre uniforme sur son
spectre [G;, page 11]. On a alors le théoréme suivant:

TatoriMe 63. — Etant données une algébre uniforme B
sur un compact métrisable Y et une mesure p non nulle sur Y,
il existe une mesure p, orthogonale & B absolument continue



ADHERENCE FAIBLE ETOILE D ALGEBRES 117

par rapport & p et une mesure w, singuliére par rapport a
., absolument continue par rapport & p. telles que:

1) H*(n) soit tsométriquement isomorphe a la somme directe

de H*(,) et de L*(ps).

2) Le spectre Mg»gy de H>(u) soit homéomorphe a l'union
disjointe des spectres Myu=q,; de H*(n)) et My=q, de L.(u,),
les ensembles essentiel et inessentiel du spectre de H*(u) étant
homéomorphes respectivement & Mu=(,) et My=g,.

[N. B. — Toutes les mesures sont boréliennes réguliéres
bornées a support compact.]

Au cours de la démonstration de ce théoréme on fera un
usage répété du résultat technique suivant:

Lemme 64. — Etant données une mesure p non nulle et
une famille F de fonctions de Ll(p) finie ou dénombrable,
il existe une fonction f+ combinaison convexe des fonctions de F
telle que pour toute fonction f de la famille F la mesure fu
soit absolument continue par rapport a la mesure f*u.

Démonstration. — L’idée est trés simple pour une famille F
de deux fonctions f; et f;: on peut écrire la décomposition
de Lebesgue de fyp par rapport a fiu: fon = hfin + ke;
considérons alors pour tout réel «, 0 < « <1 la fonction
foa =1 —a)fi + ofs = (1 — «) + «h)fy + «k; pour presque
tout o par rapport & la mesure de Lebesgue sur 'intervalle
10,1 Tensemble E, = {z: (1 — «) + «h(z) = 0} est p-mesu-
rable et de |u|-mesure nulle; pour un tel « il est clair que la
fonction f; fait I'affaire.

Pour une famille F finie, il suffit de procéder par une ité-
ration. Pour une famille F dénombrable, on procéde par
récurrence en utilisant 4 chaque étape I'idée précédente en
prenant quelques précautions techniques évidentes pour
pouvoir passer & la limite; les détails sont inintéressants
[c.q.f.d.].

Pour rendre la lecture de ce paragraphe indépendante du
reste du papier on redonne ici la démonstration de la premiére
assertion du théoréme 63 [cf. lemme 40].

Démonstration de 63. — 1) Considérons B+ n Li(p) len-
semble des mesures sur- Y orthogonales a I'algébre B et
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absolument continues par rapport & . C’est un sous-espace
fermé de L(p). Du fait que Y est métrisable, L(p) est
séparable; il existe donc une famille F de fonctions de
Bt N LY(y) finie ou dénombrable dense dans BL n Li(p).
En utilisant le lemme 64 on voit qu’il existe une fonction f+
de B! n Li(y) telle que pour toute fonction f de F la
mesure fu soit absolument continue par rapport & la mesure
ftu. Puisque la famille F est dense dans B n Li(p) il
est clair que la mesure @, = fru est telle que toute mesure
de B* N L*(u) est absolument continue par rapport a g,.

crivons alors la décomposition de Lebesgue de p par
rapport & p,:p = gu, + @, avec p, singuliére par rapport
a p, et g dans L(p); clairement les mesures gp, et p;
sont mutuellement absolument continues, et la mesure p,
est singuliére par rapport & toutes les mesures B n L'(n);
on a alors immédiatement la premlere assertion du théo-

réme 63 [c.q.f.d.].

Démonstration de 63. — 2) Considérons pour cela les idéaux
auto-adjoints de H=”(p). Clairement il y en a, et, puisqu’une
somme d’idéaux auto-adjoints est un idéal auto-adjoint, il
existe un plus grand idéal auto-adjoint. De plus, 'adhérence
faible étoile d’un idéal auto-adjoint étant un idéal auto-adjoint,
le plus grand idéal auto-adjoint est fermé pour la topologie
faible étoile: notons I cet idéal et E le sous-ensemble de
My=g) formé des 1déaux maximaux contenant I. Alors, il
est évident que I est [modulo la représentation de Gelfand]
égal 4 l’ensemble des fonctions continues sur Mp=gy nulles
sur E; par conséquent I est un idéal de l'algébre C(Mg=,)
des fonctions continues sur Mpg=y, a valeurs complexes. De
plus puisque tout idéal fermé de Ialgébre C(Mm=y) est
auto-adjoint, I est le plus grand idéal de C(Mg=y,)) inclus
dans H>(p).

En utilisant le lemme 64 et le fait que I est auto-adjoint,
on voit qu’il existe une fonction f* non négative dans I
telle que pour toute fonction f de I la mesure ]{y. soit
absolument continue par rapport a la mesure f+p. Ecrivons
la décomposition de Lebesgue de p par rapport a f*u;
ona p=hftp 4 p, avec h dans Ll(ftu) et p, singuliére
par rapport a f*u. De la construction de f* on a que toutes
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les fonctions de I sont nulles p, presque partout; en fait
il est assez facile de montrer que I est égal 4 ’ensemble des
fonctions de L*(u) nulles pg-presque partout.

On a alors d’une part que I contient ’ensemble des fonc-
tions de L*(p) nulles p, presque partout donc p, est
absolument continue par rapport & u,, d’autre part que p,
est orthogonale & I .donc absolument continue par rapport
A pg; en conséquence I est égal & I'ensemble des fonctions
de L*(p) nulles p, presque partout ce qui donne 2) immé-
diatement [c.q.f.d.].

Note complémentaire.

On peut développer, en utilisant les idées contenues dans
les parties 1, 2 et 5 (cas ou R(K) est une algébre de Diri-
chlet une théorie analogue dans le cadre suivant : étant donné
un ouvert U borné du plan complexe C et une mesure p

non nulle sur 'adhérence U de U dans C, si H=*(p)
désigne l’adhérence faible étoille dans L*(w) de l’algebre

A(U) des fonctions continues sur U et analytiques dans U
on a alors, en particulier, le

Résultat 4. — Pour toute mesure p orthogonale & A(U)
il existe un ouvert O, de C, non vide, tel que H>*(p) soit
isométriquement isomorphe & H=®(2g,).
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