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SUR UNE FAMILLE DE CONES RETICULES
AVEC DOMINATION (LES D-CONES)

par Marouan A JLANI

Introduction.

Les espaces vectoriels réticulés que nous connaissons le mieux
sont les espaces du type ¢(X) et LP(n). C’est ainsi que 'on
a cherché & y plonger les espaces vectoriels réticulés. Mais,
il y a une équivoque a lever; les espaces de type LP(u) doivent-
ils &tre considérés comme des espaces de fonctions ou des
espaces de mesures? La représentation de Kakutani des espaces
de type M et L fait bien apparaitre ces espaces respec-
tivement comme espaces de fonctions et espaces de mesures
et elle met I’accent sur la dualité. Disons en gros que les espaces
complétement réticulés apparaissent comme des espaces de
mesures parce qu’ils sont saturés par passage a la borne supé-
rieure des ensembles majorés. Plusieurs auteurs (19) ont
suivi I'idée de Nakano et essayé de représenter un espace
réticulé comme espace de fonctions continues généralisées sur
Iespace, convenablement topologisé, de ses idéaux premiers;
les résultats sont décevants car la représentation est trés
« mince » dans I’espace des fonctions et elle est inutilisable si
Pon n’impose pas de conditions supplementalres topologlques
ou algébriques. De plus rien n’indique & priori qu'un espace
réticulé « doive » se représenter plutét comme un espace de
fonctions que comme un espace de mesures.

Dans (2) a été introduite une classe de cones complétement
réticulés et faiblement complets, appelés les cones biréticulés,
qui constituent une généralisation immédiate des cones ayant
pour base un simplexe de Bauer et qui apparaissent nettement
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comme des cones de mesures. Le cOne des formes linéaires
positives sur tout cone réticulé est un cone biréticulé.

Dans ce travail nous étudions des conditions qui permettent
de représenter un cone réticulé H comme cone de fonctions
continues. Soit L le cone des formes linéaires positives sur H.
Nous imposons & H d’étre identique au cone des formes
linéaires sur (L — L), positives sur L et dont la restriction
a L est o(L, H— H) continue. Il revient au méme, selon
une indication de Choquet, de dire que tout filtre qui posséde
une base constituée d’intervalles de H et qui est de Cauchy
pour la topologie ¢(H,L — L) converge vers un élément de H.

Un exemple important de cones de fonctions dont le cone
des formes linéaires positives est un cone de mesures est
fourni par les cones adaptés introduits et wutilisés par
Choquet (8). Soit T wun espace localement compact, le cone
%:(T) des fonctions continues positives tendant vers zéro a
Pinfini est un cone adapté et il est bien connu que le cone des
formes linéaires positives sur %§(T) est un cone de mesures.

Etant donné un coéne biréticulé L, nous nous sommes
posés la question de savoir & quelle condition le cone H des
formes linéaires positives et continues sur L peut se repré-
senter comme un espace adapté de fonctions continues. Une
condition « D » (définition 45) liant 1’ordre et la topologie de
Mackey de H permet d’affirmer que le cone &(L)\{0}
est localement compact et de représenter H, dans les bons
cas, comme cdne adapté de fonctions continues. Si le cone H
ne posséde pas la propriété « D », existe-t-il un sous-cone
de H possédant cette propriété? La réponse a cette question
est liée a I’existence, dans H, d’un élément & support conique
localement-compact (définition (11)). Nous montrons que cela
est assuré dés que &(L)\{0} contient un ouvert localement-
compact (proposition (66)).

Suivant Wils (20) et Edwards (11,) nous appelons centre
de H, le cone Z(H) des opérateurs linéaires de H dans H
qui sont majorés par un multiple de I'identité. La propo-
sition 69 indique quels sont les éléments de Z(H) dont
I'image est contenue dans le plus grand sous-cone de H
possédant la propriété « D ».

Nous avons été conduits & faire une étude détaillée du centre
de H. Nous obtenons une propriété de domination faible
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(definition 29) qui équivaut pour I'espace & (espace topo-
logique quotient naturel de &(L)\{0}) a la propriété d’étre
complétement-régulier. Nous montrons que, lorsque de plus
le cone L est presque-bien-coiffé, le compactifié de Stone-

Cech de & est homéomorphe au spectre de 1’algébre
Z(H) — Z(H). .

Lorsque H est le cone positif d’un espace E de type M
de Kakutani, espace & est homéomorphe & Iespace, conve-
nablement topologisé, noté max (E) (12), des points extré-
maux de la partie positive de la sphére unité de E’. L’iden-
tification de ces deux espaces homéomorphes a conduit dans
(12) et par la suite dans (13,) a4 plonger dans un méme espace
de fonctions continues, des espaces d’opérateurs sur E et
des sous-espaces de E. Nous pensons que cela peut préter
a confusion, voir propositions 69, 70 et 71.

Ce travail contient un. développement des notes (1,)
et (1,) et a été beaucoup stimulé par des discussions
avec G. Mokobodzki.
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PREMIERE PARTIE

CENTRE ET SPECTRE CENTRAL
DE CERTAINS CONES RETICULES

1. Rappels des propriétés des cones faiblement complets.

Ce paragraphe sera consacré a un rappel de quelques résultats
de Chogquet sur les cones faiblement complets [6] et [7].

Soit L un cone de la classe &, c’est-a-dire convexe saillant
et faiblement complet, soient E =L — L et Ag(L) D'espace
des formes linéaires sur E dont les restrictions & L sont
continues. On a Ag(L) = A¢(L) — A%(L), et l'on sait que
le cone E't est cofinal dans AgE(L), c’est-a-dire: toute
forme linéaire positive dont la restriction & L est continue
est majorée sur L par une forme linéaire continue et positive.

Soit g wune fonction continue linéaire par morceaux et
convexe sur L, elle s’écrit g(z) = sup (fi(z), ..., fi(z))
avec fy, ..., fn€Ac(L). Si g est majorée par un élément
de E’ onpose g =inf {l;] < g sur L}.

On nomme ensemble bordant relatif & g 1’ensemble

B, = {z e L; §(z) = g(a)}.

Proposition 1. — Pour tout g linéaire par morceauz et
convexe on a: g(z) = sup X fi(z;) pour toute famille finie (x;)
de L telle que x = Zu,.

Prorosition 2. — Il est équivalent de dire que L est réticulé
ou que Uapplication x — g(z) est linéaire pour tout g linéaire
par morceaux et conveze.

ProrositioNn 3. — Le céne L est identique a Uenveloppe

convere de B, et aussi, avec les notations utilisées, a la somme
des cones B, = {z € L; g(z) = fi(x)}.
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ProrositioN 4. — La réunion des génératrices extrémales
de L est identique a Uintersection de tous les ensembles bordants

de L.

Prorosition 5. — Le cone L est identique au cone des formes
linéaires positives sur Ag(L), et les topologies induites sur L
par o(E, Ag(L)) et o(E, E’) sont identiques.

2. Les cones biréticulés.

Nous ne reprendrons pas les démonstrations des propriétés
des cones biréticulés dont une partie a été énoncée dans [2]
et dont les démonstrations ont été développées ensuite
dans [13,]. Nous donnerons cependant les démonstrations des
théorémes nouveaux.

DeriniTioN 6. — Nous dirons que le céne L € & est biréti-
culé si le cone AE(L) est réticulé pour son ordre propre. Dans
toute la suite nous noterons par H le cone A¥(L).

Il résulte de la proposition 5 que si L est biréticulé alors L
est complétement réticulé et la borne supérieure de deux
éléments de L est identique & leur borne supérieure en tant
que fonctions sur Ag(L).

Il résulte de la définition que pour tout g linéaire par
morceaux et convexe sur L on a geAg(L) donc les
ensembles B} de la proposition 3 sont fermés, ce qui entraine
par la proposition 4 que la réunion des génératrices extrémales
de L, notée &(L), est fermée; mais on a mieux:

Prorosition 7. — Soit L un céne réticulé de la classe &,
il est équivalent de dire:

1) Le céne L est biréticulé.

2) L’adhérence de toute face de L est une face.

3) Tout ensemble bordant de L est fermé.

4) L’application qut associe & tout z € L. la mesure conique
maximale de barycentre x est continue.

Proposition 8. — Soit L un céne biréticulé, pour qu’une
mesure conique sur L soit maximale il faut et suffit qu’elle sout
portée par tout ensemble bordant.
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Pour tout fe H, on notera par I, la face engendrée par f
dans H c’est-a-dire: I, = {ge H; Il existe n > 0 tel que

g < nf}.

Prorosition 9. — Pour tout fe H, il existe un espace
compact Q/ et une isomorphie d’ordre J; de 1, sur €+(Q/)
qui transforme [ en 1.

Démonstration. — La face I, est réticulée, il suffit (voir [3],
cor. I1.1.11) de montrer qu’elle est compléte pour sa norme
canonique, qui est la jauge du segment [— f, f]; nous dédui-
rons cela du lemme :

Lemme 10. — Soit X un espace topologique et soit V
un sous-cone de ¢+(X) fermé dans €(X) pour la convergence
simple et réticulé pour son ordre propre alors V est complet
pour les suites de type 1.

Démonstration. — On se raméne & montrer que pour tout
feV et pour toute suite (u,),ex < I, vérifiant 0 < u, < f/2"
n

o

la série ; u, converge. Considérons les suites g, = ; Up

et h, = i u, + f/2* et la fonction ¢ = sup (g,) = inf (h,)
1

alors ¢ est continue, donc elle appartient & V et méme & I,
et elle est égale a la somme de la série donnée.

Rappelons qu’on dit qu’un espace vectoriel réticulé E
est complet pour les suites de type 1, [18] ou uniformément
complet [15] si pour tout fe E I'idéal d’ordre engendré
par [ est complet pour sa norme canonique.

Citons quelques exemples de cones complets pour les suites
de type [ :

— Les cOnes o-réticulés (toute suite majorée possede une
borne superleure) voir [15].

— Les cones ¥+(X) et %;(X) pour X espace topolo-
gique quelconque, voir [15].

— Les cones réticulés de type F: On dit qu'un cone est
de type F si pour tout couple de suites (z,), (y,) de ce cone,
vérifiant z, < y, pour tous m et n; il existe z tel que
z, < 3 < Yy, pour tous m et n, voir [19].
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DeEriNiTionN 11. — Pour tout fe H nous appellerons support
de [ et noterons supp (f) Uensemble des p € L tels que pour
tout le H, inf (f, l) =0 entraine [l(p) = 0.

Deérinition 12. — Nous appellerons support strict de f
et noterons supst (f) Uensemble des p € L tels que

C, 8> = sup <, inf (nf, g)>

pour tout ge H.

Les notations « sup » et « inf » désignent dans tout ce papier
les bornes supérieures et inférieures pour I’ordre propre des
cones considérés; ainsi pour [ et ge H, sup (f, g) désigne
(selon les notations de Choquet) la fonction h ou h est
définie sur tout élément p e L par h(p) = sup (f(w), glu)).

Pour toute face I de H (resp. de L) désignons par:

— It la face de H (resp. la bande de L) constituée des
réunions de tous les éléments étrangers a tous ceux de I.

— Io la face fermée de L (resp. la face fermée de H)
constituée par les éléments de L (resp. - H) qui sont nuls
sur I. Nous dirons que I° est ’annulateur de 1.

— I? le cone polaire de la face I. Nous noterons A | B
la relation suivante: « tout élément de I’ensemble A est
étranger a tout élément de ’ensemble B ».

Dans toute la suite les seules topologies utilisées (sauf
mention contraire) seront les topologies de la dualité entre

(H—H) et (L— L)

ProrositioNn 13. — La correspondance 1 — I° est une
bijection de Uensemble des faces fermées de H sur Uensemble
des bandes fermées de L (ou encore 1 = 190 pour toute face 1

fermée de H).

Démonstration. — A une bande fermée de L on fait corres-
pondre son annulateur qui est une face fermée de H; I'appli-
cation considérée est donc surjective; montrons qu’elle est
injective. Le cone L est faiblement complet, on a donc &
montrer que si A et B sont des bandes fermées de L telles
que A £ B avec A°=B° alors A = B. Cela est clair car
f~(A) =0 équivaut & f~(B) =0.



SUR UNE FAMILLE DE CONES RETICULES 9

LemMme 14. — Pour tout fe H le cone L est somme directe

de supst (f) et de Uannulateur de 1,. L = 13 @ I}~

Démonstration. — Tout p el séerit p = p, + p avec
¢, défini pour tout ge H par: (g, p,> = sup <inf (g, nf), )

et ’on vérifie aisément que p, est une forme linéaire positive
sur H, c’est-a-dire un élément de L, et que p — p; = y,
appartient a4 ’annulateur de I,.

Lemme 15. — Pour tout f de H le polaire du support
strict de [ est identique a Uensemble {he (H — H); b~ 1L f}.

Démonstration. — 11 est clair que si he H — H et si A~
est étrangére & [ alors h~ vaut zéro sur supst (f). Récipro-
quement soit he H— H avec h*(u) > h~(x) pour tout
w € supst (f) et posons A =inf(h~, f). On a A'(p) =0
pour tout p € I%; il en résulte que h+(w) > h'(p) pour tout
weL, donc h* > A’ ce qui entraine que A’ = 0.

Prorosition 16. — Pour tout fe H Uadhérence de la face
engendrée par [ est identique a l'ensemble

{he H; <h, p) =sup <y, inf(nf, h)> pour tout peL}

Démonstration. — On remarque que pour tout p € (L — L)
tel que wp(l) >0 ona p(I) <O (car pour tout ge H
on a p(g) = sup (— w(h)). Il en résulte que

<o

(I = (Ip — 1) + Ij%

donc que
(Ipp=(1P — 1) + {heH—H; b L[}

(lemmes 14 et 15). Tout peL séerit p = yu; + u, avec
w9 et p, eI, par conséquent (hel, = (L)) est
équivalent a (h(p) = h+(u,)).

On a donc, par définition du support strict,

ht(pg) = sup {eg, Inf (nf, h*) = sup {w, inf (nf, h)).

Voici une proposition qui réunit une partie des lemmes précé-
dents et qu’on utilisera plus loin.
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Prorosition 17. — Pour tout fe H on a:
1) supp (f) = (I)".
2) supst (f) = (I))t = {w e L; f(v) # 0 pour tout

05vsup}
3) supp (f) = supst (f).
Démonstration. — L’assertion 1) traduit la définition 11,

Passertion 2) résulte du lemme 14 et P’assertion 3) résulte
du lemme 15. ' ' ’

Nous nous proposons d’étudier pour tout fe H la face I,:
Soit donc [ fixé; par commodité nous noterons J au lieu de
7, Pisomorphie introduite dans la proposition 9. Tout élément
de L donne par restriction & I, un élément de Iyt; dési-
gnons par p: L — I}t cette opération et par T’ : L — #+(Q/)
Popérateur (7*)™ o p.

Définissons pour tout geH la fonction ~g= sup {7I;
Il < g lel} sur Qf; elle est évidemment s.c.i. Remarquons
que 'on a pour tout geH, inf (¥g, n) = inf (g, nf); pour
le voir on écrit

inf (7 g, n) = inf (sup 71, n) = sup (inf (71, n))

<9 I<9g

= sup ¥ (inf (I, nf)) < 7 inf (g, nf).
1<9
D’autre part

7 (inf (g, nf)) = ‘iulf)«;fnlf)= sup {7l;1 < g, 7l < n}

= sup {inf (7], n);
l < g 7l < n} < sup (inf (7], n)) = inf (7g, n)

I<9

Lemme 18. — La restriction de T’ a supst (f), que nous
noterons T, est une bijection continue croissante de supst (f)
sur le cone des mesures de Radon positives sur QF qui
intégrent s H.

Démonstration. — 11 est clair que T est continue pour
o(L, H) et pour la topologie vague.
Soit ve.#+(Qf) tel que I*vep (supst(f)); on a, par
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définition de supst (f), pour tout ge H:
{I*v, g> = sup (I*v, inf (nf, g)> = sup (v, 7 inf (nf, g)>
- sup v, inf (n, Jg)g = sup {v, inf (n, 7g)>

mais g ests.ca. donc sup (v, inf (n, 7g)> {4 o entraine
que g est intégrable. * :

Soit inversement v e .#+(Q/)  telle que f.?’g dv{ + o
pour tout ge H; comme g ests.ci., on a

f.yg dv = sup finf (n, 7g) dv = sup {(I*v, inf (nf, g)>,

et comme f.?’g dv = {I*v, g>, cette formule signifie que
J*v € (supst (f)).

- DerinitioN 19. — Pour tout fe H nous désignerons par
Q; Vensemble {u e &(L); f(u)=1}.

 Désignons par y,: Q,— Q/ la restriction & Q, de 'appli-
cation produit de T: supst (f) > #*+(Q/), par P'application
e, > de #+(Q) dans Q.

Prorosition 20. — L’application vy, est une homéomorphie
de Q sur Uensemble Qp _=‘m {ze Q; Sg(x){ + o}.
geH
Démonstration. — 11 résulte du lemme 18 que vy, est une

application continue et bijective de Q, sur Qf. Pour voir
que (v, est continue il suffit de vérifier que pour tout
h € H, Yapplication z — h(y,)~(x) = Yh(x) est continue sur
Q). La fonction 7h, qui est s.c.i. sur Q/, est telle que

inf (Yh, n) = 7 inf (h, nf)

soit continue pour tout n; elle est donc continue de Q
dans R; par conséquent elle est continue en tout point de Q.

3. Etude du centre de H.
- La notion de centre a son origine dans les C*-Algébres [9].
Par analogie avec les C*-Algébres, Alfsen et Andersen [4]
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définissent le centre de A(K), espace des fonctions affines
continues sur le convexe compact K, comme étant le sous-
espace de A(K) qui opére multiplicativement sur A(K)
lorsque ce dernier est identifié & ’espace de ses restrictions
sur &(K). Ces auteurs montrent que le centre ainsi défini
est 1somorphe & l'espace des opérateurs linéaires de A(K)
dans lui-méme, qui sont bornés pour I'ordre, et a l’espace
de toutes les fonctions continues sur #(K) muni d’une topo-
logie convenable. ;

Les auteurs de [12] étudient le centre d’un espace de type
« M » de Kakutani suivant la définition précédente; dans ce
cas le centre dépend de la norme choisie.

Wils [20] nomme centre d’un cone C le cone des opérateurs
linéaires de C dans lui-méme, qui sont majorés par un
multiple de I'identité.

Nous nous proposons d’étudier, pour L biréticulé et
H = A¥(L), le centre de H défini par Wils. L’équivalence
des trois définitions du centre d’'un A(K) dépend étroitement
de la nature de 'espace considéré. Nous définirons dans la
suite de ce travail un sous-cone remarquable de H (le
P.G.D.C. de H) qui, d’une certaine fagon, correspond a la
définition du centre d’Alfsen et a I’étude des auteurs de [12].

DeriniTioNn 21. — Soit C un céne convexe saillant; nous
appellerons centre de C et noterons Z(C) le cone des opérateurs
linéaires de C dans lui-méme ainsi défini: '

(T € Z(C)) <= (il emiste r > 0 tel que Tz < rx pour tout x € C).

Nous renvoyons le lecteur & [4] et a [20] pour les détails
des propriétés du centre.

L’espace vectoriel engendré par le centre est canoniquement
normé par la norme jauge de I'identité; on a:

IT] =inf {r > 0; Tz < rz pour tout z e C}.

Lorsque C est complet pour les suites de type [, Z(C) est
complet pour sa norme, et lorsque C est complétement
réticulé il en est de méme pour Z(C). Dans ces deux cas il
existe un espace compact Q€ et une isomorphie de Z(C)
sur le cone des fonctions continues positives sur Qf, qui
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transforme 1'identité en la fonction constante égale a4 un (QC
est extrémement discontinu dans le second cas).

DiriniTioN 22. — Nous dirons que Q€ est le spectre central
de C.

Les éléments de Z(H) s’identifient canoniquement (par
transposition) aux éléments continus de Z(L) que nous
désignerons par Z*(H).

DerinitioNn 23. — Nous dirons que Uopérateur T e Z(L)
est s.c.s. (resp. s.c.t.) sv pour tout h € H la forme linéaire h o T
est s.c.s. (resp. s.c.i.).

Il résulte de cette définition et grace au fait que L est
faiblement complet, que la projection sur une bande fermée
de L est un opérateur s.c.s. La borne supérieure d’une famille
majorée d’opérateurs s.c.l. est un opérateur s.c.i. et toute
borne inférieure d’opérateurs s.c.s. est un opérateur s.c.s.
Un opérateur de Z(L) qui est a la fois s.c.1. et s.c.s. est continu
et s’identifie & un élément de Z(H).

DeériNiTioN 24. — St 1 est une face de H, nous dirons que
cette face 1 est presque absorbante si, pour tout he H et tout

wel, ona (g, h) = sfup {w, mnf (f, k).
€l

Nous dirons aussi qu'un élément fe H est presque absor-
bant si la face 1, est presque absorbante.

Prorosition 25. — Pour toute face 1 presque absorbante

dans H on a Z(I) = Z(H).

Démonstration. — Désignons par ¢ l'injection canonique :
I - H; comme I est presque absorbante I’application
transposée i*: L — [* estinjective (et continue) (I* désigne
Pespace des formes linéaires sur (I — I), positives sur I).
Il en résulte que les bandes fermées de L sont les images
réciproques par ¢ (traces) des bandes fermées de I*.

Tout opérateur S e Z(I*) s’écrit S = 0°° p.dr ou p,
désigne la projection sur la bande B, = {u € I*; Su > ru}
(nous renvoyons le lecteur a [15], théoréme 20.5 et suivants
pour la justification de cette écriture). Supposons 'opérateur S
continu sur I* muni de o(I* I) (c’est-a-dire correspondant

2
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a un élément de Z(I)); alors la bande B, est fermée. L’opé-
rateur S’ restriction de S a L, s’écrit aussi & =ﬁw p-dr
ou p, désigne la projection sur la bande

{vel;Sp >rp} = {pelk;Su > ru};

or cette bande est précisément la trace de B, sur L; elle
est donc fermée. Il en résulte que ', qui peut s’écrire comme
borne inférieure d’opérateurs s.c.s., est s.c.s. On démontre
de méme que S’ est s.c.i. et le transposé de S’ sera le pro-
longement du transposé de S a H.

Ezemples. — L’espace des fonctions continues positives a
support compact sur R et 'espace des fonctions continues
positives tendant vers zéro a l'infini ont le méme centre qui
est 'espace des fonctions continues positives et bornées sur R.

S1 H posséde un élément presque absorbant f, alors
Z(H) = I;; c’est ainsi que le centre de Lr[0, 1] est égal a
L=[0, 1].

Richesse du centre.

Nous aimerions que le centre contienne assez d’opérateurs,
par exemple qu’il sépare les faces fermées disjointes de H.
Nous n’aurons pas cela, mais nous aurons un théoréme du
type Urysohn assurant la richesse du spectre si le cone H
posséde une propriété de domination faible:

DErinitioN 26. — Sowent f et g deux éléments de H;
nous dirons que g domine faiblement f et noterons [ < g

st Uon-a (supp (f) < supst (g)).

Lemme 27. — Pour tous [ et ge H tels que f<3 g ona:
1) (f —rg)* 3 f pour tout r > 0.
2) (f—r'g*t 3 (f—rgt pour tout r > r.

Démonstration. — 1) Laissé au lecteur.

2) 3 g signifie que I N supp (f) = {0}. Posons
C = I}y N supp (f —rg)*t etsoit peC
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on aura

0 0 0 0
L€ I(f—rg)* N I(f~r'y)‘ < I(f—r'y)+ N I(f—r'y)"
donc :

(1) f(w) = r'g(y)

Comme par ailleurs on a (f—rg)(p) < 0 (car w e I} ,p.)
et comme r > r on aura

(2) f(w) < r'g(u)

La comparaison de (1) et (2) entraine f(u) = g(n)=0;
comme p €supp (f— r'g)* < supp (f) on aura

wesupp (f) N I
qui est réduit a I'origine par hypothese.

Prorosition 28. — Pour tous f et ge H tels que f< g
il existe un opérateur p € Z(H) qui induit Uidentité sur 1 .,
zéro sur 1f, et tel que pH < 1.

Démonstration. — Désignons par p, le projecteur sur la
bande supp (f — rg)* (c’est un opérateur s.c.s.), et par g,
le projecteur sur la bande supst (f — rg)* (c’est un opérateur
s.c.l.). Il résulte du lemme 27 que pour tout s > r on a

(1) ps € ¢, < pr

Considérons I'opérateur p* = j;w p-dr; c’est un élément
de Z*(H); en effet il est s.c.s. comme étant borne inférieure
de tels opérateurs, mais 1l est aussi s.c.l. car on peut écrire
grace a (1) p* f g.dr, donc comme borne supérieure
d’opérateurs s.c.1.

La démonstration des propriétés de 'opérateur p transposé
de p* quisont énoncées est immédiate (voir la proposition 16
pour la définition de Tj).

Deérinition 29. — Nous dirons que H posséde la propnete
de domination faible su tout élément de H est borne supérieure
d’éléments faiblement dominés par lut.

Il résulte de la proposition 28 que si H possede la propriété
de domination faible alors Z(H) contient beaucoup
d’opérateurs.
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Remarquons immédiatement que si pour tout fe H il
existe ge H tel que g & f alors H posséde la propriété
de domination faible; en effet on a f=sup (f — rg)* et
f& (f—rg* pour tout r > 0. >0

Exemples. — Supposons que H posséde un élément presque
absorbant u, on a supst(u) = supp (u) donc tout fe H
est dominé par u, donc H posséde la propriété de domi-
nation faible; cela n’est pas étonnant car on a déja remarqué
que Z(H) est isomorphe a I,.

Les espaces L? possédent la propriété de domination faible
grice a la propriété remarquable que toute bande est faible-
ment fermée. Cette propriété entraine que tout élément d’un
espace L? se domine lui-méme car son support et son support
strict sont 1dentiques.

Nous reviendrons sur la propriété de la domination faible
lors de I’étude du cas ou le cone L est presque bien coiffé
et montrerons qu’elle est équivalente au fait que ’espace
des génératrices extrémales de L est complétement régulier.

Le spectre central de L est le spectre de Stone (on munit
I’espace des ultrafiltres de bandes d’une topologie convenable).
Voici une proposition qui dit en quel sens le spectre central
de H est le spectre des bandes fermées de L lorsque H
posséde la propriété de domination faible. Rappelons [propo-
sition (11)] que les bandes fermées de L correspondent bijec-
tivement aux faces fermées de H.

Prorosition 30. — Lorsque H posséde la propriété de
domination faible, Uapplication 11— {TeZ(H); TH < I}
est injective de U'ensemble, des faces fermées de H dans Uen-
semble des faces fermées de Z(H).

Démonstration. — On vérifie aisément que pour toute face
fermée I de H la face {T e Z(H); TH < I} est fermée
dans Z(H). Soient I et J deux faces fermées de H et
feJ\I; f est par hypothése borne supérieure d’éléments
qu’il domine. Comme la face I est fermée il existe h < f,
h¢ 1 tel que f& h, mais ceci entraine grace a la propo-
sition (28) qu’il existe un opérateur non nul de Z(H) dont
Pimage est contenue dans J et non dans L
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4. Représentation du centre dans le cas
ou L est presque bien coiffé.

Nous consacrerons ce paragraphe a la représentation du
centre de H lorsque L est presque bien coiffé. L’idée est que
chaque face engendrée par un élément f de H est isomorphe
a Despace des fonctions continues positives sur son spectre
central Q/; elle est donc égale a son propre centre. Comme
par ailleurs cette face I, admet une représentation sur Q,
(définition 19) qui n’est autre que ’espace des rapports g/f
pour tous les g e I, en recollant ces divers centres locaux on
obtient une représentation du centre de H sur le quotient
des génératrices extrémales de L.

Dans le cas ot H posséde la propriété de domination faible

son spectre central sera le compactifié de Stone-Cech de
Pespace des génératrices extrémales de L.

Rappelons qu’on dit qu’un cone est presque bien coiffé
si tout point de ce cOne est borne supérieure de sommes
finies de points appartenant chacun & un chapeau de ce cone.
Comme L est réticulé et comme la somme de deux chapeaux
de L est contenue dans un chapeau, on déduit trivialement
que L est presque bien coiffé si et seulement si tout point de L
est borne supérieure de points appartenant a des chapeaux.

Lemme 31. — Soit fe H tel que supst (f) soit presque bien
coiffé alors tout p € supst (f) est borne supérieure d’une suite
d’éléments de H appartenant chacun a un chapeau de supst (f).

Démonstration. — Soit p € supst (f), p = sup g, avec
ke € K, chapeau de supst (f); il existe une sous-suite (u,,)
telle que sup p, (f) = w(f); nous allons montrer que

Q= SUp Wg,.
Soit ge H; on a par définition du support strict:

g(w) = sup inf (pfy 8)s w)s

donc inf (pf, g), (k — #a)> < <pf, (& — 1q,)> a pour
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limite zéro quand n tend vers 'infini. On a donc
q

g(p) = sup sup <inf (pf, g), e,y = sup sup <inf (pf, g), o>
= sup {Pq,, &-

Nous avons déja remarqué (lemme 18) que supst (f) est
1somorphe au cone des mesures de Radon sur Q/ qui intégrent
JH. Voici, lorsque supst (f) est presque bien coiffé, une pré-
cision qui résulte du lemme précédent :

Prorosition 32. — Soit fe H tel que supst (f) soit presque
bien coiffé; alors supst (f) se représente par un céne de mesures
de Radon positives sur Q/ qui sont portées par Q; (ou encore
toute mesure de Radon positive sur QF qui intégre JH est
portée par un K, contenu dans Qp).

Démonstration. — Nous renvoyons a la fin du paragraphe 2,
lemme 18 et suivants, pour la signification des notations
utilisées dans cette démonstration.

1. On vérifie aisément que si m est une mesure de Radon
portée par un compact K de Q, et si w est sa résultante
alors T(x) = y(m) ou y(m) estla mesure image de m par
Papplication yx: K — Q.

2. IV apphcatlon T est une isomorphie d’ordre de supst (f)
sur son image dans #*(Q/); il en résulte qu’elle commute
a la borne supérieure.

3. Soit p esupst (f); w =supw, ou (w, est une suite
n
croissante et ou u, € K, chapeau de supst(f). Soit m,
une localisation maximale de p, sur K,, comme &(L)
est fermé on a &(K,) = & (supst (f)) donc m, est portée
par & (supst (f))\{0}. Il existe une suite de compacts
(Ky p)pex telle que m, = sn;p m,, avec m,,= Mk, .

La fonction f est strictement positive sur K, ,; il en
résulte que 'application g: 2 — z/f(x) est bijective continue
de K, , sur son image notée K,,,p < Q. _

Définissons la mesure de Radon m,, surle compact K,,

par: [f dm pour tout ¢ e¥%(K,,); on
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constate aisément que sa résultante est égale a w,,. Comme
la suite (m,,) converge en croissant vers m,, la suite (u,,)
converge en croissant vers w,. De (1) il résulte que

T(p'n,p) = Y(ﬁln,p) = V",P

mesure de Radon sur le compact S,,= v(K,,) < Q}; et
de (2) résulte que T(u) = supsupv,, donc T(w) est portée
n p

parun K; contenu dans Q.

Lemme 33. — Pour tout [ tel que supst (f) soit presque
bien coiffé; Q; est dense dans Q.

Démonstration. — Nous démontrerons que toute fonction
continue sur Q/, nulle sur Q) est nulle partout ou encore
que pour tout ke I, [h(x) =0 pour tout @ e Q] entraine
h=0. Tout peL sécrit p=p 4 " avec p el
et w” esupst (f) d’ou h(p) = h(p") = sup h(u;) avec p; € K|

chapeau de supst (f); mais s1 h est nul sur Q;, h sera nul
sur & (supst (f)) donc sur les points extrémaux de tout
chapeau donc A(p;)) =0 pour tout ¢ d’ou h(x) =0.

Prorosition 34. — Supposons supst (f) presque bien
coiffé; alors toute fonction ¢ continue bornée et positive sur Q;
admet un prolongement unique appartenant a 1.

Démonstration. — Posons

¢=1mf{hel;h >¢ sur Q;
et '
¢ =sup{hel;h<e¢ sur Q

Ce sont évidemment des fonctions respectivement s.c.s. et
s.ca.sur L etlon a

$(n) =
$(u) <
Nous nous proposons de montrer que ¢ est égale a ¢ et
que & = ¢ est un prolongement de ¢ a L tout entier.

Pour cela il suffit de montrer que &(p) = ¢(pn) pour tout
p € supst (f) ou encore ¢ = ¢ =¢ sur Q.

¢(p) =0 pour tout weld,
#(w) < lol.f(x)  pourtout  u e supst (f)
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Considérons I'isomorphie ~: I, — ¢+(Q/); on peut définir
canoniquement Y§ et Y, elles seront exactement les régula-
risées s.c.s. et s.ci. de ¢’ 1image de ¢ par I'homéomorphie
entre Q; et Qp; elles sont donc égales & ¢’ sur Q par
conséquent elles définissent une fonction continue sur €/
qui se reléve par ! en le prolongement cherché. On remar-
quera que la norme canonique du prolongement dans I, est
égale & la norme uniforme de ¢.

Remarquons qu’il devient maintenant clair que Q7 est
le compactifié de Stone-Cech de Q. Voici une proposition
qui lie les propriétés étudiées avec le cas ou L est lui-méme
presque bien coiffé :

ProrositioNn 35. — Pour tout cone biréticulé L les deux
conditions sutvantes sont équivalentes :

1) L est presque bien coiffé.
2) Pour tout fe A¢(L), supst (f) est presque bien coiffé.

Démonstration. — 2)=>1) Soit peL, p# 0; 1l existe
fe H tel que f(p) # 0; soit u, la projection de p sur
supst (f); on aura p,= sup p; avec chaque p} dans un

chapeau de supst (f) c’est-d-dire dans un chapeau de L
car supst (f) est une face. S1 @ — p, % 0 on reprend avec
(e — @y)... Il résulte du théoréme de Zorn qu’il existe une
famille maximale (f,) d’élémentsde H telle que @ = sup u,,
avec y; € supst (fy), c’est-a-dire borne supérieure d’éléments
appartenant & des chapeaux de L; donc p posséde la méme
propriété.

1) = 2) Soit pesupst (f); ona p=supp, avec p, € K,
chapeau de L; pourtout « il existe une mesure maximale =4
sur &(K,) = K, n é(L) qui représente p, (w, = r(wa)).

1) La mesure w, ne charge pas la bande I}, en effet:
posons vg = r(mg8); ona vq < fg et vao(f) =j;f=o! fdr,=0;
il en résulte par la proposition 17 n°® (2) que v, =0; donc
na({e;f(x) = 0}) =0, on en déduit que la mesure est portée
par & (supst (f)) = supst (f) N &(L).
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2) On a pour tout «, g, =supp,, avec p,, dans un
n

chapeau C,, de L; en effet: la mesure =, s’écrit
Ty = Sup (mqx,,) avec (K, ,) suite croissante de compacts
n

de supst (f) ne contenant pas P'origine donc p, = sup p, ,
avec W n = I(Tq nk,,) € co( en U {0}); or ce dernier
ensemble est un chapeau, voir par exemple (13) th. 2.19.

3) Les compacts C,, sont en fait des chapeaux de
supst (f); en effet: nous montrerons que ’enveloppe convexe
fermée de tout compact K contenu dans & (supst (f)) est
encore dans supst (f).

Soit peco(K), p est barycentre d’une mesure maximale
n sur K; et soit p' < u, alors p' est barycentre d’une
mesure maximale =’ sur K; on a =’ < m (théoréme
d’unicité de Choquet). Comme f > ¢ > 0 sur K, f(p')=
entraine f fdn' =0 ce qui entraine que =’ =0 donc
' =0 cela étant vrai pour tout p’ < p on conclut a 'aide
de la proposition 17 que p € supst (f).

Nous désignerons par & Iespace topologique quotient

de &(L)\{0} par la relation d’équivalence: (p ~ v si et
seulement s’il existe r > 0 tel que p =rv); soit aussi,

pour tout fe H, &, le quotient de
R0, = & (supst (£)\{0}

par cette relation d’équivalence. Voici un lemme pour fixer
les notations.

Lemme 36. — Soit fe H tel que supst (f) soit presque bien
coiffé; alors pour tous T e Z(H) et gel, ona:

Tf(w) _ Tg(w)
flw) 8w

pour tout p € & (supst (g))\{0}.

Démonstration. — La restriction de T a I, appartient au
centre de I;; il existe donc ¢(r € %5 (Q)) tel que

Tfia,=9an e  Tgo, = 9wy 8a,
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Soit p €& (supst (g))\{0}; on a g(u)# 0, 1l existe
veQ, tel que w=rv avec r > 0 d’ou:

T _ ) -

d’ou le résultat cherché par homogénéité.

Prorosition 37. — Pour tout cone L presque bien coiffé
et biréticulé, le cone Z(H) est isomorphe au cone des fonctions
continues positives et bornées sur &.

Démonstration. — On a & = U {ﬁf; fe H}.

1) Soit T e Z(H) on définit sur chaque , la fonction
continue ¢, 1mage de ¢’ (voir démonstration du
lemme 36) par 'homéomorphie de Q; sur Q, Comme tout
couple d’éléments f et g de H appartient & I, on a
8, nQ, = Q,, etlelemme 36 montre que:

P, Ny N Oy = PE, DI, N Dy = P, £y 0 Oy

Soit ¢r la fonction continue sur & obtenue par recollement
des o¢x p pour tous les fe H. II est clair que T < T’
entraine ¢r < ¢, et que or < |T].

2) Soit réciproquement ¢ € €f(€) et considérons pour
fe H la fonction ¢|g, et son image ¢’ par I’homéomorphie
de Q, sur QO il existe un prolongement unique de o’
dans I, (propositions 34 et 35). Notons ce prolongement T.f;
la relation To(f 4+ g) = Tof 4+ Teg résulte de l'unicité du
prolongement dans I;,, et dulemme 36; ici aussi il est clair
que ¢ < ¥ entraine T, < Ty.

Cette représentation du centre de H sur & (que I’on peut
nommer le spectre extrémal de H) ne dit rien sur la structure

du centre, remarquons tout de méme que & posséde une base
de sa topologie formée par les ensembles Q, qui sont compleé-
tement réguliers. Voici une proposition qui précise quand le
spectre central est le compactifié de Stone- Cech du spectre
extrémal.
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Prorosition 38. — Pour que le spectre extrémal de H soit
complétement régulier il faut et il suffit que H posséde la pro-
priété de domination faible.

Démonstration. — 1) Supposons & complétement régulier,

alors pour tout fe H la fonction caractéristique de O, est
s.c.l. et borne supérieure de fonctions continues dont le support

est contenu dans . Cela signifie, moyennant 1’homéo-

morphie ;> Q, et la proposition 34, que [ est borne
supérieure d’éléments de H qu’il domine faiblement.

2) Soient réciproquement C un cone fermé de &(L) et
C’ une génératrice extrémale non contenue dans C, corres-

pondant & un fermé C et un point €' distinct de C dans &.

On sait, grice au fait que co(C) est une face, qu’il existe un
élément ge H tel que g(p) #% 0 pour tout p e C\{0}
et qui vaut zéro sur co(C).

S1 lon suppose que g est borne supérieure d’éléments
dominés par lui, 1l existe fe H, f 3 g vérifiant les mémes
propriétés que g. Pour la méme raison il existe r > 0 tel
que C’ < supst ((f — rg)*); on déduit de la proposition 28
qu’il existe un élément du centre de H qui vaut I'identité
sur I .5 et qui induit zéro sur I}; on déduit alors par
la proposition 37 et grace au fait que C < 19, qu’il existe une
fonction continue sur & valant zéro sur le fermé C et

strictement positive au point C'.

5. Spectre central d’un céne complétement réticulé
et des espaces L»~.

Les espaces L”(n), qui sont complétement réticulés et dont
les cones positifs sont biréticulés pour p # 1, ont la propriété
remarquable que pour tout 1 < p < + o le dual normal de
LP(p) est identique & LI(w) ou ¢ est le conjugué de p, ce
qui entraine que toute bande est faiblement fermée, ou encore :
pour tous r et s les bandes de L’(p) sont en bijection avec
celles de L*(u). Nous montrerons dans ce paragraphe que
toute 1somorphie d’ordre d’un espace L? est le produit d’une
isométrie positive par un opérateur du centre de LZ.
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Nous étudierons pour commencer le spectre central d’un
cone complétement réticulé sur lequel on peut représenter le
cone des opérateurs normaux qui conservent les bandes.

Notations. — Soit H un cone complétement réticulé, nous
dirons qu’une forme linéaire (resp. un opérateur linéaire) T
sur (H — H) est normale si, pour toute famille filtrante
croissante (h,) < H de borne supérieure h, on a

Th = sup Th,.

L’espace vectoriel engendré par les formes linéaires normales
sera désigné par le dual normal de H.

Nous dirons qu'un opérateur linéaire de H dans H
conserve les bandes si TB = B pour toute bande B de H.
Une isomorphie d’ordre d’un espace vectoriel ordonné est
un opérateur linéaire bijectif, positif ainsi que son inverse.
Nous désignerons, pour tout w € H, par B, la bande engen-
drée par u. Pour toute bande B de H nous noterons us
la projection de w sur B.

Nous désignerons par N(H) le cone des opérateurs normaux
de H dans H qui conservent les bandes; alors N(H) > Z(H).

Si X est un espace topologique, nous désignerons par
9(X) lespace des fonctions continues de X dans R qui
valent I'infin1 au plus sur un ensemble rare de X.

Les cones Z(H) et N(H) sont complétement réticulés et
il est facile a vérifier que les bandes de Z(H) et celles de N(H)
correspondent bijectivement a celles de H; il en résulte que
ces trois cOnes ont le méme spectre central (c’est en fait le
spectre de Stone de ’algébre de Boole des bandes).

Comme il n’existe pas d’opérateur non nul de N(H) étran-
ger a4 l'identité, le cone Z(H) est presque absorbant dans
N(H); ceci va nous donner une représentation du cone N(H).

Prorosition 39. — L’isomorphie canonique de Z(H) sur
€+(QY) se prolonge en une isomorphie, notée i, du céne N(H)
sur une bande de 2+(QY) stable par multiplication.

Démonstration. — L’extension de I'isomorphie considérée est
aisée : Remarquer que tout T € N(H) s’écrit

T = sup inf (T, nl)
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ou I désigne I'opérateur identité. Voir [1,] pour les détails
de démonstration.

Pour montrer que I'image de N(H) est contenue dans
2+(Q"), étant donnée la correspondance bijective des bandes
de N(H) et des ensembles qui sont a la fois ouverts et fermés
de QY, nous montrerons que pour toute bande B de N(H)
il existe une bande B’ = B et un entier n tels que

TBI s nIBr.
Il existe n tel que (Ts — nls)~ # 0; notons par B’ la
bande engendrée par (Tz — nlz)~; on a bien Ty < nl
et B’ = B.

Nous noterons N(H) limage de N(H) par U'isomorphie i.
Dans la suite de ce paragraphe nous supposerons que les
formes linéaires normales sur H séparent les points de H,
et nous désignerons par L le cne positif du dual normal de H.
Comme toute bande de H est ¢(H, L) fermée (voir [5] et [16]),
il en résulte que H et L ont le méme spectre central et le
méme centre.

Notons pour tout ¢ € N(H) par T, = i(p) lopérateur
de N(H) correspondant. Pour tous he H,le L et

VS %+(QH)9

Vapplication ¢ — (Tgh, [> est une mesure normale sur QF;
nous la noterons [h, I]; l’ensemble de ces mesures sera
appelé 'espace des mesures spectrales et désigné par [H, L].
Le cone [H, L] est complétement réticulé et c’est une face
du cone des mesures normales positives sur QF; de plus
toute mesure normale sur Q" appartient 4 la bande engendrée
par les mesures spectrales (voir [11,] et [1.]).

Supposons H identique au céne positif du bidual normal de
(H — H) et notons par Li[H, L] le cone des fonctions posi-
tives sur QY dont la puissance piéme est intégrable pour
toute mesure spectrale.

Prorosition 40. — Le céne N(H) est identique au sous-céne
de 2+(Q¥) constitué par les fonctions qui sont intégrables pour
toute mesure spectrale. On a de plus,

N(H) = Li[H.L] = [ ) L2[H, L].

P21
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‘Démonstration. — Soient ¢ € N(H) et [k, I] une mesure
spectrale, on pose [h l(9) = <(Tgh, I> pour définir l’1ntegrale
de ¢ par rapport a la mesure [, l]

Réciproquement si ¢ € 2+(Q") est intégrable par rapport
a la mesure spectrale [k, l], on a: '

[h, (e) = sup {[h, 1](s'); ¢’ € €+(QW), ¢’ < g}
= sup {{Tyh, I>; ¢’ € ¢+(Q"), ¢’ < o}.

On défimit Tch comme étant la forme linéaire normale sur L
valant [k, l](¢) en chaque point le€ L. Pour montrer que
Li[H, L] « L?[H, L] pour tout p > 1, on remarque que si
¢ € 2+(Q") est intégrable par rapport a la mesure [h, []
alors elle définit une nouvelle mesure spectrale [k, T.l] par
rapport a laquelle elle est de nouveau intégrable et 1'on a
(h, T.l](e) = [k, l](9*) < + oo donc ¢* appartient a

Li[H, L]
et ainsi de suite. iy
Pour identifier N(H) & I’espace des fonctions intégrables
pour toute mesure spectrale nous avons été amenés a supposer
H identique au cdne positif de son bidual normal. Dans ce
qui suit nous donnerons des conditions suffisantes pour que

N(H) = Z(H).

Proposition 41. — Soit H wun céne complétement réticulé
et supposons (H — H) normé avec une norme croissante sur H.
Alors tout opérateur T € N(H) qui est continu appartient au
centre de H et sa norme comme opérateur sur H est égale a
sa norme canonique dans Z(H).

Démonstration. — Soit T e N(H) et posons o = i(T)
(prop. 39); on a ¢ = sup {¢'; ¢’ étagée, ¢’ < @r}; posons,
pour un tel ¢’, T, =17(9"); on a T, < T, ce qui entraine

4 cause de la croissance de la norme sur H: [T < |T|.
Il en résulte que 'on aura |T| > ¢r(z) pour tout ze QH
des que 'on a |T.| > ¢’(z) pour toute fonction étagée o;

donc pour toute fonctlon calacterlsthue d’ouvert et fermé
de QY; or pour ces fonctions on a toujours |[Ty| > ¢'(z),
car T?, est un projecteur.

Finalement si 'on note |¢¢|, la norme uniforme de ¢r
sur QF on a démontré que pour tout T e N(H) qui est
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continu sur H, on a |T| > ¢r. Comme par ailleurs on a
¢r < [9r]..1gn, on aura aussi [T| < |erf..

Il suffit maintenant de remarquer que I'isomorphie de
Z(H) sur &+(Q") est une 1sométrie pour les normes
canoniques.

Nous pouvons maintenant énoncer que chaque fois que les
opérateurs de N(H) sont continus, alors N(H)= Z(H).

Corovrratre 42. — Sous les hypothéses de la proposition 41
et lorsque la topologie de H est identique @ sa topologie de
Dordre, ou lorsque H — H est un espace de Banach, on a
N(H) = Z(H).

Ce corollaire qui n’est pas trés satisfaisant (car il fait jouer
un role important a la norme et a la complétion de I’espace)
ne peut s’étendre au cas ou (H — H) est par exemple un
espace de Fréchet. Il existe des algébres qui sont de Fréchet et
qui contiennent strictement leurs centres: par exemple RY
et [ )Lo(w).

P21

Soit (X, @, w) un espace mesuré localisable, c’est-a-dire

que L*(X, @, @) est compléetement réticulé, posons

H=12(X,&u), 1<p<+ oo

il est aisé de voir que les ensembles u-mesurables de X corres-
pondent bijectivement aux bandes de H donc aussi a celles
de Z(H); ainsi le spectre central de H s’identifie au spectre
de Stone [10] de l'algébre de Boole des ensembles p-mesu-
rables de X. Il en résulte que le centre Z(H) s’identifie

a L2 (X, @, p), avec le produit des fonctions comme opération.

ProrosiTion 43. — Soit (X, &, n) un espace mesuré loca-
lisable et posons H = L2(X, @, u), 1 < p < + ow. Alors
toute tsomorphie d’ordre T de LP(X, &, p) sécrit de maniére
unique T =T, o Ty avec T, € Z(H) et T, isométrie positive
de Lr(X, @, p).

Démonstration. — Supposons que H contienne un élément
presque absorbant; on sait alors grace au théoréme de repré-
sentation de Kakutani (voir par exemple [14]) que H est
isomorphe & LP(Q¥  v) ol v est une mesure normale sur le
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spectre de H. Remarquons que l'isomorphie d’ordre T
induit une isomorphie de I’algébre de Boole des bandes de H
donc une homéomorphie = de QY. Comme v est une
mesure normale, v et t(v) ont les mémes ensembles négl-
geables (ce sont les ensembles rares de QY); il existe donc
feLi(QY, v) tel que =(v)="f.v.

Soit 6: h e LP(QF, V) — fUp(h o 1),

on vérifie aisément que c’est une isométrie positive. Posons
T, = T o 6; c’est un opérateur normal qui conserve les bandes;
il résulte du corollaire 42 que T, € Z(H). On en déduit que
T=T, 006

Dans le cas ou H ne contient pas d’élément presque absor-
bant, on remarque que pour tout k€ H la bande engendrée

n
par {T"h},., admet h' = Ezi'i-"]_l% comme élément
presque absorbant. Cette bande B, est stable par T, ainsi
que sa bande supplémentaire; il existe donc une famille
maximale (B;) de telles bandes deux a deux étrangeres, telle
que H = @®B,. On a d’aprés la premiére partie Ty, = Ti o T}
avec Tie Z(B;,) et Ti 1sométrie positive de B;; on en déduit
que la restriction de T a @B; s’écrit Tes, = @ T Ti.
Posons T, = @Ti; c’est une isométrie de @B;; elle se
prolonge en une isométrie sur H tout entier que nous appelle-
rons aussi T,, mais alors on constate que T o Tz' est un
opérateur normal qui conserve les bandes, c’est donc un

élément de Z(H).



DEUXIEME PARTIE

LES D-CONES

Nous continuerons a désigner dans cette deuxiéme partie
par H un cone convexe, saillant, réticulé pour son ordre
propre et séparé par le cone L des formes linéaires positives,
mais nous n’avons pas besoin, pour les deux premiers para-
graphes, de supposer que H est identique au cone A¥(L)
(voir définition 6).

DeriniTioN 44. — Sotent [ et g deux éléments de H nous
dirons que g domine f et noterons fed(g) la relation sui-
vante : Pour toute suite (h,),enx de H, majorée par f, décrous-
sante et o(H, L) convergente vers zéro et pour tout « > 0 il
existe n. tel que h, < eg.

Soient par exemple [ et g deux fonctions continues sur
un espace localement compact. Suivant Choquet [8] nous
noterons fe€ 8(g) la relation: Pour tout ¢ > 0 1l existe un

compact K, tel que f(x) < eg(z) pour tout ze [KE. Il
résulte alors, par simple application du théoréme de Dim,
que fe3(g) entraine, si g est strictement positive, f € d(g).

DeériniTioN 45. — Nous dirons qu’un sous-cbne P de H
est un D-sous-cone si tout fe P est dominé par un élément
ge H. Le cone H sera dit un D-céne s’il est un D-sous-cone
de lui-méme, dans ce cas on dira aussi que le cone H posséde
la propriété « D ».

Rappelons la définition des cones adaptés des fonctions
continues introduite et exploitée par Choquet [8] et plus tard
par Mokobodzki et Sibony [17]:

Soit Q un espace localement compact et soit C un cone
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convexe contenu dans %+(Q). Nous dirons que C est un
cone adapté si:
1. — Pour tout ze€ Q il existe feC tel que f(z) # 0.
2. — Pour tout feC 1l existe geC tel que fed(g).
Il en résulte que tout cone adapté qui contient une fonction

strictement positive et tout %;(W) ou W est localement
compact sont des D-cones.

1. Lemme fondamental.

Le lemme 46 qui va suivre est la clé du reste, 1l montre que
la domination dans H est liée a une certaine compacité
comme pour les cones adaptés de fonctions continues.

LemMme 46. — Sotent [ et g deux éléments non nuls de H
tels que fed(g). Alors pour tout r > 0 la bande fermée
supp ((f — rg)*) est un cone localement compact dont I’ensemble

B, ={pel; f(p)=1} nsupp ((f —rg)*) est une base

compacte.

Démonstration. — Comme le cone L est faiblement complet
et comme ’ensemble B, est fermé 1l suffit de montrer que B,
est faiblement borné et que [ est non nul sur

supp ((f — rg)*)\{0}.

Pour montrer que le convexe fermé B,; est borné, on mon-
trera que pour tout e H, Pensemble [(B;) est borné.

Considérons pour un tel le H la suite inf <f, —1—l>; elle est
n

majorée par f, décroissante, et a pour limite zéro en tout
point de L. Par conséquent il existe n, tel que

inf <f, 71 l> < rg,
. 0
1

comme on a aussit 1inf <f, - l> < f il en résulte que
1 7

inf (f, —n% l> < inf (f, rg).
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Comme —- 1 sécrit ——1 — inf<f, 1 z> + A inf<f,—1—l>
no . no : no 3 no no
. 1 1 .
t = < ’ (2 L A
on ob 1¢nt n l < f+ 1 en posant ! n I — inf <f, n l
S1 nous montrons que !'(p) = 0 pour tout

w € supp ((f — rg)*)

le lemme sera démontré car on aura [(p) < nof(r) pour tout
w € supp ((f — rg)*t), donc [(p) < my, sur B,;, mais aussi
f(un) %= 0 pour tout p € supp ((f— rg)t)\{0} car pour un
tel p 1l existe le L tel que I(p) # 0.

Pour montrer que () = 0 pour tout p € supp ((f — rg)*),
il suffit de montrer que inf (I';, (f — rg)*) =0 (définition 11)

orona (f—rgt=f—mf(f, rg) <f— inf <f, n_10 l> donc

inf ((f —rg)*, I') <inf <<f — inf <f, niol>> <ni0 ! — inf <f ’ nio l>>>

et le membre de droite de cette inégalité est égal a zéro.

CoroLrLaIRE 47. — Soit Q wun espace localement compact
et sotent [ et g deux fonctions continues positives sur Q;
alors fed(g) entraine fe 3(g).

Démonstration. — Désignons par S(f — rg)* le support
dela fonction continue positive (f — rg)*; on peut démon-
trer d’une fagon analogue au lemme 46 que S(f — rg)* est
compact; comme [ = sup (f — rg)*, la fonction f est nulle
hors d’un K, réunion d’une suite (K,),x strictement
croissante de compacts de Q. Soit ¢, une fonction continue

positive sur Q valant zéro sur K, et un sur [:Kn+1 alors
la suite h, ={f.p, est constituée de fonctions continues
majorées par f; elle est décroissante et de limite zéro en tout
point de Q. Il en résulte que pour tout ¢ > 0 il existe n,
tel que h, < eg c’est-a-dire f < eg hors du compact K, 4
donc fe8(g). ' ' ‘

Cororrarre 48. — S’ul existe dans H un couple d’éléments
f et g tel que fed(g), alors &(L)\{0} n’est pas vide.
Nous avons vu dans la démonstration du lemme 46 que f
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est non nul sur supp ((f — rg)*)\{0} ce qui entraine que f
domine faiblement (f — rg)t (définition 26). On a mieux:

Cororraire 49. — Soient [ et ge H tels que fed(g);
alors (f —rg)* ed(f) pour tout r > 0.

Démonstration. — Soit (h,),ex une suite d’éléments de H
décroissante vers zéro et majorée par (f — rg)t; comme
(f—rg)t < f et fed(g), pour tout ¢ il existe n, tel que
h, < erg. Comme rg=f— (f—rg)* 4+ (f — rg)~ on déduit
que  crg = (cf — e(f — rg)*) + (e(f — rg)), donc par le
lemme de décomposition de Riesz &, < ¢f.

2. Propriétés essentielles des D-cénes.

Prorosition 50. — Pour tout D-céne H, la réunion des
générairices extrémales de L diminuée de Uorigine est o(L, H)
localement compacte.

Démonstration. — Soit p, un point différent de I’origine
d’une génératrice extrémale de L; 1l existe fe H tel que
f(wo) =1, soit ge H un élément qui domine f. Prenons
s >0 tel que f(p) — sg(we) > 0, 11 en résulte que en-
semble U, = {u e &(L); f(r) #0 et (sg —f)*(x) =0} est
un voisinage conique de R . y,.

Pour tout 0 < r <s ona U, < supp ((f— rg)*); sinon
il existerait p, € U; et le H tel que inf (I, (f — rg)*)(1y) =0
(définition 11) avec I(g,) # 0, soit puisque g, est sur une
génératrice extrémale (f — rg)t(u,) =0, et a fortion

(f — s8)*(w) = 0.

Cela est impossible, du fait que p; € U, entrainerait
f(p) = sg(pa) donc f(py) = sg(wa) et f(pa) < rg(pa) & la
fois, ce qui n’est pas possible car f(u,) % 0.

Considérons P’ensemble V = supp ((f — rg)*) n &(L);
d’aprés ce qui précéde c’est un voisinage conique de Rj.p,
dans &(L), 1l résulte du lemme 46 que I’ensemble

Voo {u; f(e) =1}
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est un voisinage compact de p, dans
&(L) 0 {u; f(u) =1}
mais aussi que I’ensemble
v ﬂ5%<f(u)<%§ ;—;—
est un voisinage compact de p, dans &(L)\{0}.

< A

N

—u %M(Bl) -g’-

Remarque 51. — La démonstration de la proposition précé-
dente est localisable au sens suivant: St H est un cone réticulé
qui n’est pas un D-cone et si f et g sont deux éléments de H
vérifiant e d(g) alors &(supst (f))\{0} est un espace loca-
lement compact dénombrable a I'infini; on en déduit que
(définition 19) 'est aussi.

Prorosition 52. — Pour tout D-cone H, le céne L est
presque bien couffé.

Démonstration. — Pour tout élément p e L\{0} il existe
p’ e L\{0} avec p’ < p et p’ contenu dans une face loca-
lement compacte de L; en effet, 1l existe fe H avec f(p) =1
et ge H quidomine f; comme f=sup {(f—rg)*;r > 0},
il existe un r, tel que (f — rog)*(u) % 0. La projection p’
de p sur supp ((f — rog)*) convient car u’ =0 entrai-
nerait que p est orthogonal & supp ((f — reg)*) donc
(f — rog)*(»:) = 0.

Posons v =sup {¢;; 0 < p; < g, u; dans un chapeau K}
alors v = p; en effet, posons = = — v. Si = n’était pas
nulle 1l existerait =’ non nul et contenu dans un chapeau K;
la relation p > v 4 =’ entrainerait u > yw;, + = pour
tout i. Comme il est facile a vérifier que p, + =’ est dans
un chapeau, on déduit que v =sup (u;, + =') =v 4+ =’ ce
qui est absurde.

Remarque 53. — La proposition 52 est localisable au sens
suivant: S1 H est un céne réticulé qui n’est pas un D-cone,
et si f et g sont deux éléments de H tels que fed(g),
alors supst (f) est presque bien coiffé.

Remarque 54. — 1l résulte de la proposition 8 que si L est
presque bien coiffé, il est équivalent de dire pour une mesure
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conique sur L qu’elle est maximale ou qu’elle est portée par

&(L).

DerinitioNn 54. — Nous dirons suivant Choquet [7] qu’une
mesure conique m sur L est localisable par une mesure de
Radon 7 sur &(LIN{0} si Pon a: m(f) = @(fisanuo)
quelle que soit la fonction linéaire par morceaux

Prorosition 55. — Pour tout D-céne H, toute mesure
conique maximale, portée par L, est localisable par une mesure

de Radon sur &(L)\{0}.

Démonstration. — Soit m, une mesure conique maximale
portée par L de résultante z. La démonstration de la propo-
sition 52 indique que z =supz; ou xz;€L; et L; est une

: .
face 4 base compacte de L. On déduit grice au théoréme de
la représentation barycentrique dans les coOnes réticulés de
Choquet [6] que m, = sup m,, ou m,, est la mesure maxi-

i
male de barycentre z;; Chaque mesure m, admet une
localisation [7] sur &(L;)\{0} que nous noterons rm,,.
Posons m, = sup m,, et montrons que m, est une mesure

de Radon; il suffit de montrer que m,(K) < 4+ o pour tout
compact K = ¢(L)\{0}; or un tel compact K est contenu
dans un cone Lx a base compacte (il suffit de prendre le cone
engendré par I’enveloppe convexe fermée de K). Considérons
un élément fx € H tel que I'ensemble

xk = {w € Lg; fx(p) = 1}

soit une base de Lx; on obtient en désignant par my,;, la
restriction de m, sur Lx et par « la borne inférieure de fx
sur K:

i .

< sup LN <% fx> S Mg <% fk> < + oo.

fi(K) = sup i, (K) < sup _ﬁl_w(% fux

Il reste a montrer que toute restriction d’une fonction [
linéaire par morceaux sur ¢&(L) est m, intégrable, cela



SUR UNE FAMILLE DE CONES RETICULES 35

se déduit du fait que [ est m, intégrable. Le fait que nm,
localise m, résulte des théorémes généraux de I'intégration
en remarquant grice au lemme 31 qu’on peut prendre la
famille (z;) dénombrable.

Nous dirons qu’une suite d’éléments de H est une suite
presque absorbante si la face engendrée par cette suite est

presque absorbante. Voici alors un théoréme de représentation
de D-cones.

Prorosition 56. — Tout D-cone H qui contient une suite

presque absorbante est isomorphe & un céne adapté H de

fonctions continues sur un espace localement compact dénom-
brable a Uinfinu.

Démonstration. — Remarquons qu’en prenant des bornes
supérieures convenables on peut supposer la suite presque
absorbante donnée (e,),.n croissante et vérifiant e, € d(e,+,)
quel que soit n.

Soit p e &(L)\{0}; 1l existe ge H tel que g(p)=1;
comme g = sup {g,.} avec g,,=I1nf(g, me,), 1l existe
m et n tels que 0 < e, () < m. On déduit de ce qui précede
que &(L)\{0} = U {reé&(L); 0 < e ) < m}; montrons
que cet ensemble est un Ks; pourvcéla il suffit de montrer
que pour tout n l'ensemble A, = {pn € &(L); 0 < ¢,(n) < 1}

est un K;. Comme A, < U supp <<e,, — %en+1>+> on peut
p

écrire A, sous la forme suivante :

A, = U gsupp <<e _1 en+l>+>
Py P

N gueé"(L);

|

< efe) < 1{{:

On sait grice au lemme 46, et en remarquant que &(L) est
fermé, que pour tous p et ¢ 'ensemble

: 1 + 1 |
supp en—yenH) N %ueé"(L);jq— < e(p) < 1%
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est compact. Comme il résulte du lemme 46 que

1 +
supst (en) = supp <<e,, - —; en+1> >

pour tout n et p, on déduit que les intérieurs de ces compacts
recouvrent &(L)\{0}, ce qui entraine que &(L)\{0} est
localement compact.

Etant donné que &(L)\{0} estlocalement compact dénom-
brable a P'infini et que la suite (e;gmn oi)aen €St constituée
de fonctions homogeénes positives continues telles qu’en tout
point de &(L)\{0} il existe une fonction de cette suite qui
ne s’annule pas en ce point, il existe une suite de réels stricte-
ment positifs («,),ey telle que la fonction homogéne définie
par e = X «,e, soit continue et strictement positive sur
¢(L)\{0}.

Si Q= {peé(L); ep) =1}, l'ensemble Q est une
section continue de ¢&(L)\{0}; c’est donc un K, loca-
lement compact.

Désignons par H le cone des restrictions des éléments de
H a Q; il est évidement isomorphe &4 H et comme c’est
un D-cone 1l résulte du corollaire 47 que c’est un cdne adapté.

3. Existence d’un plus grand D-sous-céne.

Nous supposerons désormais que le cone H est identique
au cone A¢(L), c’est-a-dire (voir l'introduction) que tout
filtre de Cauchy dans H possédant une base constituée
d’intervalles est convergent dans H.

Nous nous proposons dans ce paragraphe de donner une
condition nécessaire et suffisante pour que H contienne un
D-sous-cone non trivial et d’énoncer une réciproque partielle
des propositions 50 et 52.

Prorosition 57. — Les énoncés suivants sont équivalents :
1) Dans H il existe un D-sous-céne non réduit a Uorigine.
2) Dans H il existe f et g non nuls avec fe d(g).

3) Il existe un point de &(L)\{0} qui posséde un voisinage
compact.
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Démonstration. — 1) et 2) sont équivalents par définition.

2) entraine 3): Il existe p,eL tel que f(u,) =1, 1
résulte alors de la remarque 51 que u, posséde un voisinage
compact dans &(L)\{0}.

3) entraine 2): Soient p, et V, un voisinage compact
de p, dans &(L)\{0}; 1l existe ge H tel que g(u,) = 1.
L’ensemble U, = V, N Q, est un voisinage compact de ,
dans Q,. Soit f’ une fonction continue a support dans U, ;
comme [’ est & support compact dans Q, on a f" e §(1).
Notons par f le prolongement de f’ appartenant a I, (pro-
position 34) alors il est clair que [f’ € 8(1)] est équivalent

[f < dig)]

L’existence d’un plus grand D-sous-cdne résulte du fait que
la somme de tous les D-sous-cones de H est un D-sous-cone
de H; il suffit pour le voir de montrer que la somme de deux
D-sous-cOnes en est un:

Lemme b8. — La somme de deux D-sous-cénes de H est
un D-sous-céne.

Démonstration. — Soient P; et P, deux D-sous-cones de H
et f=fi+fi avec fyeP, et f,€P,. Il existe g et g
tels que fied(g) et fred(g); posons g=g + g et
montrons que fed(g). Soit (h,),ey une suite décroissante
de limite zéro et majorée par f, on obtient grice au lemme
de décomposition de Riesz deux suites (hl) et (h2) décrois-
santes de limite zéro majorées respectivement par f; et fj.
Ainsi pour tout ¢ > 0 il existe n; et n, tels que Al < eg
et h? < eg,. Posons ny, = max (n,, n,) alors

oy = hi, + Hi, < e(g1 + g) = <8,
donc fed(g).

Prorosition 59. — Pour tout cone réticulé H il existe un
plus grand D-sous-céne contenu dans H.

Notation 60. — Nous désignerons par P.G.D.C. de H le
plus grand D-sous-cone de H; c’est une face réticulée de H.
Voici une réciproque partielle des propositions 50 et 52.
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Prorosition 61. — Pour tout céne L biréticulé, presque
bien coiffé et tel que &(L)N\{0} soit localement compact, le céne
des formes linéaires positives sur le P.G.D.C. de H s’identifie
a L (par Uapplication restriction naturelle).

Démonstration. — Nous avons déja remarqué (avant le
lemme 26) que pour tout fe H et tout p e Q; un systéme
fondamental de voisinages de w dans Q; est constitué par
les ensembles Vo= Q, N {velL; ¢(v) >0} pour ¢eH,
o(w) # 0.

1) Nous commencgons par démontrer que le cone H¢ des
éléments de H dont le support est a base compacte n’est pas
vide: Soit u e &(L)\{0} et soit W un voisinage compact
de p dans &(L)\{0}; prenons fe H tel que f(n)=1,
alors W N Q; contient un voisinage de la forme V.; posons
g = inf (f, ¢), alors le cone engendré par V, sera exactement
(L) N {v; g(v) # 0} = & (supst (g)). Il résulte alors de la
proposition 17, n® 3 et grice au fait que supst (g) est presque
bien coiffé, que supp (g) < co (& (supst (g))) = Ri.co (W);
or ce dernier cone est localement compact car co (W) est
un convexe compact qui ne contient pas ’origine.

2) Tout élément de H est borne supérieure d’éléments
de H¢: Rappelons que pour tout ge H la face I, est
isomorphe & %;(Q,) (proposition 34); comme £, est loca-
lement compact, la fonction constante égale a 1 dans %} (Q,)
est borne supérieure de fonctions a support compact dans Q;
comme toute fonction a support compact dans Q, se pro-
longe en un élément a support localement compact de I,
I'élément g est borne supérieure d’éléments a support loca-
lement compact de I,.

3) Le cone H¢ est un D-sous-cone: Pour tout fe H,
le cone supp (f) possede une base compacte déterminée par
un élément ge H, alors le théoreme de Dini sur cette base
entraine que fed(g).

4) Toute forme linéaire positive p sur le P.G.D.C. s’étend
en un élément @ de L: On pose {&(f) = sup {u(h)} pour
tout hef, h élément du P.G.D.C. 'application @ est bien
définie, en effet s’il existait un ge H tel que g(it) =+
1l existerait d’apres ce qui précede une suite (¢,),en d’éléments
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de He NI, telle que ¢,€d(g), 9. < g et ¢, > 4" pour
tout n. Posons ¢ = Y -217@,,; alors ¢ e d(g), donc ¢ est

n
un élément du P.G.D.C. et pourtant u(¢) = + o ce qui est
contraire a I’hypothése. Le fait que { est linéaire résulte
immédiatement du fait que le P.G.D.C. est réticulé et de
Papplication du lemme de décomposition de Riesz.

5) Tout p e L qu induit zéro sur le P.G.D.C. est identi-
quement nul : cela va résulter du fait que si p induit zéro sur
H¢ alors p est nul. Supposons qu’il existe fe H tel que
f(r) # 0, c’est-a-dire p € supst (f); 1l résulte des propo-
sitions 32 et 20 que w se représente par une mesure de Radon
m sur Q. L’hypothése que p induit zéro sur Hg entraine
que m induit zéro sur les fonctions continues & support
compact dans Q, donc m(lg) = u(f) =0 contrairement
a 'hypothese.

Remarque 62. — Soilent [ et g deux éléments de H tels
que fed(g); alors 'ensemble Q; défini dansla proposition 20
est identique a4 I’ensemble {z e Q/; sg(z) < + «©}.

Démonstration. — Nous avons a montrer que, pour tout
ze Q) sglx) < + o entraine h(z) < + c© pour tout
heH. Si ze Q ilexiste r> 0 tel que 7(f — rg)t(z) # 0;

considérons la suite inf (f, ih ; 1l résulte du fait que

fed(g) quil existe n, tel que J inf <f, ——h> < Jrg et cela
entraine Jh(z) < noryg(x).

Le cas ou H est un espace de Fréchet
pour la topologie de ’ordre.

Nous supposerons désormais que H est muni de la topologre
de Uordre %,; c’est la topologie localement convexe la plus
fine pour laquelle les ensembles bornés pour l'ordre sont
bornés; c’est aussi la topologie de Mackey o(H, L), et nous
supposerons que H est un espace de Fréchet pour cette topo-
logie. C’est le cas des espaces de type M de Kakutani par
exemple.
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LemMe 63. — Sotent (f,),en une suite d’éléments de H et
ge H tels que f,e€d(g) pour tout n; alors il existe he H
tel que hed(g) et f,ed(h) pour tout n.

Démonstration. — 1) Supposons d’abord la suite (f,) réduite
a un seul élément que nous noterons [; on pose

h, = inf <f, % g>;

il résulte du fait que H est complet pour la topologie de I’ordre
que h = Y h, appartient a H.

L’élément f est dominé par h: si (f,) est une suite d’élé-
ments de H majorée par f et décroissante de limite la
fonction nulle, pour tout n il existe N, e N tel que fx, < h,

mais cela entraine nfy, < X h, < h, ce qui signifie que h
p=1
domine f. L’élément h est dominé par g: En effet h
A N + 00 + 1
séerit h= Y\ h,+ X h, ou Y h, < ov 8 on conclut
1 N+1 N+1 . .
aisément par application du lemme de décomposition de Riesz.

2) Posons hy, =f; 1l existe d’aprés la premiére partie
9, €d(g) tel que hy €d(p;), on pose hy =sup (p;, fz) 1l
existe @3 tel que ¢g e d(g) et hy € d(es), ete...

La suite (h,),ex d’éléments de H est constituée d’éléments
tous dominés par g et vérifiant h, € d(h,;;) pour tout n.
Posons h = Z h,/2"|h,], ou |h,), =1inf {r > 0; h, < rg}
alors hel, et f,ed(h) pour tout n. On montre que
hed(g) de la méme fagon qu’au 1).

Le théoréme suivant est dd a G. Mokobodzki et
D. Sibony [17], nous basons sur lui la démonstration du fait
que sous les hypothéses de ce paragraphe le P.G.D.C. est fermé.

TutoriMe 64. — Sotent Q un espace localement compact
dénombrable a Uinfint, (K,) une suite de parties vaguement
compactes de Uespace des mesures de Radon positives sur Q,
et V Uensemble des fonctions continues positives f sur Q
telles que Uapplication p — f fdw soit continue sur K,
pour tout n e N, alors V est un céne adapté qui est un espace
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de Fréchet pour la topologie de Uordre; la topologie de 'ordre %,
et la topologie de la convergence uniforme sur les ensembles
(Ki)pen coincident sur V et le cone €L(Q) des fonctions
positives continues & support compact dans Q est dense dans V.

ProrositioN 65. — Sotent h et g deux éléments de H tels
que h e d(g); alors Padhérence du D-sous-cone d(h) = {f € H;
fed(h)} est un D-sous-cine de H.

Démonstration. — 11 résulte des remarques 51 et 53 que
supst (h) est presque bien coiffé et que Q, est un K, loca-
lement compact; d’ailleurs la conclusion de la proposition
subsiste sous ces seules hypothéses sur h. Il résulte du
lemme 63 que d(h) est D-sous-cone.

Soit (V,) une base de voisinages de l'origine de H; la
topologie de H est celle de la convergence uniforme sur la
suite des compacts faibles (V) ou V) désigne le polaire
de V,. Il est clair que d(h) est isomorphe a I’espace des
restrictions de ses éléments & Q,, que cet espace des restric-
tions est le cone Cg(Q,) et que les restrictions des éléments
de V3§ a d(h) se représentent par des mesures de Radon sur
Q, dont nous noterons I’ensemble par K,.

Comme chaque V3 est faiblement compact on vérifie faci-
lement que K, est vaguement compact pour tout n.

Munissons %§(,) de la topologie de la convergence uni-
forme sur les compacts K,, I'isomorphie entre d(h) et
%s(Q;) devient une isomorphie des structures uniformes et
se prolonge aux complétés de ces deux cones. On sait, grice
au théoréme 64 et au fait que %§(Q,) contient %%(Q,), que
le complété de %3(Q,) est un espace adapté; mais c’est aussi
un D-cOne car il contient une fonction strictement positive.

Prorosition 66. — Le P.G.D.C. de H est identique &
Padhérence du cone Hc des éléments de H dont le support
est localement compact.

Démonstration. — Le cone H¢ est un D-sous-cone: cela
a déja été vu dans la démonstration de la proposition 61;3).
L’adhérence de H¢ contient le P.G.D.C.: en effet tout fe H
s’éerit  f=sup (f — rg)* pour tout ge H dominant f;

r>0
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la fonction (f — rg)t est a support conique localement
compact (lemme 46) et le filtre des sections est convergent pour
la topologie de ordre.

Le P.G.D.C. est fermé: Etant donné que H est un espace
de Fréchet, nous vérifierons que toute suite d’éléments du
P.G.D.C. est contenue dans un D-sous-cone fermé. Soit (f,),en
une telle suite et soit (fy),en une suite d’éléments de H
telle que f, e d(f.) pour tout n. Comme H est un espace
de Fréchet il existe une suite de réels strictement positifs (a,)
telle que f= Y «,fa; etilest clair que f, € d(f) pour tout n.

On sait grége au lemme 63 qu’il existe he H tel que
f. € d(h) pour tout n avec hed(f). On conclut a 'aide de
la proposition 65.

Lien avec le centre de H lorsque L est presque bien coiffé :

Nous supposons toujours que H est un espace de Fréchet
pour la topologie de 'ordre; de plus nous supposerons désormars
que le cone L est presque bien coiffé.

Notons par P le P.G.D.C.; comme P est fermé 1l est
1dentique & son biannulateur P20 (proposition 13) et 'on a
L =Po 4 Pot ou Pot= U supst (f), et

ser

&(L) = &(Po) U &(Pob).

Comme & (supst (f))\{0} est localement compact pour tout
feP (remarque 51), on déduit grice a la proposition 57 que

E(PoL)N\{0} = U € (supst (f))\{0} est le plus grand ouvert
fer
localement compact de &(L)\{0}.

Notation 67. — Nous désignerons par W le quotient de
&(PoL)\{0} par la relation d’équivalence :
(@ ~ v) s1 et seulement s’il existe r > 0 tel que p = rv.

On vérifie aisément que W est le plus grand ouvert loca-
lement compact de &.

Remarquons a ce propos que si H, est un D-sous-cone de
H, L, est le cone des formes linéaires positives sur H,; on
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peut montrer griace a la remarque 62 que les deux espaces
localement compacts &(Lo)\{0} et

\LJ & (supst (f)\{0} = (L)

J€H,

sont homéomorphes.

Notation 68. — Nous noterons par Z(H/P) le sous-cone
du centre de H ainsi défim

Z(H/P) = {T e Z(H); T(H) < P}.

Prorosition 69. — Pour tout cone H qui est de Fréchet
pour la topologie de Uordre et tel que le cone L soit presque
bien coiffé, le cone Z H/P est tsomorphe au cone des fonctions

continues positives sur & qui sont nulles sur E\W.

Démonstration. — 11 est équivalent de dire, pour tout
T e Z(H), que T(H) = P ou que T*(L) = P**. Comme L
est presque bien coiffé cela est équivalent a dire que T*(p) = 0
pour tout p € &(P%, ce qui est équivalent a dire que la
fonction ¢r € 6} (&) correspondant a T (proposition 37)
est nulle en tout point & € &\W.

Le P.G.D.C. d’un espace de type M de Kakutani.

Rappelons qu’un espace de type M de Kakutani est un
espace de Banach réticulé dont la norme commute a la borne
supéricure d’un nombre fini d’éléments et que le cone positif
d’un tel espace est un espace de Fréchet pour la topologie
de l'ordre.

Soit H le cone positif d'un espace E de type M de
Kakutani muni d’une norme notée p. Posons L = E'*;
alors L est un cone biréticulé et posséde un chapeau um-
versel K, qui est la partie positive de la boule unité de E’.
L’espace &(K,)\{0} muni de la topologie faciale introduite
par Effros est noté max, (E) (voir par exemple [12]); il est

homéomorphe a ¢&.
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Toute norme ¢ équivalente a la norme donnée p est aussi
une norme d’espace de type M de Kakutani et max, (E) est
homéomorphe & max, (E).

Suivant les auteurs de [12] nous noterons par C; le sous-
cone des fonctions de H dont les restrictions a &(K,)\ {0}
sont des fonctions continues sur max, (E). Ces auteurs
montrent que le cone des restrictions de Cj est identique &
%5(W,) ou W, estle plus grand ouvert facial de max, (E)
sur lequel les topologies faible et faciale coincident; ils montrent

aussi que W, est localement compact.

Prorosition 70. — Tout élément de H dont le support est
a base compacte appartient & un céne C; pour une norme q
équivalente a p.

Démonstration. — Soit fe Hc un élément de H dont le
support est a4 base compacte; 1l existe un autre élément g
de H¢ tel que 'ensemble B = {p € L; g(p) = 1} n supp (f)
soit une base compacte de supp (f). Comme la norme p est
bornée supérieurement sur les compacts faibles de L, 1l
existe r > 0 tel que pour tout peB on ait p(p) > r
Posons ¢ = sup (p, rg); c’est une norme équivalente a la
norme donnée p, etl’on vérifie que figx no; est une fonction
continue a support compact contenu dans 'ouvert facial
0, = supst (g) N €(K,)\{0}. 11 suffit enfin de remarquer
que les topologies faible et faciale coincident sur 0, parce
que le support de g est 4 base compacte, ce qui entraine
que feCj.

Comme tout céne C; est isomorphe & un cone de type %y,
la réunion des divers Cj est contenue dans le P.G.D.C. et
elle contient H¢ d’aprés la proposition précédente il résulte
alors de la proposition 66 :

Prorosition 71. — Le P.G.D.C. du céne positif d’un espace
de type M de Kakutani est identique a U'adhérence de la réunion
des cones Cj pour toutes les normes q équivalentes a la norme
donnée.



SUR UNE FAMILLE DE CONES RETICULES 45

BIBLIOGRAPHIE

[1] (@) M. Asrani, Représentation du centre de certains cones, C. R. Acad.
Sci. Paris, t. 273, p. 1228-1230.

(b) M. Asrant, Les D-cones, C. R. Acad. Sc. Parts, t. 274, p. 557-560.
(¢) M. Asrani, Factorisation des isomorphies d’ordre des espaces LP;
Séminaire Choquet: Initiation & Uanalyse, 9¢ année, 69-70, n°® 17.

[2] M. Asrant et A. GourLer de Rucy, Les cones biréticulés, C. R. Acad.
Sc. Paris, série A, t. 270 (1970), 242-245.

[3] E. M. Avrrsen, Compact convex sets and boundary integrals, Ergebnisse
der Mathematik und threr Grenzgebiete, Band 57, Springer-Verlag, 1971.

[4] E. M. Arrsen and T. B. ANpERsSEN, On the concept of center for A(K)-
spaces, J. London Math. Soc., a paraitre.

[5] I. AMemMiva, On ordered topological linear spaces, Proc. of the intern.
sympos. on lin. spaces, 1960, Jerusalem, p. 14-23, Jerusalem Academic
Press; Oxford, Pergamon Press, 1961.

[6] G. CroQuET, Les cones faiblement complets dans I’analyse, Proc. of the
Intern. Congress of Math. (14.1962, Stockholm), p. 317-330, Djursholm,
Institut Mittag-Leffler, 1963.

[7] G. CmoqueT, Lectures on Analysis, Edit. J. Mardsen, T. Lance and
S. Gelbar, New York Benjamin Inc. 1969.

(8] G. CroquET, Le probléme des moments; Séminaire Choquet: Initiation
a Uanalyse, 17 année 1962, n° 4.

[9] J. DixmieRr, Ideal center of C-Algebras, Duke Math. J., 35 (1968), 337-382.

[10] J. DixmieR, Sur certains espaces considérés par M. H. Stone, Summa
Brasil. Math., vol. 2 (1951), 151-182.

(11] (@) D. A. Epwarps and C. T. Ionescu TurLcea, Some remarks on
commutatif algebras of operators on Banach spaces, Trans. Amer.
Math. Soc., 93 (1959), 541-551.

(b) D. A. Epwarps, On the ideal centres of certain partially ordered

spaces, J. of the London Math. Soc., (2), 6 (1973), 656-658.

[12] H. Faksoury, M. RocaLsk1 et A. GourLer pE Rucy, Centre d’un
M-Espace, C. R. Acad. des Sc., Paris, t. 270, série A (1970), 1741-1743.

[13] (a) A. GourrLer pE Rucy, La théorie des cones biréticulés, Ann. Inst,
Fourier, Grenoble, t. XXI, fasc. 4 (1971).

(b) A. GourrLer pE Rucy, La structure idéale des M-espaces, J. Math.

pures et appl., 51 (1972), 331 a 373.

[14] J.-L. Kriving, Sous-espaces et cdnes convexes dans les espaces L2,
thése Sc. Math., Paris, 1967.

[15] W. A. J. LuxemBurc and A. C. ZaaNeN, Riesz spaces (Linear vector
lattices). North Holland Publishing Company, 1971.

[16] G. Moxosonzki, Espaces de Riesz complétement réticulés et ensembles
équicontinus de fonctions harmoniques, Séminaire Choquet: Initiation
a Uanalyse, 5¢ année, 1965-1966, n° 6.

[17]) G. MoxkoBopzxk1 and D. SisonNy, Cénes adaptés de fonctions continues
et théorie du potentiel; Séminaire Choquet: Initiation & !'analyse,

1966-1967, no 5.
3



46 MAROUAN AJLANI

[18] H. H. ScrAEFER, Topological vector spaces, Macmillan, 1966, New York.

[19] G. L. Seever, Measures on F-spaces, Trans. Amer. Math. Soc., n°® 133
(1968).

[20] W. WiLs, The ideal center of partially ordered Vector Spaces, Acta
Mathematica, t. 127, n® 1-2 (1971), 41-77.

Manuscrit regu le 27 décembre 1973
accepté par G. Choquet.

Marouan AJLANI,
107, rue de la Porte-des-Trivaux
92140 Clamart.



