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1. Introduction.

Des classes caractéristiques dites "secondaires" ou "exotiques"
ont été définies pour les feuilletages de codimension q et les F-struc-
tures, notamment par Bott et Haefliger [2], généralisant l'invariant
de Godbillon-Vey correspondant au cas q = 1. Parmi les différentes
façons de procéder, l'une d'elles, exposée par Bott [ l] , est basée &ur
les techniques de Chern-Simons utilisant la courbure des connexions.

Le but de ce travail est double : d'une part généraliser la cons-
truction de Bott pour l'appliquer à d'autres situations géométriques
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que celles issues des F-structures, d'autre part préciser —grâce à la
notion de 3-connexité— l'argument d'invariance homotopique et les
théorèmes de rigidité permettant d'affirmer que les classes exotiques
obtenues ne dépendent pas des connexions choisies.

Le § 2 est consacré à quelques rappels concernant en particulier
l'homomorphisme de Chern-Weil

I(G)-^ A*(M)

où a? est une connexion sur un G-fibré principal différentiable E -> M,
A*(M) l'algèbre des formes différentielles extérieures sur M, et I(G)
l'algèbre des polynômes sur l'algèbre de Lie G invariants par ad (G).
Après avoir donné au § 3 quelques exemples de 3-connexions (c'est-
à-dire de connexions a? telles que \^(/) = 0 V/Gg, où g est un
idéal homogène de I(G), on construit au § 4 les classes exotiques
secondaires associées à une ^-connexion a) et une 3 '-connexion a/
à l'aide d'un homomorphisme d'algèbres différentielles graduées

W(3,^) •̂̂  A*(M), W(3,^) ne dépendant que de G , 9, ̂ .
Si A désigne un système de générateurs homogènes de l'idéal maximal
^(G), on définit une sous-algèbre différentielle W^(3 ,3') de W(g ,g'),
beaucoup plus maniable, et l'on montre au § 5 que les homomor-
phismes induits en cohomologie par P^^ et P ^ ^ ' IW^O,^) on^
même image dans H* (M , R). Le § 6 est consacré au calcul de
H*(W^(3 .S')) dans quelques cas particuliers. On introduit au § 7
la notion de "S-connexité" d'un ensemble de connexions, et l'on
montre que l'homomorphisme p ^ ^ ' induit en cohomologie par
P O J L J ' ne dépend pas du choix des connexions a? et a/ pourvu, par
exemple, que celles-ci varient dans des ensembles C et C' de connexions
respectivement 9-connexe et 3^-connexe : on interprète en particulier
les classes exotiques secondaires comme des obstructions à ce que C
et C' se coupent. Cette situation est généralisée au cas où C n'est que
3^ -connexe (avec 31 c <3)' La^-connexité d'un ensemble de connexions
implique en particulier que 2 connexions quelconques de cet ensemble
peuvent être jointes par une courbe différentiable par morceaux dans
l'espace des ^-connexions ; mais c'est en fait une propriété plus
forte comme le prouvent les exemples de déformations de classes
exotiques exhibés au § 8. On reprend l'étude, au § 9, des exemples
du § 3, mais du point de vue de la g-connexité. Un certain nombre
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de problèmes géométriques peuvent s'interpréter sous la forme sui-
vante : est-ce que 2 ensembles donnés de connexions C et C' se
coupent ? Nous en donnons des exemples au § 10 ; l'exotisme fournit
alors des obstructions dont les nullités sont des conditions nécessaires
à ce que C et C' se coupent ; exceptionnellement, ces conditions
peuvent aussi être suffisantes.

Kamber et Tondeur [71], [711], [7111] ont étudié la situation
d'un G-fibré principal E -> M, dont la base est munie d'un feuilletage Bi
de co-dimension r, et muni d'une part d'une H-réduction (H désignant
un sous groupe fermé de G), d'autre part d'une connexion dont la
restriction à chaque feuille de ^ est plate (généralisation des connexions
de Bott lorsque E est le fibre principal associé au fibre transverse à ^).
Leur étude recoupe en partie un cas particulier de la nôtre (faite
indépendamment) correspondant àS^SFÇ^) (idéal homogène des
polynômes de degré > r) et g? = Ker (I(G) -> I(H)). Par des méthodes
hypercohomologiques, ils rendent leur théorie valable dans les cas
analytique et algébrique, où les connexions globales peuvent ne pas
exister.

Le contenu de cet article a été en partie résumé, sans démons-
tration, dans [9].

2. Notations et rappels (Cf. par exemple Chern-Simons [3]).

Soit G un groupe de Lie, G son algèbre de Lie, I(G) = ® îk(G)
k>0

l'algèbre graduée des polynômes à coefficients réels sur G (c'est-à-dire
des formes R-multilinéaires symétriques), invariants par la représen-
tation adjointe de G. Si /G 1^ (G) et si 71,. . . , 7^ sont des formes
différentielles de degré respectifs û?i, . . . , d^ à coefficients dans G
sur une même variété, /(7i, . . . , 7^) désigne la (d^ + d^ + . . . + dé-
forme à coefficients réels sur cette variété, obtenue par antisymétri-
sation des arguments de /. Si i < ^,/(7i, . . . , 7,) désignera la forme
obtenue en faisant la convention que le dernier argument 7, est
répété k — i + 1 fois.

Soit E -^ M un G-fibré principal différentiable. On conviendra
d'identifier formes sur M et formes basiques sur E. On notera A*(M)
l'algèbre des formes différentielles à coefficients réels sur M et, pour
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toute connexion ^ sur E, \^ : I(G) -> AP^M) l'homomorphisme
d'algèbres de Chern-Weil défini par X^(/) = /(^) (^2 = courbure de GJ),
/(^2) 2/;-forme fermée).

On notera partout 1 le segment [0,1]. Soit

F : A'(Mx I) -> A'-'(A)^o

l'intégration le long des fibres de M x 1 -^ M :

f ' [ f ( x , 0 Ac11 A . . . A dx^} = 0,

f1 [ g ( x , 0^ A Û?JC11 A . . . A (^-1] =
^o

= U1^^)^) d x ' A . . . A^1 ' -1

Si a)' est une autre connexion sur E, on notera [a? , a/] la connexion
sur E x 1 -^ M x 1 définie par :

[^)t] (37) = ° ? ^^i lExW = ^' + (1 - 0 U,

et A^,^ : I f c(G)->A2 f c - l(M) rapplication composée ^ o À(-^ .

(Notant Î2^ la courbure sur E x { t ) de la connexion t ^ ' + (1 — t)a),
la courbure Î2 de [oJT^] est égale à (rfr A a?' — a?) + Î2^ de sorte
que

fW = (dt A k f(^ - œ, Î2,)) + /(Î2,)
et ^

^^^^C/) == ^ X /(cl;' - ̂ 9 sît) â t '

Rappelons la formule

PROPOSITION 2.1. (S. Chern). -

d ° A^ = ̂  - ̂  -

qui prouve en particulier que la classe de cohomologie de \ (/)
ne dépend pas de CD : on notera \ : I(G) -> H^"" (M , R) Vhomomor-
phisme d'algèbres de Chern-Weil induit en cohomologie.
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Si G = GL(q , R) et si Q -> M désigne le fibre vectoriel de rang
q associé à un G-fibré principal E -^ M, on notera parfois À^ et A^
les homomorphismes précédents où V , V désignent les lois de déri-
vations ou connexions sur Q associées à a? et a?', et [V , V'] la
connexion sur Q x 1 -> M x 1 associée à [cj , a?'].

3. Définitions et exemples de 3-connexions.

Soit g un idéal homogène de I(G) (gCI + (G)= ® ^(G)).
k> 1

On appellera ^-connexion sur un G-fibré principal E -> M toute
connexion a? sur E telle que :

V/^ \.(/)=0

(il s'agit de la forme différentielle X^(/), et pas seulement de sa
classe de cohomologie). On remarquera que cette notion est respectée
par l'image réciproque des fibres et des connexions.

Si P désigne une propriété du degré des polynômes homogènes
sur G, on notera 3<P) l'idéal homogène engendré par les polynômes
homogènes dont le degré vérifie P. Si û ^ , . . . , ûy désignent des
polynômes homogènes e ^(G), on notera |ai, . . . , aA l'idéal homo-
gène qu'ils engendrent.

Exemple 1. — Si dim M = n, il est clair que toute connexion

sur E -^ M est une 3 ( > | — | \ -connexion.

Exemple 2. — Si une connexion G; est plate (c'est-à-dire sans
courbure) c'est une T^ (G)-connexion.

Exemple 3. — Si la courbure Î2 d'une connexion a? vérifie
^r+l = 0 (^+1 = Î2 AÎ2 A . . . A Î2 pour le produit extérieur défini
par G x G x . . . x G -^ G «> G » . . . » G), a; est une 3(> ^-connexion.
Les exemples 1, 2, 7 et 8 sont des cas particuliers de cette situation.

S i G = G L ( ^ , R ) , I ( G ) = R [ ^ , . . . , c J a v e c
q

dét (I + tA) = 1 4- ^ c,(A) t1 VA G gl (q , R)
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(Ci = Trace, . . . , c^ = déterminant). On notera Q -> M le fibre vec-
toriel associé à E, et on confondra parfois la connexion a? sur E
et la loi de dérivation V associée sur Q.

Exemple 4. — Si V est une connexion sur Q à groupe d'holo-
nomie inclus dans un sous-groupe compact de GL(q , R), c'est une
3 (impair )-connexion : en effet, une telle connexion respecte une
métrique riemannienne sur Q, et

M^+i) = 0 (cf. [ 1 ] p. 29).

Exemple 5. - Si Q est orientable, et si V a un groupe d'holo-
nomie inclus dans SL(q , R), c'est une JCii-connexion.

Exemple 6. - Si Q se décompose sous la forme Q^ © (q — k)
d'une somme de Whitney d'un fibre de rang k et d'un fibre trivial
de rang q — k, et si le groupe d'holonomie d'une connexion V sur
Q est inclus dans GL(k , R) x {\ q_jç} (ou dans un autre sous-groupe
de GL(q\ R) conjugué du précédent), V est une |c^+i, c^^, . . . , c i-
connexion.

Exemple 7. — (connexions "basiques" de Bott [l] , et plus géné-
ralement connexions "adaptées" de Martinet [10]).

Soit L un système différentiel (ou sous-fibre vectoriel diffé-
rentiable de T(M)) sur une variété M de dimension n. Soit Q le
fibre quotient, supposé de rang q :

_s__ _Â__
0 ^ L ±z——> T(M) ±——^ Q ̂  0.

On dira, d'une connexion V sur Q qu'elle est "adaptée" à une
scission X de la suite exacte ci-dessus si, VX € F(L), ^7^o = 7r[X , X(a)] ;
(de telles connexions existent). On dit que le système différentiel L
est de classe maximale < r (q < r < n) s'il existe un sous-fibre vec-
toriel différentiable D de L, de dimension n — r, tel que [X , Y] soit
une section de L pourvu que X soit une section de D et Y une
section de L. On démontre alors (Martinet) que toute connexion
adaptée est une ^(> ^-connexion, si la classe maximale de L est < r.

[Bien entendu, cela n'a d'intérêt que si r < —, en vertu de l'exemple 1 ].

Si r = q, le système différentiel L est intégrable, et les connexions
adaptées sont les connexions basiques de Bott, Q étant le fibre
transverse à un feuilletage de codimension q.
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Exemple 8. — (Connexions "transverses projetables" de Molino
[11]). Si le fibre Q, transverse à un feuilletage de codimension q,
admet une connexion transverse projetable (c'est-à-dire localement
image réciproque d'une connexion sur le fibre tangent à l'espace
des feuilles), une telle connexion transverse projetable est une

3 (> —^connexion (Molino). (C'est par exemple le cas si le feuille-

tage admet une métrique quasi-fibrée ; cf. aussi Pasternak [12]).

4. Construction des classes exotiques.

Nous allons généraliser une construction faite par Bott dans
le cas du fibre transverse à un feuilletage ([!]). Soient g et g' deux
idéaux homogènes de I(G). Si /EI^G), notons respectivement ~f
et / sa classe d'équivalence module 3 et modulo 3'. Graduons les
algèbres I(G)/3et I(G)/^ en posant, V/GI^G), dim J= dim7= 2k.

Soit AO^G)) l'algèbre extérieure construite sur l'espace vec-
toriel réel sous-jacent à l'idéal maximal Î+(G). On définit une gra-
duation sur A(r(G)) en posant, V/G I\G) (k > 0) : dim/ = 2k - 1 .

On identifiera I(G)/3, I(G)/g' et Ad^G)) à des sous-algèbres
de l'algçbre produit tensoriel gradué

W(3,^) = I(G)/3 ^ I(G)/g' ^ Ad^G))
R R

(^(G) est identifié à une partie de AO^G)) C W(3, 3')) par l'iso-
morphisme ^(G)^ A^G). On définit_une différentielle (de degré + 1)
sur W(9,3') en posant : d(J) = d(J) = 0 V/EI(G), et df=J-~f
V/GI^G).

Soit E -> M un G-fibré principal différentiable, et supposons
qu'il existe sur E une ^-connexion ou et une ^-connexion a?' : on
définit alors un homomorphisme d'algèbres différentielles graduées
P^ : W(g,3')-^ A*(M) en posant :

Po^(7) = U/) , P^(T) = \^(/)
et

P^(fl A . . . A/,) = A^^(^) A . . . A A^^(/,) (/,Er(G)).



274 DANIEL LEHMANN

Notons p^ : H*(W(g , 3 ')) -> H*(M , R) l'homomorphisme d'al-
gèbres graduées induit en cohomologie.

On appellera classes caractéristiques exotiques (ou secondaires)
associées à 3, 3', CD, CD') les éléments de Im p^ ^ — Im À.

5. Réduction de W(9 , '̂) à une sous-algèbre W^,^).

Soit A un système de générateurs homogènes de Yidéal ^(G)
et soit A(A) l'algèbre extérieure construite sur le R-espace vectoriel
engendré par A. Notons W^O, 3') la sous-algèbre différentielle gra-
duée de W(9,3') égale à I(G)/3 ® I(G)/^ ® A(A), et p^ la
restriction de p^ à W^O, 3').

Remarque. - Je dois à Kamber et Tondeur d'avoir attiré mon
attention sur le cas particulier où G est réductive (cf. Koszul [8]) :
I(G) est alors une algèbre de polynômes R [/^,. . . , ^ig], et si l'on
prend pour A l'ensemble {^i, .. . , ^g}, A(A) s'identifie à H*(G, R).

THEOREME 5.1. -Les morphismes (p^)* et (p^)*, induits
en cohomologie, ont même image dans H*(M , R).

k-Soient /i,. . . , fy des polynômes homogènes /, G I *(G). On
prendra garde à bien distinguer le produit des poly nomes/i • f^ • . . . • fy
(de dimension 2 (^ k,} — 1 dans WO,^)) et le produit

\=i /

( r v
/i A /2 A . . . A fr dans l'algèbre extérieure (de dimension 2 V A:, ) — ^

dansW^^')).

LEMME 5.2. — 5b;7 / = u • v le produit de deux polynômes u
et v, homogènes appartenant à I^G). Posons :

f, =uv +ïu (f, ew(3,g')).

La différence f—f^ est alors un côcycle dans W(g , ^'), dont
l'image par p^^ est un cobord.
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On a en effet df = ~ùv~—~uv, et

dfi = u (v — v) -\- ~v(u~ u) = uv~— uv.

Donc / — /i est un cocycle.
Soit S2 la courbure de [c^ , a/] sur E x 1 et n^ = î2|Ex{r} ^a

courbure de o?^ = t (jù1 + ( 1 — 0 ^ sur E.
On identifiera implicitement les formes basiques sur un fibre

principal avec leur projection sur la base.
Rappelons que, pour /G I^(G),

/(Î2) = dt A kf(^' - cj, ^) -h /(î^)
de sorte que :

^^^(f)= ^fW = k r'fÇ^-œ,^) dt
Jo Jo

tandis que :

\. (/) = A") = [ { fWdt (Î2 = Î2o)^o

x^(/) =/(n/) (î27 = n,).
D'autre part, si u G 1^(0), i; G Ie (G) (/c, £ > 0), et si / = u • v,

on a : /(î2) = M(Î2) AI;(ÎÎ), soit :

/(?2) = ûf^ A [^(CD' - oj, n^) A i;(î2^) + Cu(û/ - û;, Î2^ A u(Sî^)]

+ M(Î2^) A i; (Î2^).

Ainsi, P^(f~fi) = P^(uv ~ uv — 'vu) est égal à

C'ÇkuÇo}' - cj, n,) A b(î2,) - vW)] +
Jo

+ MG^ - <^, ̂ ) A [u (î^) - ̂ (Î2')])^.

Notons A^,^ u (resp. A^»^ i;) la forme basique sur E x R dont
la valeur en (z , t) est égale à (A^^ [resp. (A^^)J.

Soit a la forme A^^(u) A i;(î2) -h A^ ^(v) A M(Î2). Puisque ^(Î2)
et v(^î) sont des cocycles, et puisque

d(A^ (^)|Ex{r}) = ^(î2.) - ̂ (")

^(^^(^lEx^}) = ^("f) - ̂ ("^
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da = dt A U + V (où V A dt = 0)
avec

9 3
u = ̂  (̂ c.̂ )) A UW,) + -^ (^^(U)) A V^)

+ ̂ (û/ - cj, î2,) A [î;(î2,) - î/(î2')]

+ £^(o/ - G;, ̂ ) A [u(^) — uW]
et

X1 da = to1 [it ̂ ^w A ̂ ^ + ̂  (^W^)) A .(Î2,)] ̂

+P^,^(^-/i)-
D'autre part, d'après le th. 3.10 (p. 15) de [l],

X1 da = difoa) + ̂ {i} - ^Ex{o} = ^ H1 a) + p^ (/,).

D'après le théorème 1 de [6], on a d'autre part :

3
T~ (A^,^ (^)) = cobord 4- ^^(CD' — cj, ^)

et
ô

^~ ^o;,̂  (^)) = cobord 4- ku(^ — G}, Î2^).

Puisque ^(Î2^) et v(î2^) sont des cocycles,

^ .- (Â^,^^)) ^u(n,))dt = cobord +^?(0;'-G;, Î2,) ^(Î2,))<^

et

^ (— (A^^)) Ai;(î2,))rfr = cobord + f^k[u(^ - CD, n,)A^(î2,)]^

et ûf (^1 a) + p^, (/,) = cobord + p,^ (/) 4- p^ (f - f,).

Donc P^(f~~fi) = cobord, d'où le lemme.

Démonstration du théorème. — Soit/ = u • v le produit de 2 poly-
nômes homogènes u et v, appartenant à F (G). Identifiant toujours
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I+(G) = A1(I+(G)) à une partie de TO^'). tout élément X de
W(3,3') contenant / peut s'écrire sous la forme X = / A X' + X"
où ni X', ni X" ne contiennent / (ce qui signifie que / n'appartient
pas au sous-espace vectoriel de F (G) engendré par les facteurs des
éléments décomposables de A(F(G)) intervenant dans X' et X") :
on en déduit que dX' et dX" non plus ne contiennent pas /, et par
conséquent, si

dX = (7-7) X' -/ A dX' + dX"

est nul, c'est que l'on a simultanément :

(7- /)X' + dX" = 0 et dX1 = 0.

Soit alors X, = f, A X7 + X" où f, == uv 4- Wu.
Puisque df^ = df = f- f\

dX, = (7- /) x' - /, A dX' + dX".

Ainsi, si X est un cocycle de W(g:,^'), il en est de même
de X,. D'autre part, P^(X-X,)=p^(f-f,)^p^(x') est
un cobord (en effet P ^ ' ( X ' ) est un cocycle puisque X^en est un,
et P^(f~fi) est u" cobord d'après le lemme). Ainsi, les cocycles
P^W et Pa?,^(xl) sont cohomologues. Puisque tout polynôme
f^î+(G) est combinaison linéaire de produits a^ ' a . • . . . ' a de
polynômes a, G A, il suffit de réitérer un nombre fini de fois la cons-
truction précédente pour prouver que tout cocycle X G W(5F, 3') peut
être remplacé par un cocycle X^V^^^') tel que p^ (X) et
P^,^'(^o) soient cohomologues. Ceci achève la démonstration du
théorème

Convention. - Si G = GL(q , R), on notera W(g ,g') l'algèbre
^(3,3') obtenue en prenant A == {c^ . . . , c^}. On notera h, l'image
de c, par l'isomorphisme canonique F G —>• A1 F (G).

6. CalcuH^deH^W^,^')).

Supposons pour simplifier G = GL{q , R). Pour tout sous-ensemble
a = {ai , . . . , û^} de { ! , . . . , q}, on notera |cJ l'idéal homogène

U ) Je dois à J.P. Jouanolou d'avoir attiré mon attention sur le rôle que devait
jouer, dans ce calcul, la structure de complexe de Koszul.
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de I(G) engendré par les c^., R[cJ la sous-algèbre R[c^ , . . . , c^ J
de I(G) et A(/^) la sous-algèbre A(/z^, . . . , h^) de

A(/^, . . . , ^) = A(A).

THEOREME 6.1. - i) L'inclusion dans W(3(> ^), (c^) ̂  /û ^o^-
algèbre différentielle graduée R[c^, . . . , cj/3(> r) ^ A(/^) induit un

R

isomorphisme en cohomologie.
ii) En particulier, pour r = 0, on obtient :

H^W(GL(q , R)), $c^)) = A(/^).

Notons j3 = (j^i, . . . , j8g) le complémentaire de a dans { ! , . . . , ^}.
Notons U la sous-algèbre de R [ c i , . . . , c^]/^(> r) ^ R[c^]

engendrée par les différentielles dho = CQ ~~~CQ (1 < ^< C) (^
désignant la classe de c^ module g (> r)). Notons W' la sous-algèbre
différentielle U ^ A(/^) et W" la sous-algèbre différentielle

R

Rki,..., cj/go/-) » A(^).
R

II est alors clair que l'algèbre W(3(> r), |c^) qui est égale à
Rki , • • . , ^]/9(>'-) ^ Rl^] ^ A(^) ^ A(^) est encore égale au
produit tensoriel d'algèbres différentielles graduées W' ^ W", et par

R
conséquent :

ïAWOO r ) , |cJ)) = ^ H^W) » HW).
p+ç=i R

Le théorème résultera donc immédiatement du

LEMME 6.2. - H^W') = 0 si p > 0, ^ H°(W) = R.

En effet, W' est égale encore à l'algèbre extérieure A^(/^)
construite sur de U-module libre de base HQ et la différentielle d
applique A^(^) dans A[^~\h) avec du == 0 \fu G U : cela signifie
que W' est ainsi muni d'une structure de complexe de Koszul, avec
sa graduation homologique W^ = A^(/^), dont on notera H^(W')
l'homologie. Puisque U C R[CI , . . . , cj/3(> r) ^ R[c^] et que R[^j
est un anneau de polynômes, c^ — ^ n'est pas diviseur de 0 dans
U ; puisque U/dh^ , . . . , dh^ _ peut s'identifier à la sous-algèbre
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de U engendrée par dh^ = c^ -c^ , . . . , dh^ = c^ -~c~^,on
montre de même que CQ ~ CQ n'est pas diviseur de 0 dans
V/dh^ , . . . , dh^ _ , ceci \/u = 1, . . . , C : on en déduit (cf. par
exemple Serre [14] p. IV.4) que

H^(W') = 0 \/p > 0.

D'autre part
HJW')= U/û? /^ , . . . , dh^ - R.

Soit maintenant x un ;'-cocycle de W' (graduation cohomolo-
gique) ; si x n'est pas un cobord, c'est que x G Wo = U ; puisque
d : W^ -> U a pour image l'idéal maximal V+ des termes de dim > 0
dans U, on peut même affirmer que x G: U° = W° : ainsi H^W') = 0
Vp > 0, et H°(W') = R.

THEOREME 6.3. (J. Vey). - Soit toujours r un entier > 0 et
a = {0:1, . . . , a^} C {1, . . . , q}. Notons J l'ensemble des suites d'entiers
] == (/i, . . . ,/^), éventuellement vides, telles que 1 </^ < . . . </^ < q
et j\ + . . . + j^ < r si j ^ 0. Notons ^ l'ensemble des suites d'entiers
i == 0\, . . . , ^), éventuellement vides, telles que ;\ < ^ < . . . < ^
et { ^ , . . . , ^} C {c^ , . . . , c^}. Notons c^h^ l'élément

^•1 ^-2 • • • c/. < ^1 A /2,, A ... A ̂

^ R [ C i , . . . , Cq}I^Ç>r) » A(^). Po^o^, pour / G S , ^ = z\ si
i =^ 0 ^^ z'o = + 00 '̂ ; = 0. jD^e çi/^ Cjhf est un cocycle équivaut
à (/i 4- . . . 4- /J 4- z'o > r, puisque

b _______ /\
d(C^) = i C^ C^ . . . ̂  . C,^ ̂  A ... A /^A ... A /2^

À=l

Notons, pour j E J, /^ = /\ ^ / =^ 0 ^ /o = + oo ^ y == 0. Une base
de H*(R[Cp . . . , c J/3(> ^) ^ A(/z^)) ̂  o/o^ fournie par les classes
de cohomologie des cocycles c^h^ vérifiant (/\ + . . . 4- /^) + ^ > r
^ ^o ^^o-

La démonstration, donnée dans [4] pour r = q, se généralise
sans difficulté au cas général.
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THEOREME 6.4. — Soient a et a deux sous-ensembles de { 1 , . . . , q}.
Soit {S = j 3 ^ , . . . , j3g le complémentaire de a U a dans { ! , . . . , q}.
Notons U^ et V^ les sous-algèbres de R[c^] «> R[c^] engendrés respec-
tivement par les c^ <8> 1 -h 1 » c^ (1 < K < £) et c^ « 1 — 1 ® c.
(1 < u < £), rf6? wr^ que R[c^] ^ R[c^] = U^ « V^.

H*(W({cJ , |c^))=U^A(/2^,).

En effet, notons a et ~a9 les complémentaires de a et a' dans
{ ! , . . . , q} ù 3 = a n o 7 ] . L'algèbre W(^f , îc^î) est alors égale
au produit tensoriel d'algèbres différentielles graduées

W^ » W^ « W3 ^ W4

Wi = R(c,^) «A(^-^)

W2 = R(^-,) ^ A(^_,)

W3 = V^ A(^)

W, = U^ A(A^,)

avec

où W ^ , W^ et W3 sont acycliques et W^ a une différentielle nulle.
Le théorème en résulte.

Remarque. — U^ correspond évidemment aux classes caractéris-
tiques réelles ordinaires, et A(/z^p^) aux classes exotiques.

7. 3-connexité des espaces de connexions
et rigidité des classes exotiques.

Grâce à un argument d'invariance homotopique, on pourrait
croire que les classes exotiques ne dépendent pas du choix des
connexions a? et a/, pourvu que l'on fasse varier celles-ci dans des
ensembles connexes (ou au moins convexes) de ^-connexions et de
^'-connexions. Nous donnerons au § 8 des contre exemples montrant
qu'il n'en est rien. On a besoin d'une notion plus forte que la connexité,
et que nous appellerons 3-connexité.
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Soit ^ un idéal homogène de I(G), E -> M un G-fibré principal,
et o?o , o?i deux 3-connexions sur E. Nous dirons que CL^ et o?i sont
"différentiablement ^-homotopes" s'il existe une 9-connexion S sur
le G-fibré principal E x 1 -> M x 1 telle que

^LEXM = ^o et ^\Ex{i} = ̂ r

[Notons plus généralement c<jy la connexion induite par û sur E x {s} :
c^ est une 3-connexion, de sorte que o?o et o?^ peuvent être jointes
par une famille différentiable de 3-connexions ; mais nous verrons
que l'hypothèse est en fait plus forte].

Nous dirons plus généralement que o?o et c^ sont ^-homotopes"
s'il existe une suite finie o?o = c^ , c^ , c^ , . . . , (jû ç = o^ de
^-connexions telle que, \/i == 0, . . . , k — 1, c<^. et a?,, soient diffé-

rentiablement 9-homotopes : la 3-homotopie (notée ^) est la relation
d'équivalence engendrée par la 3-homotopie différentiable.

Un ensemble C de ^-connexions sera dit '^-connexe" s'il est
non vide et si 2 connexions quelconques de cet ensemble sont
toujours 3-homotopes.

Remarque. — Tout sous-ensemble non vide d'un ensemble 3-
connexe est encore 3-connexe ; en particulier un ensembles-connexe
n'est pas nécessairement connexe (il le sera toutefois s'il est maximal
parmi les ensembles 3-connexes).

THEOREME 7.1. — L'algèbre Im P^^/ ne dépend que de la compo-
sante ^-connexe de (jj, et de la composante 3 '-connexe de co''.

Il suffit de démontrer que les homomorphismes

^tJo.U}'

WO/J') ; A*(M)
0 1
•c^ ,a?

sont (algébriquement) homotopes, pourvu que O?Q et c^ soient diffé-
rentiablement 3 -homotopes.

Notant ^ : M -> M x 1 l'application x -^ (x , s), il suffit de dé-
montrer que le diagramme suivant est un diagramme commutatif
d'homomorphismes d'algèbres différentielles

(car /o ~ z\ ^ p^^ - P^^\
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Pc^.o/W(3,3') A*(M)

A*(M x I)

où eu désigne une 3-connexion sur E x 1 joignant o?o et o^
/^ ^ ->

c^ = ^ I F X ^ et où û' = [a/ , ù/]

(notations du § 2). Pour que ceci ait un sens, il faut d'abord vérifier
que c3' est une 3'-c°nnexion, sachant que a?' en est une : c'est immé-
diat, car a/ est l'image réciproque de a?' par la projection M x 1 -> M.
Il reste alors à vérifier la commutativité des 3 diagrammes :

I(G)/^——î——^ A*(M)
U/-,fc>/

P(G) ———î———». A*(M)

Celle des 2 premiers est immédiate puisque

0) Ex{s} = ^s et G; |̂ } == (j j

Notant jy : M x I - ^ M x I x I l'application (x , t) -> (x, A, 5),
la commutativité du 3^® diagramme équivaut à celle de

/.'*
A*(M x I) - A*(M)

l^G) (/',)*

A*(M x 1 x I) ——————-^
f:"'

• A*(M x I)
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Le triangle commute car [S , ^f]\Mxîx{s} = 1°̂  ' a ) t ^ '
Le rectangle commute de façon évidente.
Soit plus généralement 3 ^ un idéal inclus dans 3 : toute 3 -

connexion a) est à fortiori une 3^ -connexion, de sorte que le dia-
gramme commute pour toute 3-connexion a? et ^'-connexion a?',

w(^,g').

7 ^A*(M)

w©,g')^

7 désignant Fépimorphisme naturel induit par I(G)/3^ -~^ I(G)/3.
Du morceau de suite exacte

. . . -^ HWgi ,3'))

on déduit le

H^WO , 9')) ——^ H^1 (Ker 7) ^ . . .

COROLLAIRE 7.2. — 57 a? ^ûn'^ dans un ensemble C de^-connexions
qui n'est que ^-connexe, les classes exotiques P^^([o']) ^e dé-
pendent pas de a), pourvu que 3 [a] = 0.

Avec les notations ci-dessus

THEOREME 7.3. — (Interprétation des classes exotiques comme
obstructions).

Soit 91 un idéal de I(G) inclus dans ^, et K*(W(g, ^')) la
sous-algèbre de H*(W(3,3')) formé des classes de cohomologie [a]
telles que b[a] = 0.

Supposons l'ensemble C de ^-connexions g^-connexe et C'
^'-connexe. Alors :

ï)la restriction p : K*(W(3,3')) -> H*(M , R) de p^ à
K*(W(3, 9Q) est indépendante des connexions a? et a?' choisies
respectivement dans C et C'.
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ii) s'il existe une classe exotique non nulle dans Im p, alors
C H C' = 0.

La partie i) du théorème résulte immédiatement de 7.1 et 7.2
Supposons C H C' ^ 0 : puisque p est indépendant des connexions
a? G C et ÇA;' G C', on peut choisir <jj = a?' G C H C' ; or, la forme
de courbure Î2 de [ûj , a;'], égale à ^ A (a?' — a;) + (terme sans û?r),
devient ici Î2 = (^i)~1 î2 où p^ : E x R -> E désigne la l"6 pro-
jection, et n'a pas de terme en dt : on en déduit

^ ^Wico = ^,c.œ = o w ^(G),
et par conséquent les classes exotiques qui sont dans Im p doivent
être nulles.

Remarque. - Le théorème 7.3 ci-dessus s'applique en particulier
au cas où C est ^-connexe avec 3i = 3? auquel cas

K*(W(g,^)) = H*(W'(g,^')).

8. Déformations de classes exotiques.

Exemple 1. — Prenons

G = GL(1 , R) = R* , M = S1 et Q = R x S1 -^ S1

(fibre trivial de dim 1).
On a I(G) = R[cJ (où Ci(a) = a Va G R = R*).

PROPOSITION 8.1. — L'ensemble C de toutes les connexions sur
Q est convexe (donc connexe), formé de I4' (G)-connexions {elles
sont toutes sans courbure, car dim S1 = 1), et n'est cependant pas
I (G)-connexe.

Nous allons en effet construire une classe exotique non nulle,
en prenant ^ = g = ^(G), C' = C.

Puisque C H C' i=- 0, il en résultera que C n'est pas ^(G^connexe,
d'après le th. 7.3.

Tout d'abord W(g,3') = A(^) avec différentielle nulle.

H*(W(3,3')) = A(h,).
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Soit a la section définissant la trivialisation canonique de

Q : a(6) = (1 , 0 ) G R x S1 (0 G S1 = R / l i r Z ) .

Soient cj, et a/ deux connexions définies respectivement par
les lois Va a = / . a et V'g o = g . o où / ,g sont 2 fonctions

ô0 9Ï

C00 de S1 dans R. La connexion V = [y ,V ' ] sur Q x 1 -^ S1 x i
a une courbure qui vérifie : Î2== (^ — f)dt A û?0).

On en déduit P^(/?i) = ( g - f ) d 6 .
Il est clair que l'on peut obtenir ainsi toutes les 1-formes sur S1.
Par exemple si V5 désigne, pour s E R, la connexion définie par
V^ o = s . or, p^ ^ (h^ ) = (s - s^) d6 : l'application s -> p^^ [h^}

36 so s

est donc un isomorphisme de groupes de R sur H1 (S1 , R).

Exemple 2. — Thurston ([15]) a montré qu'il existe sur S3 une
famille F^ de feuilletages de codimension 1 telle que l'invariant de
Godbillon-Vey varie continûment. On en déduit la

PROPOSITION 8.2. (Thurston). — Sur le fibre vectoriel trivial
R x S3 -> S3, il existe un ensemble connexe de (c^)2-connexions,
qui n'est pas (c^ -connexe.

Prenant en effet
G = GL(1 , R), I(G) == R[ci].

Prenant ^ =î^ i )2^ et ^ = f(G),

on obtient W(g,^) = R[cJ/(ci)2 ^ A(/2i)

a pour cohomologie R . 1 ^ R(CI . h^). Prenant pour Q, le fibre
transverse au feuilletage F^ de codimension 1, pour cjy une connexion
basique (c'est une (c^-connexion), et pour o?^ la connexion plate
associée à une trivialisation de Q^ (c'est une ^(G^connexion), l'inva-
riant de Godbillon-Vey est égal à p^ ̂  (c^ . h^). D'après la défi-
nition même de la famille F^, il est possible de se ramener au cas
d'un seul fibre R x S3 -> S3, avec c^ = c^ et oj, = famille diffé-
rentiable de (c^-connexions sur ce fibre.
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Exemple 3. — Sur une variété compacte M de dimension 3,
prenons Q = T(M), ^ = r(GL(3 , R)) et ^ = 3(> 1) : toute con-
nexion sur Q est une ^'-connexion, et toute connexion respectant
une métrique riemannienne est une ^-connexion. Prenons pour a?
la connexion de Lévi-Civita d'une métrique riemannienne sur M, et
pour G}' une connexion triviale respectant cette métrique (M est
parallélisable). On a alors : H*(W(^,^)) == A(/^ , ^3) e t f p^ ̂  (h^)
est un nombre réel dont la classe module Z n'est autre que l'invariant
de Chern-Simons [3] ; en particulier p^ o/l^l P61^ n'être pas nul
(c'est le cas si M = P^R)). Puisque V^ E I, la connexion

cjy = scjù1 4- (1 — s) a?

est à la fois une ^ e^ une ^'-connexion, l'application s -> p^^ [h^]
est une déformation évidente de la classe exotique P ^ ^ [ h ^ ] .

9. Exemples de 3-connexité.

Pour un ensemble de connexions, "connexe" voudra dire dans
la suite : "connexe par arcs différentiables par morceaux".

THEOREME 9.1. — Tout ensemble connexe non vide de connexions
sur E -> M vérifiant ^2^1 = 0 (cf. exemple 3, § 3) est un ensemble
de ^Ç> r)-connexion qui n'est que 9(> r 4- \)-connexe.

Remarque. — Cet ensemble n'est en général pas ^}(> ^-connexe
comme le prouvent les exemples 1 et 2 du §8.

Soit en effet (o}s)s^i une famille différentiable de connexions
sur E vérifiant (ny/^ = 0 V,y. Soit c^la connexion sur E x 1 -> M x 1

~ ^ / 3 \
définie par <^\Ex{s\=a)s e^ (JJ \—y= 0. Elle a pour courbure :

/"^ /Ô(jù \ /^
W^ •= ds A(——J + (^)^, de sorte que /(^2), qui est égal à

kds A/(-^ ,Î2^~1) + /(î^ ) pour /G I^G), est nul si ^ - 1 > r 4- 1

c'est-à-dire /: > r 4- 1.
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COROLLAIRE 9.2. - Si le fibre E est plat, tout ensemble connexe
non vide de connexions sans courbure sur E est ^Ç> 1 )-connexe.

cf. aussi plus loin le théorème 9.6. (partie (i)).

COROLLAIRE 9.3. — Tout ensemble connexe non vide de con-

nexions sur E -> M est ^(> \ — \ 4- \\-connexe, si n == dim M.

En fait, on a le résultat plus fort suivant :

PROPOSITION 9.4. — Tout ensemble non vide de connexions sur

E -> M est c! (> \ ——— | }-connexe, si n === dim M.0 \ l 2 \1
En effet, si a; et a/ sont 2 connexions sur E, [a? , a/] est une/ r^4-1^connexion sur E x I -> M x I : c est donc une 3 ̂ > | —— |^-

connexion puisque dim (M x I) = n 4- 1. (Cf. l'exemple 1 du § 3).

Sorite. — Soit P une propriété de l'ensemble des G-connexions
(c'est-à-dire de l'ensemble des couples (E , a?), formés d'un G-fibré
principal différentiable E et d'une connexion G; sur E). On dira que
co est une "P-connexion" si (E , cj) possède la propriété P. On suppo-
sera en outre que l'image réciproque d'une P-connexion est une P-
connexion. Généralisant les définitions du § 7, on dira que deux
P-connexions a?o et 0:1 sur un même G-fibré principal E -» M sont
"différentiablement P-homotopes" s'il existe une P-connexion a? sur
E x I -> M x I telle que ^ IËX^^ ^o et ^^{^ ^i- on ^éfïmt

de même la "P-homotopie" (notée c^o ~ ^i) et la P-connexité. On
démontre de façon immédiate :

LEMME 9.5. — Si P ' est une autre propriété de l'ensemble des
G-connexions, respectée par image réciproque, et telle que P =^ P',
alors p p '

(o?o ^ cx;i) => (0:0 ^ û;i).

THEOREME 9.6. — i) Si E est trivial, tout ensemble connexe non
vide de connexions triviales (c'est-à-dire à holonomie nulle) est ^(G)-
connexe [alors qu'un ensemble connexe de connexions sans courbure
n'est pas nécessairement î+(G)-connexe, comme on l'a vu au §
précédent}.
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ii) L'ensemble des connexions sur un fibre vectoriel Q (de
dimension q ) pour lesquelles il existe une métrique riemannienne
invariante, est ^(mpmYconnexe.

iii) L'ensemble des connexions sur Q (supposé orientable) pour
lesquelles il existe une forme volume invariante est ^c ̂ -connexe.

iv) L'ensemble des connexions sur Q = Q^ e (q — k) qui res-
pectent la décomposition ci-dessus est |c^i, c^, . . . , c^-connexe.

v) L'ensemble des connexions adaptées sur le fibre transverse
à un système différentiel de classe maximale < r est^O r)-connexe.

vi) L'ensemble (supposé non vide) des connexions transverses

projetables à un feuilletage de codimension q est ̂ (> ^-connexe.

Dans chacun des cas ci-dessus, on notera P la propriété corres-
pondante donnée dans le tableau ci-dessous, et on va appliquer le
lemme au cas où P' est la propriété d'être une ^-connexion.

hypothèse sur E

E est trivial

G = GL(q , R)

Q est orientable

Q = Q> q - k

Q est le fibre
transverse à un système
différentiel de classe
maximale < r
Q est le fibre
transverse à un
feuilletage admettant
une connexion
transverse projetable

P

connexion triviale
groupe d'holonomie
inclus dans un groupe
compact de GL(q , R)
groupe d'holonomie
inclus dans SL(q , R)
connexion respectant
la décomposition
ci-contre
connexion adaptée

connexion transverse
projetable

9
r(G)
3 (impair)
= | C i , C 3 , . . . î

^

^fc+l ' ̂ t^' • • • ' cq^

^ O r )

3(>f )
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i) soit c^GI) une famille C00 de connexions triviales. Soit
ZQ G E et (^ la section de E, horizontale pour c^y, et passant par Zy ;
on définit une section Ï d e E x I - > M x I e n posant

1î(x , s) = (a,(x) , ̂ ),

et une connexion S sur E x I en imposant à ? d'être horizontale
pour a? : il est clair que S réalise une P-homotopie entre o?o et cjp

ii) Soit V° une connexion respectant la métrique g° sur Q -> M,
et V1 » » » g1 » Q -» M.

Soit ^ == tg1 + (1 — 0 ^°(- e < ^ < 1 + e, e > 0 assez petit pour
que gï soit une métrique sur Q).

Soit "g la métrique sur Q x ]— e, 1 -h e [-> M x] — e, 1 4- e[
définie par g}^^ S^ et soit V une connexion sur Q x]— e, 1 + e[,
respectant g^ ; notant V^ la connexion induite par V sur Q x {t} ̂  Q,
V définit une P-homotopie entre V'° et V'1 : V'° £ V'1.

Soit y la métrique sur Q x I -^ M x I obtenue à partir de g°
par image réciproque M x I -> M, et [V° , V'°] la connexion sur Q x I
obtenue par combinaison affine de V° et V'° : [V° ,V '° ] respecte
g^° et réalise une P-homotopie entre V° et V'° : V° £ V'° ; et, de
même V1 £ V'1.

iii) Remplaçant g° et g1 par des formes volumes 7?o et 17? la
démonstration de iii) est analogue à celle de ii), une fois remarqué
que l'on peut toujours orienter Q, supposer les formes î?o et 171
positives (car Vr? = 0 =» V(— 17) = 0), et que les formes volumes > 0
forment un espace convexe.

iv) Si V° et V1 sont deux connexions sur Q = Q^ © (q — k),
respectant la décomposition précédente, [V° , V 1 ] est une connexion
sur Q x I -> M x I, respectant la décomposition

Q x I = (Q^ x I) ® (q - k)

obtenue à partir de celle de Q par image réciproque M x I -> M,
et réalisant une P-homotopie entre V° et V1.

v) Soient V° et V1 deux connexions sur le fibre Q transverse
^d ^

à un système différentiel 0 -^ L —^ T(M) -> Q -> 0 de classe maximale
< r, correspondant à des scissions SQ et s^ de la suite ci-dessus :
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( V^) - V^(Trx) - 7r([x , y ] ) = - TT[^X , s^y] ,

( V^(7T>0 - V^(7TX) - 7T([X ,^]) = - TT[X,X , ̂ ] .

Soient ^ = /^i + (1 — t) SQ le projecteur obtenu par combinaison
affine, et R^ = Ker ^ le supplémentaire correspondant de L dans
T(M). Identifiant T(M x I) à (pi)"1 T(M) ® 1, on définit un système
différentiel L sur M_x 1 exposant : Ï = (pi)~1 L ® 1 ; et on définit
un supplémentaire R de L dans T(M x I) en posant R|Mx{r} = R^ :

le fibre quotient Q = T(M x D/L est égal à Çp^ÇQ) == Q x 1 -^ M x I.
Soit V une connexion sur Q adaptée à R ; si la classe maximale de
L est <^, celle de L aussi, de sorte que les connexions V° et V 1

induite par V sur M x {0} et M X { l}_son t P-homotopes. Il reste
à montrer que V° et V° d'une part, V1 et V1 d'autre part sont
P-homotopes également. Prenant cette fois-ci R° = (pi)~1 R°, [V° , V°]
est une P-homotopie sur Q, adaptée à R°, pour le système différentiel
L de classe maximale < r. De même, V1 et V1 sont P-homotopes.

vi) Soient V° et V1 deux connexions transverses projetables sur
le fibre Q transverse à un feuilletage de codimension

q : 0 -> L -> T(M) -> Q -^ 0

(L fibré_tangent aux feuilles). Notant pi : M x 1-> M la 1èr6 pro-
jection, L = (pi)"1 L © 1 est un^ feuilletage de même codimension q
sur M x I, dont le fibr^quotient Q est égal à (pi)"1 Q = Q x 1 -> M x I.
La connexion [V° , V1] sur Q est transverse projetable, et par consé-
quent V° £ V1.

10. Quelques applications.

l/ Théorèmes de rigidité
a) On a vu (th. 6.1) que

H*(W(3(>.),|c^,...,c,j)) =

= H*(R[c, , . . . ,cJ/^>^A(/^ , . . . ,^)).
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et qu'une base de la cohornologie est fournie par les classes de
cohomologie des coçycles cA. vérifiant 1 / 1 + i^ > r, IQ < J ' Q . (th. 6.3,
avec ses notations).

Soient a? une connexion vérifiant ÎÏ^1 = 0, et a/ une ïc^ ,..., c^ ^
connexion sur un même fibre vectoriel de dimension q.

THEOREME 10.1 (J.L. Heitsch). - Si \j\ + IQ > r 4- 1 (avec les
notations du théorème 6.3), p^ ̂  ([c. AJ) ne dépend que de la compo-
sante connexe (par arcs différentiables par morceaux) de a? dans
l'espace des connexions vérifiant SV1'1 = 0.

Considérons en effet l'homomorphisme

3 : H ^ R k i , . . . , cj/g(>r) ^ A ( / 2 ^ , . . . , /^)) ^ H^1 (Ker 7)

associé à la suite exacte d'algèbres différentielles graduées

0-^ Ker 7^ R [ C I , . . . , cJ/^O r + 1)

^ A(^ , . . . , /2^) 2 > R [ ^ , . . . , c J / g ( > r ) ^ A ( / 2 ^ , . . . , / 2 ^ ) - > 0 .

Notant / la classe d'équivalence modulo ^Ç> r) de /^ ^(G), ô[c- /zj
est égal à la classe de cohomologie dans Ker 7 de l'élément

b ————————r+-1 ^
L ± c / , . . . /, ' c ^ /z^ A - - - A ^ A . . . A/Z,^
\=1

appartenant à Rki , . . . , cj/3(> ^ + 1) ^ A(/z^^, . . . , /z^), et est
donc nul si I/ 1 + IQ > r + 1. Il suffit donc d'appliquer 7.2 et 9.1
pour conclure.

On redémontre ainsi, par une autre méthode et sans utiliser
de formule de dérivation, le théorème de rigidité de J.L. Heitsch ([6]).

b) Etude générale du cas ou C' est un ensemble de connexions
sans courbure et où 9' = Î+(G).

On a alors : W(3,3') = I(G)/5^ Ad^G)).
Supposons, pour simplifier, G = GL(q , R) et soit, comme d'habi-

tude, /?i l'image de c^ par l'isomorphisme F" (G) ̂  A^I^G)) C AI^G).
Pour tout /£ I(G), on notera / sa classe modulo 3.



292 DANIEL LEHMANN

Tout élément X de WO.I^G)) peut s'écrire sous la forme
X = h^ Y 4- Z, où Y et Z (donc aussi ûTY et dZ) ne contiennent
pas de terme en h^).

THEOREME 10.2. - Supposons que X soit un cocycle de
W(3, ^(G)), a? une ^connexion et a?' une connexion sans courbure.
La classe de cohomologie P^([X]) dans H*(M , R) ne dépend alors
que de la composante connexe de a/ dans l'espace des connexions
sans courbure, sous l'une des 2 hypothèses suivantes :

i) Y est un cobord de la forme dV (V ne contenant pas A i ) ,

ii) Y est de la forme ^ a, . Y,., où les Y^ sont des cocycles
i

et les a^ des polynômes de degré > 1.

Puisque dX = - h^ . rfY -h dZ -~c^ . Y, dire que X est un co-
cycle signifie que Y en est un, et que dZ = ~c\ . Y. Nous allons
d'abord montrer comment la 2eme hypothèse peut se ramener à
la 1^.

Soit donc
x = h! • (Z ^ ̂ i) + z avec d\, =0 \/i,

et dZ = Ci ^ ~a. Y,.
i

Posons Xi = ^ h(,c^a,) Y^ + Z. La différence X - X^ est égale
i

à L (û^/Zi - h(c^ a,)) • Y,. Puisque Y, est un cocycle, X - Xi est
i

un cocycle et son image par p^ ̂  est un cobord d'après le lemme 5.2.
On a donc p^ ([X]) = PÎ^'d^]) ^ Xi ne contient pas le terme
A I , donc vérifie l'hypothèse i).

De la suite exacte d'algèbres différentielles graduées :

0->1(G)/3^ R - ^ ^A(r(G))-^I(G)/9^R kJ/Cc^Ad^G))

^KO/g^ACrCG)) ^ 0

(GI désignant la classe de c\ module ^O 1)), on déduit l'homo-
morphisme

ô : H^KG)/^ ^ Ad^G)) ̂  H^1 I(G)/3^ R • ^ ^ A(r(G))).
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D'après 7.2 et 9.1, il suffit de prouver que 3([X]) = 0 sous
l'hypothèse i). Or ô([X]) est la classe de cohomologie de ̂  . Y dans
Ker 7, qui est évidemment nulle sous l'hypothèse considérée (si
Y = JV, V ne contenant pas h^ ^ . Y est la différentielle de Fi . V
dans Ker 7).

Remarque. - L'hypothèse i) est en particulier vérifiée si X ne
contient pas de terme en h^.

2/ Obstructions à ce que le groupe d'holonomie d'une connexion
plate soit fini.

Soit Q -> M un fibre vectoriel plat de rang q, et V une connexion
sans courbure sur Q.

Prenons C = {V} , ^ = î\GL(q , R)) = |Ci,. . . , c^

C' = {connexions sur Q laissant une métrique invariante}
^ = g(impair) = |Ci, € 3 , . . . , c^p^ . . .|.

D'après 6.1, H*(W(g,gQ) = A^, ^3, . . . , h^. . .).
D'après 9.6, C' est ^'-connexe de sorte que

<v- : ^^i- ^3- - . ) - ^ H * ( M , R )
ne dépend que de V, et non de V (on notera p* cette application).
Il résulte alors de 7.3 :

PROPOSITION 10.3. - Pour que le groupe d'holonomie de V soit
inclus dans un sous-groupe compact de GL(q , R), et en particulier
pour qu'il soit fini, il faut que l'exotisme Im p^ soit nul.

Cas particulier q = 1. — ce cas est intéressant, d'une part parce
qu'il fournit aisément des cas où l'exotisme ci-dessus n'est pas nul,
d'autre part parce qu'alors la nullité de cet exotisme suffit à impliquer
la finitude du groupe d'holonomie.

Donnons nous en effet une métrique riemannienne arbitraire sur
le fibre Q -^ M de dimension 1. Soit o^ une section de norme 1
définie sur un ouvert U de M au-dessus duquel Q est trivial. Soit
V une connexion sur Q : on définit une 1-forme scalaire 7^ sur
U en posant V o^ = 7^ • o^ ; si U est connexe, toute autre section
de norme 1 au-dessus de U est égale à — a^ ; puisque

V (- au) = - Vou = - 7u • o^ = 7u(~~ °v^
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7u ne dépend pas du choix fait entre a^ et — a^, de sorte que
les 7y se recollent : il existe une 1-forme 7 sur M (entièrement
définie, une fois fixée la métrique riemannienne sur Q). Puisque

Vx Vy Oy - Vy Vx ^u ~ V[X,Y] ^u = d 7u(X , Y) • Oy,

il revient au même de dire que V est sans courbure ou que 7 est
une forme fermée.

PROPOSITION 10.4. — Supposons V sans courbure. La classe de
cohomologie [7] de la forme fermée définie ci-dessus ne dépend pas
du choix de la métrique riemannienne sur Q, et est égale à p*(~ h^).
Le groupe d'holonomie de V est fini ou non, selon que cette classe
de cohomologie est nulle ou non.

Soit en effet Xu la section locale définie par Oy du fibre prin-
cipal E -> M associé à Q, et soit V' la connexion sur Q respectant
la métrique riemannienne donnée : V' o^j = 0. Avec les notations
du § 2, \^(t a?' 4- (1 — r)o?) == (1 — t) 7y, de sorte que la courbure
S2 de [y , V'] vérifie :

XS(^)=-^A7u.

On en déduit p^^'(h^) = — 7, d'où la 1^ partie de la propo-
sition. Supposons 7 cohomologue à 0 : il existe une fonction diffé-
rentiable V/ : M -> R telle que 7 = — d ^ .

On définit une nouvelle métrique riemannienne sur Q en imposant
aux sections a y et — o^j d'avoir pour norme e~^, et l'on vérifie aisé-
ment que V respecte cette nouvelle métrique : son groupe d'holomie
est alors nécessairement inclus dans 0(1) = {— 1, + l}et est isomorphe
à {0} ou Z/2Z selon que Q est ou non trivial ; ceci achève la démons-
tration de la proposition 10.4.

En particulier, si Q est trivial et si a est une section partout
non nulle, on définit une connexion plate à l'aide de-toute 1-forme
fermée 7 en posant Va = 7 • a. Si H1 (M , R) ^ 0, on peut choisir
7 non cohomologue à 0, et l'exotisme p^(^i) n'est pas nul.

Revenons au cas général q quelconque. Du théorème 10.2, on
déduit :
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PROPOSITION 10.5. - Le sous-ensemble p^(A^(h^, ^5, . . .)) ne
dépend que de la composante connexe de V dans l'espace des
connexions plates. Si, par conséquent, il contient au moins 1 élément
non nul, il n'est pas possible de déformer V en une connexion à
holonomie finie en restant dans l'espace des connexions plates.

3/ Obstruction à ce qu'une connexion plate sur un fibre vectoriel
ait un groupe d'holonomie inclus dans SL(q , R).

Soit Q -> M un fibre vectoriel plat, orientable, de dimension
q et soit V une connexion sans courbure sur Q. Dire que le groupe
d'holonomie de V est inclus dans SL(q , R) équivaut à affirmer
l'existence d'une forme volume T? sur Q laissée invariante par V.
Prenons

C = {V} , 3 == î\GL(q , R))

C' = {connexions sur Q à groupe d'holonomie inclus dans SL(q , R)}
^-^i?.

D'après 6.1, H*(W(g, ̂ )) = A^). D'après 9.6, C' est ^'-
connexe ; de sorte que p^ ^ ' : Aj^^) ~^H*(M , R) ne dépend que
de V (on notera p* cette application).

PROPOSITION 10.6. — Pour que le groupe d'holonomie de V soit
inclus dans SL(q , R), il faut et il suffit que la classe p^(/^) G H1 (M , R)
soit nulle.

La condition est évidemment nécessaire d'après 7.3. Pour dé-
montrer la réciproque, donnons nous une forme volume arbitraire 77

q
sur Q (?7 est une section différentiable de A Q*) et une connexion
V laissant 17 invariante : Va^,. . . , a^ base locale du module des
sections de Q définie sur un ouvert U de M au-dessus duquel Q
est trivial, on a :

d[rï(a\,..., a^)] == ^ r?(<^ . . . , V o,",. . . , o^),

soit : rfh(ay,. . . , a^)] = (S (7;1)") • r ] (a \ , . . . , a^) ,
1=1

si l'on a posé V p" = ^ (7^)" • o?.
/•=i
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Puisque V est sans courbure, on peut choisir aV, . . . , o^ de
T Tfaçon que V a , = 0 \/i = 1, . . . , q, ce que nous supposerons. Si

Xu désigne la section locale du fibre principal associé à Q définie
par (aV,. . . , o^), on a, avec les notations du § 2, x^co = 0 et
Xfiû/ =- j'^ ou 7/u = (((T'p11))/,/. Si ^2 désigne la courbure de [a? , a;'],
on en déduit :

X5(ft) = ̂  A T " + ̂  7'" + \ t2 [7'" , 7"],

. <7

et p^ ^'(^i) = J Tr Î2 a une restriction à U égale à Tr 7^ = ^ (7^)^
i=i

ce qui prouve en particulier que la forme ^ (7^^ est indépendante
i

de la trivialisation Xu = (o^. • • • > <^). Si p$(/;i) = 0, il existe une
fonction différentiable V/ : M ->• R telle que c?V/ (y = ̂  ('Y'î-)u- Montrons
que V ( e - " ' . T?) = 0 ; en effet,

(V(e-^îî)) (oV,. . . , o^) = d(e-^ . ri(o\, . . . , a^)),

puisque V CT" = 0 Vî. Or

d(e-^ • îî(a^ . . . , <^)) = e-^ • (- d^i +1(7;:)") • îî^Y,. . . , ̂ ) = 0.
i

Ceci achève la démonstration de la proposition.

COROLLAIRE 10.7. — Supposons qu'il existe un revêtement galoi-
sien de groupe îl et de base une variété M telle que H1 (M , R) = 0.
Tout homomorphisme de groupes a : n -> GL^Çq , R) prend alors
ses valeurs dans SL(q , R).

Il suffit en effet d'appliquer la proposition 10.6 au fibre vec-
toriel Q -> M de dimension q, associé par a au revêtement galoisien
de groupe n.

Remarque. — Ce corollaire n'a d'intérêt que si l'ordre de n
est infini ; sinon il ne fait qu'énoncer une trivialité.

4/ Obstruction à la platitude des fibres stablement plats.

Supposons le fibre vectoriel différentiable Q7, de rang k > 1,
et stablement plat : il existe un fibre vectoriel trivial (soit q " k
son rang) tel que Q = Q' ® (q — k) soit plat, i.e. admette une
connexion sans courbure.
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Prenons pour C l'ensemble des connexions sur Q adaptées à
la décomposition Q' ® (q — k) (c'est-à-dire laissant invariantes chacune
des sections canoniques du fibre trivial q — k, et telles que la dérivée
covariante d'une section de Q' soit encore une section de Q'), avec
3 = ^+i, . . . , c ^, et prenons pour C' l'ensemble des connexions
plates sur Q avec ^ = I^GL^ , R)).

D'après 6.1, on a alors H*(W(g,^)) = Ap^i, . . . , /^).
On déduit de 9.6 et 10.2 :

PROPOSITION 10.8. - i) L'exotisme

Pv,v- •• AR( /^P . . . , ^) ^ H * ( M , R )

/îê dépend pas du choix de V ûfû^ C, et ne dépend que de la compo-
sante connexe de V' dans C ' .

ii) // existe une bijection évidente entre C H C' et l'ensemble
des connexions plates de Q'.

5/ Transitivité transverse du pseudogroupe des automorphismes
infinitésimaux d'un système différentiel de classe maximale < r.
(r > q)

Soit 0 -> L -^ T(M) -> Q-> 0 un système différentiel (notations
du § 3 - exemple 7). Rappelons qu'un automorphisme infinitésimal
de L est un champ de vecteurs local X sur M, tel que V Y £ F(L),
[ x , Y ] e r ( L ) .

DEFINITION. — On dira que le pseudogroupe des automorphismes
infinitésimaux de L est "transversalement transitif" s'il existe un
sous-faisceau Ûî. de ^.-espaces vectoriels du faisceau des automor-
phismes infinitésimaux de L, localement constant, dont la fibre en
chaque point est de dimension q (rang de Q), et dont les sections
sont des champs de vecteurs transverses à L.

Remarque. Si L est intégrable (i.e. r = q), la transitivité trans-
verse implique la transitivité. Si, de plus, le faisceau (Jî, est constant,
le groupe des automorphismes finis de L opère transitivement sur
l'espace des feuilles.
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LEMME 10.9. -Pour que le pseudogroupe des automorphismes
infinitésimaux de L soit transversalement transitif, il faut et il suffit
que Q possède une connexion à la fois adaptée (au sens de Martinet)
et plate.

Soit Si un faisceau vérifiant la définition de la transitivité
transverse. Les sections de <% engendrent un sous-fibre vectoriel
différentiable R de T(M), supplémentaire de L, et Ûî, est le faisceau
des sections à dérivée covariante nulle pour une connexion sans

^
courbure sur R. Notons À : Q ̂  R l'isomorphisme inverse de TT [^ et
V la connexion sans courbure sur Q qu'on en déduit par cet isomor-
phisme, V est adaptée à À : en effet, soient Xi, . . . , X une base
locale des sections de (fî..., et o^ == TT X .̂ ; puisque X, est un auto-
morphisme infinitésimal de L,

7 r [ X , X a J = 0 VXer(L) V z = l , . . . , ^ ,

or Va^ = 0 ; on a donc

V x ^ = 7 r [ X , X a J V / = l , . . . , ç V X e r ( L ) ;

puisque les o^ forment une base locale du module des sections de
Q, V est adaptée à À.

Réciproquement si V est une connexion plate adaptée à À sur
Q, l'image <%. = X(S>) du faisceau & des germes de sections de Q à
dérivée covariante nulle pour V vérifie les conditions de la définition
de la transitivité transverse.

Supposons maintenant le système différentiel L de classe maxi-
male < r, et son fibre transverse Q plat. Prenons pour C l'ensemble
des connexions sur Q adaptées au sens de Martinet avec ^ = 3(> r)
et C' = {connexions plates sur Q} avec ^ = F(GL07 , R)). Si V G C
et V'GC' , on en déduit un exotisme p$^ : H*(W^) -> H*(M , R),
qui est en fait indépendant de V puisque C est 3(> r)-connexe, où

W^ = R [ c ^ , . . . , c^/^(>r) ^ A R ( / ^ , . . . , ^).

Notons K*(W^) le sous-espace de H*(W_) engendré par les
cocycles Cy h^ avec les notations du th. 6.2 vérifiant, en plus des
conditions du th. 6.2 :

- ou bien ;\ > 2,
- ou bien ;\ = 1, j\ + . . . j\ = r, S. == 1,
- ou bien ^ = 1, j\ + . . . /^ = r, ^ > j\ + 1.
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On déduit de 9.6 et 10.2 :

PROPOSITION 10.10. - La restriction py. : K*(W^) -> H*(M , R)
de p^y à K*(W^) ne dépend que de la composante connexe de V'
dans C\

Exemple. - Si q = r = 1, K*(WÎ) = H*(W{) est engendré par
c^ h^ : si l'invariant de Godbillon-Vey p(c^ h^) d'un feuilletage de
codimension 1 n'est pas nul, le groupe des automorphismes du
feuilletage n'opère pas transitivement sur l'espace des feuilles.

6/ Existence de connexions métriques adaptées pour un système
différentiel de classe maximale < r, et existence de métriques quasi-
fibrées pour un feuilletage.

Soit C l'ensemble des connexions adaptées sur le fibre transverse
Q (de dimension q) à un système différentiel L, et soit C' l'ensemble
des connexions métriques sur Q. D'après 9.6, C' est 9 (impair-
connexe, et si L est de classe maximale < r (r > q), C est 3(> r)-
connexe.

D'autre part, d'après 6.1, W(9(> r), ^(impair)) a même coho-
mologie que sa sous-algèbre

WO^ = R [c,, . . . , cj/^0 r) ^ AR(/^, 7^3, . . .).

On en déduit :

PROPOSITION 10.11. - L'homomorphisme

p = p^^ : H*(WO^) -^ H*(M , R)

est indépendant des connexions V ^ C et V ' € = C \ Pour qu'il existe
sur Q une connexion métrique adaptée, il faut que p = 0.

Dans le cas d'un feuilletage (q = r), l'existence d'une métrique
quasifibrée (cf. [12] et [13]) équivaut à l'existence, sur Q, d'une
connexion qui soit à la fois transverse projetable (au sens de Molino[lll)
et métrique. Toute connexion transverse projetable étant en particulier
adaptée (Le. ici basique au sens de Bott [1]), une première condition
nécessaire d'existence est évidemment que l'homomorphisme p de
la prop. 10.11 soit nul. Mais si l'on suppose a priori l'existence de
connexions transverses projetables, on obtient des obstructions plus
fortes en prenant pour C l'ensemble de ces connexions, avec

9 = S^ —), et C' = {connexions métriques} avec 3' = ^(impair).
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Puisque ces ensembles sont respectivement ^ ( ' > "^connexe et

3(impair)-connexe (prop. 9.6), et puisque (6.1) W(3 (> —), ^(impair))

a même cohomologie que sa sous algèbre

WO, = R[c^ . . . , cj/g(> (L) ̂  AR(^, 7^3, . . .)
2 / R

on obtient :

PROPOSITION 10.12. — Si le fibre transverse à un feuilletage de
codimension q sur M possède des connexions transverses projetables,
l'exotisme

p^ : H*(WO^) -> H*(M , R)

est indépendant des connexions V et V' prises respectivement dans
C et C'. Pour que le feuilletage possède une métrique quasi fibrée,
il faut que cet exotisme soit nul.
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CLASSES EXOTIQUES UNIVERSELLES
B. CALLENAERE et D. LEHMANN

Dans une note précédente [9] dont nous reprenons les notations,
l'un de nous définissait en particulier les classes exotiques associées
à une ^-connexion a? et à une ^'-connexion a?' sur un G-fibré prin-
cipal différentiable. Cette construction est étendue ici aux ^-algèbres
différentielles graduées, ce qui permet de définir des classes exotiques
universelles.

1. Rappels et notations.

On note ADG la catégorie des R-algèbres différentielles graduées
anti-commutatives (j3a = (— 1)^0 . j3 où p = d° . a et q = d° . j3),
et ^-ADG, la catégorie des g-algèbres différentielles graduées ((§-
désigne une R-algèbre de Lie de dimension finie, et une g-ADG
est une ADG munie, pour tout élément x de ^ d'une anti-dérivation
i(x) de degré — 1 et d'une dérivation Q(x) de degré 0, vérifiant
les relations de H. Cartan*). Soit B : g-ADG -> ADG le foncteur
qui, à tout ^-ADG, associe la sous-algèbre de ses éléments basiques
(Le. annulés par toutes les (anti)dérivations i(x) et 0(x)). Rappelons
en particulier que l'algèbre de Weil W(^) = A (§*) ^ S(^*) est une
g-ADG, qu'un homomorphisme cj : W(^) -> E de ^-ADG est appelé
une connexion sur E, et que l'homomorphisme

\, = Bo; : \\§) -> (BE)2^

est appelé homomorphisme caractéristique de la connexion, ou homo-
morphisme de Chern-Weil (BW(^) est égale à l'algèbre I(g) des
polynômes sur % invariants par la représentation adjointe, et ne
contient que des cocycles).

(*) H. Cartan : Notions d'algèbres différentielles (Colloque de Topologie. Bruxelles -
1950-CBRM).
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2. Intégration le long des fibres.

Soit X une ADG, et A*(R) = A°(R) © A^R) l'ADG des formes
différentielles sur R. Le produit tensoriel gradué X = A*(R) ^ X

R

est encore une ADG, et pour t G R, on définit un homorphisme
^ = X -^ X de ADG en posant

i,[A\R) » X^~1 == 0

i,(f ^ a) = f(t) .a V/G A°(R) Va G X\

Si E est une ^-ADG, on munit naturellement Ê d'une structure de
îl-ADG en posant, pour x G ^

z'Oc) (a » a) = a ^ /(x) a Vu E A*(R) , Va- G E

0(x) (a ^ a) = a « 0(;c)a

On a alors BE = BE. D'autre part, ^ : E -^ E est alors un homo-
morphisme de ^-ADG.

Définissons l'application R-linéaire j : E ^ - ^ E ^ " 1 (appelée
"intégration le long des fibres") en posant j = 0 sur A°(R) ® Ek et

/(/^ » a) = H /O) rfr j a sur A^R) ^ E^1

On vérifie sans difficulté le

LKMME 1.

d o J ~ J o d = i l

3. Différence de 2 connexions.

Rappelons qu'une connexion cj : W(^) -^ E sur une g-ADG E
est entièrement définie par sa restriction à A^^*) (C A (^*) ^ S(^*)).
Soit a?' une autre connexion sur E. On définit alors une connexion
œ sur E en posant, pour tout Ç G A1 (g*) :

o?a) = r ^ û/(S) + (l - t) ^ ^(S)
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où t G A°(R) désigne l'identité sur R, ù/(^) et CL?(^) appartiennent
à E1 et

<3U) G A°(R) ^ E1 C E1.

Notons A^ ̂  : îk(§) -> (BE)2^1 l'application composée

A » = f o X-~CJ,CJ J "0; •

De la formule évidente ^ o cS = ^o/ + (1 — t) a?, et du lemme 1,
on déduit immédiatement le

LEMME 2 (formule de Chern). —

\y ~ x^ = û f o A^-

4. Exotisme.

Soit 3 un idéal homogène de I(^). Une 9-connexion sur une
^-ADG est une connexion co telle que Ba?!^ = 0.

Soit a? une 3-connexion et CL)' une ĝ 01111^1011 sur une même
^-ADG E 0' désignant un autre idéal homogène de I(gp). La
construction de l'homomorphisme p ^ ^ ' : WC^^^-^BE de ADG,
donnée [9] pour le cas des fibres principaux, se généralise immé-
diatement grâce au lemme 2.

Le cas particulier où ^ est de la forme 3(> q) (idéal des poly-
nômes de degré > q) et où c } ' est de la forme Ker(I(^) -> 1(96))
(3€ désignant une sous-algèbre de Lie de ^) a été traité indépendam-
ment par Kamber et Tondeur sous d'autres hypothèses ((2), (3), (4)).

Dans la définition de W(3,3') = î(§)/^ ^ I(^)/9' ^ A(A)
figure un système A de générateurs de Yidéal ^(G). Il n'a pas du
tout été précisé que A était minimal. On aurait pu en particulier
prendre pour A une base de l'espace vectoriel î+(^). On démontre
comme ci-dessus (§ 5) :

THEOREME. -L'image de p^ : H*(W(? ,^'))-> H*(BE) est
indépendante de A ; elle est en effet égale à celle obtenue en prenant
pour A une base de l'espace vectoriel réel ^({l).



304 DANIEL LEHMANN

Dans le cas particulier où § est réductive, Kamber et Tondeur
nous ont fait remarquer que l'on pouvait prendre pour A l'image
par une transgression d'une base de l'espace des éléments primitifs
de l'algèbre Ai(^*) des co-chaines invariantes de ^: l'algèbre A(A)
est alors égale à Aj(^*) = H*(^, R) (cf. Koszul [8]).

5. 3-homotopie et rigidité des classes exotiques.

Deux 3-connexions 0:0 et ûJi sur une §-ADG E seront dites
différentiablement ^-homotopes s'il existe une 3-connexion cS sur
E telle que û;o = IQ o cj et cj^ = ^ o cS. On appelle 3-homotopie
la relation d'équivalence engendrée par la 3-homotopie différentiable.

Les théorèmes du § 7 ci-dessus se généralisent immédiatement.

6. Algèbres de Weil tronquées et exotisme universel.

Pour tout idéal homogène 3 de I(^), notons 3 l'idéal qu'il
engendre dans S(^*). Notons W^ (§) l'algèbre A (§*) ^ S(^*)/3 et

Iv

TT : W(^) -> W^ (^) la projection canonique.
Il est aisé de vérifier le

LEMME 3. -

i) Les anti-dérivations i(x) et Q(x) de W(^) passent aux quo-
tients et permettent de munir W,(g) d'une structure naturelle de
§-ADG.

n) La projection TT est une ^-connexion sur W (g).
iii) (W^ (g) , TT) est universel au sens suivant : pour tout couple

(E , a?) formé d'une d-ADG E et d'une ^-connexion a? : W(^) -» E,
// existe un homomorphisme cJ : W (^) -> E de ^-ADG ^r un seul
tel que G} o TT = a;.

Soit 3' un autre idéal de I(^), et TT' : W(^) -^ W. ' ( § ) la 3'-
connexion universelle. Le produit tensoriel gradué

W^(^) = W^(^) ^W^(g)
R

possède une structure naturelle de ^-ADG. Les inclusions naturelles
t : W ^ ( g ) ^ W ^ ^(^) et i' : W^(^)-^W^^(^) définissent respec-
tivement une 3-connexion et une y-connexion sur W^ ^'(^).



CLASSES CARACTERISTIQUES EXOTIQUES 305

LEMME 4. — (W^ ^'(^), ^, ^) ̂  universel au sens suivant : pour
tout triplet (E, a?, û/) constitué par une ^-ADG E, une ^-connexion
a? : W^ (^) -> E et une ^'-connexion cJ' : W« '(^) -^ E, z7 existe un
homomorphisme f '. W^ ^'(^) ^ E de ^-ADG <?r 7 ^^/ tel que
cj = f ^ L et c^' = f Q L ' .

Appliquons la construction du § 4 à W« ^(<^) munie des
connexions L o TT et i1 ° TT' : on obtient un homomorphisme de ADG

P : WO,^) -^ BW^^(g)

à travers lequel se factorisent tous les homomorphismes p^ ̂  du § 4.

Conjecturer— Si ^ est réductif et si A est l'image par une
transgression d'une base de l'espace des éléments primitifs de A((^*),
p induit un isomorphisme en cohomologie.

Cette conjecture est à comparer avec le résultat suivant : Dans
le cas particulier ^ = 3(> q), ̂  = Ker l(§) -^ 1(96), la paire (§, 3€)
étant supposée réductive (et I(^) -> 1(36) surjectif), Kamber et Tondeur
[7] ont démontré que W(3,3') a même cohomologie que l'algèbre
des éléments 96-basiques de W^ (>ç) (^).
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