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1. Introduction.

Des classes caractéristiques dites "secondaires" ou "exotiques"
ont été définies pour les feuilletages de codimension q et les F-struc-
tures, notamment par Bott et Haefliger [2], généralisant l'invariant
de Godbillon-Vey correspondant au cas q = 1. Parmi les différentes
façons de procéder, l'une d'elles, exposée par Bott [ l] , est basée &ur
les techniques de Chern-Simons utilisant la courbure des connexions.

Le but de ce travail est double : d'une part généraliser la cons-
truction de Bott pour l'appliquer à d'autres situations géométriques
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que celles issues des F-structures, d'autre part préciser —grâce à la
notion de 3-connexité— l'argument d'invariance homotopique et les
théorèmes de rigidité permettant d'affirmer que les classes exotiques
obtenues ne dépendent pas des connexions choisies.

Le § 2 est consacré à quelques rappels concernant en particulier
l'homomorphisme de Chern-Weil

I(G)-^ A*(M)

où a? est une connexion sur un G-fibré principal différentiable E -> M,
A*(M) l'algèbre des formes différentielles extérieures sur M, et I(G)
l'algèbre des polynômes sur l'algèbre de Lie G invariants par ad (G).
Après avoir donné au § 3 quelques exemples de 3-connexions (c'est-
à-dire de connexions a? telles que \^(/) = 0 V/Gg, où g est un
idéal homogène de I(G), on construit au § 4 les classes exotiques
secondaires associées à une ^-connexion a) et une 3 '-connexion a/
à l'aide d'un homomorphisme d'algèbres différentielles graduées

W(3,^) •̂̂  A*(M), W(3,^) ne dépendant que de G , 9, ̂ .
Si A désigne un système de générateurs homogènes de l'idéal maximal
^(G), on définit une sous-algèbre différentielle W^(3 ,3') de W(g ,g'),
beaucoup plus maniable, et l'on montre au § 5 que les homomor-
phismes induits en cohomologie par P^^ et P ^ ^ ' IW^O,^) on^
même image dans H* (M , R). Le § 6 est consacré au calcul de
H*(W^(3 .S')) dans quelques cas particuliers. On introduit au § 7
la notion de "S-connexité" d'un ensemble de connexions, et l'on
montre que l'homomorphisme p ^ ^ ' induit en cohomologie par
P O J L J ' ne dépend pas du choix des connexions a? et a/ pourvu, par
exemple, que celles-ci varient dans des ensembles C et C' de connexions
respectivement 9-connexe et 3^-connexe : on interprète en particulier
les classes exotiques secondaires comme des obstructions à ce que C
et C' se coupent. Cette situation est généralisée au cas où C n'est que
3^ -connexe (avec 31 c <3)' La^-connexité d'un ensemble de connexions
implique en particulier que 2 connexions quelconques de cet ensemble
peuvent être jointes par une courbe différentiable par morceaux dans
l'espace des ^-connexions ; mais c'est en fait une propriété plus
forte comme le prouvent les exemples de déformations de classes
exotiques exhibés au § 8. On reprend l'étude, au § 9, des exemples
du § 3, mais du point de vue de la g-connexité. Un certain nombre
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de problèmes géométriques peuvent s'interpréter sous la forme sui-
vante : est-ce que 2 ensembles donnés de connexions C et C' se
coupent ? Nous en donnons des exemples au § 10 ; l'exotisme fournit
alors des obstructions dont les nullités sont des conditions nécessaires
à ce que C et C' se coupent ; exceptionnellement, ces conditions
peuvent aussi être suffisantes.

Kamber et Tondeur [71], [711], [7111] ont étudié la situation
d'un G-fibré principal E -> M, dont la base est munie d'un feuilletage Bi
de co-dimension r, et muni d'une part d'une H-réduction (H désignant
un sous groupe fermé de G), d'autre part d'une connexion dont la
restriction à chaque feuille de ^ est plate (généralisation des connexions
de Bott lorsque E est le fibre principal associé au fibre transverse à ^).
Leur étude recoupe en partie un cas particulier de la nôtre (faite
indépendamment) correspondant àS^SFÇ^) (idéal homogène des
polynômes de degré > r) et g? = Ker (I(G) -> I(H)). Par des méthodes
hypercohomologiques, ils rendent leur théorie valable dans les cas
analytique et algébrique, où les connexions globales peuvent ne pas
exister.

Le contenu de cet article a été en partie résumé, sans démons-
tration, dans [9].

2. Notations et rappels (Cf. par exemple Chern-Simons [3]).

Soit G un groupe de Lie, G son algèbre de Lie, I(G) = ® îk(G)
k>0

l'algèbre graduée des polynômes à coefficients réels sur G (c'est-à-dire
des formes R-multilinéaires symétriques), invariants par la représen-
tation adjointe de G. Si /G 1^ (G) et si 71,. . . , 7^ sont des formes
différentielles de degré respectifs û?i, . . . , d^ à coefficients dans G
sur une même variété, /(7i, . . . , 7^) désigne la (d^ + d^ + . . . + dé-
forme à coefficients réels sur cette variété, obtenue par antisymétri-
sation des arguments de /. Si i < ^,/(7i, . . . , 7,) désignera la forme
obtenue en faisant la convention que le dernier argument 7, est
répété k — i + 1 fois.

Soit E -^ M un G-fibré principal différentiable. On conviendra
d'identifier formes sur M et formes basiques sur E. On notera A*(M)
l'algèbre des formes différentielles à coefficients réels sur M et, pour
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toute connexion ^ sur E, \^ : I(G) -> AP^M) l'homomorphisme
d'algèbres de Chern-Weil défini par X^(/) = /(^) (^2 = courbure de GJ),
/(^2) 2/;-forme fermée).

On notera partout 1 le segment [0,1]. Soit

F : A'(Mx I) -> A'-'(A)^o

l'intégration le long des fibres de M x 1 -^ M :

f ' [ f ( x , 0 Ac11 A . . . A dx^} = 0,

f1 [ g ( x , 0^ A Û?JC11 A . . . A (^-1] =
^o

= U1^^)^) d x ' A . . . A^1 ' -1

Si a)' est une autre connexion sur E, on notera [a? , a/] la connexion
sur E x 1 -^ M x 1 définie par :

[^)t] (37) = ° ? ^^i lExW = ^' + (1 - 0 U,

et A^,^ : I f c(G)->A2 f c - l(M) rapplication composée ^ o À(-^ .

(Notant Î2^ la courbure sur E x { t ) de la connexion t ^ ' + (1 — t)a),
la courbure Î2 de [oJT^] est égale à (rfr A a?' — a?) + Î2^ de sorte
que

fW = (dt A k f(^ - œ, Î2,)) + /(Î2,)
et ^

^^^^C/) == ^ X /(cl;' - ̂ 9 sît) â t '

Rappelons la formule

PROPOSITION 2.1. (S. Chern). -

d ° A^ = ̂  - ̂  -

qui prouve en particulier que la classe de cohomologie de \ (/)
ne dépend pas de CD : on notera \ : I(G) -> H^"" (M , R) Vhomomor-
phisme d'algèbres de Chern-Weil induit en cohomologie.
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Si G = GL(q , R) et si Q -> M désigne le fibre vectoriel de rang
q associé à un G-fibré principal E -^ M, on notera parfois À^ et A^
les homomorphismes précédents où V , V désignent les lois de déri-
vations ou connexions sur Q associées à a? et a?', et [V , V'] la
connexion sur Q x 1 -> M x 1 associée à [cj , a?'].

3. Définitions et exemples de 3-connexions.

Soit g un idéal homogène de I(G) (gCI + (G)= ® ^(G)).
k> 1

On appellera ^-connexion sur un G-fibré principal E -> M toute
connexion a? sur E telle que :

V/^ \.(/)=0

(il s'agit de la forme différentielle X^(/), et pas seulement de sa
classe de cohomologie). On remarquera que cette notion est respectée
par l'image réciproque des fibres et des connexions.

Si P désigne une propriété du degré des polynômes homogènes
sur G, on notera 3<P) l'idéal homogène engendré par les polynômes
homogènes dont le degré vérifie P. Si û ^ , . . . , ûy désignent des
polynômes homogènes e ^(G), on notera |ai, . . . , aA l'idéal homo-
gène qu'ils engendrent.

Exemple 1. — Si dim M = n, il est clair que toute connexion

sur E -^ M est une 3 ( > | — | \ -connexion.

Exemple 2. — Si une connexion G; est plate (c'est-à-dire sans
courbure) c'est une T^ (G)-connexion.

Exemple 3. — Si la courbure Î2 d'une connexion a? vérifie
^r+l = 0 (^+1 = Î2 AÎ2 A . . . A Î2 pour le produit extérieur défini
par G x G x . . . x G -^ G «> G » . . . » G), a; est une 3(> ^-connexion.
Les exemples 1, 2, 7 et 8 sont des cas particuliers de cette situation.

S i G = G L ( ^ , R ) , I ( G ) = R [ ^ , . . . , c J a v e c
q

dét (I + tA) = 1 4- ^ c,(A) t1 VA G gl (q , R)
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(Ci = Trace, . . . , c^ = déterminant). On notera Q -> M le fibre vec-
toriel associé à E, et on confondra parfois la connexion a? sur E
et la loi de dérivation V associée sur Q.

Exemple 4. — Si V est une connexion sur Q à groupe d'holo-
nomie inclus dans un sous-groupe compact de GL(q , R), c'est une
3 (impair )-connexion : en effet, une telle connexion respecte une
métrique riemannienne sur Q, et

M^+i) = 0 (cf. [ 1 ] p. 29).

Exemple 5. - Si Q est orientable, et si V a un groupe d'holo-
nomie inclus dans SL(q , R), c'est une JCii-connexion.

Exemple 6. - Si Q se décompose sous la forme Q^ © (q — k)
d'une somme de Whitney d'un fibre de rang k et d'un fibre trivial
de rang q — k, et si le groupe d'holonomie d'une connexion V sur
Q est inclus dans GL(k , R) x {\ q_jç} (ou dans un autre sous-groupe
de GL(q\ R) conjugué du précédent), V est une |c^+i, c^^, . . . , c i-
connexion.

Exemple 7. — (connexions "basiques" de Bott [l] , et plus géné-
ralement connexions "adaptées" de Martinet [10]).

Soit L un système différentiel (ou sous-fibre vectoriel diffé-
rentiable de T(M)) sur une variété M de dimension n. Soit Q le
fibre quotient, supposé de rang q :

_s__ _Â__
0 ^ L ±z——> T(M) ±——^ Q ̂  0.

On dira, d'une connexion V sur Q qu'elle est "adaptée" à une
scission X de la suite exacte ci-dessus si, VX € F(L), ^7^o = 7r[X , X(a)] ;
(de telles connexions existent). On dit que le système différentiel L
est de classe maximale < r (q < r < n) s'il existe un sous-fibre vec-
toriel différentiable D de L, de dimension n — r, tel que [X , Y] soit
une section de L pourvu que X soit une section de D et Y une
section de L. On démontre alors (Martinet) que toute connexion
adaptée est une ^(> ^-connexion, si la classe maximale de L est < r.

[Bien entendu, cela n'a d'intérêt que si r < —, en vertu de l'exemple 1 ].

Si r = q, le système différentiel L est intégrable, et les connexions
adaptées sont les connexions basiques de Bott, Q étant le fibre
transverse à un feuilletage de codimension q.
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Exemple 8. — (Connexions "transverses projetables" de Molino
[11]). Si le fibre Q, transverse à un feuilletage de codimension q,
admet une connexion transverse projetable (c'est-à-dire localement
image réciproque d'une connexion sur le fibre tangent à l'espace
des feuilles), une telle connexion transverse projetable est une

3 (> —^connexion (Molino). (C'est par exemple le cas si le feuille-

tage admet une métrique quasi-fibrée ; cf. aussi Pasternak [12]).

4. Construction des classes exotiques.

Nous allons généraliser une construction faite par Bott dans
le cas du fibre transverse à un feuilletage ([!]). Soient g et g' deux
idéaux homogènes de I(G). Si /EI^G), notons respectivement ~f
et / sa classe d'équivalence module 3 et modulo 3'. Graduons les
algèbres I(G)/3et I(G)/^ en posant, V/GI^G), dim J= dim7= 2k.

Soit AO^G)) l'algèbre extérieure construite sur l'espace vec-
toriel réel sous-jacent à l'idéal maximal Î+(G). On définit une gra-
duation sur A(r(G)) en posant, V/G I\G) (k > 0) : dim/ = 2k - 1 .

On identifiera I(G)/3, I(G)/g' et Ad^G)) à des sous-algèbres
de l'algçbre produit tensoriel gradué

W(3,^) = I(G)/3 ^ I(G)/g' ^ Ad^G))
R R

(^(G) est identifié à une partie de AO^G)) C W(3, 3')) par l'iso-
morphisme ^(G)^ A^G). On définit_une différentielle (de degré + 1)
sur W(9,3') en posant : d(J) = d(J) = 0 V/EI(G), et df=J-~f
V/GI^G).

Soit E -> M un G-fibré principal différentiable, et supposons
qu'il existe sur E une ^-connexion ou et une ^-connexion a?' : on
définit alors un homomorphisme d'algèbres différentielles graduées
P^ : W(g,3')-^ A*(M) en posant :

Po^(7) = U/) , P^(T) = \^(/)
et

P^(fl A . . . A/,) = A^^(^) A . . . A A^^(/,) (/,Er(G)).
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Notons p^ : H*(W(g , 3 ')) -> H*(M , R) l'homomorphisme d'al-
gèbres graduées induit en cohomologie.

On appellera classes caractéristiques exotiques (ou secondaires)
associées à 3, 3', CD, CD') les éléments de Im p^ ^ — Im À.

5. Réduction de W(9 , '̂) à une sous-algèbre W^,^).

Soit A un système de générateurs homogènes de Yidéal ^(G)
et soit A(A) l'algèbre extérieure construite sur le R-espace vectoriel
engendré par A. Notons W^O, 3') la sous-algèbre différentielle gra-
duée de W(9,3') égale à I(G)/3 ® I(G)/^ ® A(A), et p^ la
restriction de p^ à W^O, 3').

Remarque. - Je dois à Kamber et Tondeur d'avoir attiré mon
attention sur le cas particulier où G est réductive (cf. Koszul [8]) :
I(G) est alors une algèbre de polynômes R [/^,. . . , ^ig], et si l'on
prend pour A l'ensemble {^i, .. . , ^g}, A(A) s'identifie à H*(G, R).

THEOREME 5.1. -Les morphismes (p^)* et (p^)*, induits
en cohomologie, ont même image dans H*(M , R).

k-Soient /i,. . . , fy des polynômes homogènes /, G I *(G). On
prendra garde à bien distinguer le produit des poly nomes/i • f^ • . . . • fy
(de dimension 2 (^ k,} — 1 dans WO,^)) et le produit

\=i /

( r v
/i A /2 A . . . A fr dans l'algèbre extérieure (de dimension 2 V A:, ) — ^

dansW^^')).

LEMME 5.2. — 5b;7 / = u • v le produit de deux polynômes u
et v, homogènes appartenant à I^G). Posons :

f, =uv +ïu (f, ew(3,g')).

La différence f—f^ est alors un côcycle dans W(g , ^'), dont
l'image par p^^ est un cobord.
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On a en effet df = ~ùv~—~uv, et

dfi = u (v — v) -\- ~v(u~ u) = uv~— uv.

Donc / — /i est un cocycle.
Soit S2 la courbure de [c^ , a/] sur E x 1 et n^ = î2|Ex{r} ^a

courbure de o?^ = t (jù1 + ( 1 — 0 ^ sur E.
On identifiera implicitement les formes basiques sur un fibre

principal avec leur projection sur la base.
Rappelons que, pour /G I^(G),

/(Î2) = dt A kf(^' - cj, ^) -h /(î^)
de sorte que :

^^^(f)= ^fW = k r'fÇ^-œ,^) dt
Jo Jo

tandis que :

\. (/) = A") = [ { fWdt (Î2 = Î2o)^o

x^(/) =/(n/) (î27 = n,).
D'autre part, si u G 1^(0), i; G Ie (G) (/c, £ > 0), et si / = u • v,

on a : /(î2) = M(Î2) AI;(ÎÎ), soit :

/(?2) = ûf^ A [^(CD' - oj, n^) A i;(î2^) + Cu(û/ - û;, Î2^ A u(Sî^)]

+ M(Î2^) A i; (Î2^).

Ainsi, P^(f~fi) = P^(uv ~ uv — 'vu) est égal à

C'ÇkuÇo}' - cj, n,) A b(î2,) - vW)] +
Jo

+ MG^ - <^, ̂ ) A [u (î^) - ̂ (Î2')])^.

Notons A^,^ u (resp. A^»^ i;) la forme basique sur E x R dont
la valeur en (z , t) est égale à (A^^ [resp. (A^^)J.

Soit a la forme A^^(u) A i;(î2) -h A^ ^(v) A M(Î2). Puisque ^(Î2)
et v(^î) sont des cocycles, et puisque

d(A^ (^)|Ex{r}) = ^(î2.) - ̂ (")

^(^^(^lEx^}) = ^("f) - ̂ ("^
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da = dt A U + V (où V A dt = 0)
avec

9 3
u = ̂  (̂ c.̂ )) A UW,) + -^ (^^(U)) A V^)

+ ̂ (û/ - cj, î2,) A [î;(î2,) - î/(î2')]

+ £^(o/ - G;, ̂ ) A [u(^) — uW]
et

X1 da = to1 [it ̂ ^w A ̂ ^ + ̂  (^W^)) A .(Î2,)] ̂

+P^,^(^-/i)-
D'autre part, d'après le th. 3.10 (p. 15) de [l],

X1 da = difoa) + ̂ {i} - ^Ex{o} = ^ H1 a) + p^ (/,).

D'après le théorème 1 de [6], on a d'autre part :

3
T~ (A^,^ (^)) = cobord 4- ^^(CD' — cj, ^)

et
ô

^~ ^o;,̂  (^)) = cobord 4- ku(^ — G}, Î2^).

Puisque ^(Î2^) et v(î2^) sont des cocycles,

^ .- (Â^,^^)) ^u(n,))dt = cobord +^?(0;'-G;, Î2,) ^(Î2,))<^

et

^ (— (A^^)) Ai;(î2,))rfr = cobord + f^k[u(^ - CD, n,)A^(î2,)]^

et ûf (^1 a) + p^, (/,) = cobord + p,^ (/) 4- p^ (f - f,).

Donc P^(f~~fi) = cobord, d'où le lemme.

Démonstration du théorème. — Soit/ = u • v le produit de 2 poly-
nômes homogènes u et v, appartenant à F (G). Identifiant toujours
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I+(G) = A1(I+(G)) à une partie de TO^'). tout élément X de
W(3,3') contenant / peut s'écrire sous la forme X = / A X' + X"
où ni X', ni X" ne contiennent / (ce qui signifie que / n'appartient
pas au sous-espace vectoriel de F (G) engendré par les facteurs des
éléments décomposables de A(F(G)) intervenant dans X' et X") :
on en déduit que dX' et dX" non plus ne contiennent pas /, et par
conséquent, si

dX = (7-7) X' -/ A dX' + dX"

est nul, c'est que l'on a simultanément :

(7- /)X' + dX" = 0 et dX1 = 0.

Soit alors X, = f, A X7 + X" où f, == uv 4- Wu.
Puisque df^ = df = f- f\

dX, = (7- /) x' - /, A dX' + dX".

Ainsi, si X est un cocycle de W(g:,^'), il en est de même
de X,. D'autre part, P^(X-X,)=p^(f-f,)^p^(x') est
un cobord (en effet P ^ ' ( X ' ) est un cocycle puisque X^en est un,
et P^(f~fi) est u" cobord d'après le lemme). Ainsi, les cocycles
P^W et Pa?,^(xl) sont cohomologues. Puisque tout polynôme
f^î+(G) est combinaison linéaire de produits a^ ' a . • . . . ' a de
polynômes a, G A, il suffit de réitérer un nombre fini de fois la cons-
truction précédente pour prouver que tout cocycle X G W(5F, 3') peut
être remplacé par un cocycle X^V^^^') tel que p^ (X) et
P^,^'(^o) soient cohomologues. Ceci achève la démonstration du
théorème

Convention. - Si G = GL(q , R), on notera W(g ,g') l'algèbre
^(3,3') obtenue en prenant A == {c^ . . . , c^}. On notera h, l'image
de c, par l'isomorphisme canonique F G —>• A1 F (G).

6. CalcuH^deH^W^,^')).

Supposons pour simplifier G = GL{q , R). Pour tout sous-ensemble
a = {ai , . . . , û^} de { ! , . . . , q}, on notera |cJ l'idéal homogène

U ) Je dois à J.P. Jouanolou d'avoir attiré mon attention sur le rôle que devait
jouer, dans ce calcul, la structure de complexe de Koszul.
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de I(G) engendré par les c^., R[cJ la sous-algèbre R[c^ , . . . , c^ J
de I(G) et A(/^) la sous-algèbre A(/z^, . . . , h^) de

A(/^, . . . , ^) = A(A).

THEOREME 6.1. - i) L'inclusion dans W(3(> ^), (c^) ̂  /û ^o^-
algèbre différentielle graduée R[c^, . . . , cj/3(> r) ^ A(/^) induit un

R

isomorphisme en cohomologie.
ii) En particulier, pour r = 0, on obtient :

H^W(GL(q , R)), $c^)) = A(/^).

Notons j3 = (j^i, . . . , j8g) le complémentaire de a dans { ! , . . . , ^}.
Notons U la sous-algèbre de R [ c i , . . . , c^]/^(> r) ^ R[c^]

engendrée par les différentielles dho = CQ ~~~CQ (1 < ^< C) (^
désignant la classe de c^ module g (> r)). Notons W' la sous-algèbre
différentielle U ^ A(/^) et W" la sous-algèbre différentielle

R

Rki,..., cj/go/-) » A(^).
R

II est alors clair que l'algèbre W(3(> r), |c^) qui est égale à
Rki , • • . , ^]/9(>'-) ^ Rl^] ^ A(^) ^ A(^) est encore égale au
produit tensoriel d'algèbres différentielles graduées W' ^ W", et par

R
conséquent :

ïAWOO r ) , |cJ)) = ^ H^W) » HW).
p+ç=i R

Le théorème résultera donc immédiatement du

LEMME 6.2. - H^W') = 0 si p > 0, ^ H°(W) = R.

En effet, W' est égale encore à l'algèbre extérieure A^(/^)
construite sur de U-module libre de base HQ et la différentielle d
applique A^(^) dans A[^~\h) avec du == 0 \fu G U : cela signifie
que W' est ainsi muni d'une structure de complexe de Koszul, avec
sa graduation homologique W^ = A^(/^), dont on notera H^(W')
l'homologie. Puisque U C R[CI , . . . , cj/3(> r) ^ R[c^] et que R[^j
est un anneau de polynômes, c^ — ^ n'est pas diviseur de 0 dans
U ; puisque U/dh^ , . . . , dh^ _ peut s'identifier à la sous-algèbre
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de U engendrée par dh^ = c^ -c^ , . . . , dh^ = c^ -~c~^,on
montre de même que CQ ~ CQ n'est pas diviseur de 0 dans
V/dh^ , . . . , dh^ _ , ceci \/u = 1, . . . , C : on en déduit (cf. par
exemple Serre [14] p. IV.4) que

H^(W') = 0 \/p > 0.

D'autre part
HJW')= U/û? /^ , . . . , dh^ - R.

Soit maintenant x un ;'-cocycle de W' (graduation cohomolo-
gique) ; si x n'est pas un cobord, c'est que x G Wo = U ; puisque
d : W^ -> U a pour image l'idéal maximal V+ des termes de dim > 0
dans U, on peut même affirmer que x G: U° = W° : ainsi H^W') = 0
Vp > 0, et H°(W') = R.

THEOREME 6.3. (J. Vey). - Soit toujours r un entier > 0 et
a = {0:1, . . . , a^} C {1, . . . , q}. Notons J l'ensemble des suites d'entiers
] == (/i, . . . ,/^), éventuellement vides, telles que 1 </^ < . . . </^ < q
et j\ + . . . + j^ < r si j ^ 0. Notons ^ l'ensemble des suites d'entiers
i == 0\, . . . , ^), éventuellement vides, telles que ;\ < ^ < . . . < ^
et { ^ , . . . , ^} C {c^ , . . . , c^}. Notons c^h^ l'élément

^•1 ^-2 • • • c/. < ^1 A /2,, A ... A ̂

^ R [ C i , . . . , Cq}I^Ç>r) » A(^). Po^o^, pour / G S , ^ = z\ si
i =^ 0 ^^ z'o = + 00 '̂ ; = 0. jD^e çi/^ Cjhf est un cocycle équivaut
à (/i 4- . . . 4- /J 4- z'o > r, puisque

b _______ /\
d(C^) = i C^ C^ . . . ̂  . C,^ ̂  A ... A /^A ... A /2^

À=l

Notons, pour j E J, /^ = /\ ^ / =^ 0 ^ /o = + oo ^ y == 0. Une base
de H*(R[Cp . . . , c J/3(> ^) ^ A(/z^)) ̂  o/o^ fournie par les classes
de cohomologie des cocycles c^h^ vérifiant (/\ + . . . 4- /^) + ^ > r
^ ^o ^^o-

La démonstration, donnée dans [4] pour r = q, se généralise
sans difficulté au cas général.
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THEOREME 6.4. — Soient a et a deux sous-ensembles de { 1 , . . . , q}.
Soit {S = j 3 ^ , . . . , j3g le complémentaire de a U a dans { ! , . . . , q}.
Notons U^ et V^ les sous-algèbres de R[c^] «> R[c^] engendrés respec-
tivement par les c^ <8> 1 -h 1 » c^ (1 < K < £) et c^ « 1 — 1 ® c.
(1 < u < £), rf6? wr^ que R[c^] ^ R[c^] = U^ « V^.

H*(W({cJ , |c^))=U^A(/2^,).

En effet, notons a et ~a9 les complémentaires de a et a' dans
{ ! , . . . , q} ù 3 = a n o 7 ] . L'algèbre W(^f , îc^î) est alors égale
au produit tensoriel d'algèbres différentielles graduées

W^ » W^ « W3 ^ W4

Wi = R(c,^) «A(^-^)

W2 = R(^-,) ^ A(^_,)

W3 = V^ A(^)

W, = U^ A(A^,)

avec

où W ^ , W^ et W3 sont acycliques et W^ a une différentielle nulle.
Le théorème en résulte.

Remarque. — U^ correspond évidemment aux classes caractéris-
tiques réelles ordinaires, et A(/z^p^) aux classes exotiques.

7. 3-connexité des espaces de connexions
et rigidité des classes exotiques.

Grâce à un argument d'invariance homotopique, on pourrait
croire que les classes exotiques ne dépendent pas du choix des
connexions a? et a/, pourvu que l'on fasse varier celles-ci dans des
ensembles connexes (ou au moins convexes) de ^-connexions et de
^'-connexions. Nous donnerons au § 8 des contre exemples montrant
qu'il n'en est rien. On a besoin d'une notion plus forte que la connexité,
et que nous appellerons 3-connexité.



CLASSES CARACTERISTIQUES EXOTIQUES 281

Soit ^ un idéal homogène de I(G), E -> M un G-fibré principal,
et o?o , o?i deux 3-connexions sur E. Nous dirons que CL^ et o?i sont
"différentiablement ^-homotopes" s'il existe une 9-connexion S sur
le G-fibré principal E x 1 -> M x 1 telle que

^LEXM = ^o et ^\Ex{i} = ̂ r

[Notons plus généralement c<jy la connexion induite par û sur E x {s} :
c^ est une 3-connexion, de sorte que o?o et o?^ peuvent être jointes
par une famille différentiable de 3-connexions ; mais nous verrons
que l'hypothèse est en fait plus forte].

Nous dirons plus généralement que o?o et c^ sont ^-homotopes"
s'il existe une suite finie o?o = c^ , c^ , c^ , . . . , (jû ç = o^ de
^-connexions telle que, \/i == 0, . . . , k — 1, c<^. et a?,, soient diffé-

rentiablement 9-homotopes : la 3-homotopie (notée ^) est la relation
d'équivalence engendrée par la 3-homotopie différentiable.

Un ensemble C de ^-connexions sera dit '^-connexe" s'il est
non vide et si 2 connexions quelconques de cet ensemble sont
toujours 3-homotopes.

Remarque. — Tout sous-ensemble non vide d'un ensemble 3-
connexe est encore 3-connexe ; en particulier un ensembles-connexe
n'est pas nécessairement connexe (il le sera toutefois s'il est maximal
parmi les ensembles 3-connexes).

THEOREME 7.1. — L'algèbre Im P^^/ ne dépend que de la compo-
sante ^-connexe de (jj, et de la composante 3 '-connexe de co''.

Il suffit de démontrer que les homomorphismes

^tJo.U}'

WO/J') ; A*(M)
0 1
•c^ ,a?

sont (algébriquement) homotopes, pourvu que O?Q et c^ soient diffé-
rentiablement 3 -homotopes.

Notant ^ : M -> M x 1 l'application x -^ (x , s), il suffit de dé-
montrer que le diagramme suivant est un diagramme commutatif
d'homomorphismes d'algèbres différentielles

(car /o ~ z\ ^ p^^ - P^^\




