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ALGEBRE DE LIE
DES AUTOMORPHISMES INFINITESIMAUX
D'UNE STRUCTURE UNIMODULAIRE

par André LICHNEROWICZ

Introduction.

Cet article est le troisiéme d’une série ([3], [S]) consacrée aux
quatre algeébres de Lie infinies classiques qui sont les suivantes :

1) algébre de Lie des champs de vecteurs d’une variété diffé-
rentiable W.

2) algebre de Lie des automorphismes infinitésimaux d’une struc-
ture unimodulaire (W, n), ou n est une forme élément de volume.

3) algébre de Lie des automorphismes infinitésimaux d’une struc-
ture symplectique (W, F).

4) algébre de Lie des automorphismes infinitésimaux d’une struc-
ture de contact.

Dans chacun de ces articles, on s’est proposé d’une part de déter-
miner les dérivations des algébres de Lie envisagées, d’autre part
d’établir un certain nombre de propriétés de leurs idéaux, en parti-
culier les suivantes : tous ces idéaux sont semi-simples et de dimension
infinie, mais aucun idéal non trivial n’admet un idéal supplémentaire.
Certains idéaux importants — dits canoniques — sont mis en évidence
et leur role analysé. Dans chaque cas, I’étude des idéaux repose sur
ce que nous nommons un lemme principal.

Nous nous intéressons ici a ’algebre de Lie L des automorphismes
infinitésimaux d’une structure unimodulaire, c’est-a-dire au cas 2.
Aprés avoir étudié les idéaux, nous montrons que les dérivations sont
données par l'algébre de Lie L° des transformations infinitésimales
conformes unimodulaires, c’est-a-dire celles qui reproduisent la forme
élément de volume a un facteur constant prés. La situation générale
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est proche de celle concernant l'algébre des automorphismes infini-
tésimaux d’une structure symplectique. La méthode employée pour
déterminer les dérivations est un raffinement de celle introduite par
F. Takens [7] pour montrer que dans le cas 1 toutes les dérivations
sont intérieures. Une telle méthode peut aussi étre employée dans le
cas 3 mais se révéle plus lourde que celle employée dans [3].

Pour étre adapté a I’étude des idéaux, le lemme principal du cas
envisagé se présente comme devant étre le plus raffiné des quatre
lemmes principaux (voir aussi [4,]) correspondant aux quatre algébres
de Lie infinies classiques.

Dans la partie V, nous avons introduit et étudié une algebre de
Lie nouvelle, notée N, que nous proposons d’appeler l'algébre de
Lie dynamique du cas unimodulaire, par analogie avec l'algebre de
Lie dynamique du cas symplectique définie a partir des parenthéses
de Poisson sur les fonctions. Nous avons en particulier déterminé les
dérivations de N et par suite son premier espace de cohomologie a
valeurs dans l'algébre de Lie N elle-méme.

Certains résultats ont été annoncés dans deux Notes [4, ,].

1. Transformations infinitésimales unimodulaires.

1. Structure unimodulaire.

a) Soit W une variété différentiable connexe, paracompacte,
orientable, de dimension n = 3. Tous les éléments introduits sont
supposés de classe C”. Une structure unimodulaire est définie sur W
par la donnée d’une n-forme élément de volume 7.

Soit {3’} (i, tout indice latin = 1,...,n) une carte locale de
domaine U. On a :

nly=kymdy' ady*a ... ady" (1-1)

Les ky(n) définissent une densité scalaire k(n) de poids 1 k()
(C’est-a-dire ky(n)) est strictement positive pour une classe de cartes
locales ; n|y a pour composantes sur U :

Ny = {ky() eil...in}
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ol € est Iindicateur de Kronecker. Les ky(n) '€l "'7 définissent
sur W un n-tenseur contravariant antisymétrique que nous notons
nt.

De considérations classiques, il résulte que W admet des atlas
de cartes dites canoniques {x'} telles que n puisse s’écrire sur le do-
maine U d’une telle carte :

nly=dx'adx*an...ndx" (1-2)

c’est-a-dire telles que ky(n) = 1.

b) Soit T? I’espace des p-tenseurs contravariants antisymétriques
de W et F, I'espace des p-formes de W. Sur la variété unimodulaire
(W, n), on note * I'isomorphisme de T? sur Fn_p défini par :

teT? » xt=i()nEF,_,

ou i désigne le produit intérieur.

On peut ainsi introduire sur (W , ) opérateur § : T? — P!
défini par :
8§ tETP > st=(—1)P s+ 'dxteT?P™!

On a manifestement 82 = 0. L’élément ¢ de T? est dit §-fermé si
6t = 0, C’est-a-dire si la forme =* ¢t est fermée ; ¢ est dit §-exact s’il
existe u € T?*! tel que ¢ = du, c’est-d-dire si la forme * ¢ est exacte.

c) Il est aisé d’évaluer 6¢ dans une carte locale quelconque de
domaine U ; * f|y a pour composantes :

* 1 = tllmlpku(’f?)eil...i

1
jp+l...in p' pip+l"‘in

Il en résulte :

(6t)h"“h”_l _ (=P 1 5 (til...ipk () "1 o= tippsy -
p! (m—p+1)! kyn) ’p UD€y ey
soit
hy...h, _ 1 1 i i hy...h
¢ny P = — — 3. ¢k A
P! kU(n) lp( U(n)) iy

Il vient ainsi
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(&)hl...hp_l _ - l(n) a,(r"" Y M- () (1-3)
U

2. Transformations infinitésimales unimodulaires.

a) Etant donnée une variété unimodulaire (W, n), étudions
Paction d’une transformation infinitésimale (t. i.) X sur la forme
n. Si £(X) est Popérateur de dérivation de Lie :

LX)n=diX)n=d = X (2-1)

X définit une ¢. i. unimodulaire si n reste invariant par X. Pour qu’il
en soit ainsi, il faut et il suffit que la (n — 1)-forme * X soit fermée,
c’est-a-dire que X soit 8-fermée (6X = 0).

Nous notons L l’algébre de Lie des t. i. unimodulaires de
(W, n), L, celle des t. i. unimodulaires X a supports S(X) compacts.

b) Soit X, YET' deux champs de vecteurs arbitraires de W.
Evaluons * [X, Y] ; il vient

(X, YDn=£LX)i(Y)n - i(Y) £X)n
Or :

LX) iY)n=diX)i(Y)n +iX)di(Y)n=diX)i(Y)n +
+i(X) 2(Y) n

On obtient ainsi :

* [X,Y]=—d*XaAY)+iX)LXY)n — i(Y) 2X)n
soit :
[X,Y]=—8XAY)+ «71GE(X) £(Y)n — i(Y) 2X)n (2-2)

Si X, Y appartiennent a L, on a £X)n =£L(X)n =0 et (2-2) se
réduit a
[(X,Y]=—6(XAY) (2-3)

Soit L* le sous-espace de L défini par les éléments §-exacts de L. On
a[L,L]CL*

Soit maintenant Ly le sous-espace de L, défini par les vecteurs
X pour lesquels il existe € T?, a support S(f) compact, tel que
X = &¢. 11 résulte de (2-3) que [L,L,]C LY. Nous pouvons ainsi
énoncer :
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PROPOSITION 1. — 1) L™ est un idéal de L tel que L/L* soit
abélien.

2) On a [L,L,] CLy. En particulier L, et Ly sont des idéaux
de L et Ly/Ly est abélien.

¢) Soit H" ~'(W ;R) (resp. HZ "' (W ;R)) le (n — 1)*™ espace
de cohomologie réelle de W a supports fermés (resp. supports com-
pacts) ; b, _, (W) et bg_l(W) sont les dimensions correspondantes;
b,_1(W)estle(n— 1)éme nombre de Betti de W pour ’homologie a
supports compacts et bo_, (W) le (n — 1)*™® nombre de Betti pour
I’homologie a supports fermés.

On déduit immédiatement des théorémes de G. de Rham comme
dans [3].

PROPOSITION 2. — 1) L’espace L/L* est isomorphe d l'espace de
cohomologie H" ' (W ;R) et dim. L/L* = b, _, (W).

2) L’espace L,/Ly est isomorphe a [l'espace de cohomologie
H} 7' (W ;R) et dim. Ly/L¥ = b2_, (W).

3. Transformations infinitésimales conformes unimodulaires.

a) Nous dirons (par abus de langage) qu’un champ de vecteurs X
définit une t. i. conforme unimodulaire s’il existe une constante Ky
telle que :

£X)n = Kygn (3-1)
Nous notons L¢ lalgébre de Lie des transformations infinitésimales
conformes unimodulaires.

Pour X€ L et YEL, la formule (2-2) se réduit a :

[X,Y]=—8XnY) —KyY (3-2)
ou §(X A Y)EL*. Il en résulte que L est un idéal de L°. La méme

conclusion s’étend & partir de (3-2) a L*, L, et Lg.

PROPOSITION 1. — Si L° est l'algébre de Lie des transformations
infinitésimales conformes unimodulaires de (W ,n), les algébres de
Lie L, L* L, L¥ sont des idéaux de L°. "

b) Si XE€ L, (3-1) peut s’écrire :
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Kyn=d % X (3-3)

Si la variété W est compacte, la forme n n’est pas exacte et il résulte
de (3-3) que Ky = 0 pour tout élément X de L°. Ainsi dans ce cas,
L° coincide avec L.

Si la variété W est non compacte, le n° groupe de cohomologie de W
est trivial et n est une forme exacte ; on a n = dw, ou w est une
(n — 1)-forme de W. Si X, = *™'w, il vient :

n=d =X,
et X, appartient 4 L°, avec KXO = 1. Si X€ L, nous avons :

Kyn=d*X=d* (KsX,)
et par suite :
d* (X -—KxX,)=0

Ainsi X — Ky X, € L. Tout élément X de L° admet une décompo-
sition unique en somme d’un élément proportionnel a X, et d’un
élément de L :

X=KxX,+Y (Yel)

Si X' est un autre élément de L, on a :

X' =Ky X, + Y (YEL)
Il vient :
[X,X']=Kx[X,, YT+ Ke[Y,X,] + (Y, Y']

ou chaque terme du second membre appartient a L. Par suite
[L¢,L°]1CL

Inversement, soit Y un élément arbitraire de L ; on déduit de (3-2)
appliquée a X, et Y :

Y ==[X,, Y] —8(X, AY) (3-4)

Nous établirons ultérieurement que L* est exactement 'idéal dérivé
[L, L] de L. Le premier terme du second membre de (3-4) appartient
a [L°,L°], le second a L* donc a [L, L]. Il en résulte :

L C L%, L]

et par suite [L°, L°] = L. Nous énongons :
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PROPOSITION 2. — Si la variété unimodulaire (W , n) est non com-
pacte, LC est, en tant qu’espace vectoriel, somme directe de L et d’un
sous-espace C, de dimension 1 :

L“=LeC,
En particulier dim. L°/L = 1. On a de plus :
[L°,L°]1=1L

2. Le lemme principal.

4. Lemme préliminaire.

Dans I’étude de la structure de 'algébre de Lie L, un instrument
important est fourni par ce que nous nommons un lemme principal ;
des lemmes analogues existent pour les quatre algébres de Lie infinies
classiques [3, 45, 5]. Nous établirons d’abord un lemme préliminaire.

L EMME PRELIMINAIRE. — Soit U, U’ deux domaines contractiles de
W, avec U' CU et soit (x!) une carte canonique de domaine U’.
Donnons-nous n champs de vecteurs Z(i)e Ly, a supports S(Z(i))CU,
tels que Z(i)IU' =0;. Sit€ T? est un 2-tenseur a support compact
S(t) C U’ tel que :

f tiinU'= (irj=192"“!n) (4-1)
UI

il existe n champs de vecteurs Y ;) € Ly, a supports SCY, i C U’ tels
que :

t=— YA Z; 4-2)
j
En effet, d’aprés (4-1), il existe des fonctions d* 3 supports compacts
contenus dans U’, telles que :
tii — akdkif (dkij - — dkii)

Montrons qu’il existe des fonctions c*¥, a supports compacts contenus
dans U’, telles que :

¢ = b, ckil + gii (4-3)
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avec
ckil = — ctki (4-4)
et
all = git _ (4-5)

S’il en est ainsi, on a d’aprés (4-3) et les propriétés postulées de sy-
métrie :
_ i = 9, Xt + al
soit, par différence avec (4-3) :
207 = 9, M — 3, M= 9, (c*T + T (4-6)
Pour montrer I'existence des c¥7, il suffit de les astreindre au systéme
défini par (4-4) et
kil + ikt = 2" 47
Par permutation circulaire, il vient :
clik 4 kil = 9 giik
ok 4 ik = 2q/M
On en déduit que la solution du systéme (4-4), (4-7) est donnée par :
ckij — dkif + difk - dfki (4_8)

Les fonctions définies par (4-8) sont bien & supports compacts con-
tenus dans U’, vérifient (4-4) et 'on a d’aprés (4-7) :

t =9, ck + gl (4-9)
ou
2a" = — 9, (c*T + M) (aV = afh)

Ainsi le tenseur ¢ peut s’écrire sur U’ :

. 1 .
thy =5 t79, 00, = (3, c*) 3, A 9;

1
2 2
Introduisons les vecteurs Y ;, a supports compacts S(Y(i))CU',
admettant pour composantes sur U

) 1
iy okij kij — — pikj
Y(,') 2 0, cC (c ct*l)
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Les coordonnées choisies étant canoniques, il résulte de (1-3) que
ces vecteurs appartiennent a Ly et I'on a :

ty == 2 Ylu ry;
Jj
On en déduit (4-2) d’aprés les propriétés de supports.

5. Le lemme principal.

Nous allons établir le lemme suivant :

LEMME PRINCIPAL. — Soient U, U’ deux domaines contractiles de
W, avec U' C U. Donnons-nous une carte canonique (x‘®7)arbitraire
de domaine U' et n vecteurs Z?;; € L¥, a supports S(ZE‘};) C U, tels

que ZE‘;;IU. = a§.°>. On peut trouver (Cf, + 1) cartes canoniques

W) (A=0,1,...,C2) de domaine U’ et n(C2 + 1) vecteurs
Zf‘;‘)) € Lg, a supports S(Zﬁ?;) C U, tels que Z%‘?; ly = ag.A) vérifiant la
condition suivante : si X €L est a support S(X) CU', il existe
n(C} + 1) vecteurs Yf?; €LY, a supports S(Yf‘;‘;) C U, tels que :

X=% 3 .2 &
)

De plus pour chaque A # 0, on peut choisir Z?}i) = Z&)\)pour un
indice j, .
On a posé dans cet énoncé a;“ = 9/0x™J dans la carte (x(A)).

a) Si X€L¥ est a support S(X) C U’ il existe t € T2, a support
compact S(¢) C U’, tel que X = &¢. Nous allons raisonner par suite
sur les tenseurs ¢ de T? a supports compacts contenus dans U’.

Soit (x©Y) = (x/) une carte canonique arbitraire de domaine
U’ et soient Zg’; €Ly, n vecteurs a supports S(Zg.’)’)c U tels que
Zg‘;g lyr = Bj. Considérons la paire d’indices distincts (1,2) et montrons
qu’il existe un tenseur u € T2, a support compact S(#) CU’, de la forme :

u= u”al A 62 (5-2)
vérifiant :

[ uau#0 (5-3)
U’
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et tel que :

- W A 70 M 7
u==—% YyHrZg (Y5, Zg €L (5-4)
]

ol S(Yg‘,.))) cu, S(Zgll.))) cUu 'et Zg'))‘u’ = a,(.”, pour une carte cano-
nique convenable (x(V/) = (x/') de domaine U’.
Donnons-nous a cet effet, dans une carte canonique encore indé-

terminée (x/) de domaine U’, une fonction u!'?’, a support compact
S ?)C U, telle que :

j;ﬂ ul'? Ny =0 (5-5)

Relions les cartes canoniques (x/) et (xi') par des formules du type:

1 1

’ ’ ’ ’ ’
xt=xV . p0(?),x2=x? x3=yx3),x*=x*,... x"=x" (5-6)

Le jacobien correspondant s’écrit :
J=9p. ¥

La fonction y étant choisie de facon que Y’ soit # 0 sur U, on prendra :

de facon que le jacobien J soit égal a 1. On en déduit que le tenseur :
u=u"?9,nd,
a support S(u) C U' peut s’écrire :

u=u'?d, a0,
avec :

ulz = y'-1 ul'?
Le choix de ¥ permet d’assurer (5-3). Appliquons 4 u = ul'? 9,/ A Dy
le lemme préliminaire : on peut se donner n champs de vecteurs
Z?I.))E Ly, & supports S(ZE',-)))C U, tels que Zgli))luv =9;r. Il existe
alors n champs de vecteurs Yg‘,.))e L¥, a supports S(YE})))C U’ tels
que l'on ait (5-4).

On note que d’aprés (5-6) 9, = 0,/ et que 'on peut donc choisir

(1) — 7(0)
Z(2) - Z(2)‘
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b) Soit maintenant #€ T? un 2-tenseur arbitraire a support
compact S(#) C U'. Pour le tenseur #'>9, A 9, il existe une constante
k telle que :

f, (t12 — ku'?) Ny =
U

D’aprés le lemme préliminaire, il existe n champs de vecteurs Yg(;.)) €Ly,
a supports S(Yg(};) C U’, indépendants de ¢, tels que

12 = -\ vy (0) (1) 1)
129,88, == X Yy A Zy — kX Yy A 2
7 7

En appliquant ce résultat 4 chaque composante 7 (i <j) de ¢ dans la
carte initiale on obtient :

== % ¥ O Az 7
7

pour des vecteurs YE‘}\)) satisfaisant aux hypothéses du lemme. On en
déduit (5-1) pour X = 6¢.

3. Idéaux de L.

6. Idéaux dérivés.

Soit (W, 1) une variété unimodulaire, L (resp. L)) I’algébre de Lie
des t. i. unimodulaires (resp. a supports compacts) de (W, n).

a) Etudions l'idéal dérivé de L* et celui de L. Introduisons un
recouvrement {U,}, _, de W par des domaines contractiles vérifiant la
condition (C) suivante :

(C) 11 existe une partition de I en une collection finie de sous-
ensemble I, (u=1,...,r) telle que, pour chaque u, les domaines
pour lesquels v € Iu soient deux a deux disjoints (Palais).

Soit {go,,} une partition différentiable de I'unité subordonnée au
recouvrement et posons :
W= Lo

o
Velﬂ
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Soit X un élément de L*. Il existe un tenseur ¢ € T? tel que X = &¢.
Posons t, =T1,t, X“ =.5t“. Pour u fixé, considérons les domaines
{U,,},,GI“ deux a deux disjoints ; en appliquant a tulu, le lemme
principal, on voit que X, est la somme d’un nombre fini de crochets
[Y() . Z(G)) déléments de L*, ou S(Y(R), S(Z{)C Uy U,, donc
appartient a [L*,L*] ; X somme finie d’éléments X, de [L*, L*]
appartient a cet idéal. On en déduit

[L*,L*] = L*
Comme
[L,L]CL*=[L*,L*]C[L,L]

ona [L,L]=L* Nous énongons :

PROPOSITION 1. — Les algébres de Lie L et L* admettent L* pour
idéal dérivé.
On en déduit, comme nous I’avons vu, que si W est non compacte,
L° admet L pour idéal dérivé.
b) Soit X un élément de Lg ;ona X = &8¢ ou S(¢) est compact.
Posoqs :
t, =@t X, = &t

v

t étant a support compact, il existe seulement un nombre fini de ¢,
qui sont non nuls. Pour » fixé, en appliquant le lemme principal a X,
on voit que X, est somme finie de crochets d’élément de Lg, donc
appartient a [Lg , Lg]. Il en est donc de méme pour X et

[Ly,Lsl=Lg
On en déduit :

PROPOSITION 2. — Les algébres de Lie L, et Ly admettent Lg
pour idéal dérivé.

7. Fermés de nullité et idéaux canoniques associés.

a) Soit M un sous-espace vectoriel de L. Nous appelons fermé de
nullité de M, et notons n(M), I’ensemble fermé f des points x de W
tels que X(x) = 0 pour tout X de M ; Cfest 'ouvert complémentaire.
L’espace M est dit transitif en x, € Cf si les valeurs en x, des éléments
de M engendrent 'espace vectoriel tangent en x, a W ; M est transitif
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sur un ouvert de W s’il est transitif en tout point de cet ouvert. On
vérifie immédiatement (et cela résultera du lemme suivant) que Lj
est transitive sur W.

Etant donné un fermé f de W, considérons le sous-espace I,(f)
de L défini par les éléments X tels que X = 8¢, ou 1 € T? est a sup-
port compact S(#)) CCf. Si X€1 . (f) etsi YEL, on a

[X,Y]=—8(X YY)
avec
SXAY)CS(X)CS(cCcCr

et I,(f) est un idéal de L. Si X est un élément de [.(f), ona S(X) C Cf
et il en résulte que f Cn(I,(f)) ; d’autre part si x, € Cf, on peut
trouver ¢ € T?, 4 support compact S(f) C Cf, tel que X = &t soit
# 0 en x, ; on a donc CfC Cn(I,(f)) et par suite n(I,(f)) = 1.

Ainsi 1,(f) est un idéal de L admettant f comme fermé de nul-
lité ; nous l'appelons l'idéal canonique associé a f.

b) Nous nous proposons d’établir le lemme suivant :

LEMME. — Soit M [avec n(M) = f] un sous-espace vectoriel de
L invariant par 1.(f).

Si x, € Cf, on peut trouver des domaines contractiles U, U’ de
W, avec x, € U', U' C U C Cf, tels que, si (x') est une carte canonique
de domaine U', [M , I.(f)] contienne n vecteurs ZHE Ly d supports

S(Z(;)) C U et vérifiant Z |y = 9;.

Si x, € C/f, il existe un élément T de M que nous fixons, tel que
T(x,) # 0. On sait qu’il existe alors une carte locale (x/") (non cano-
nique a priori), de domaine V contenant x,, telle que Tly, = 9, .
Comme 6T = 0, on a dans cette carte 9,:ky(n) = 0. Effectuons un
changement de carte défini par des relations de la forme :

1

x! = x!

x* = x¥(x#)

ou «, = 2,...,n. Par un tel changement, on peut construire une
carte canonique (x') de domaine U’ (avec x, € U'C Cf) tel que
Tly =0,.

Cela posé, en rétrécissant au besoin U’, donnons-nous un do-
maine contractile U tel que U' C U C Cf. Soit d’abord t(‘,‘)ET2 un
tenseur a support compact S(#,)) CU tel que :
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(x')?
Lyl = — B 9, A0,

Le vecteur X ) = 67, est un élément de I, (f) et il est aisé de cal-
culer les composantes dans la carte (x?) de la restriction de X o‘)a uU'.
On a :

X{ay = X! Xy=0 pour i#a
On a donc :
X(Ot)lU' = x! aa

Nous pouvons introduire le vecteur a support compact S(Z,)=-U

2oy = [T, X(e)] (7-1)

Ce vecteur appartient par construction a [M, I ,(f)] et est tel que :

Z(oz) lU' = aa

Considérons maintenant un tenseur t(l)ETz, a4 support compact
S(t(l)) CU, tel que :
taylyr = x'x?9, A 9,

Le vecteur X, = Bt(l) est un élément de 1.(f) et les composantes,
dans la carte canonique (x?), de la restriction de X(,) a U’ s’écrivent :
1 _ 1 2 2 — —
Xy = x Xy =—x X4y=0 pour a=3,...,n
On a donc :
_ 2
Xy =x'0, — x?9,

Nous introduisons le vecteur Z,,, a support compact S(Z,,) C U,
défini par :
Zay = (T, Xy)] (7-2)

Ce vecteur appartient a [M, 1,(f)] et est tel que :

Zyyly =0,
Nous avons donc mis en évidence n vecteurs Z(i) € [M,1,(f)], a sup-
ports compacts S(Z( i)) C U, tels que, pour la carte canonique (x°),
Zijyly =9

ce qui démontre le lemme. En particulier [M, I.(f)] est transitif sur

Cr.
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¢) Nous pouvons déduire de ce lemme et du lemme principal le
théoréme suivant :

THEOREME. — Si M est un sous-espace vectoriel de L tel que
n(M) = f et est invariant par 1,(f), on a

LL(fACM M, L(N]=1.()
En particulier M #{ 0} ne peut étre de dimension finie.

En effet soit x,€Cfet U, U’ les domaines définis par le lemme
précédent. Dans le lemme principal, prenons (les notations étant celles
du lemme précédent) (x©) = (x/) et Z{}) = Z;,. Pour A +# 0fixé,
les vecteurs Zg‘;‘)) introduits par le lemme principal sont tels que 'un

d’entre eux Zg"},l) au moins peut étre choisi appartenant a [M,1,(f)].

En prenant T = Zg’;&) dans le lemme précédent et en adoptant la

carte canonique (x*)7), on déduit du raisonnement du lemme que les
Zf’;‘)) peuvent tous étre choisis appartenant a [M, I.(f)].

Soit X un élément de L} tel que S(X) C U'. En vertu du lemme
principal, il existe n(Cz + 1) vecteurs YE’;‘))E Ly, a supports
(A) 4
S(YGycu,
tels que :

-\ (A) (A)
X=2 % Ygy, 23]
A
(A) 5 ays A)e T2 5 aine
On note que pour chaque Y(j), il existe un tenseur 7 ;yE€ T, a sup
port compact S(IE‘;))CU', tel que YE?))= 6t§"})) et que par suite
Y €E1,(f). Ainsi X appartient a [M, 1.(/)].

Soit maintenant ¢ € T? un 2-tenseur a support compact S(r) C Cf
et soit X = 8¢ I’élément correspondant de I,(f). Introduisons un
recouvrement fini convenable {U,} d’un voisinage ouvert de S(#) et
une partition { p,} différentiable de l'unité subordonnée. Si on pose
t, =p,t, X, =6t,, ona S(X,)CU, et d’apres le résultat précédent
X, appartient a [M, I.(f)]. Le vecteur X, somme finie d’éléments de
[M, I.(f)] appartient a [M, 1,(f)].

On a donc

L(fCM,I.(]
et 1,(f) étant un idéal :
M, L(N]CI.(f)
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Nous avons donc établi que [M,1.(f)] = I.(f) ; M étant invariant
par I,(f), linclusion I,(f) CM en résulte ; I.(f) étant de dimension
infinie pour f# W, M est de dimension infinie.

Pour f = ¢, on a I,(f) = L§. Il résulte du théoréme :
COROLLAIRE. — Tout sous-espace vectoriel M de L invariant par
Ly et tel que n(M) = ¢ vérifie :
LECM [M,L¥] = L¥

Un fermé f de W étant donné, prenons M = I_(f), idéal de L admettant
f comme fermé de nullité. On a :

(I.(), LN = 1.(f) (7-3)

8. Idéaux et idéaux canoniques — Semi-simplicité.

Soit A une sous-algébre de Lie de L contenant L.

a) Prenons pour M un idéal I de A tel que n(I) = f; I est invariant
par Ly, donc par I,(f). On déduit du théoréme du § 7.

PROPOSITION 1. — Si I est un idéal de A tel que n(l) = f, on a
[.(HCI (I, L(OT =10

En particulier 1 #{0} ne peut étre de dimension finie et 1 est transitif
sur Cf.

b) Soit I [avec n(I) = f] un idéal de A, J [avec n(J) = f'] un
idéal de I. On a nécessairement f C f' et par suite Ic(f') CIL.(f).
D’aprés la proposition 1, J est invariant par I,(f), donc par I,(f') et
le théoréeme du § 7 s’applique a J.

PROPOSITION 2. — Si J est un idéal d’un idéal 1 de A tel que
nd)y=f", ona:
L.(fHcy 3, LA = LN

En particulier J #{0} ne peut étre de dimension finie et J est transitif
sur Cf'.

¢) Supposons J abélien. Comme 1,(f')C1J, on a

3, L. =1{0}
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et il résulte de la proposition 2 :
L(f") ={0}

soit f' = W. Ainsi I’idéal abélien J de I est nécessairement réduit a
{0}. Avec la définition de la semi-simplicité d’une algébre de Lie (de
dimension finie ou infinie) rappelée dans [3], on obtient :

THEOREME. — Tout idéal 1 d’une sous-algébre de Lie A de L
contenant Lj est semi-simple. En particulier L, L*, L, L¥ et tous
leurs idéaux sont semi-simples.

9. Centralisateur d’un idéal. Idéaux supplémentaires.

Soit I un idéal de la sous-algébre A, Z(I) le centralisateur de I dans
A. L’idéal IN Z(I) de A est abélien, doncnulet PonaINZ{) ={0}.

a) Nous allons établir la proposition suivante :

ProprosITION. — Soit 1 un idéal de A tel que n(1) = f. Le centra-
lisateur Z(1) de 1 dans A coincide avec I’ensemble des éléments de A
qui s’annulent en tout point de Cf.

En effet désignons par I' I’ensemble des éléments précédents.
Soit X€I.(f),Z€Z() ; comme I.(f)CI, on a :

[Z,X]=0 9-1)

Soit x, un point de Cf et soit (x?) une carte canonique de domaine U
contenant x, ; (9-1) s’écrit sur U.

(Z,X),=2"3,X —X93,2 (9-2)

Si X = 8¢, ot t € T? est a support compact S(¢) C Cf, on peut choisir
t tel qu’en x, (voir § 10)

XL =—29,t")y =0 dét (9, X')y = dét (— 9,,¢°)y # 0
(9-2) se réduit en x, a :
Z,@,X), =0 (9-3)
et il vient Z(xy) = 0. On en déduit Z|c, = O et par suite Z |z = 0.

Ainsi :
zZ(nhcr
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Inversement soit X€ I, YEI'. On a localement :
X,Y=X3Y -Y3X (9-4)

D’apres les propriétés de Y, on voit sur (9-4) que 'on a [X, Y] ¢ = 0,
donc que :
[X,Ylg =0

Soit x € ? un point intérieur a f. D’aprés les propriétés de X, on voit
sur (9-4) que [X,Y], = 0.
Par suite :
[X,Y]g=0
Ainsi [X,Y] =0 sur Wet YEZ(I). On a donc
I'cz

ce qui démontre la proposition.

b) Nous allons établir le théoréme suivant :

THEOREME. — Un idéal non trivial de A n’admet jamais un idéal

supplémentaire dans A. Il en est ainsi en particulier pour A = L, L*,
L,, Lg.

Supposons que I admette un idéal B supplémentaire de I dans A.
On a :
A=1eB, (9-5)

avec [B, 1] ={0}, donc B C Z(I). En décomposant Z(I) selon (9-5), il
vient :
ZH=JeB Jgcio

Comme INZ() ={0}, on a J ={0} et B =Z(I). Ainsi :
A=1eZ()

Si f = n(I), nous voyons que tout élément de A doit s’annuler sur
f N Cf. Mais A contient L:’)‘ transitif sur W. Il en résulte
faCf=2¢ . (9-6)

W étant connexe, (9-5) entraine que 'un des fermés f ou aest néces-
sairement vide. Si f=¢, Z(I) ={0} et I=A. SiCf=¢, f=W et
I ={0}. Dans les deux cas, I est un idéal trivial de A.
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4. Dérivations et premiers groupes de cohomologie.

10. Caractére local des dérivations de L, L*.

Nous nous proposons, au cours de cette section, de déterminer
les dérivations des algébres de Lie L°, L et L*. Une dérivation de
lalgebre de Lie L est une application linéaire D : L — L telle que,
pour tout X, YEL, on ait :

D[X,Y]=[DX,Y] + [X,DY] (10-1)

Mémes définitions pour une dérivation D* de L*, ou D¢ de L°.

a) Soit D une dérivation de L, X un élément de L tel que, sur
un ouvert U de W, on ait X |y = 0. Si Y est un autre élément de L tel
que S(Y)CU, on a[X,Y]=0, donc D [X,Y]= 0 ; d’autre part
[X,DY]y = 0, donc d’apres (10-1) [DX, Y], = 0. Ainsi :

[DX,Y]=0 (10-2)

Choisissons pour Y un élément Y = 8¢ de L¥, ot € T? est a sup-
port compact S(¢) C U. Soit x, un point arbitraire de U ; on peut
trouver un tenseur t satisfaisant la condition précédente et tel que :

Y(xo) =0 j' Y (x,) régulier (10-3)
ou j! Y (x,) est le 1jet de Y au point x, ; nous retrouvons les condi-
tions imposées a un élément de LY au § 9, a.

Pour établir ce fait, considérons une carte canonique (x*) de
domaine V suffisamment petit contenant x, et telle que x, admette
dans cette carte des coordonnées nulles. Introduisons sur V le tenseur
ty de composantes :

@) =Jxxa,  @h=d=—d) (04

ou les a,” sont les constantes définies & partir des éléments b} d’une
matrice constante B par les formules :

al, = 81bl + 8L bl — 81b% — 8/b! (10-5)

Nous prolongerons ensuite ce tenseur de facon que son support
compact S(¢) soit contenu dans U.
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Pour le vecteur Y = §¢, on a au point x de V :

Y/ (x) =— 7 67x* + &;x")a) = — xd¥,

et :
0, Y) (x) = —a¥
Or, d’aprés (10-5),

= n (o} = bf8])

Si nous choisissons la matrice B de fagon que B — 1/n (tr. B). I soit
une matrice réguliére, on voit que les conditions (10-3) sont bien
satisfaites au point x,. Il résulte alors de (10-2) écrite au point x,
que (DX) (x4) = 0. Ainsi nécessairement DX |; = 0.

Le méme raisonnement s’applique automatiquement aux dériva-
tions de L*, L, Ly et a celles de L°. Nous avons ainsi établi :

PRroposITION 1. — Toute dérivation de L°, L, L*, L, Ly est un
opérateur local.

b) Soit D une dérivation de L. Nous avons établi (§ 6) que
L* =[L, L). Or d’aprés (10-1) :

D[L,L]C[DL,L]C[L,L]

I1 en résulte que la restriction 4 L* d’une dérivation D de L est une
dérivation D* de L*.

Inversement soit D* une dérivation de L* ; si X € L introduisons
Y € L* tel que X|y = Y |y sur un domaine contractile U de W. D’apres
son caractére local, toute dérivation D dont la restriction a L* coincide
avec D* est nécessairement tel que DX |; = D* Y |y;. D’aprés le carac-
tére local de D*, on définit ainsi une dérivation D nécessairement
unique de L dont la restriction a L* coincide avec D*.

Le méme raisonnement s’applique aux dérivations de L, et Lg.
Nous pouvons énoncer

PROPOSITION 2. — L’espace des dérivations de L* (resp. L, , Lg)
est l'espace des restrictions @ L* (resp. Ly, Ly) des dérivations de L.
1l est isomorphe a I'espace des dérivations de L.
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Il nous suffit donc de déterminer les dérivations de L pour
connaitre par restriction celles de L*, L, et Lf.

11. Détermination d’un vecteur sur U.

Dans ce paragraphe et les deux suivants, nous nous donnons un
domaine contractile U de W et une carte canonique (x’) de domaine
U, fixée a des translations éventuelles prés ; la forme n induit sur U
la n-forme :

ny = dx' Adx? A ... Ndx"

qui définit sur U une structure unimodulaire. T>(U) est I'espace des
2-tenseurs contravariants antisymétriques de U. Nous notons L(U)
[resp. L°(U)] lalgebre de Lie des champs de vecteurs sur U qui pré-
servent la forme ny [resp. la reproduisent a un facteur constant prés].
Pour que X &€ L(U), il faut et il suffit que 6X = 0 ; par suite L(U)
contient les vecteurs :

9; ,x* 9; (avec i #0)) , x'9; — x7 0, (11-1)

Nous notons que si X € L(U), il existe € T?>(U) tel que X = 8¢

Nous allons établir le lemme suivant :

LEMME. — Soit Dy une dérivation de L(U). Si X € L(U) est un
vecteur dont les composantes s’expriment par des polynémes de degré 1
en les coordonnées canoniques, il existe sur U un vecteur unique Z*
tel que :

Dy(X) = [Z,X] (11-2)

Le vecteur Z appartient a L°(U).

a) En effet montrons d’abord qu’il existe un vecteur unique Z
sur U tel que :

Dy(®,) =1[2,8,] , Dy&x'd) =[Z,x"8,]i#] 013
Dy(x'8; — x'0,) = [Z,x'9;, — x' 3]

Posons :
Dy(3;) = X Dj 9,
h

ou les Df' sont les composantes de D(9;) ; Dy étant une dérivation,
on déduit de [0, , a,.] = 0.
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[Dy@,),0;] + [0, , DU(a].)] =0
soit ’

Y D/8,,0, |+ ]9, D3, |=0
h h
ce qui s’écrit explicitement :
Y (3D} —9,D)d, =0
h
On obtient ainsi :
9; D} = 8, D

Par suite il existe sur U des fonctions D" telles que D = 3, D". Intro-
duisons le vecteur :

Z=-Y D",
h
Il vient :

(Z,0,] = — [Z D" 3, , 9, ] =% 3,D"3, = Dy(3)
h h
Nous sommes ainsi conduits a introduire Uapplication linéaire de L(U)
dans l'espace des vecteurs de U définie par :
Dy : XELU) - Dy(X) = Dy(X) - [Z,X]

Cette application vérifie Dh(ai) = 0 et, d’aprés l'identité de Jacobi,
pour X, Y € L(U) elle satisfait la relation :

DylX, Y] =[DyX, Y]+ [X,DyY] (11-4)
b) Posons :
Dy(x'9) = ¥ D) "8, G#)) (11-5)
h
Nous allons montrer que les fonctions Diih (i # j) sont nécessairement
des constantes. On a en effet :
[0, , x'9;] = 8} 3;

Pour i #j, appliquons D{J aux deux membres de cette relation et
tenons compte de (11-4). Il vient :
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Dyld , x'9;]1 = [Dy(@,) , x*9;] + [9, , Dyx’3)]1 =0 (i #))
soit :
[3,,Dy(x'3,1=0 G+#))
On obtient ainsi :

[ak’ py Diihah]= Y 9,D}", =0 (#]))

h h

Ainsi 9, Di].n =0 et les Di]-h introduits par (11-5) sont des constantes.

Donnons-nous deux paires d’indices distincts i #j et k # [ et
considérons le crochet :

[x?9;,x*9,] = 6,'.‘xi 9, — 8ix* 9;
Par application de D{,, il vient :

Dy(8;x'8, — 8;x*9;,) = ¥ D"[3,,x¥9,] + 3 D nlx'9,,0,]
h h
soit : . ’
Dy (8 x' 9, — 8;x*3;) = D';*3, — D* "9, (11-6)
Dans (11-6) prenons j # k ; on obtient :
— 8,2 D";"3, = D', 3, — D*, %, (11-7)
Si [ est choisi # i, j, on obtient :
D'F=0 (#k) (11-8)
et la formule (11-7) se réduit a (j # k) :
5 Dkij — Dkli _ 6i, Dkii
On a donc :
Dki=pki
i j
Par suite il existe des constantes d* telles que pour tout i, on ait :
D*/ =d* (11-9)
Ainsi d’apres (11-8), (11-9), on a :
Dy(x'9)) =d'd;, (+#]) (11-10)

D’autre part en faisant j = k et i = [/ dans (11-6), il vient :
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Dy(x'd, — x79)=d"9;, —d’ 9,

(11-11D)

Introduisons sur U le vecteur :

Z=17+ Y d"y,

R |

[£d"3,,8,1=0 [2d"9,,x"3,]=d'd, (i#))
[Zd"8,,x'd, —x'8,]=d"d, —d'o,
Il résulte ainsi de (11-10) et (11-11) que I'on a les relations (11-3).

Le vecteur Z ainsi mis en évidence est caractérisé par (11-3) de
maniére unique. En effet s’il existait deux vecteurs Z, Z' satisfaisant
(11-3), leur différence T = Z' — Z vérifierait

[T,9,]=0 [T,x‘ai]=0 (i#7)
On en déduit successivement :
3, T" =0 ou T" = const.

puis :
T"9,(x 8) =T 8, =0
Cest-d-dire T' = 0. Ainsi Z' = Z.
¢) Soit X € L(U) un vecteur dont les composantes s’expriment
par des polyndmes de degré 1 en les coordonnées canoniques. On a :

X=3 ad, + blx'o
i ij

ou les a, b{ sont des constantes, soit :

X=Y a8 + Y bix'o,+ Y c'xo, (11-12)
i

i%) i
ou P'on a posé bi: = ¢!, Comme X € L(U), on a 6X = 0, soit :

Yo, x'=Yc=0
i i

’

En choisissant un indice j, on peut mettre (11-12) sous la forme :
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- i -~ i (5l j
X=%ad+ Y bjx'0,+ Y c'(x'o, —x/3)
i i%j i

Ainsi X s’exprime par une combinaison linéaire a coefficients constants
des vecteurs (11-1) de L(U). Des formules (11-3) résulte la relation
(11-2).

Pour que [Z, X] appartienne a L(U) il faut et il suffit que :
(Z,X)=793,X —X0,2' =0(ZX —X'Z)—-0,2Z.X'

vérifie : .
A VAR XI'=0

Ainsi pour tout X € L(U), donné par (11-12), on doit avoir :

9,0,Z7.X" =0
On obtient ainsi sur U :
9;9,Z2"=0 0,Z" = const.
ce que nous écrirons :
8Z = —K,

ou K, est une constante. En étoilant les deux membres, il vient :
dxZ=Kzn
ce qui exprime, d’aprés (3-3), que Z € L°(U) et notre lemme est
démontré.
12. Cas de polynomes de degré 3.
Nous nous proposons de déduire du lemme du § 11 le lemme

suivant :

LEMME. — Si X € L(U) est un vecteur dont les composantes
s’expriment par des polyndmes de degré 3 en les coordonnées cano-
niques, on a pour le vecteur Z déterminé par le lemme du § 11 :

Dy(X) = [Z,X] (12-1)

En particulier pour un tenseur t < T?(U) dont les composantes
s‘expriment par des polynomes de degré 4, il vient :
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Dy(80) = [Z , 8¢t] (12-2)

a) Z appartenant a L°(U), I'application XE L(U) = [Z,X] € L(U)
est une dérivation de L(U). Nous sommes ainsi conduits & introduire
la dérivation de L(U) définie par :

D} : X€L(U) - D(X) = Dy(X) — [Z,X]EL(U)
Les vecteurs :

(x2)?

xx%3, (a,b#c) , x®x°9, — 5

9, (b#Fc) (12-3)

appartiennent a L(U). Nous voulons d’abord établir :

(x?)?

Di(x*x?3,) =0 (a,b #c) , D%,(xbxfac - a,,) =0 (b+#0)
(12-4)
Posons a cet effet :
Di(x*x?9,) = ¥ D¥"9, (a,b#c) (12-5)
h

On a :
[9;, x*x?9,] = 8¢xP 9, + 87x%0, (a,b#c)

Par application de ij et compte-tenu du lemme du § 11, il vient :
D30, x*x?d,] = [3, , Di(x*x?9,)] = 0
Soit, d’aprés (12-5),

¥ 9,D2"9,=0 (a,b#0)
h
Ainsi les D‘th définis par (12-5) sont constantes.
Cela posé, donnons-nous les indices (i,j) (i #J) et
(a,b,c)@,b+c).

On a :
. 3 ) b i .
[x*3;, x*xPd,] = 8;.'x'xb 9, +6/x'x*9, — 6'cx“xb6i

Par application de DlzJ et compte-tenu de (12-5), il vient :

(12-6)



ALGEBRE DE LIE DES AUTOMORPHISMES INFINITESIMAUX 245
Choisissons i # ¢. On obtient :

8 ¥ D", + 8 D3, = — D9, (12-7)
h

En choisissant un indice j # a, b, il reste
bi __ .
D =0 pouri#c
La formule (12-7) se réduit donc a :
8D+ 8D =0
En choisissant un indice j = a # b, on obtient :
Dibc — 0
(4
Nous avons donc établi que D‘;”" =0 (a, b # c) et par suite la pre-
miére relation (12-4).
Reprenons la formule (12-6) aveci = cetj = a = b. On obtient :
Di(2x2x°9, — (x2)*9,) = 0
C’est-a-dire la seconde relation (12-4).

b) Considérons les vecteurs de L(U) dont les composantes sont
des polyndmes de degré 2 en les coordonnées canoniques. Compte-tenu
du lemme du § 11, il suffit de considérer les vecteurs

X= Y blxxtd, (b, =0b)

dnnd
a,b,

ou les by, sont des constantes. On peut écrire :

X= ¥ bhpx'xbd, +2 Y cix’xid, +2 Y Sx"?0, (12-8)
a,b#i i*b b

ou 'on a posé bf.b = c‘;,. Pour que X appartienne a L(U), il faut et il
suffit que 6X = 0, c’est-a-dire :

(2 ch+2d)xt=0
b i#b
soit :

Vi b —
Y ocb+2c2=0
i*b



246 ANDRE LICHNEROWICZ

(12-8) peut donc s’écrire :

(x?)?

X= % b x%x?3 +2 ct (xbx%d, —
a,‘b_‘*i ab ' igb b( ! 2

)

X est une combinaison linéaire des vecteurs (12-3) de L(U). Par suite
tout vecteur de L(U) dont les composantes sont des polyndomes de
degré 2 est annulé par ij.

¢) Considérons maintenant les vecteurs de L(U) :

(x?)?

x?x®x9,(a,b,c#d),x*xx99, —

x€0,

(12-9) () (b,c#*d,b+c)

3 9, (b#c)

(x®)*x°d, —

et montrons qu’ils sont annulés par ij.

Posons a cet effet :
D} (xx®x°3,) = Y DP"9, (a,b,c#d)  (12-10)
h

On déduit de :
[9,, xxPx°d,] = 89xbx°d, + 62x°x? 9, + §{x°xb0,
que
[9, , D§(x%x®x°d,)] = 0
soit d’aprés (12-10) :
¥ 9,D5%" 3, =0
h
Ainsi les D“’,bc" définis par (12-10) sont des constantes.
Cela posé, donnons-nous les indices (i,j) (i #j) et (a, b, c, d)
(@a,b,c+#+d). On a :
[x79;, x“x®x0,] = 87 x'x"x°9, + 8] x'xx°9, + 8{x'xx"9, —
— 8, x7x®x° 9
Par application de ij et compte-tenu de (12-10), on a :
DY (87 x x"x8, + 87 x'xx° 9, + 8 x'xx2 9, — 5,x°x"x°9;) =

- DP 8, (12-11)
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Choisissons i # d. On obtient :

8 > DP"9, + 87 Y D", + 87 Y D"y, =—Di0,  (12-12)
h h h

En choisissant un indice j # a, b, ¢, on obtient :
D% =0 pouri+#d
La formule (12-12) se réduit donc a :
ibed b iacd iabd __
S;D;" +5,-D:,"° +6:,“ =0
En choisissant un indice j = a # b, ¢, il vient :
Déb(:d — o

Nous avons donc établi que D“,’bc" =0 (a, b, c#d) et par suite que
les premiers vecteurs (12-9) sont annulés par ij.

Reprenons la formule (12-11) aveci=d etj=a=5b # c¢. On
obtient :

Dy (2xbxx?9, — (x?)*x°3,) =0 (b,c#d,b+#c)
De méme faisons dans la formule (12-11) i=d etj =a =b=cH#d.
Il vient :
DiB(x®)*x99, — x®)*8,) =0 (b #d)
Nous avons établi que tous les vecteurs (12-9) sont annulés par D).

d) Montrons enfin que les vecteurs de L(U) dont les composantes
sont des polynomes de degré 3 en les coordonnées canoniques sont
annulés par D};. Il suffit de considérer les vecteurs

— O i a,b.c
Y= ) by xxPx;
a,b,c,i
ou les by, sont des constantes symétriques par rapport aux indices

a, b, ¢. On peut écrire :

Y= ¥ b, x'xPx9, +3 ¥ ¢} x’xx"y;
a,b,c#i i,b,c
ou l'on a posé b}, = ¢}, . Il suffit donc de s’intéresser aux vecteurs :
— 9 i byc.i
X= Y cpex’xx'9;
i,b,c
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Pour que X appartienne a L(U), il faut et il suffit que X = 0, c’est-a-
dire :
Y ochex®xt+ Yl (87x° + 87x)x" =0
ib,c ib,c
soit :
Y (2 ch+ o +cgy) xxt =
i

,C

S

On obtient ainsi : .
Y chot b+ =0 (12-13)

lad
i

Pour b # ¢, (12-13) peut s’écrire :

Y b+ 2ch, +2c5,=0
i#b,c
et pour b =c¢ :
Y i, +3ck, =0
i#b
Il vient pour X :

B e .
X= 3% cp.xPxx"0; + 3 ¢}, (x®)* x"9,
i,b*c i,b
soit :
X= Y choxPcxd; + ¥ (5 (x2)*x°9, + &, (x9)* xb,) +

e
i#b,c b#c

b#c

+ ¥ b, &x®?xo, + Y b, (x")%,
i#b b

Compte-tenu de (12-13), on obtient :
— i b,Cyi 1 b2 ,.c
X = Z cbc(xxxai——z-(x)xab)-l-

i#b,c
b#c

+ Y () x%8, — (x®)*x°9,) +
b#c

. o
+ Y chy (6P % — 5 &) 3)

i#+b
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ou le vecteur :
(x€)?*x23, — (x®)*x°9, = (2x®x°x'9, — (x®)?x°9,) —
— (2xPxx'9; — (x)? x%9,)

ou b # c (et b, ¢ # i) est une combinaison linéaire de vecteurs (12-9).
Ainsi X est une combinaison linéaire de vecteurs (12-9) et est annulé
par D},. Notre lemme se trouve donc démontré.

Remarque. — Pour 1 #j, on a manifestement :
()9, — 3(x)?x79;, (x")?8;] = 5(x*)* 9
ou les deux facteurs du crochet appartiennent a L(U) ; Df, étant une
dérivation de L(U) :
SDH(&* 9) = [DH((x)*9; — 3(xH?x79)), (x)? 3] +
+[(x)*9; — 3xH)? x79; , DY ((x")* 3]
On déduit ainsi du lemme :
DI(x)* ) =0 (#)) (12-14)
13. Dérivation de L(U).

a) Soit x, € U. On peut supposer, par translation sur les coor-
données canoniques, que x, est l'origine de ces coordonnées. Nous
nous proposons d’établir le lemme suivant :

LEMME. — Soit t € T>(U) un tenseur tel que son 4et j4(1) (xp)
en x, soit nul, c’est-d-dire tel que le 4-jet de chacune de ses compo-
santes soit nul en x,. Alors :

D (8¢) (x4) = 0 (13-1)

I1 suffit d’établir (13-1) pour un tenseur de la forme ¢ = t”al AD,,
pour lequel le 4-jet de t'% est nul a Porigine. S’il en est ainsi 72 peut
s’écrire :

2 =) e Mo, X)) A=2,...,n)

our +r,+---+r, =5 et ol ¢ est une fonction C” sur U. Par la
formule de Taylor on a :
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k
ex', xM) = Y 'Y 9, M) + Yx)
h=0

En substituant dans ¢'? le développement de y, on voit qu’il suffit de
considérer les deux cas suivants :

casI 1'% = (x1)® a(x?)
cas I[I 1 = (x‘)m1 (x2)m2 ... (x")m" B(x™)

oum, +my, +---+m, =5 et ou a et B sont des fonctions C* sur
U.

Examinons le cas I :
t=x") ad, a0,
On peut mettre ¢ sous la forme :
t={G"H>ad, + (x> 70, A (x")?9,

et déterminer v de facon que le premier facteur appartienne a L(U).
I1 suffit d’imposer a vy la condition :

31 o + (x1)? 9, a + xhH? 9,y=0
soit 9,y =—3a—x'0,«
et v peut étre choisie sur U par quadrature. On a ainsi dans le cas I :

t=—XAY

ou les I-jets de X et de Y sont nuls en x, ;ij étant une dérivation
de L(U), il résulte de (2-3) :
D} (8¢) = DJ[X, Y] = [Dy X, Y] + [X,D}Y]

De la nullité des 1-jets de X et Y, il résulte que dans le cas I, on a
(13-1).

Examinons maintenant le cas II. Le tenseur ¢ envisagé peut
s’écrire :

£= )" 6 e B, A ) )P ) e,
Sim, =22, my=22,onat=—XnY,oules vecteurs X, Y de L(U)

ont des I-jets nuls en x, ; le méme raisonnement que dans le cas I
établit (13-1).



ALGEBRE DE LIE DES AUTOMORPHISMES INFINITESIMAUX 251

Sim, <1, m, <3, on peut choisir k,,...,k, de fagcon que :
m o +ky+ -tk =2

Comme m, + m, + ---+ m, =5, il vient :
my+hy+---+h =3

et le méme raisonnement s’applique. La situation est la méme pour
m,<1,m <3.

Si m,; = 5, nous retombons dans le cas I. Si m, = 5, ¢ peut s’écrire
t= 2580, A3, = (x?)?B3, A (D)9, — 3(x?)*x'0,)
et nous aboutissons a la méme conclusion.
11 suffit donc d’examiner les hypothéses suivantes :
m=4,m,=0 ou my,=4,m, =0
m=4,m,=1 ou my,=4,m, =1

Sim, =4, m, =0, il existe certainement un exposant, par exemple
my, qui est égal a 1.

On peut mettre ¢ sous la forme :
t=")x360, 0, = (") x380, + x'x3v3,) A (x')?0,

ou le premier facteur appartient a L(U) si v vérifie 9,y + 28 = 0.Le
méme raisonnement donne (13-1).

Si m; =0, m, = 4, on a, en supposant encore m, = 1,
t=(x*?80, A (x*)*x%d, — 2x'x2x30,)
et le résultat est acquis :
Sim, =4, m, =1, il vient :
t=(x")"x269,n 09, =x23, n x")*0,

On en déduit :
— 8 = [x2B3, ,(x")*3,]
et par suite :

— D{(81) = [DL(x2B3,), x1)*3,] + [x269, , DH((x")* 3,)]
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Mais le deuxiéme terme du second membre est nul d’aprés (12-14). 11
en résulte (13-1).

Si m, =4, m; = 1 un raisonnement analogue est valable en mettant
t sous la forme

1,2
t=x)*x1B3, A3, = (xH)*a, A (xlﬁa, - (xz—) 3,8 61)

L’équation (13-1) a donc été établie dans tous les cas.

b) Nous allons maintenant établir la proposition suivante :

PROPOSITION. — Soit U un domaine contractile de la variété uni-
modulaire (W ,n) et soit Dy une dérivation de l'algébre de Lie L(U).
Il existe sur U un vecteur unique Z € L°(U) tel que Dy soit définie
par :

Dy : X€LU) » Dy(X) = [Z, X]

Donnons-nous un point x de U et soit (x’) une carte canonique de
domaine U telle que x soit l'origine des coordonnées. A Dy; correspond
par la carte un vecteur Z € L°(U) donné par le lemme du § 11 et par
suite une dérivation de L(U) :

D? : XEL(U) » D4(X) = Dy(X) — [Z, X]

Soit X un élément de L(U) et ¢ un tenseur, élément de T2 (U) tel que
X = &¢. 11 existe un tenseur 7 € T?(U) dont les composantes sont des
polyndomes de degré 4 en les coordonnées canoniques et qui est tel que :

i) ) =4 (1) (x)
D’aprés le lemme du a, on a :
D(81) (x) = D3(57) (x)
Mais d’aprés le lemme du § 12 :
D} (87T)(x) =0

On a donc D%(X) (x) = 0 et par suite, par translation de la carte,
DZ(X) = 0. Ainsi pour tout X € L(U), il vient :

Dy(X) = [Z, X] (13-2)

Le § 11, b, montre que le vecteur Z vérifiant (13-2) est unique.



ALGEBRE DE LIE DES AUTOMORPHISMES INFINITESIMAUX 253

Nous avons donc déterminé I’algébre de Lie des dérivations de
L(U).

14. Détermination des dérivations de L, L*, L® et premier groupe de
cohomologie.

a) Soit D une dérivation de L. Elle induit sur un domaine U de
W une dérivation Dy de L(U) définie de la manicre suivante : si
Xy € L(U), il existe X€ L tel que X |y = Xy et pour tout x €U, la
relation de (Dy Xy) (x) = (DX) (x) définit, en vertu du caractére local
de D, une dérivation Dy de L(U).

Soit {U,} un recouvrement localement fini de W par des domaines
contractiles ; si D, est la dérivation induite par D sur U,, il existe sur
U, un vecteur unique Z, € L°(U) tel que

(D, X1y ) ) = [Z, , Xy, 1 ()

pour tout x€U,, XE€L. Sur U, NU,,, on a d’apres la définition de
D,, D,
(D, Xly ) (@) = (D, Xly ) () x€U,NU,

Par suite, les restrictions de Z,, Z,,» a U, N U,. coincident et il existe

un vecteur Z de W tel que Z, = Z|; pour tout v. Ce vecteur ap-
v

partient a L® et I'on a :

(DX) (x) = [Z, X] (x)

pour tout x EW, Z€ L. Nous avons ainsi établi

THEOREME 1. — Toute dérivation D de L (resp. L*) est donnée
par une transformation infinitésimale conforme unimodulaire Z. € L°,
avec :

XeEL > DX)=£2D)X

b) Proposons-nous de déterminer les dérivations D® de L° dans le
cas ou W est supposée non compacte. Cela pourrait étre fait direc-
tement par des variantes des lemmes précédents, mais il est plus simple
de procéder de la maniére suivante.

D’aprés la proposition 2 du § 3, on a [L°,L°] = L et il résulte
de la définition méme des dérivations que :

D[L¢, L°] C [D°L®, L] C[L°, L ]
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Ainsi la restriction & L d’une dérivation D° de L° est une dérivation
D = £(Z) (ou ZEL°) de L.

Nous allons montrer que, sous I’hypothése faite, toute dérivation
de L° est intérieure. Si XE€ L, YEL, on a avec les notations pré-
cédentes :

D[X,Y] = [D°X,Y] + [X,D°Y]
soit :
L2(Z)[X,Y]=[DX,Y] + [X, 22Z) Y]

D’autre part £2(Z) définit une dérivation intérieure de L° :
LZ)[X,YI=[L2@)X,Y]+[X,22)Y]
Il en résulte que, pour tout YEL,
[(D° - L£Z)HX,Y]=0

Soit x, un point arbitraire de W. On peut trouver (voir § 10, a) un
élément Y de L tel que :

Y(x,) =0 7t (Y) (x4) régulier
II en résulte :
{(D° — £(Z)) X}(xy) = 0

Par suite D°(X) = £(Z) X et D est une dérivation intérieure de L°.
On a le méme résultat si W est supposée compacte puisque, dans ce
cas, L° = L. Il vient :

THEOREME 2. — Toute dérivation de lalgébre de Lie L° est
intérieure.

c) Les théorémes précédents peuvent étre interprétés en termes
de cohomologie de Chevalley-Eilenberg d’une algebre de Lie. Pour
une telle algébre de Lie L, la cohomologie est a4 valeurs dans ’algébre
de Lie elle-méme et définie & partir de la représentation adjointe.
Nous notons H'(L) le premier espace de cohomologie correspondant.

Pour cette cohomologie, ’espace des 1-cochaines exactes coincide
avec ’espace des dérivations intérieures. Il résulte par suite des théo-
rémes précédents

THEOREME 3. — L’espace de cohomologie H (L) est nul. L’espace
de cohomologie H* (L) est isomorphe a L°|L, Pespace de cohomologie
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H'(L*) @ L°/L*. Si W est compacte, dim. H'(L*) =b,_, (W) ;
si W est non compacte dim. H' (L*) = b, _, (W) + 1, 0t b, _,(W) est
le (n — 1)° nombre de Betti de W pour I’homologie a supports
compacts.

5. L’algébre de Lie N.

15. Définition de l'algébre de Lie N.

a) Si ¢, u € T?, les éléments correspondants X = 67, Y = éu de
L* vérifient (2-3), soit :

X, Y]=—86X YY) (15-1)
Nous sommes ainsi conduits & introduire une application 2-linéaire,
antisymétrique, B : T? x T? - T2, définie par :

B(t,u) =— 6t A bu (15-2)

Soit v un troisiéme élément de T? et posons Z = &v. Désignons par S
la sommation par rapport aux permutations circulaires sur ¢, u, v ou
sur X, Y, Z. Etudions le 2-tenseur :

w = SB{B(¢, u),v} (15-3)
soit :
w=S8(XAY)AZ=—S[X,Y]nZ

Sur un domaine U de coordonnées canoniques, w |y a pour compo-
santes :

wi =—8X"3,Y —Y"9,X)Z +S(X"0,Y - Y"0,X)Z'
SOit : . 3 : . . I} ry .
wi=—83,X"Y'Z -X"YZ' - Y'X'Z + Y' X' Z)
En explicitant la permutation circulaire, il vient :
wl =—20,X"Y'Z -X"YZ' +Y'Z'X - Y'Z X' +
+Z2"X'Y - 2"X YY)
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c’est-a-dire : -
w’ =—209,(X Y A Z)"

Nous avons ainsi établi :
w=26(XAYAZ) (15-4)

En particulier le 2-tenseur défini par (15-3) est 6-exact.

b) Introduisons sur T? deux relations d’équivalence :sit, u € Tz,
nous écrirons t A u (resp. t ~ u) si t — u est 8-exact (resp. 6-fermé).
Nous notons ¢ (resp. T) la classe d’équivalence relativement a la
premiére (resp. seconde) relation d’équivalence, de représentant ¢ € T2.
Soit N (resp. N) Pespace défini par les classes d’équivalence relatives
a l'une ou l'autre de nos relations. Nous désignons par 7 la projection
naturelle de N sur N définie par :

T:fEN->TEN (15-5)

En remarquant que 6¢ ne dépend que de la classe d’équivalence T de
représentant ¢, nous pouvons poser, par définition,

§7 = 6t = ¢

pour tout représentant ¢ de I'une des classes / ou 7. Introduisons
Papplication 2-linéaire, antisymétrique, de N x N dans N définie par :

(T, uy=— (87 n )~

D’aprés (15-1), nous définissons ainsi sur N une structure d’algébre
de Lie isomorphe & L* par I'isomorphisme t €N - §¢ € L*.

Cela posé, introduisons sur N [Papplication 2-linéaire, antisy-
métrique, de N x N dans N définie par :

[f,a]=—(5inb8a) =— (BTA 8% (15-6)

Il résulte du a que cette application vérifie I'identité de Jacobi et
définit par suite sur N une structure d’algébre de Lie. D’aprées (15-6),
ona :

w[t,q] ={nt, ni} (15-7)

de telle sorte que 7 est un homomorphisme de I'algébre de Lie N sur
lalgebre de Lie N. Le noyau de cet homomorphisme est donné par
Pespace des classes ¢ vérifiant 6 = 0. Il est isomorphe au quotient de
I’espace des 2-tenseurs 8-fermés par 'espace des 2-tenseurs §-exacts,
donc isomorphe a H"'Z(W ; R) de dimension b, _,(W).
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¢) Si un élément 7 de N contient un 2-tenseur ¢ a support
compact, nous dirons, par abus de langage, que f est d support com-
pact. Soit N, le sous-espace de N défini par les €léments & supports
compacts ; si 1€ Ny, # €N, il résulte du fait que 8¢ est a support
compact et de (15-6) que [f, it] contient le 2-tenseur a4 support
compact — (87 A 8i1) donc appartient a Ny . Ainsi N, est un idéal de N.

16. Idéaux dérivés.

Au cours du § 5, nous avons établi le lemme suivant, qui résulte
de la démonstration méme du lemme principal.

LEMME. — Soit U, U’ deux domaines contractiles de W avec
U'CU.SitET?esta support compact S(t) C U’, il existe n(C: +1)
paires de 2-tenseurs (ufy), v{3}) @ supports compacts Su{))C U,
S(vf?))) C U tels que :

_ — (A) (A)
t ; dugyy A Sugyy,
5]

a) Introduisons comme au § 6, a, un recouvrement {U,},; de
W par des domaines contractiles vérifiant la condition (C) de Palais.
Soit 7 un élément de N admettant comme représentant ¢ € T2. Posons
(avec les notations du § 6, a) ¢, = 7,7 et désignons par fu la classe
d’équivalence de 7, .

D’aprés le lemme précédent, 7, est somme finie de produits de

(A) (A)
la forme Bu(” A 8v(i) .

On en déduit :

_ JA) S(A)
f,o= X lady o)

A’l
Ainsi f# somme finie d’éléments de [N , N] appartient a [N, N]. Il en
résulte que 7 lui-méme appartient a3 [N, N]. Nous énongons :

PROPOSITION 1. — L’algébre de Lie N coincide avec son idéal
dérivé.

b) Soit 7 un élément de N,. Posons (avec les notations du
§ 6, b) t, = ¢, t, pour un représentant ¢ a support compact de fet
désignons par 7, la classe de ¢,. On établit comme au a que :
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= (A) ~(A)
AZ. [u(]) ’v(l)]

ou ug‘;‘;, v?’) €N, . On en déduit que 7, appartient a [Ny s Nol. Ilen

est donc de méme pour f.

PROPOSITION 2. — L’algébre de Lie N, coincide avec son idéal
dérivé.
17. Dérivations de N et N, .

a) Le lemme suivant nous sera utile.

LEMME. — Si Z est un élément de L°, on a pour tout p-tenseur
teT?

B(Z)6t=686L(Z)t (17-1)

En effet, sur le domaine U d’une carte locale, £(Z) 6¢ a pour compo-
santes

— 2@ 2T )

1
ky(n )
soit en explicitant et, compte-tenu de £(Z) ky(n) = K ky(n) :

3,{(£(2) """ P ky(m)}
kg ((Z) 1) u()

qui ne sont autres que les composantes de & £(Z)¢.

Cela posé, soit ¢ un élément de T? ; il résulte du lemme que si ¢
est 8-exact (resp. 6-fermé), £2(Z)t est S-exact (resp. 6-fermé). On
peut donc poser, par définition :

RZ)i= @2 , BD)T = R2Z) D™ (17-2)

pour tout représentant ¢ de la classe envisagée.

Identxflons N a L* par l’apphcatlon bijective T >X= 57.
Notons N I'idéal défini par les elements 7 de N tels que 7 contienne
un 2-tenseur a support compact ; No se trouve alors 1dent1fle aly.
Dans TI'identification précédente de N avec L*, 2(Z) T = VAN
s’identifie a :

SBZ)t=R(Z)ét =LZ)X .
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Comme toute dérivation de L* (resp. L*) est deflme par X - £(Z2) X,
ou Z€E€ L°, on voit que toute dérivation D de N (resp. N o) peut étre
définie par D : ¢t —> £(2) t ouZ€L.

b) Proposons-nous de déterminer les dérivations @ de N (resp. N,).
Pour tout couple #, # d’éléments de N (resp. Ny), on a :

@ (F, 0] = [@F, 4] + [, @0) (17-3)

Montrons que T ne dépend que de mf = t ,ou, ce qui est équivalent,
que si T =0, on a ™t = 0. En effet si T —0 on a :

[£,4]=0

ing)

pour tout u de N. Il résulte par suite de (17-3) que :

[@t,u]1=0
pour tout # de Ny. On en déduit en particulier que le 2-tenseur :

St A Su
est &-fermé. Posons :
X =é8u Y = 6Dt
On a donc, d’aprés (15-1),
[Y,X]=0 (17-4)
pour tout élément X de Lg.

Soit x, un point arbitraire de W. Nous avons vu (§ 10, a) qu’on
peut choisir X € Ly de fagon que :

X(xg) =0  j1(X) (x,) régulier

Il en résulte que Y(x,) = 0. Ainsi 8®MDt =0 sur W, ou, ce qui est
équivalent 7®¢ = 0.

N On peut aussi définir une application linéaire D de N dans N (resp.
N, dans N;) par : -
D:t =mnf—> 1@t

Cette application D vérifie par définition :
D7 = n® (17-5)
Appliquons 7 a (17-3). Il vient, compte-tenu de (17-5),
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Dn[t, u] ={Dnt,nu} +{nt ,Dric}

~

Ainsi, en appliquant de nouveau (17-5), on a pour tout couple T, u:
D{7,%}=(D7, %} + {7 ,Du}

Ainsi P'application D est une dérivation de N (resp. No) et peut étre
définie par :
D:7 > £Z) 7t (17-6)

ou ZEL®.

¢) La dérivation (17-6) de N (resp. No) étant donnée, cherchons
inversement une dérivation @ de N (resp. N,) telle que (17-5) soit
satisfaite. Montrons d’abord qu’une telle dérivation est unique, ou, ce
qui est équivalent, que 7@ = 0 implique @ = 0.

En effet si 7® = 0, on a pour tout f
s@i=0
La relation (17-3) qui caractérise les dérivations nous donne alors :
@[, ul=0
@ est donc nul sur Iidéal dérivé de N (resp. N,) donc sur N (resp. N,).

Cela posé, si Z est I’élément de L° définissant D, introduisons
I'application linéaire de N dans N (resp. N, dans N;) définie par :

@D:t—> L2
Pour un représentant ¢ de 7, on a :

TRt =1L2Z) = 71(R1Z)1)
soit : - -
TRt = LR(Z)1)~ =LZ)t =Dt =Dt

et I'on voit que (17-5) est satisfaite.
Montrons enfin que ® est une dérivation. Si¢, u € T? , considérons
B(t,u) = — 6t A du
£(Z) commutant avec §, il vient :

LB, u)=—8LZL)tANSuUu—8tNSL(Z)u
soit :
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L(Z)B(t,u) =B(RZ)t,u) + B, L(Z)u)
On en déduit :
RZ)[t,u)=[L2Z) I, u] + [t, LZ)u]

et D est bien une dérivation. Nous remarquons que si £2(Z) f = 0 pour
tout 7 € N, , il est clair que 'on a Z = 0. Nous avons ainsi établi.

THEOREME 1. — Toute dérivation @ de N (resp. N,) est donnée,

a partir d’une transformation infinitésimale conforme unimodulaire
ZE€LC par :
Dt = LZ)¢t

L’algebre de Lie des dérivations de N (resp. N,) est isomorphe a L°.
d) Etudions I’espace des dérivations intéricures a N ; @ est une
dérivation intérieure s’il existe v € N tel que @D soit défini par :
@:uE€N > [0,4] =—(8v A 8u)
Si 89 =0, on a manifestement @ = 0. Inversement si @ = O,
8V A 8u est S-exacte, donc 8-fermée pour tout u €N. Ainsi :
(60 ,6u]=0

pour tout WEN et il résulte du raisonnement du b que 87 = 0.
Ainsi pour que @ = 0, il faut et il suffit que 67 = 0. On en déduit
que ’espace des dérivations intérieures a N est isomorphe a ﬁ, c’est-a-
dire a L*.

Il vient ainsi comme au § 14, c.

THEOREME 2. — L’espace de cohomologie H' (N) est isomorphe a
L¢/L*, donc a H'(L¥).

18. Cohomologie de N a supports compacts.

Soit (W, 1) une variété unimodulaire supposée non compacte. La
“cohomologie a supports compacts” de P'algebre de Lie N corres-
pondante peut étre définie a partir des cochaines de N a valeurs dans
I'idéal N, , les o-cochaines s’identifiant aux éléments de N, .

a) Nous nous proposons d’étudier les 1-cochaines fermées a
valeurs dans N,, c’est-a-dire les dérivations £(Z) de N (ou Z€ L)
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telles que pour tout €N, on ait £(Z) € N,. Pour déterminer ces
dérivations, nous utilisons les deux lemmes suivants.

LEMME 1. — Soit Z un élément de L° et P un pavé différentiable
ouvert de W de centre x, tel que Z(x,) # 0. Etant donné un réel
strictement positif k, on peut trouver un (n — 2) cycle différentiable
compact C a support dans P et une (n — 2)-forme { a support compact
S(Y) CP tels que :

fC (BZ) Y — Ky ¥) = k (18-1)

En effet, s’il en était autrement, on aurait pour tout (n — 2) cycle C
et (n — 2)-forme Y satisfaisant aux hypothéses du lemme :

fc (BZ) Y — Kz9) = 0

C étant nécessairement homologue a 0, pour qu’il en soit ainsi il faut
et il suffit que pour toute (n — 2)-forme Y a support compact
S(Y) CP, on ait

L(Z)dy =Kz dy (18-2)

Introduisons le vecteur X = x~1dy. On déduit immédiatement des
propriétés de Z que :

LZ)*X=K,*X+=*£2(Z)X
Il résulte de (18-2) que I'on a :
LZ)X=0
pour tout élément X de Lj a support dans P. On en déduit que

Z(x,) = 0 contrairement a ’hypothese.

b) LEMME 2. — Introduisons une suite infinie de pavés différen-
tiables ouverts {PV} w=1,2,...),deux a deux disjoints, de centres
{x,}. Soit t un élément de N ; pour toute suite {C,} de (n — 2)-cycles
différentiables compacts tels que S(C,) CP,, on a :

¥ [ si<e (18-3)

v=1 CV
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En effet, si ¢ est un représentant quelconque de 7, on a :
t =1ty + dw
ou t, est a support compact et w est un 3-tenseur. On en déduit :
*f =kt —d*w

f *izf *t=f * 1,
C c, c,

v

Par définition

Comme # t, est & support compact, seul un nombre fini d’intégrales

f * t, sont non nulles, et
C

3 f * [ = ‘i‘/‘ * 1y < oo
ey c, ,,%‘1 c,

v=1

¢) Montrons que les dérivations étudiées sont celles pour lesquelles
Z est a support compact. En effet si Z n’est pas a support compact,
il existe une suite {x,} de points de W tel que Z(x,) # 0 et qui
n’admet pas de points d’accumulation. Nous pouvons introduire une
suite de pavés ouverts {P,}, deux a deux disjoints, arbitrairement
petits, ayant pour centres les x,. D’apres le lemme 1, on peut trouver
dans chaque P, un (n — 2)-cycle différentiable compact C, a support
dans P, et une (n — 2)-forme Y, a support compact S(y,) C P, tels
que :

fc B2V, —Ky¥,) =k >0 (18-4)

Posons ¢, = #~1 ¢,. On a :
RZ)y*xt,—Kz*t,=x% L2Z)t,
et (18-4) peut s’écrire :
fcu s R2)1, =k

Si ¢t = Zt,, il vient pour la suite de (n — 2)-cycles {C,}
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" 11 résulte du lemme 2 que £2(Z) f ne peut appartenir a N, -

Ainsi Z est nécessairement a support compact. De la relation

K,n=diZ)n

il résulte K, = O et par suite Z est un élément de L, . Les 1-cochaines
fermées sont donc définies par £(Z) u, o ZEL,.

Etudions les 1-cochaines exactes, différentielles de O-chaines. Une
telle 1-cochaine est donnée par :

UEN —~ [f,u] =— (87 Abu) EN,

ou 7 est un élément de N, et 87 un élément de L§ . Ainsi les 1-cochaines
exactes sont définies par £(Z)u ou Z € L;‘. On a

THEOREME. — L’espace de cohomologie OHl(N) est isomorphe a
L,/Ly et de dimension bg_l(W), ot b° (W) est le (n — 1)° nombre

n-—1
de Betti de W pour ’homologie a supports fermés.

Annexe
Idéaux de L°.

a) Les résultats de la partie III s’étendent sans difficultés au cas
ou l'on substitue a I'algébre de Lie L, l’algébre de Lie L°. Pour le
montrer, nous €tablissons.

PROPOSITION. — Si f est un fermé de W, 1,(f) est un idéal de L°.
En effet, si X€1,(f), YEL", on a d’aprés (3-2) :
[X,Y]=—8XnY)+ KX
Si X = 6¢, avec S(¢) C Cf, il vient :
[X,Y]=—68{XAY — Ky 1}

ou l'on a :
SXAY —Kyt)CS(@®)CCf
Ainsi [X, Y]€1.(f), ce qui démontre la proposition.

On a, d’autre part, le lemme suivant qui est ’exacte extension
du lemme du § 7, b.
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LEMME. — Soit M [avec n(M) = f] un sous-espace de L invariant
par 1.(f). Si x, € Cf, on peut trouver des domaines contractiles U,
U' de W avec x, €U', U' CUC Cf tels que, si (x)) est une carte ca-
nonique de domaine U’, [M , I (f)] contient n vecteurs Z(’.))EL(’,",d
supports S(Z(,.)) C U et vérifiant Z(i) ly = 81..

Si x, € Cf, il existe un élément T, de M tel que T, (x,) # 0. Si
x €1,(f), on a dans une carte locale :

[Ty, X'] (xg) = Tglx) (3, X) (x4) — X" (x4) (3, T§) (%)
D’apreés le § 10, b on peut choisir X € [.(f) tel que :
X(xy) =0 ' (X) (x,) régulier

Il en résulte que M est transitif en x,, .

Cela posé, choisissons deux éléments T,, T, de M prenant en
x, des valeurs non colinéaires. Considérons le vecteur de M :

T=Ke T, - Ky, To

ou KTO , KTl sont les constantes associées a Ty, T, € L°. Le vecteur

T appartient a MN L et est # 0 en x, . Le raisonnement du lemme
du § 7, b est alors valable a partir de ce vecteur T.

Du lemme précédent, on déduit comme au § 7, ¢ :

THEOREME. — Si M est un sous-espace vectoriel de L° tel que
n(M) = f et est invariant par 1,(f), on a

L(HcM M, L(H) = 1.0
b) Soit A une sous-algébre de L° contenant Lj. On déduit

comme dans III des résultats précédents.

THEOREME. — 1) Si I est un idéal de A tel que n(1) = f, on a

L.(HCI (L, I.(N1 = 1.(f)

2) Tout idéal de A est semi-simple. En particulier L et tous ses
idéaux sont semi-simples.

3) Le centralisateur Z(1) d’un idéal 1 dans A coincide avec
lensemble des éléments de A s’annulant en tout point de Cf.
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Il en résulte :

THEOREME. — Un idéal non trivial de A n’admet jamais un idéal
supplémentaire dans A. Il en est ainsi en particulier pour A = L°.
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