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DISTANCES HILBERTIENNES INVARIANTES
SUR UN ESPACE HOMOGÈNE

par Jacques FARAUT et Khélifa HARZALLAH

L'objet de cet article est de déterminer sur un espace homogène
X = G/K les distances invariantes par G qui proviennent d'un plon-
gement de X dans un espace de Hilbert, c'est-à-dire les distances
hilbertiennes invariantes. Le carré d'une telle distance est un noyau
invariant de type négatif. Pour certains espaces homogènes il est
possible de donner une représentation de ces noyaux, c'est la formule
de Lévy-Kinchine. Dans le cas de R" c'est une formule classique.
La formule de Lévy-Kinchine a été démontrée par Gangolli pour
certains espaces homogènes localement compacts [11]. Nous en don-
nons une nouvelle démonstration dans un cadre plus général.

Le deuxième chapitre est consacré à l'étude des distances hilber-
tiennes invariantes sur les variétés riemanniennes doublement tran-
sitives.
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CHAPITRE 1

DISTANCES HILBERTIENNES INVARIANTES SUR UN ESPACE
HOMOGENE FORMULE DE LEVY-KINCHINE

1. Distances hilbertiennes invariantes
sur un espace homogène, hélices.

Soient G un groupe topologique et K un sous-groupe fermé
de G. Soit X l'espace homogène X = G/K, notons 0 l'image dans
X de l'élément neutre e de G.

Soit ^ une application continue de X dans un espace de Hilbert
réel 3C. Si ^ est injective l'application d définie sur X x X par

d ( x , y ) = ||^(x) - êOQII

est une distance sur X. Nous dirons qu'une telle distance est hilber-
tienne. Dans cet article nous nous proposons d'étudier les distances
hilbertiennes invariantes sur X, c'est-à-dire les distances hilbertiennes
d sur X qui vérifient, pour tout g de G et tout couple de points (x , y )
deX

d(gx , gy) = d(x , y )

Dans le cas où la distance hilbertienne d est invariante l'application
^ est appelée une hélice ([20] p. 291, dans [25] p. 226 screw Une).
En effet dans le cas de l'hélice circulaire classique

^ : R -> R3

Ç(x) = (a cos x, a sin x, bx)

la distance sur R qui lui est associée est invariante par translation

\\Ï(x) - êOOII 2 = 4 a2 sin2 x——^- + b\x - y)2

Géométriquement cela signifie que la longueur d'une corde ne
dépend que de la longueur de l'arc correspondant.

Les hélices ont été étudiées dans le cas de R" (G = X = R")
par Schoenberg et Von Neumann [25], et dans le cas des sphères
(G est le groupe orthogonal) par Bochner [3].



1 74 JACQUES FARAUT ET KHELIFA HARZALLAH

Dans la suite nous supposerons toujours que ^(0) = 0. Soit
TT une représentation unitaire de G dans un espace de Hilbert 96
pour laquelle il existe un élément a de ff-6, non nul, tel que

W G K , 7r(k)a = a

L'application ^ de X dans 96 définie par

S(^0) == a - - ï ï ( g ) a

est une hélice. Elle est bornée et est tracée sur la sphère de centre
a et de fayon || a \\. Une telle hélice sera dite hélice élémentaire.
Nous verrons que si G est compact les hélices sont toutes élémentaires ;
mais il n'est pas nécessaire que G soit compact pour que toutes les
hélices soient élémentaires, nous verrons qu'il existe des espaces
homogènes non compacts pour lesquels toutes les hélices sont élémen-
taires.

PROPOSITION 1.1. —Soit i; une hélice de X dans un espace de
Hilbert réel SC // existe une représentation unitaire TT de G dans S€
telle que

^(gx) = S(^0) + 7r(g) Si(x)

pour tout g de G et tout x de X.
Soit h un élément de 9€ situé dans le sous-espace vectoriel

engendré dans 3€ par l'image de ^ :

h = à ^-w
i==l

N

Puisque ^(0) = 0 nous pouvons supposer que ^ c^ = 0. Posons
1=1

N
^(g)h = ^ c, ê(g^)

î = l

nous avons

l iTTQrt /z l l 2 = - -l f H(gX,) - ê(^)112 C,C,
2 < ,7=1

= -1 à iî ,) - ̂ pii2^ = 1 1 / 2 ii2
2 ï , 7= l



DISTANCES HILBERTIENNES INVARIANTES 175

la définition de TT(^) h ne dépend pas de la décomposition choisie
de /2, et 7r(g) est une isométrie, de plus

^(gg9) = ^(g) 7T(y)

il est donc possible de prolonger chaque isométrie 7r(g) de façon
à obtenir une représentation unitaire de G dans SÇ, et nous avons

Tr(^KOc) = Tr(g)Wx)- W)]

- to) - ̂ 0)
d'où la relation annoncée.

COROLLAIRE 1.2. —Supposons que G soit compact, alors toute
hélice définie sur X est élémentaire.

Il existe sur X une mesure invariante de masse totale égale à 1,
notée dx. Soit Ç une hélice définie sur X à valeurs dans un espace
de Hilbert 9€ et TT la représentation unitaire de G dans 36 considérée
ci-dessus. Posons

a =/^ Ï(x)dx

En intégrant la relation

H(gx) = S;(g0) + 7T(g) f;(x)

nous obtenons
a = ê(^0) 4- 7r(g) a

Remarque. — Si TT est une représentation unitaire de G dans un
espace de Hilbert ffÇ, on appelle cocycle une application ^ de G dans
96 vérifiant

H(gh) == ^QO + 7r(g) W

et si a appartient à 96 on appelle cobord de a le cocycle

^a(g) = 7T(g)a - a
(Voir [13])

Ainsi une hélice est un cocycle invariant à droite par K et une
hélice élémentaire est le cobord d'un élément a de yç, vérifiant

V^K, 7r(k)a = a
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2. Noyaux de type positif, noyaux de type négatif.

Pour l'étude des distances hilbertiennes une notion essentielle
est celle de noyau de type négatif. Cette notion, ou plutôt celle
de fonction de type négatif (on dit aussi définie négative) a été
introduite par Schoenberg [22], et reprise par Herz dans [16] p. 198.
Nous donnons dans ce paragraphe quelques propriétés des noyaux
de type positif et de type négatif que nous utiliserons par la suite,
en particulier des propriétés de calcul symbolique.

Dans ce paragraphe X désigne un ensemble.

1. Noyaux de type positif

DEFINITION 2.1. — Un noyau de type positif est une fonction
^p à valeurs complexes définie sur X x X telle que

Vxi , x^ , . . . , XN <= X, Vci , c^ , . . . , CN ^ C
N
^ ^0', , x.) c, c. > 0

<,/=1

Par exemple, si /' est une fonction définie sur X à valeurs com-
plexes, le noyau ^ défini par

^,>Q =/w7(7)
est de type positif.

Rappelons quelques propriétés des noyaux de type positif

PROPOSITION 2.1. - a) Un noyau de type positif est hermitien :

^0', y ) = ^(y~x)
et vérifie

^>(x , x) > 0

\^p(x , y ) |2 < ^>(x , x) ^p(y , y )

b) Le produit de deux noyaux de type positif est un noyau
de type positif.

c) Soit F une fonction définie par
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F(^) = ,̂ a^u1', avec a^ > 0
fc=0

5'oï7 <^ un noyau de type positif, si la série

S ^[^(x,^
fc=0

converge en tout point ( x , y), alors le noyau F(</?) est de type
positif.

Nous utiliserons dans la suite les fonctions suivantes

P(u) = e^ == É ^ ̂  ^ > 0
fc=0 A; '

^ 1.3. . . (2fc- 1) ^2fc+l

r{u) = Arc sm ^ = ^ ————
^=o 2.4 . . . 2k 2 ^ + 1

F(K) = (1 - ̂ )-0, a > 0

^ ^ ^ a(a+ l ) . . . ( a + f c - 1)= 1 + ^ ——————_—————— ^^
fc= i /c •

2. Noyaux de type négatif.

DEFINITION 2.2. - Un noyau de type négatif est une fonction ^
à valeurs réelles définie sur X x X vérifiant

^ ( x ^ y ) = i / /(^,x) (1)

^ ( x , x ) = 0 (2)

V^ , x^ , . . . , XN e X, Vci , c^ , . . . , CN ^ R (3)
N

r^fa ^^e ^ c, = 0
i=o

N
^ ^(^, , x.) c, c. < 0

t'J=l

Par exemple si ^ est un noyau réel de type positif, le noyau V/
défini par
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^ ^ , y ) = -. [ ^ ( x , x ) + ^ ( y , y ) - 2^(x,y)}

N
est un noyau de type négatif. En effet si ^ c = 0 nous avons

1=1
N N

L ^(^ » ^/) ^ c, = - Z <^ , ^,) C, C. < 0
^/"l ï , /= l

Un noyau de type négatif est positif ou nul.
Rappelons quelques propriétés des noyaux de type négatif

PROPOSITION 2.2. - ([22] p. 525). Pour quun noyau ^ soit de
type négatif il faut et suffit qu'il existe une application Ç de X dans
un espace de Hilbert réel Qç, telle que

HW - ^y)\\2 = ^(x\y)

PROPOSITION 2.3. - (Théorème de Schoenberg [22] p. 527). Pour
qu'un noyau réel ^ soit de type négatif il faut et suffit que ^ soit
nul sur la diagonale (0(x , x) = 0) et que pour tout t > 0 le noyau
e~t^ soit de type positif.

Du théorème de Schoenberg résultent des propriétés de calcul
symbolique. Rappelons qu'une fonction complètement monotone est
une fonction de classe C°° sur ]0 , °°[ telle que

\/n > 0, (- l^G^ (u) > 0

D'après le théorème de Bernstein (voir [4] p. 82), pour qu'une
fonction G soit complètement monotone il faut et suffit qu'il existe
une mesure positive JLI sur [0 , oo[ telle que

^"./lo,-! e~5ud^

PROPOSITION 2.4. — Soient G une fonction complètement mono-
tone bornée et V/ un noyau de type négatif, alors G(V/) est un noyau
de type positif.

DEFINITION 2.3. - Une fonction de Bernstein est une fonction
F définie sur [0 , oo[ de la forme
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P(u) = a + bu + .^,oo[(1 - ̂ ) û^OO

où a et b sont deux constantes positives ou nulles, et IJL est une mesure
positive sur ]0 , °°[ telle que

f ——— dix(s) < ooJ 1 + s

Pour qu'une fonction continue F sur [0,°°[ soit une fonction
de Bernstein il faut et suffit que F(0) > 0 et que pour tout t > 0
la fonction ^"^soit une fonction complètement monotone (voir [4]
p. 86).

PROPOSITION 2.5. — Soit F une fonction de Bernstein nulle en 0.
Si V/ est un noyau de type négatif, il en est de même du noyau F(i^).

Nous utiliserons dans la suite les fonctions de Bernstein suivantes

P(u) = ^a, 0 < a < 1

a y00 ds^"(1-,-)r(l - a) ^o v , i+<«

F (u) = Log(l + M )
/» oo p ~"~ s

= /. (1 -e-^——ds./o s

3. Noyaux invariants sur un espace homogène.

Soit G un groupe topologique.

DEFINITION 2.4. — Une fonction (R définie sur G est dite de type
positif (respectivement de type négatif) si elle est continue et si le
noyau <î> défini sur G x G par

^ ( x , y ) = ^(y-^x)

est de type positif (respectivement de type négatif).
Soient K un sous-groupe fermé de G et X l'espace homogène

X = G/K. Notons 0 l'image dans X de l'élément neutre e de G. Un
noyau <î> sur X x X est dit invariant si pour tout élément g de G
nous avons
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^(gx , gy) = ^>(x, y )

Si <î» est un noyau continu invariant sur X, il existe une fonc-
tion continue <p unique sur G biinvariante par K telle que

$(xK,^K) = ^ ( y - ' x )

Cette relation établit une bijection entre l'ensemble des noyaux
continus invariants sur X et les fonctions continues sur G biinva-
riantes par K. Le noyau continu <î> est de type positif (respectivement
de type négatif) si et seulement si ^ est une fonction de type positif
(respectivement de type négatif).

Ainsi déterminer les distances hilbertiennes invariantes sur X
revient à déterminer les fonctions de type négatif sur G, biinvariantes
par K (proposition 2.2). L'hélice associée est élémentaire si et seule-
ment si la fonction de type négatif ^ est de la forme

^(g) = ^>(.e) - ^p(g)

où (R est une fonction de type positif.

Du théorème de Schoenberg (Proposition 2.3) nous déduisons

PROPOSITION 2.6. — Soit ^ une fonction de type négatif sur G,
biinvariante par K, il existe une suite ^ de fonctions de type positif
sur G, biinvariantes par K, telle que

\^(g) == lim [^(e) - ^p^(g)}
n-'00

la convergence étant uniforme sur tout compact.

3. Formule de Lévy-Kinchine.

1. Le groupe G est commutatif.

Une fonction V/ de type négatif sur R" admet la représentation

^(x) = Q(x) + f [1 - cos (x , y ) ] dfJL(y)

où Q désigne une forme quadratique positive et JLI une mesure
positive symétrique sur R"\{0} telle que



DISTANCES HILBERTIENNES INVARIANTES 1 81

M2 ......
/ —7712 ̂ (y) < °°l + \y

Réciproquement toute fonction V/ admettant la représentation
précédente est une fonction de type négatif. C'est la formule de
Lévy-Kinchine.

Cette formule a été généralisée au cas d'un groupe abélien
localement compact G. Dans ce cas une forme quadratique est une
fonction continue Q sur G vérifiant la relation du parallélogramme

Q(x + y) + Q(x - y) = 2Q(x) + 2Q(y)

Si une forme quadratique est positive alors c'est une fonction
de type négatif.

La formule de Lévy-Kinchine s'écrit

^(x) = Q(x) + / [1 - Re 700] ^(7)

où JLI est une mesure positive sur F\{0}, F étant le groupe dual de
G. ([2l] , [14])

2. Transformation de Fourier sphérique.

A partir de maintenant et jusqu'à la fin du chapitre les hypo-
thèses seront les suivantes : nous supposons que G est un groupe
localement compact et que K est un sous-groupe compact de G.
Soit M\G) l'algèbre de convolution des mesures bornées sur G
biinvariantes par K, nous supposons que l'algèbre M'(G) est com-
mutative. Il en résulte en particulier que G est unimodulaire (voir
[2] p. 3). Cette hypothèse est vérifiée dans le cas où X est un espace
riemannien symétrique (voir [15] p. 408). Dans ce cadre il existe
une transformation de Fourier et un théorème de représentation
des fonctions de type positif analogue au théorème de Bochner.

Une fonction sphérique GJ (relativement au couple (G , K)) est
une fonction continue sur G qui est une solution non nulle de
l'équation fonctionnelle

Çoù(xky)dk = cjQc) ( ^ ( y )
^K

où dk est la mesure de Haar normalisée du groupe K. Une fonction
sphérique est biin variante par K et vérifie cu(e) = 1.
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Soit ^2 l'ensemble des fonctions sphériques de type positif.
Pour la topologie de la convergence uniforme sur les compacts de
G c'est un espace localement compact.

Si a est une mesure de l'algèbre M^G), la transformée deFourier
de a est la fonction à définie sur S2 par

ô(o?) = I o?(x) da(x)
vG

la fonction à est continue sur Î2 et bornée. Si o\ et o^ sont deux
mesures de M^G) nous avons

La transformation de Fourier est injective sur M^(G).
Il existe dans ce cadre une généralisation du théorème de Bochner:

THEOREME 3.1. - (Théorème de Bochner-Godement [12]). Si ^
est une fonction de type positif sur G, biinvariante par K, il existe
une mesure positive bornée jn sur Î2 telle que

^p(x) = / cu(x) d^L(oj)
j n

La mesure jn est unique.
Sur Î2 nous pouvons considérer la symétrie a? ^ cJ. Si <p est

une fonction de type positif biinvariante par K réelle, et par suite
symétrique ((p(x~~1) = <p(^)), la mesure jn sur Sî qui lui est associée
est symétrique.

Si o est une mesure de M^G) et ^ une fonction continue de
type positif biinvariante par K nous avons

a * ̂ p(x) = j <jû(x) ô(ù^) dfi(œ)

où fi est la mesure associée à </? par le théorème de Bochner-Godement.

3. Formes quadratiques généralisées.

Nous allons au paragraphe suivant énoncer dans ce cadre une
formule de Lévy-Kinchine. Avant de l'énoncer définissons ce qui
remplacera la forme quadratique.
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DEFINITION 3.1. - Une forme quadratique généralisée, relative-
ment au couple (G , K), est une fonction (^continue sur G à valeurs
réelles, symétrique, biinvariante par K et vérifiant la "relation du
parallélogramme" :

f^ Q(xky)dk + ̂  ̂ (xky-^dk = 2Q(x) + 2QOO

Dans la suite nous noterons 2 la famille des mesures de M ^(G)
positives, de masse 1, symétriques et à support compact.

PROPOSITION 3.2. - Soit Q une forme quadratique généralisée,
relativement au couple (G , K)

a) Pour toute mesure a de S nous avons

Q * a - Q = f Qdc

b) Si Q est bornée alors Q est identiquement nulle.

a) La fonction Q et la mesure o étant biinvariantes par K et
symétriques nous avons

Q * a(x) = -^ ff[Q(xky) + Q(xky-1)] dk d a ( y )

et par suite

Q * o(x) = Q(x) + f Q(y) do(y)

b) Posons

°x = ̂  ^K* (^ + ^-I)*^K

où m^ désigne la mesure de Haar normalisée de K, considérée comme
mesure sur G. Soit o^ la puissance n-ième de convolution de a
D'après a) nous avons

Q*a;(é0 = nQÇx)
d'où le résultat annoncé.

Dans le cas où G est commutatif les formes quadratiques positives
sont de type négatif. Dans [11] p. 169 Gangolli pose une question
qui peut être formulée comme suit : les formes quadratiques géné-
ralisées positives sont-elles de type négatif ? Nous verrons sur un
exemple que la réponse est non (Théorème 6.4).
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4. Formule de Lévy-Kinchine

Voici maintenant le principal théorème de ce chapitre

THEOREME 3.3. - (Formule de Lévy-Kinchine). Soit ^ une fonc-
tion de type négatif sur G, biinvariante par K. La fonction ^ admet
la représentation

V/Oc) = Q(x) + f [1 - Re ù;(x)] d^)

où Q est une forme quadratique généralisée relativement au couple
(G , K), qui est de type négatif, et VL est une mesure positive symétrique
sur Î2\{1} telle que l'intégrale ait un sens pour tout x de G. De
plus la fonction Q et la mesure jn sont uniques.

Dans [11] p. 160 Gangolli énonce cette formule sans introduire
la notion de forme quadratique généralisée. La démonstration qu'il
en donne est différente de celle que nous allons donner dans le
prochain paragraphe.

4. Démonstration de la formule de Lévy-Kinchine.

1. Une propriété de convolution des fonctions de type négatif

PROPOSITION 4.1. — Soit ^ une fonction de type négatif sur G,
biinvariante par K. Alors pour toute mesure o de la famille S la
fonction V/ * a — ^ est de type positif.

a) Supposons d'abord que

^00 = < )̂ - <pW

où <^ est une fonction de type positif. La fonction (p est réelle,
et d'après le théorème de Bochner-Godement (Théorème 3.1) il
existe sur Î2 une mesure positive bornée JLI, symétrique, telle que

^p(e) - <p0c) = / [1 - Re ù;(x)] d^(œ)
Par suite

\p * o(x) - V/(x) == ^p(x) - o * <^(x)

= f Re coQc) [1 - Ô(G;)] rfjLi(cD)
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Comme la fonction 1 — à est positive ou nulle, la fonction ^ * o — i//
est de type positif.

b) Dans le cas général le résultat se déduit de a) et de la pro-
proposition 2.6.

PROPOSITION 4.2. — Les hypothèses étant celles de la proposi-
tion 4.1, il existe une mesure positive bornée fiy sur S2, symétrique
telle que

V/ * o(x) - i//(x) = fRe o;(x) d^(^)

Dans les deux cas suivants la mesure ju^ ne charge pas le point
G) == 1 de Î2 :

a) La fonction V/ est de la forme ^p(e) — ^p où ^ est une fonction
de type positif

b) Le point 1 est isolé dans Î2.
L'existence de la mesure fJiy résulte de la proposition 4.1 et

du théorème de Bochner-Godement (Théorème 3.1).
a) Dans le cas où ^ == (p(e) — <p nous avons

j^ = (1 - Ô)JLI

où p. désigne la mesure correspondant à (R dans la représentation
de Bochner-Godement.

b) Si nous avons

\p(x) = lim [^(^) - ^(x)]
n->°°

où <^ est une suite de fonctions de type positif, les mesures (1 — a) ̂ ,
où JLI^ correspond à ^, convergent étroitement vers la mesure p y ,
d'où le résultat.

2. Détermination de la mesure.

PROPOSITION 4.3. — Les hypothèses et les notations étant celles
des propositions 4.1 et 4.2, il existe une mesure positive fi sur
Î2\{1}, symétrique telle que pour toute mesure G de la famille
2 nous ayons
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fl,= A^i + (1 - a)jLl

où Aff est un nombre positif ou nul. La mesure jn est déterminée
de façon unique.

Soient a et o' deux mesures de la famille 2 ; nous avons (Pro-
position 4.2) :

(a - S) * V/M = f Re a;(x) â^(cj)

et en cortvolant par la mesure a ' :

a' * (a - S) * i//(x) = f Re co(x) a'(CD) ̂  (a;)

comme M 9 (G) est commutative nous obtenons par différence

(o' - S) * (a -6 ) * I//QC) = (1)

= /Re œ(x) (1 - a'(co)) âf^(o;)

= / Re cj(x) (1 - (7(ùj))) d^.(cj)

vu la symétrie des mesures (1 — à9) H y et (1 — à ) f J i y , , et l'unicité
de la représentation de Bochner-Godement, ces mesures sont égales,
en particulier ces mesures sont nulles sur le fermé

{cûGÎ2 | ô(oj) = 1}

Remarquons que si G} est un point de Î2, (jj ^ 1. il existe une
mesure a de la famille S telle que (î(cj) ̂  1. En effet il existe un
point x de G tel que o)(x) =^= 1 et la mesure a^ convient car

d^(o;) == Re ùù(x).

Rappelons que nous avons posé

°x = 2 ' ^K* (^ + ô^-1) *^K

Ainsi par recollement des morceaux il existe une mesure p.
positive et symétrique sur Î2\{1} telle que pour toute mesure o de
la famille 2 la mesure p.y et la mesure (1 — à) p. coïncident dans
l'ouvert

{c^en | a(cj)^ 1 }
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II en résulte les égalités

(1 - (J)JL^ = (1 - d')^= (1 - a) (1 - à ' ) f J L (2)

par conséquent la mesure
^- (1 - d)jLi

est nulle au voisinage de tout point (jù de Î2, a? ^ 1 ; il existe donc
un nombre A^ > 0 tel que

M, = A^§i + (1 - a)^

3. Détermination et propriétés de la fonction Q.

PROPOSITION 4.4. - Les hypothèses et les notations étant celles
des propositions 4.1 et 4.2 nous avons

\f^(x) = QCv) +/[! - Re a)0c)] û^(cj)

otS? Q ̂  /a fonction positive définie par

Q W = A^

Pour toute mesure a de 2, la mesure fJiy est bornée ; en particulier
lorsque o = o^ nous avons

f [ 1 - Re ÙJ(X)] ûfjLl(CD) < oo

D'autre part en écrivant au point y = e la relation

V/ * o(y) - \!^(y) = fRe cù(y) d^ (a;)

nous obtenons
^(x) = Q(x) + f[\ - Re a;0c)] Û?JLI(CJ)

où Q est la fonction définie par

QW = A^

PROPOSITION 4.5. - Z/o fonction Q introduite à la proposition
4.4 possède les propriétés suivantes
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a) La fonction Q est continue.
b) La fonction Q est une forme quadratique généralisée.
c) La fonction Q est de type négatif.

a) Posons 0 = Q + i/^ et montrons que ^ est continue. D'après
sa représentation intégrale

V/ iM =/[! - Re c^Çx)]d^)

la fonction ^ est semi-continue inférieurement et le noyau

^ , y ) ^ ^ ^ y - ' x )
est de type négatif, il en résulte (Proposition 2.2)

V^W) < V^W + vW^)
et par suite V^ est bornée sur tout compact.

Supposons que la mesure o de la famille 2 ait une densité
continue par rapport à la mesure de Haar de G, nous avons

V/i(x) = ^i * a(x) - /Re coQc) [1 - d(o;)] Û?JLI(G;)

Ainsi V/i est la différence de deux fonctions continues car (1 — à) p.
est une mesure bornée.

b) En utilisant les relations (1) et (2) nous avons

V/ ^ ( a -ô^^ -ÔKx) = fReœ(x)[\ -d(cj)][l - ô'(ùj)] rf^(cj)

La fonction ^ vérifie la même relation ; par différence nous obtenons
donc

Q * (a - §) * (a' - ô) = 0

Prenons a = Oy et a' = a ,̂ et écrivons la relation ci-dessus au point e ;
nous obtenons, compte tenu de ce que Q(e) = 0, de la biinvariance
et de la symétrie de Q :

Q(x) + Q(y) =

i r= , J [Q(x^) +Q(x^-1) +Q(x-1^) +Q(x-1^-1)]^
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En utilisant la commutativité de NP (G) et de nouveau la symétrie
de Q nous obtenons finalement

QM + Q(^) = ^ / [ Q ^ k y ) + Q(xky-l)]dk

ce qui est la "relation du parallélogramme".
Remarquons qu'il résulte des propositions 3.2 et 4.3 la relation

V/ * (a - §) Oc) = /Q do + /Re CL)(X) [1 - a(a;)] âfjLi(a;)
soit

^= (/Qûfa) ôl + ( 1 -a)JLX

c) Pour montrer que la fonction Q est de type négatif montrons
d'abord que la fonction

Q(x) +/[! - Re c^Çx)] /(ùj) Û?JLI(CÛ)

est de type négatif, quelle que soit la fonction continue / à support
compact définie sur SI, comprise entre 0 et 1 et égale à 1 au point
ùj = 1.

Soit ^ une suite de fonctions de type positif telle que la suite
^n = ^yi(^) — ^Pn converge uniformément sur tout compact vers V/.
D'après le théorème de Bochner-Godement (Théorème 3.1) nous
avons

^ W - ^ l 1 - Re^(^)]^(o;)

et pour toute mesure o de la famille S

^ * a(x) - ^(x) =/Reo;(^) [1 - a(o;)]^(^)

Quand n tend vers l'infini, ^ * o — 1̂  converge en tout point vers
^ * o — ^/ et par suite les mesures (1 — d) ̂  convergent étroitement
vers

^a= (/Q^)6! + (1 - Ô ) M

En prenant a = a^ il vient donc
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Q(X) +/[! - ReùJ(x)]/(G;)^(o;) =

= lim f [ l - Re co(x)] /(c^)û^(a;)
/i->-00

Comme la mesure [1 — Reo)(x)] ûfjLi(ùj) sur Î2 ne charge pas le
point 1, l'intégrale

/[l - Re o;(x)]/(o;) djLi(cj)

tend vers 0 lorsque le support de / décroit vers {1}. Il en résulte
que Q, limite simple de fonctions de type négatif est également de
type négatif.

PROPOSITION 4.6. — Soit a^ le produit de convolution de n fac-
teurs égaux à o^, nous avons

Q(x) = lim - V/ * a^e)^^oo n

ce qui donne une nouvelle preuve de l'unicité de Q.
A partir de la proposition 3.4 nous obtenons par récurrence

sur n
Q * a;00 = n Q(x) + QOO

et par suite

ï- ^ * a^e) = Q(x) + -^/[l - (Re ^(x))"] d^)
n n ~

et comme

- [1 - (Re o?(x))"] < 1 - Re cj(x)
^2

l'intégrale tend vers 0 quand n tend vers l'infini en raison du théorème
de convergence dominée.



DISTANCES HILBERTIENNES INVARIANTES 1 Ç 1

5. Conséquences de la formule de Lévy-Kinchine.

1. Fonctions de type négatif bornées.

Soit ^ une fonction de type négatif définie sur G, biinvariante
par K. D'après la formule de Lévy-Kinchine (Théorème 3.3) la fonction
V/ peut s'écrire

^ = Q + ^i
où Q est une forme quadratique généralisée qui est de type négatif,
et où 1̂  admet la représentation

V/i(x) =/[! - Re ^(x)} ûf^(ùj)

où p. désigne une mesure positive symétrique sur Î2\{l}

PROPOSITION 5.1. — Les trois propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

a) La fonction V/ est bornée.
b) La fonction Q est nulle et la mesure ^ est bornée.
c) // existe une fonction (R de type positif telle que

V/Cx) = ^p(e) - ^p(x)

Supposons que la fonction V/ soit bornée. Alors les fonctions
Q et ^ sont bornées, et d'après la proposition 3.2 la fonction Q
est nulle. D'autre part, pour toute mesure a de la famille S nous
avons

f ^ do = f ^ï do =/[! - ô(œ)] d^(œ)

Quand la mesure a varie dans 2 le premier membre reste borné, il
en résulte que la mesure JLI est bornée. Par suite nous pouvons écrire

0(x) = ^p(e) - ^p(x)

où (^ est la fonction de type positif définie par

^p(x) = j Re cj(x) dfJi(oû)
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THEOREME 5.2.— Si le point 1 est isolé dans l'ensemble Î2, toute
fonction de type négatif, biinvariante par K est bornée.

D'après la proposition 4.2 la mesure py ne charge pas le point
eu = 1 si ce point est isolé dans Î2. Or nous avons (voir la démons-
tration de la proposition 4.5)

donc
^o= (/Q^)ôi + (1 - ô)p

^({l» =fQda

et par suite la fonction Q est nulle. D'autre part si a admet une
densité par rapport à la mesure de Haar de G, la fonction à tend
vers 0 à l'infini, si bien que, la mesure (1 — à) p étant bornée, la
restriction de p. au complémentaire de tout voisinage de 1 est une
mesure bornée ; donc si 1 est isolé dans Î2 la mesure p. est bornée,
et d'après la proposition 5.1 la fonction ^ est bornée.

Dans [17] Kajdan introduit la définition suivante : un groupe
G possède la propriété (T) si la représentation triviale z'ç de G est
un point isolé dans l'ensemble G des (classes de) représentations uni-
taires irréductibles de G muni de la topologie de Fell (voir [9] p. 314).
Pour l'étude de cette propriété on peut se reporter par exemple
à [17], [27] et [28], [8]. En particulier, pour n > 3, le groupe
SL(n, R) possède cette propriété.

PROPOSITION 5.3.— Si le groupe G possède la propriété (T) de
Kajdan alors le point 1 est isolé dans Sî. ( l )

Soit ou un point de î2. On peut lui associer une représentation
unitaire irréductible TT^, unique aux équivalences près, de G dans
un espace de Hilbert 96^ et il existe dans 3€^ un élément a tel que

o?(x) == (Tr^(x)û, a)

Nous définissons ainsi une application / de Î2 dans G. Cette
application est injective. Montrons qu'elle est continue. Soit E une
partie de ^2 et a? un point de Î2 adhérent à E : la fonction a? est
limite uniforme sur les compacts de G de fonctions Cx .̂ de E. Ainsi

(1) Cette proposition nous a été communiquée par P. Eymard.
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une fonction de type positif associée à la représentation TT^ est limite
uniforme sur les compacts de G de fonctions de type positif associées
à des représentations de /(E). D'après [9] p. 315, il en résulte que
la représentation TT^, est adhérente à/(E), ce qui montre/(E) C/(E),
c'est-à-dire que / est continue.

Si le groupe G possède la propriété (T) de Kajdan, {î'ç} est
un ouvert de G, et puisque {1} est l'image réciproque de {iç} par/,
{1} est un ouvert de Î2, c'est-à-dire que 1 est un point isolé de Î2.

COROLLAIRE 5 A.-Si le groupe G possède la propriété (T) de
Kajdan, toute fonction de type négatif, biinvariante par K est bornée.

Nous connaissons un autre exemple où le point 1 est isolé dans
Î2, c'est le cas des espaces hyperboliques sur les quaternions :

G = Sp(l , n\ K == Sp(l) x Sp(n)

(voir [18] p. 642). Nous ne savons pas si c'est un cas particulier de
la proposition 5.3, c'est-à-dire que nous ne savons pas si le groupe
Sp(l , n) possède la propriété (T) de Kajdan.

Le théorème 5.2 admet une réciproque :

THEOREME 5.5. — Supposons que le groupe G soit connexe. Si
toute fonction de type négatif, biinvariante par K, est bornée, alors
le point 1 est isolé dans l'ensemble Î2.

Nous allons montrer que si 1 n'est pas isolé dans Î2, il existe
une fonction de type négatif, biinvariante par K non bornée.

Soit V un voisinage compact de e dans G tel que

V = KVK = V-1

le point 1 n'étant pas isolé il existe une suite o^ telle que

Sup | 1 - oj^ (x) | < 2-
x^V

posons

^W = ^ [1 -Rec^(x)]
n=\

cette série converge sur V.
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Les fonctions 1 — Re o^ sont de type négatif, et, par suite
de la proposition 2.3, elles vérifient

VI - Re ^(xy) < y^ - Rec^(x) + ^1 - Re GJ^ (^)

Puisque G est connexe il en résulte que la série converge partout.
Sa somme est une fonction continue de type négatif :

^Çx) = f[\ - Re^Çx)]d^)

avec

^= S §^n
w=l

La mesure ju n'étant pas bornée la fonction i// n'est pas bornée
(proposition 5.1).

2. Réalisations des hélices

Soit ^ une fonction de type négatif biinvariante par K. D'après
la formule de Lévy-Kinchine (théorème 3.3) elle admet la représen-
tation

V/(x) = Q(x) +J ' [ l -Re œ(x)] ûfjn(^)

La fonction Q étant de type négatif il lui est associée une hélice
^Q dans un espace de Hilbert S^Q (proposition 2.2). D'autre part
à chaque fonction sphérique de type positif 0) nous pouvons associer
une représentation unitaire irréductible de classe 1 : (TT^ , ÏC^).
Notons a^ un vecteur de S^ unitaire et invariant par K, c'est-à-dire

-ïï(k)a^ = a^

pour tout À: de K. A la fonction de type négatif ^ nous pouvons
associer une hélice Ç dans l'espace de Hilbert

définie par
ge = ^Q ® f^^d^)

^(x) = a^ - 7r^(x)a^

Nous avons bien

^(x) = II^MH2 + ̂ f\\a^ - 7r^(x)^|[2 d^)
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Dans l'espace 3€ç il existe une représentation unitaire TTQ vérifiant
(proposition 1.1)

^Q(^) = ^00 + TTçO-) êçOO

la représentation TTç n'est pas de classe 1. Nous étudierons plus loin
sur des exemples des réalisations de la représentation (TTç , Sç/J.

PROPOSITION 5.5. — Si la fonction de type négatif V/ est bornée,
l'hélice ^ associée à V/ est tracée sur une sphère de l'espace de Hilbert 9€.
C'est une hélice élémentaire.

D'après la proposition 5.1 la fonction Q est nulle et la mesure fi
est bornée, nous pouvons donc considérer dans 96 le vecteur

/ ®
a^ d^)a = J a^ ûfM(ùJ)

L'hélice ^ est tracée sur la sphère de centre a passant par 0 : pour
tout x de G nous avons

||^(x) - a\\ = \\a\\

Soit TT la représentation TT = {TT^}, nous avons

^(x) = a — -n(x) a

c'est-à-dire que l'hélice ^ est élémentaire.
Remarquons que dans le cas où G est compact cette relation

s'obtient par intégration à partir de

to) = K^) + 7T(X) S(j0

car nous avons
a-^Wdy

(voir corollaire 1.2)

COROLLAIRE 5.6. — Si le point 1 est isolé dans Î2, toute hélice
est élémentaire.
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CHAPITRE II

DISTANCES HILBERTIENNES SUR UNE VARIETE
RIEMANNIENNE DOUBLEMENT TRANSITIVE

6. Variétés riemanniennes doublement transitives.

1. Introduction.

Soit X un espace métrique. Notons r(x , y ) la distance de x
à y . Nous nous proposons d'étudier le problème suivant : pour
quelles fonctions H, définies sur [0 , °°[ peut-on trouver une appli-
cation ^ de X dans un espace de Hilbert 9€ telle que

H(x) - êOOII 2 = H(^,>'))?
D'après la proposition 2.3 cette question peut être formulée

de la façon suivante : pour quelles fonctions H le noyau i// défini
par

^ { x , y ) = H(r(x,y))

est-il de type négatif ?
Ce problème ou des problèmes voisins ont déjà été abordés

dans le cas des variétés riemanniennes :
a) Dans son livre "Leçons sur la géométrie projective com-

plexe" [7], E. Cartan étudie les représentations réelles des points
de l'espace projectif complexe : X est un espace projectif complexe,
9€ est un espace euclidien. L'image par ^ de X est une variété appelée
variété harmonique. On y trouve (p. 312) le théorème suivant :
"Sur une variété harmonique donnée, la distance euclidienne de
deux points quelconques est une fonction déterminée de la distance
hermitienne des deux points de l'espace projectif qu'ils représentent".

b) Von Neumann et Schoenberg [25] résolvent ce problème
dans le cas où X est un espace euclidien. Déjà Schoenberg [23]
avait résolu ce problème dans le cas où X est un espace de Hilbert
séparable. Dans ce cas on doit avoir

H(^) = F(^2)

où F désigne une fonction de Bernstein (définition 2.3).



DISTANCES HILBERTIENNES INVARIANTES 197

c) Bochner [3] étudie ce problème dans le cas des espaces
homogènes compacts et en particulier dans le cas des sphères, et
Schoenberg [24] dans le cas de la sphère unité de l'espace de Hilbert
séparable.

d) Lévy, dans l'étude des fonctions browniennes de plusieurs
paramètres ([20], chapitre III), se pose la question de savoir si le
problème admet une solution dans le cas où îî(u) == u. Autrement
dit la question est de savoir si la racine carrée de la distance géodésique
est une distance hilbertienne. La réponse est oui dans le cas de
l'espace euclidien, c'est un cas particulier d'un théorème de Schoenberg.
Lévy montre, par une méthode géométrique ([20] p. 338), que
la réponse est également affirmative dans le cas d'une sphère.

e) Dans la même optique que Lévy, Bretagnolle, Dacunha
Castelle et Krivine [5] et [6] étudient le problème dans le cas ou
X est un espace if et montrent que si l'espace L^ est de dimension
infinie, le problème n'admet de solution que si p < 2 et alors on
doit avoir îî(u) = FQ^), où F est une fonction de Bernstein (défi-
nition 2.3).

f) Gangolli [11] fait une étude générale de ce problème dans
le cas où X est un espace riemannien symétrique. En particulier
il donne une démonstration analytique du résultat de Lévy cité
ci-dessus dans le cas d'une sphère.

2. Variétés riemanniennes doublement transitives.

Dans la suite nous nous interresserons aux variétés riemanniennes
doublement trainsitives, c'est-à-dire aux variétés riemanniennes X
possédant la propriété suivante :

Soient x ^ , x^, ^, y^ quatre points de X tels que

r ( x ^ , r^) = r{y^ ,^)

alors il existe une isométrie g de X telle que

y^ = gx^ et y^ = gx^

(en anglais : two points homogeneous space, [15] p. 355).
Si X est une variété riemannienne doublement transitive les

deux problèmes suivants sont équivalents :
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a) Pour quelles fonctions H définies sur [0 , °°[ peut-on trouver
une application ^ de X dans un espace de Hilbert 30 telle que

I IK^) - sooii2 = H(r(x^))?
b) Quelles sont les distances hilbertiennes sur X qui sont in-

variantes par le groupe des isométries de X ?
Ainsi le problème que nous avons posé au début de l'intro-

duction est résolu par la formule de Lévy-Kinchine qui donne une
représentation des noyaux de type négatif sur X invariants par le
groupe des isométries de X.

Si dim X = 1 nous noterons G le groupe des isométries de X,
si dim X > 1 G sera la composante connexe de l'identité du groupe
des isométries de X. Nous fixerons un point 0 de X et K sera le groupe
d'isotropie de 0.

Si X est une variété riemannienne doublement transitive les
noyaux <î> invariants par G sont de la forme

^(x , y ) = ^p{r(x , y ) )

et sont en particulier symétriques.

Les variétés riemanniennes doublement transitives sont les espaces
euclidiens, le cercle S^ et les espaces riemanniens symétriques de
rang 1 de type compact, et de type non compact ([15] p. 355).

3. Fonctions sphériques de type positif.

Notons A l'opérateur de Laplace-Beltrani de X. Les seuls opé-
rateurs différentiels sur X invariants par G sont les polynômes en
A ([15] p. 397) et les fonctions sphériques sont les fonctions a?
sur X vérifiant ([15] p. 399)

o;(0) = 1 (1)
a) est invariante par K (2)

axée, AU; + Xoï = o (3)
de plus ([15] p. 401) pour X fixé il existe au plus une fonction
sphérique a) telle que Ao? -+- Xo? = 0. Ainsi l'ensemble des fonc-
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tions sphériques peut être identifié à une partie de C. En utilisant
le paramètre À l'ensemble Î2 des fonctions sphériques de type positif
peut être identifié à une partie A de [0 , °°[. Si X est compact A
est une suite de nombres À .̂ qui tend vers l'infini. Si X est un espace
euclidien A = [0,°°[, de même si X est un espace hyperbolique
réel ou complexe ([26] p. 346 et [18] p. 642). Si X est un espace
hyperbolique sur les quaternions Kostant a démontré que

A = {0}U[^,oo[

où XQ est .un nombre strictement positif ([18] p. 642). Ainsi dans
ce cas la fonction 00 = 1 est isolée dans l'ensemble Î2 des fonctions
sphériques de type positif. Il en résulte (théorème 5.2) que tout
noyau de type négatif invariant est borné, d'où

THEOREME 6 . 1 . — Sur les espaces hyperboliques des quaternions
toute distance hilber tienne invariante est bornée.

Par suite ni la distance géodésique, ni sa racine carrée ne sont
des distances hilbertiennes puisqu'elles ne sont pas bornées.

4. Formes quadratiques généralisées.

Rappelons (définition 3.1) qu'une forme quadratique généralisée
Q, relativement au couple (G , K) est une fonction continue sur G
à valeurs réelles, symétrique, biinvariante par K et vérifiant la "relation
du parallélogramme" :

f Q(xky)dk + f QÇxky-^dk = 2 QQc) 4- 2 Q(y)
"K •'K

La variété riemannienne X étant doublement transitive, toute
fonction définie sur G et biinvariante par K est symétrique. En
particulier pour x fixé la fonction

Y ^ f Q(xky)dk^K
est biinvariante par K donc symétrique. La relation du parallélogramme
s'écrit donc simplement

f^Q(xky)dk = Q(x) + QOO
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PROPOSITION 6.2. — Soit Q une fonction continue sur G, biinva-
riante par K et nulle en e. Pour que Q soit une forme quadratique
généralisée il faut et suffit que Q soit de classe C°° et que

AQ = C

où C est une constante réelle.
a) Soit Q une forme quadratique généralisée, elle vérifie

f^Q(xky)dk = Q(x) + Q(y)

Par régularisation on en déduit que Q est de classe C°°. En
appliquant A aux deux membres par rapport à x on obtient

AQ(JC) = f AQ(xky)dkVK
et par suite

AQ(x) = AQOO

b) Soit Q une fonction de classe C°° biinvariante par K, nulle
en e telle que AQ soit constant. Posons

TO = f Q(xky)dk - Q(x)
^K

Nous avons AF = 0, or les seules fonctions biinvariantes par
K telles que AF = 0 sont les constantes :

F(x) = F(e) = QOQ

COROLLAIRE 6.3. — Si X n'est pas compact les formes quadra-
tiques généralisées forment un espace vectoriel sur R de dimension 1.
Elles sont proportionnelles à

^V(p)
( r ) = •

(*r V ( D )
QM = f —— dp

^0 Af ù\^o A(p)

où V(p) désigne le volume de la boule de rayon p, et A(p) la mesure
riemannienne de la sphère de rayon p.

En effet si / est une fonction radiale, c'est-à-dire ne dépend
que de la distance géodésique r(x , 0) de x à 0 nous avons

^_j[L(,)fA(r) dr [ dr j
([15] p. 447).
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Dans [11] p. 169 Gangolli pose une question que l'on peut
formuler ainsi : les formes quadratiques généralisées positives sont-
elles de type négatif ? La réponse est non dans le cas des espaces
hyperboliques des quaternions, car la forme quadratique Q

r V(p)Q(^) = / -w dp
^ A(p)

est positive, mais comme elle n'est pas bornée elle ne peut pas être
de type négatif (proposition 3.2 et théorème 6.1).

THEOREME 6.4. - Sur les espaces hyperboliques des quaternions
les formes quadratiques généralisées positives ne sont pas de type
négatif.

7. Exemples de variétés riemanniennes doublement transitives.

1. Espaces euclidiens.

Soit X = E^ l'espace euclidien de dimension n. Le groupe G
est le groupe des déplacements M(n) et K est le groupe orthogonal
S0(n).

Les fonctions sphériques de type positif sont données par

^W = /^ e-1^'^ da(u\ s réels ^ ̂  -1

où S^_i désigne la sphère unité de E^ et a la mesure uniforme de
masse 1 sur S^_^ . Nous avons

Aa?^ + \cùs = 0. ^ = s2. ^s = <^-s

En calculant cette intégrale en coordonnées sphériques nous
obtenons

r(")
^M =—————2———fY""^050 sin"-2^ =

r- /tî — ï \vu

V.r(^-)

•^(Ï) '^ <-"-">
où Jy désigne la fonction de Bessel d'ordre v.
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Les formes quadratiques généralisées sont proprotionnelles à

QW = \\x ||2

qui est de type négatif.
Ainsi d'après la formule de Lévy-Linchine (théorème 3.3) les

noyaux invariants de type négatif sont de la forme i// = H(r) où H
est une fonction définie sur [0 , °°[ admettant la représentation

r ^i i
H(r) = ar2 +^, ̂  1 - F (-̂ ) (f) J , _ ^ (sr) d^s)

où a est une constante positive ou nulle et JLI est une mesure positive
sur ]0 , °°[ telle que l'intégrale ait un sens pour tout r > 0.

Pour toute fonction de Bernstein F, le noyau F(r2) est de
type négatif. Il en résulte que pour tout a, 0 < a < 1, la distance
définie par

d ( x , y ) = | |x-^r

est une distance hilbertienne.

2. Sphères.

Soit X = S^ la sphère unité de l'espace euclidien E^.^ ; c'est
l'ensemble des points x = (^ , x^ , . . . , x^) de E^.^ vérifiant

É 4 = 1
fc=o

Le groupe G est le groupe S0(/2 4- 1), K est le sous-groupe
S0(n) laissant invariant le point a = (1 , 0 , . . . , 0). La distance géo-
désique r(x , y ) de x à y est donnée par

n
cos r(x , y ) = ^ ^^ = (x , j0

fc==0

0 < r(x , j0 < TT

Les fonctions sphériques sont de type positif, elles sont données
par

<^/W = Jg l(û, ^) - i(u ?/ (x) = ̂  _ [^ . ̂ ) - '̂(^ - ^V da(u\ j = 0, 1 , 2, .
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où Sn-i désigne la sphère unité de centre 0, de dimension n - 1
située dans Fhyperplan x^ = 0, et a est la mesure uniforme de masse
1 sur S ^ _ ^ . Nous avons

Acùf + \fCJf = 0, À, = /(/ 4- n - 1)

En calculant cette intégrale en coordonnées sphériques nous
obtenons

_^©_,. . ,0), (x) = ———————— / (cos r - i sin r cos 0)7 sin""2 0 d6 =/ - /n - 1 \ ^o^ (-t-)
= P^ ^ (cos r) (r = ^(x , a))

La fonction P^ y est un polynôme ultrasphérique (ou polynôme
de Gegenbauer) ; pour n = 2 ce sont les polynômes de Legendre.

Ainsi d'après la formule de Lévy-Kinchine (théorème 3.3) les
noyaux invariants de type négatif sont de la forme ^ = H(r) où
H est une fonction admettant la représentation

H(r) = ^ û, [1 - P^ (cosr)]
/=0

les nombres a. vérifiant

a, >0, ^ a^< oo
/=0

PROPOSITION 7.1. — La racine carrée de la distance géodésique
est une distance hilbertienne.

Il suffit de montrer que la distance géodésique est un noyau
de type négatif (proposition 2.3). Le noyau <^ = cosr est de type
positif car

n
^ p ( x , y ) = ^ x^y^

k=0

et par suite le noyau
7T
— — r = Arc sin (cos r)

est ainsi un noyau de type positif (proposition 2.1), il en résulte
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que r est un noyau de type négatif car si ^ est un noyau de type
positif le noyau V/ défini par

^ . Y ) = -. [^P(x , x) + ^ p ( y , y ) - î ̂ (x , y ) ]

est un noyau de type négatif.

Remarque. - Cette proposition a été démontrée avec d'autres
méthodes par Lévy ([20] p. 337) et par Gangolli ( [11] p. 174).

PROPOSITION 7.2. - La distance géodésique n'est pas hilbertienne.
Nous allons montrer que le noyau V/ = r2 n'est pas de type

négatif. Considérons le cas n = 1, X = S^ le cercle. Si ^ était de
type négatif le développement de Fourier de r2 serait de la forme

00

r2 = ^ a^ (1 - cos jr)
f=0

avec des coefficients a^ positfs ou nuls. Or en fait un calcul très
simple donne

a, = 4 (- I)7'1

donc r2 n'est pas un noyau de type négatif.

Considérons maintenant le cas de n quelconque. Si le noyau
r2 était de type négatif sa restriction à tout grand cercle le serait
aussi et nous venons de voir qu'il n'en est pas ainsi. Donc la distance
géodésique de S^ n'est pas une distance hilbertienne.

3. Espaces hyperboliques réels.

Soit X = L^ l'espace de Lobatchevski de dimension n, c'est-à-dire
l'ensemble des points x = (XQ , x^ , . . . , x^) de Rn+l vérifiant

x2 -x2, - . . . -^ = 1, XQ > 0

c'est la nappe supérieure d'un hyperboloïde à deux nappes, de révo-
lution autour de OXQ . Le groupe G est le groupe SO^O , n) et K
est le sous-groupe S0(n) laissant invariant le point a = (1 , 0 , . . . , 0).
Pour x et y dans Rn+l posons
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[^ , Y] = ^o Vo - ^i ^i - • • • - ̂  Yn

La distance géodésique de deux points x et .y de X est donnée

chr(x , ^) = [x , y ]

a) La racine carrée de la distance géodésique est une distance
hilbertienne.

PROPOSITION 7.3. — Le noyau V/ défini sur X par

^(x, y ) = Log[x, ^]

^ de type négatif.
Pour tout a réel le noyau ^o défini par

^PQ^ , y ) = ^oYo^

est de type positif sur X, de même le noyau <^i défini par

^ (x , y ) = x^i + x^ y^ + • • • + ̂  ̂

et par suite le noyau ^ défini par

^p(x , y ) = (Xo^r1 (x^y^ + ^ ̂  + • • • + ^^)

est de type positif, et vérifie, d'après l'inégalité de Schwarz

\^x,y)\2 <(x,^)~2 ^o2- 0 (vl- 0 < 1

donc pour tout t > 0 le noyau

[ x . y } - ' = (^o^o)"' [1 -^^F'
est de type positif (proposition 2.1). La proposition résulte alors
du théorème de Schoenberg (proposition 2.3).(2)

COROLLAIRE 7.4. — La racine carrée de la distance géodésique
est une distance hilbertienne.

Pour cela il suffit de montrer (proposition 2.2) que la distance
géodésique est un noyau de type négatif. Or nous avons

(2) Cette démonstration est inspirée d'une formule donnée par Krein [19] p. 106.
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c h r = e^ ( \ l ^ ( x , y ) = L o g [ x , y ] )

ou, en résolvant par rapport à r

r = ^ + Log (1 4- ^/l - e~2^)

Puisque le noyau ^ est de type négatif (proposition 7.3) le
noyau e~2^ est de type positif (proposition 2.3) et par suite le
noyau 1 - e~2^ est de type négatif, et d'après la proposition 2.5
le noyau ^ = y / \ - e~2^ est aussi de type négatif, et encore d'après
cette même proposition il en est de même du noyau Log(l + i^),
donc r est un noyau de type négatif.

b) Fonctions sphériques de type positif.
Les fonctions sphériques sont données par

œs(x) " t s ^.u}-5 do(u)

où S^_i désigne la sphère unité de dimension n - 1 de centre
a = (1 , 0 , . . . , 0) située dans Fhyperplan XQ = 1, et o est la mesure
uniforme de masse 1 sur S^_^ ; s désigne un nombre complexe.
Nous avons

Au;, 4- \^ = 0 , X, = s(n - 1 - s)

^s = ^>n-ï-s

En calculant l'intégrale en coordonnées sphériques nous obtenons

r n
V2/ /•7T

cj,(x) = ———————— / (ch r - cos 6 sh r)~5 sin""2 0 d0 =^w
-r^)^ -::̂ >2/ V 2 / .-^

(r = rÇa,x))

où P^ désigne la fonction de Legendre de première espèce ([26]
p. 325).

La fonction ùj, est de type positif si et seulement si \ > 0,
ce qui se produit dans les cas suivants
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n - 1
s == ——— + iv, v réel

s réel, 0 < s < n — 1

([26] p. 346 ; nous donnons dans [10] une autre démonstration
de ce résultat en utilisant une propriété de calcul symbolique).

c) Formes quadratiques généralisées.
Nous avons vu que les formes quadratiques généralisées forment

un espace vectoriel sur R de dimension 1. Considérées comme fonc-
tions sur X ce sont les fonctions nulles en a, invariantes par K dont
le laplacien est constant (proposition 6.2 et corollaire 6.3).

THEOREME 7.5. — Les formes quadratiques généralisées sont pro-
portionnelles à

^ ( j ) rQ(r) = ———————— / Log (ch r - cos 6 sh r) sin""2 0 de
- / n - 1\ Jo

^r(-)

La forme quadratique généralisée Q(r) est un noyau de type négatif.
En particulier pour n = 2 nous avons

Q(r) = 2Logch L

et pour n = 3,
, , sh(s - \)r

o?ç(r) = ———————
0 ? - l ) s h ^

Q(r) = rcoih r - 1

Nous avons en général

r (^)
^(r) = —————-_—— fj(ch r - cos ô sh r)-' sin"-2 Q dO

ainsi quand s tend vers 0, — [ 1 — c<^.(r)] a une limite qui est égale à
s
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^( i), .
Q(r) = —————^— j^ Log (ch r - cos 0 sh r) sin"-2 0 d<9

Le noyau Q(r) étant limite de noyaux de type négatif est
aussi un noyau de type négatif. D'autre part nous avons

— Acjy = s(n - 1 - s) c^
et par suite

AQ = lim (n — 1 — s) a?, = n — 1
s->o

donc Q est une forme quadratique généralisée.
Ainsi, d'après la formule de Lévy-Kinchine (théorème 3.3), les

noyaux invariants de type négatif sont de la forme ^ = H(^) où H
est une fonction admettant la représentation

H(r) = aQ(r) + [ [1 - c^O-)] d^(s)
J}^n-^}

^^[-^^Y^
où a est un nombre positif ou nul, fi^ est une mesure positive sur
1 n- n| 0 , ——— l vérifiant

f s dfJi^Çs) < °°

et IJL^ est une mesure positive bornée sur ]0 ,°°[ .
Par exemple le noyau Log ch r est de type négatif (proposition

7.3). Pour n = 3 la mesure jn^ correspondante est nulle et nous
avons

^00 / sin v r\ v2 1
Log ch r = r coth r - 1 + / ( 1 — ——— J ———- ——— dv

^o < v sh r i \ + v ch w

(cette formule s'obtient à partir de résultats énoncés dans [8]
p. 406-07).



DISTANCES HILBERTIENNES INVARIANTES 209

d) Hélice associée à la forme quadratique généralisée.
Soit S la sphère de dimension n — 1, de rayon 1, de centre

a = (1 , 0 , . . . , 0) située dans l'hyperplan d'équation XQ = 1. Soit
(R le noyau défini sur S par

^(u, v) = ^FI + • • • + u^v^

c'est un noyau de type positif et par suite pour tout k, 0 < k < 1,
le noyau Log (1 - k^p) est un noyau de type négatif. Pour toute fonc-
tion continue / définie sur S et d'intégrale nulle :

f fdo(u) = 0^^
nous avons

fffW /OQ Log [1 - k^p(u, v)] da(u) da(v) < 0

et à la limite quand k tend vers 1

fffW fW Log [u, v] do(u) do(v) < 0

Soit 3e l'espace de Hilbert obtenu en séparant et en complétant
l'espace des fonctions continues sur S d'intégrale nulle pour la semi-
norme définie par

Il/Il2 = - fffW fW Log [u, v] dG(u) do(y)

Soit ^ l'application de X dans S^ qui à x fait correspondre la
fonction f^ définie par

f^u) = 1 - [x,^] 1 -"

Cette application est une hélice associée au noyau de type
négatif Q(r) et nous avons

I I SM - W I I 2 = I I /, - fy I I 2 = Q [r(x , y)}

e) La distance géodésique n'est pas une distance hilbertienne

PROPOSITION 7.6. — Si H(r) est un noyau de type négatif alors

H(r) = 0(r) (r -^ oo)

D'après la formule de Lévy-Kinchine nous avons
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H(r) = aQ(r) +f [ 1 - ^(/-)] rf^(5)

+^, f1--"^^]^)

avec a > 0, /Xi et JLI^ sont des mesures positives telles que

f sd^JL^S) < oo^ j d ^ < oo

Pour s dans l'intervalle 0 , ——— nous avons

(chr - cos0 shr)-5 > e-'8

d'où

^t) ,.
^(/') = ———————— J (chr - cos 0 sh r)-' sin"-2 0 rf0- / n - 1\ "oVïr(^)

et par suite
1 - cOy (r) < ^

donc

Q(r) = lim - [1 - c^O-)] < ^
^->o s

et

^o,"-l] [ 1 ~ ̂ (r)] ̂ ^ ^ ̂ o ^1] '^^

La deuxième intégrale est majorée par deux fois la masse totale
de ^.

COROLLAIRE 7.7. - La distance géodésique n'est pas une distance
hilbertienne.

En effet d'après la proposition précédente le carré de la distance
géodésique ne peut pas être un noyau de type négatif.
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4. Espaces hyperboliques complexes.

Ce sont les espaces homogènes SU(1 , n)/\J(n), \J(n) étant con-
sidéré comme le sous-groupe de SU(1 ,n) constitué des matrices de
la forme

<iet^-1 ! 0\
k^\!(n)

Par une méthode analogue à celle utilisée dans le cas réel on
montre que le noyau Log ch r est de type négatif ; de plus c'est une
forme quadratique généralisée. Comme dans le cas réel la racine
carrée de la distance géodésique est une distance hilbertienne, et la
distance géodésique n'en est pas une.

8. Exemples de variétés riemanniennes de dimension infinie.

Schoenberg, dans [23] et [24] a étudié le cas où X est l'espace
de Hilbert réel séparable et le cas où X est la sphère unité de l'espace
de Hilbert réel séparable. Dans ce paragraphe nous faisons une étude
analogue dans le cas de l'espace hyperbolique réel de dimension
infinie. C'est l'ensemble

X - \ (x ^ x2 - Y x2 = 1 x > 0A "~ ) v^feX) ^0 Li -^k 1 » ^o ' u ^
v k=l

muni de la distance r définie par
00

chr(x,y) = x^y^ - ^ x ^ y ^
k=l

THEOREME 8.1. -Pour qu'un noyau G(r) soit de type positif
il faut et suffit qu'il soit de la forme

W-f^Çchr^d^t)

où JLI est une mesure positive bornée sur [0 , °°[.
(Ce théorème est énoncé dans [19] p. 106 sans démonstration.

Celle-ci est annoncée pour la troisième partie du même article que
nous n'avons pas pu nous procurer).
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Notons û^1 la fonction sphérique de paramètre s relative à
l'espace hyperbolique réel de dimension n. Nous avons

^t)^(r) = ——~r fo(ch r ~cos Q sh rrs sm"-2 e do

de plus
<-.-S- ̂

et o?^ est de type positif soit si 0 < s < n - 1, soit si s = n—— + /^
v réel.

LEMME. — Pour r > 0 posons

f, (s) = c^(r) si 0 < s < n—— = ̂  M si ^ > !L——1

^4/o^ /a 5^^ /^ converge uniformément sur [0 , °°[ iw.y (ch r)"5 ^r
pâ^ suite

lim c^ M = 0
n —>-°° ——

2

Remarquons que ^(l)
———————-<n

^C—)
il en résulte que pour tout 17 > 0

lim ————————sin""2 6 = 0
n-^00 /-T. / n - hi-^oo /^ — n^(-r)

uniformément si \9 — — > 17. Par suite

lim c^C/-) = (chr)-5
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la convergence étant uniforme lorsque s parcourt un intervalle borné
de [0 ,oo[ .

La fonction cj^(r) est une fonction convexe de s sur [0 , n — 1]
et vérifie

«W- <^-i-,o-)

l».^]elle est donc décroissante sur | 0 , ——— | . Les fonctions f^ sont

décroissantes sur [0 , °°[ et convergent vers (chr)"^ uniformément sur
tout intervalle borné de [0,°°[. Comme la fonction (chr)"5 tend
vers 0 quand s tend vers l'infini, la convergence est uniforme sur
[0,°°[. Il en résulte que

lim c^_, (r) = 0
n^ -^

Démontrons maintenant le théorème 8.1. La condition est suf-
fisante, en effet on montre comme dans le cas de dimension finie
que le noyau (chr)~t est de type positif pour tout t > 0 (proposition
7.3). Pour démontrer que la condition est nécessaire nous utiliserons
le fait que si G(r) est un noyau de type positif sur X, sa restriction
à tout espace hyperbolique réel de dimension finie L^ est de type
positif. D'après le théorème de Bochner-Godement (théorème 3.1)
il existe pour tout n > 2 deux mesures positives bornées /^ et jn^

sur | 0 , ——— | et ] 0 , °° [ respectivement telles que

w = ̂  ̂  ̂  ̂ ) + ̂ ( ̂ ^ ( r)d^)
Remarquons que

G(0 )= fd^ +fd^

Supposons maintenant r > 0. Puisque

c^_i M < c^_i (r)
-T^^ T

la deuxième intégrale est majorée par G(0) cj^_i (r) et tend donc
2

vers 0 quand n tend vers l'infini d'après le lemme si r > 0.
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Prolongeons la mesure JLI^ à [0 , 00] en posant

-.(]"—~1)°°
Ainsi nous avons

G(r) = lim f .W d^(s)
n->00 "[O,00]

où f^ est la suite de fonctions introduite dans le lemme. Il est possible
d'extraire de la suite jn^ une sous-suite qui converge vaguement vers
une mesure ju pour laquelle nous avons

W - f^ (ch.)-5 d^s)

Puisque (chr)""5 tend vers 0 quand s tend vers l'infini

G(r) = [ , (chr)-5 d^s)
^[0,oo[

Les deux membres sont des fonctions continues de r sur [0 , °°[,
donc

1 = G(O) = M ( [ O , ^ [ )

et donc jLi({oo}) = 0.

Remarque. — Le théorème 8.1 peut s'énoncer : tout noyau G(r)
de type positif est une fonction complètement monotone de Log chr

COROLLAIRE 8.2. — Pour qu'un noyau H(r) soit de type négatif
il faut et suffit qu'il soit de la forme

H(r) = a Logchr + f ̂  [1 - (chr)-'] do(t)

où a est une constante positive ou nulle et a est une mesure positive
sur ]0,°°[ vérifiant

f — — — d a ( t ) <
J 1 + t.^ 1 + t

Ce corollaire peut s'énoncer : tout noyau H(r) de type positif est
une fonction de Bernstein nulle en 0 de Log chr.

Pour démontrer que la condition est suffisante on montre,
comme dans le cas de dimension finie, que Log chr est un noyau
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de type négatif (proposition 7.3). Montrons maintenant que la con-
dition est nécessaire : soit H(r) un noyau de type négatif, d'après
le théorème de Schoenberg (proposition 2.3) le noyau ^-rH^) est
pour tout t > 0 de type positif, et d'après le théorème 9.1 il s'écrit

e-W^= G^Log chr)

où Gf est une fonction complètement monotone. Il en résulte ([4]
p. 86) que le noyau H(r) s'écrit

H(r) = F(Logchr)

où F est une fonction de Bernstein.
Dans le cas d'un espace euclidien de dimension infinie Schoenberg

monfre le même résultat à condition de remplacer Log chr par r2.
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