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MINORANTES HARMONIQUES ET POTENTIELS
LOCALISATION SUR UNE FAMILLE
DE TEMPS D’ARRET-REDUITE FORTE

par Héléne AIRAULT

Introduction.

Dans la théorie classique, on a la décomposition de Riesz
suivante : si E est un espace localement compact, P, un semi-groupe
sur E, toute fonction excessive sur E est la somme d’une fonction
harmonique dans E et d’un potentiel (3) ; une fonction excessive u
est un potentiel si sa seule minorante harmonique est nulle. Si B,
est une suite croissante de compacts dont les intérieurs recouvrent E,
on a la caractérisation suivante : (3). Pour que u soit un potentiel,
il faut et il suffit que Pg¢ u tende vers O p.p. On a la généralisation
suivante de ce résultat : Si A est un fermé de E, on obtient la
décomposition de Riesz ci-dessous.

Toute fonction excessive est somme d’une fonction harmonique
dans le complémentaire de A et d’un potentiel dans le complémentaire
de A. On dit qu’une fonction excessive u est un potentiel dans le
complémentaire de A si sa seule minorante au sens fort, harmonique
dans le complémentaire de A est nulle.

Dans la partie I, on localise, les propriétés d’harmonicité d’une
fonction excessive sur une famille ¥ de temps d’arrét. On obtient
la décomposition de- Riesz :

Toute fonction excessive est la somme d’une fonction G-
harmonique et d’un ®-potentiel. Un B-potentiel est caractérisé par :
sa plus grande minorante ®-harmonique au sens fort est la fonction O.

Si on fait sur la famille ® I’hypothése de séparabilité : il existe
une suite (7,) de ® telle que :
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Vre B, ilexistentelque 7<T7 (A)

n
(Une telle suite est appelée dominante),

les potentiels 4 sont caractérisés par I’ensemble qui porte leur
mesure spectrale u”.

On a : h est ¥-harmonique équivaut a u” est portée par :
U= {zE€ UL, est ®-harmonique} 8

h est un B-potentiel équivaut a u" portée par : U— U, ; U étant
I’espace des sorties (2).

Dans la partie II, on fait I’hypothése de séparabilité (A) sur
la famille 8. Dans le § 1, on considére des familles fondamentales
de temps d’arrét.

La famille © de temps d’arrét est fondamentale si elle vérifie
’hypothése (A) de séparabilité et si la suite dominante (7,) tend
vers le temps de vie £ P, p.s. pour tout x appartenant a E.

Si % est une famille fondamentale de temps d’arrét, par exemple
la famille des premiers temps de sortie des compacts de E — F ou
F est un ensemble polaire, on a une deuxiéme caractérisation des
®-potentiels : 4 est un B-potentiel équivaut a :

lim P (X,)) =0 ou (r,) est une suite dominante de®  (2)
n—>+oo n

Dans le § 2 on cherche une caractérisation du type (2) des
% -potentiels, pour une famille ® de temps d’arrét qui ne vérifie pas
I’hypothése : “® est fondamentale™.

On est ainsi amené a calculer de facon explicite la plus grande
minorante ‘G -harmonique au sens fort d’une fonction excessive A.
Si ¥ est une famille de temps d’arrét dans laquelle il existe une
suite dominante o = (7,). On pose :

7= lim 7,
n—>+

Q@) ={r=¢ ; Vnr, <t}
TQU® = U (1<) 0,D)
>0

R:.= N (1706, +t<§ ; S;,=U (< (To0,+r=%
o<t<¢ t20
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Les résultats sont les suivants :
Soit 4 une fonction excessive <y-intégrable.

1) Pour un temps d’arrét 7, il existe une fonction excessive
unique F, &, réduite forte [5] et [12] telle que (théoréme 2) pour
tout x tel que A(x) < + o, on a :

F,h(x) = h(x) EZ[R,]

2) Pour la famille B, il existe une fonction excessive unique
K 7 telle que (théoréme 1) pour tout x tel que A(x) < + o0, on a :

Kgh(x) = h(x) E* [TQ(%)]

La fonction F_ h est une minorante de 4 avec 'ordre fort sur
les fonctions excessives et :

h—F, h=G,h ot Gh(x)=h(x)ELS,)

pour tout x tel que A(x) < + oo,

F,.h est une minorante avec I'ordre fort de P.2 ou P, & est la
fonction excessive réduite définie par P, h(x) = E,[h(X,)] pour tout
x tel que h(x) < + oo (théoreme 3).

La fonction excessive Kg 4 est une minorante avec I’ordre fort
de h (théoréme 4).

On obtient finalement (théoréme 6) :

La plus grande minorante ®-harmonique avec 'ordre fort d’une
fonction excessive 4 est égale a :

F,h + Kgh

Dans le § 3, on fait quelques remarques complémentaires sur
la réduite forte F,k, d’une fonction excessive . Soit w une fonction
excessive et 7 un temps d’arrét tel que 700, + 7=17, p.s. ; si h
est une fonction excessive inférieure a P,w, avec I'ordre fort, alors
F,h = h.

On généralise alors une remarque de J. Azéma (8) et on obtient
des informations sur la mesure spectrale de la réduite forte F,w
d’une fonction excessive w : si 7 est un temps d’arrét qui vérifie
7o, + 7= 17 ps. et si w est une fonction excessive, alors :
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p T = inf (u", )
Cette relation n’est pas tbujours vraie et la condition 70 0, +7=171
n’est pas une condition nécessaire pour qu’elle soit vérifiée.
Si A est un ensemble fermé polaire, pour toute fonction excessive
w telle que u* est portée par A, on a pour tout temps d’arrét 7 :

p™ = inf (u*, 8™

Dans la partie III, on fait toujours sur la famille G, I’hypothése
de séparabilité (A) ; on caractérise les ®-potentiels et on examine des
cas particuliers de familles ® de temps d’arrét :

a) La famille ® satisfait & ’hypothése (H) si et seulement si
on a la caractérisation suivante des ®-potentiels

h est un ®-potentiel équivaut a Kogh = 0 3)

b) ® satisfait a (R) si et seulement si

les G-potentiels sont caractérisés par F 7 = 0 4)
ou 7= lim 7,, [(7,) étant une suite dominante dans ¥].
n-—>+e

¢) Si h est un ®-potentiel,
Vx tel que h(x) <+ o, lim E, [h(X,n)] =E [ (X))]

n—+o
Si ® est une famille semi-fondamentale qui vérifie I’hypothése
(H), on a : h est un ®-potentiel si et seulement si

Vx tel que A(x) <+ oo, lim E, [2(X, )] = E, [A(X)] (5)

Dans la partie IV, on ne fait plus ’hypothése (A) de séparabilité
sur la famille ¥ de temps d’arrét. On obtient des caractérisations
des ®-potentiels analogues a celles de (3), (4) et (5) en considérant
une famille ®' de temps d’arrét contenue dans ® et qui vérifie
I’hypothése de séparabilité (A).

Evidemment 4 est un %'-potentiel entraine 4 est un ®-potentiel.
On a les résultats suivants :

a) Soit B une famille de temps d’arrét et soit ®' = (r,) une
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suite de temps d’arrét contenue dans . Soit 7= lim 7,. Les
n—>+oo

deux conditions suivantes sont équivalentes :

1) pour toute fonction excessive w, w est un ®-potentiel entraine :
FFw=0

2) h est un B-potentiel , '
et Ke:i =0 < h est un W -potentiel.

b) Soit ®' = (r,) une suite de temps d’arrét contenue dans .
Les deux propriétés suivantes sont €quivalentes :

1) pour toute fonction excessive w, w est un ®-potentiel entraine:

Kg:w=0
2) h est un ®-potentiel
et F,h =0 si et seulement si z est un B -potentiel
(r= lim 7,) '
n—+oo

Dans la partie V, on donne briévement quelques épplications
de la B-théorie.

1) On considére la famille des premiers temps de sortie des
compacts de D ou D est une partie ouverte de E.

2) Soit % la famille des ensembles finement ouverts relativgment
compacts contenus dans un ensemble finement ouvert O. (10).

O est une réunion d’une suite croissante d’ensembles (A,) de
F et d’un ensemble semi-polaire. On applique les résultats a la famille
des premiers temps de sortie des ensembles A, .

Dans ce cas, on utilise les résultats de la partie IV.

3) On introduit ’hypothése de séparabilité sur la famille G,
dans la -théorie du potentiel fin en définissant des ensembles qui
sont I’analogue des compacts dans I’exemple 1. :

Soit O un ensemble finement ouvert, et soit T, le premier
temps de sortie de O. Pour tout entier £k > 0, on pose :

: 1
O, =} xEO|E [e0] <1 — A
On prend pour G la famille des premiers temps de sortie des ensembles
Og. Les résultats de la partie V sont repris dans (9) et d’autres appli-
cations y sont données. Les notations sont celles de (1) et (5).
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Notations et hypothéses.

On suivra [1]. E est un espace métrique localement compact
séparable, (3 est la o-algébre de ses ensembles universellement mesu-
rables et m une mesure sur ®. Soit X = (X,, §,9¢,, P,) un processus
de Markov ayant comme fonction de transition :

P, %, 1) = [ p(t x y) m(dy)

et soit (§2,97) l'espace des événements élémentaires. 9y désigne la
o-algébre sur £ engendrée par les ensembles

{wIX,(WET}, t=20 et TI'€E®@.

I, est la o-algébre sur £, = ({ > t) engendrée par les ensembles
[X€T]ouT'eE® et s€[0,t]. Soient

8. 1) = [Temmtpx,Dydt = [g,0x, ) m@y)

les noyaux de Green, ou g, (x,y) sont des fonctions positives
G3-mesurables.

Les opérateurs P, et G, correspondent aux noyaux p(¢,x,T')
et g (x,I'). Ils envoient I'ensemble V des fonctions @@-mesurables
positives dans lui-méme. Une fonction f de V est excessive si

Vi>0,Pf<f e IlimPf=/f.
t—>0

Soit 7y la mesure de référence [mesure standard [1]] sur la o-
algébre @3.

En particulier v posséde la propriété : il existe des constantes
Cw < + o telles que pour toute fonction excessive 4, on ait :
(h,9) < C,v(h) pour p EW ou W est un systéme support [2, p. 95]:
les fonctions a support compact.

Toute fonction excessive 4 nulle y-p.p. est nulle partout [2,
lemme 1.1 p. 104].

Toutes les fonctions excessives considérées dans la suite sont
intégrables par rapport a la mesure . Soit 2 une fonction excessive
et soit

E,={x€E|0<h(kx) <+ o}
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On pose :
1
— | p(t,x,dy) h(y) si x€E,
P, x, 1) = RO
Ir(x) si x€E-E,
Soit X = (X!, ¢", 9", P le h-processus correspondant  la fonction
de transition p"(¢, x, I').

On peut choisir les processus X", correspondant a toutes les
fonctions excessives £ de facon a prendre le méme espace d’événements
élémentaires et tel que (Xil ,eh, 9'(';) ne dépende pas de h. On écrira :

X" =(X,,¢,9,,PH [cf. 1]

et on ne complétera pas les tribus 9, par rapport aux mesures P;‘.
On omet / dans la notation X" ou P! lorsque # = 1.

On dira qu’une variable aléatoire 7 positive est un temps d’arrét
si :
T<¢ et V20 ; (T <t<{HEN,.

On suppose que :
ViEZ2 0, r<t<{eE,

si et seulement si
Vi=20, (r<t<{EN,.
[13 lemme 3.3 p. 101]

Pour un temps d’arrét 7, on définit sur 2_ = (7 < {) la o-algébre
a,:
AEI, si AEI,ACQ, et VIZ20(A;7<t<{EN,.
On suppose que le processus X est un M-processus spécial [1] et

standard [13] (donc continu a droite). En particulier, la propriété
suivante est vérifiée

Pour toute suite croissante de temps d’arrét (7,) qui tend vers

un temps d’arrét 7, on a :

P, — ps. lim an =X, sur (<Y

n—>+w

On supposera que pour toute fonction excessive %, p.s. 'application :
t = h(X,(w)) est continue a droite.
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Soit 7 un temps d’arrét. Si A€, et xE{0 < h < + oo},
on a : [5, lemme 1, chapitre I]

h(x) PE(A) = E,[1,h(X,)]
Soit # une fonction excessive, on pose :
P h(x) = E, [1,c¢ H(X))]
On dira qu’un temps d’arrét 7 vérifie la propriété (x) si :
Vi>0 706, +t=>171 et 706, +t77 quand ¢\O.

Soit & une fonction excessive, si le temps d’arrét 7 satisfait (%), la
fonction P_#h est excessive.

On fera ’hypothése que tous les temps d’arrét considérés véri-
fient la propriété (x). On définit sur la c-algébre IC [1, 3.7]. Les

mesures : P"(A) :fy(dx) h(x) PI(A)

Soit & le compactifié de Martin construit dans [1] et soit i 'application
de E dans &. On pose :
Z,=i(X,).
Soit & une fonction excessive. Pour x € E,, la limite
Z, = lim Z, existe P} p.s.
t>¢
La mesure u” définie par :
u" () = P"(Z,€T)
est la mesure spectrale de 4.

On a une représentation intégrale sur I’espace des sorties U [1] :
he) = [k, G0 w"d2)
Pour tout x €E,, VAEIL, ou 7 est un temps d’arrét, on a :

heo) PRA) = f &, (o) PR (A) (a2

P'(A) = [P (A) wh(dz)
et si A, et h, sont deux fonctions excessives telles que h, < 4,,
on a : ,
P (A) < P2 (A).
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PARTIE 1

©B-DECOMPOSITION DE RIESZ

DEFINITION 1. — Soit ® une famille de temps d’arrét. On dit
que la fonction excessive h est ®-harmonique si NTE®, on a :
P.h=nh.

Remarque. — Pour un temps d’arrét 7, et une fonction excessive
h, la condition Pk = h équivaut a P*(r = {) = 0. Voir [5, lemme 1,
chapitre IJ.

Sur I’ensemble des fonctions excessives, on considére 1’ordre
fort.

Soient f et g deux fonctions excessives, on dit que f est une
minorante forte de g s’il existe une fonction excessive z telle que
g=f+h

DEFINITION 2. — Soit ® une famille de temps d’arrét. On dit
qu'une fonction excessive h est un ®-potentiel si toute minorante
forte ®-harmonique de h est nulle.

On obtient la décomposition d’une fonction excessive % en
la somme d’une fonction ®-harmonique et d’un ®W-potentiel de la
facon suivante :

Soit §, I’ensemble des fonctions excessives ®-harmoniques infé-
rieure avec l'ordre fort a A.

LEMME 1. — v = sup u est la plus grande minorante forte,
uESh

B-harmonique de h.

Démonstration.
v est excessive [11]

v est W-harmonique : V7€V ; Vx tel que v(x) < + oo,
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E,(v(X,) = E [ sup u(X))] > sup E [u(X,)] = v(x)

uesh uESh

comme E_[v(X,)] < v(x) on a I’égalité.

LEMME 2. — Soit z€W ; k, n'est pas ©-harmonique équivaut
a k, est un ®-potentiel.

Démonstration. — Soit kzl la plus grande minorante ®-harmonique
de k, au sens fort. On a, pour la fonction kzl, les deux possibilités :

k, =0 ou k) =k,,

z
car k, est excessive extrémale.
Pour une famille ®¥ de temps d’arrét, on a une partition de

I’espace des sorties :

‘u.=cllsu cvﬁ

Il

ou Ug = {z€ U |k, est B-harmonique}

Vs=U — Ug ={zE U |k, est un B-potentiel}

LEMME 3. — Soit w une fonction excessive. u" est portée par
U ¢ entraine w est B-harmonique.

COROLLAIRE. — W est un ®-potentiel entraine u" est portée par
V.

Pour avoir une réciproque du lemme 3, on introduit une hypo-
thése de séparabilité sur la famille 6.

DEFINITION 3. — Soit @ une famille de temps d’arrét. Une famille
dénombrable (7,);c; de temps d’arrét contenue dans T est dite
“dominante” si V1 €S, il existe 7; tel que T < T;.

LEMME 4. — Soit ® une famille de temps d’arrét dans laquelle
il existe une famille dominante ®' = (1));e1. Pour une fonction ex-
cessive h, les deux conditions suivantes sont équivalentes :

1) h est ®B-harmonique,
2) h est ®'-harmonique.
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Démonstration.

si. (7<71) ona (r;<{) C(@<Y¥)

1

LEMME 5. — Soit ® une famille dénombrable de temps d’arrét
Pour une fonction excessive h, les conditions :

1) h est B-harmonique,
2) uh est concentrée sur Ug .

sont équivalentes.

Démonstration. — Si h est ®-harmonique, soit 7€ B ; v p.s.
pour x €E, on a :

EH®M] = h(x), or heo) = [k, (x) w(d2)
donc : ./‘[kz (x) — Pk, (x)] udz) = 0 p.p.

On intégre par rapport a 7. Donc, pour z appartenant a un ensemble
u"-négligeable A, on a :

f’y(dx) [k,(x) — P .k, (x)] =0 donc Pk, =k

z

Comme on a une famille dénombrable . u” est concentrée sur Usg.
La réciproque est évidente.

THEOREME — Soit B une famille de temps d’arrét dans laquelle
il existe une famille dominante 6'.

1) Soit h une fonction excessive :
h est ®harmonique si et seulement si u" est portée par Ug.
h est un @-potentiel si et seulement si u" est portée par V.

2) Toute fonction excessive h se décompose en la somme d’une
fonction h' ®-harmonique et d’'un B-potentiel h'' :

h = ‘/:“s k, u"(dz) et hn" = ./“uﬁ k, u"(dz)

Dans la suite, toute famille ® de temps d’arrét contiendra une suite
croissante dominante de temps d’arrét (on ne mentionnera pas a
nouveau cette hypothése).
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De plus on ne considérera que des familles ® de temps d’arrét
qui vérifient les propriétés :

DVT'EV et Vs=>0, sionpose 7'of +s=17, on a
V=20 700, +t=171 sur (7T>1t)p.s. (xx*)
2) Soit 1’1' et 'rée%
posons T, =700, +1
T, = Ty00, +1¢

si T, <7, ona 7,00, + 7 =7, ps (kx%)
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PARTIE II

1. Familles h-fondamentales de temps d’arrét.

DEFINITION 1. — On dira que % est une famille h-fondamentale
de temps d’arrét si @ vérifie la propriété suivante : il existe dans @
une suite croissante dominante telle que :

lim 7, = ¢ P’ ps. pour tour x€E, ={0<h <+ o}

n—+o
Remarque. — Soit (1'") une suite de temps d’arrét :

lim 7, = ¢ P" p.s.  si et seulement si
n—+oo

lim 7, = ¢ P"ps. Vx€E,

n—+oo
On dira fondamentale pour 1-fondamentale. 1-fondamentale entraine

h-fondamentale.

LEMME 1. — Soit h une fonction excessive et soit ® une famille
h-fondamentale de temps d’arrét. La plus grande minorante G-
harmonique de h avec l'ordre fort est la régularisée excessive v de :

u(x) = lim P,nh(x)

n—+oo

De plus : on a v(x) = u(x) pour tout x tel que h(x) < + o

Démonstration. — On utilise au cours de la démonstration le
résultat : si 7 est un temps d’arrét, alors :

P h(x) = E,[n(X,)] = h(x) Ei[7 <§] ; (x tel que h(x) < + )
Pour tout x tel que A(x) < + oo,

u(x) = h(x) EZ[Q(T,. <9l
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Montrons que u(x) est préexcessive : Vx tel que hA(x) < + oo
on a :

AGru(x) < u(x)
NGy u@) = N [TeME [h(X) EA (0 (r, < )] dr =

=2 ./;we""h(x) B[] 1

(t<%) ,,E,nlo. (T o6y+ <) dt

Or, lim 7, =¢ Pf p.s. entraine :
n—>+eo

. _ . h
<y hl_lglw Lrpopre<ty = le<p n‘_‘{’lm lra<t) Px P

a cause de la propriété (*x),
Donc :
AG, u(x) = A j(; e Mh(x) E’;[l(,q) nl_i)r?w I(an)] dt < u(x)
h(x) — u(x) est préexcessive :
Vx tel que A(x) < + o, on a :
E [h(X)] = E [u(X)] = h(x) Eyllgcyy (1 — lim 1, <))
ceci est inférieur a

h(x) Ej[1 — lim 1 <p] = hG) - u@x)

Soit v la régularisée excessive de u [2] lemme 1.2.
v(x) = lim AG, u(x)
A+
D’aprés ce qui précéde, la fonction & — v est excessive. Montrons que
v est ®-harmonique. Il suffit de montrer v p.p. pour x :
P,k v(x) = v(x) Vk entier (voir lemme 4, partie I)

Or, v(x) = u(x) sauf sur I’ensemble polaire {h = + oo}

Il suffit donc de prouver :

Prk u(x) = u(x) v p.p. pour x.
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Pour tout x tel que A(x) < + o, on a :

E [u(X,)] = E,[h(X,) Ey_ (N (1, <)
Tk n

I

hx) Eyl(r, <96, : 0 (1, <)

Il

h(x) E:[Q (r, <Ol

(d’aprés la propriété (xxx)

Montrons que v est la plus grande minorante ®-harmonique
de h.

Soit w une minorante W-harmonique de A :
vn, ona w(x)= Ex[w(XTn)] Y p.p.
Comme w < &, on a :
E,[w(X, )] < E,[h(X, )]

wkx) S ulx) ; wlkx) <v(x) v p.p. entraine w < v partout.

COROLLAIRE. — Soit ® une famille de temps d’arrét. On a :

® est h-fondamentale
si et seulement si lim PGA(X,;)) =0
et h est un ®-potentiel n—>+oo n

(1, étant une suite dominante de ®)

Démonstration. — Supposons ® h-fondamentale.

En appliquant le lemme précédent, & est un B-potentiel si et
seulement si

vy pp- lim P, A(x) =0
n—>+e N
Cela est équivalent a la condition :
P(r, <§) = [ y(dx) h(x) Ei(r, < §) = PIA(X, )]

tend vers O quand »n tend vers I’infini.

Réciproquement, si lim P"(r, <¢) =0
n—>+oo
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lim 7, = ¢ P" p.s. et B est h-fondamentale.
n—>+eo

On voit que cela ne dépend pas de la suite dominante de .

2. Calcul de la plus grande minorante %-harmonique
dans le cas général. '

A chaque suite croissante de temps d’arrét o = (7,) on associe
I’ensemble :

Q=3 1lim 7,=¢ ; vnr1,<¢
n—>+o
Q(a) s’écrit
Q) = ()N L, ()

avec Ql(a)=1 lim Tn'=§; et Q,( ={Vnr1, <}

n—>+o

LEMME 1. — Soit ® une famille de temps d’arrét dans laquelle
il existe une suite dominante croissante a = (7,). Alors les ensembles

Ql(a)=z lim 7, = ¢! et Q@ ={vn 7, <¢}

n—>+o

ne dépendent que de ®. On les notera 2, (®) et §, (V).

Dans le cas ou B est une famille fondamentale de temps d’arrét,
on a vu (§ 1, lemme 1) que la plus grande minorante ®-harmonique
w de h est la régularisée excessive de la fonction :

u(x) = h(x) EX[Q,(¥) N Qz(‘E)]

Dans ce cas particulier, la plus grande minorante ‘®-harmonique
w de h avec l'ordre fort, I’est aussi avec ’ordre usuel, c’est-a-dire
si w' est W-harmonique et si w < A, alors w' < w.

Lorsque < n’est pas une famille fondamentale de temps d’arrét
pour que la fonction :

u(x) = h(x) ELQB) ot Q(B) = ,(BV) N Q,(V)
soit préexcessive, il faudrait faire une hypothése du genre
Vi=20 6,Q2@®@)NE<E)CUDB)

(voir § 1, démonstration du lemme 1).
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Pour une famille ¥ de temps d’arrét, on définit ’ensemble des
translatés de $2(WV)

TQ(B) = Y, (6, 2(BV)N (r < §)]

THEOREME 1. — Soit @ une famille de temps d’arrét dans lequelle
il existe une suite dominante o = (1,). Soit h une fonction excessive.
Alors, la régularisée K, h de la fonction :

u(x) = h(x) E5[TQ(®)]
est une minorante ®-harmonique de h avec l'ordre fort. De plus, on

a u(x) = Kg h(x) pour tout x tel que h(x) < + .

Remarque. — On démontrera que c’est la plus grande minorante
B-harmonique de & avec l'ordre fort, c’est-a-dire :

si w est W-harmonique et si # — w est excessive, alors
w(x) < u(x) v p-p.,

dans le cas ol la famille ® satisfait 4 une hypothése supplémen-
taire (hypotheése H).

On démontre le théoréme 1 en deux lemmes.

LEMME 2. — La fonction u(x) = h(x) E![TQ(®B)] est préexces-
sive.
Démonstration. — Pour tout x tel que A(x) < + o, on a
E [u(X)] = h(x) Ef[(s <) N6, TL(B)]
Or, s<HNOTRT) = (s <) ;J 6,06, 2(®)N(t < D]
t=20

6,[0,2(F)NE <ODIN(G <) =0,,, QB)N(E +5<%)
On a donc :
0,TRT). (6 <) = U [6,2(%). ¢ <2)]

et
E [u(X))] < u(x)
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LEMME 3. — La régularisée excessive de u(x) est une minorante
® -harmonique de h avec l'ordre fort.

Démonstration. — Soit v la régularisée excessive de u. Pour que
h — v soit excessive, il suffit que 47 — u soit préexcessive. Montrons
que pour tout x tel que A(x) < + o, on a :

E, [u(X)] = h(x) Eil(s <) ; TQB))

Soit (7,) une suite dominante de . On pose 7 = lim 7,
n—>+oo

6,[0,2(%B)-(t <] (s <) =
=0,[r00, +t=§;Vnt,00, +1t <] (<Y
=6 <@l +t=9806I[Vn 7,00, +1t<¢]

Comme : 700, +t= lim 7,00, +¢
n—>+o

sur ’ensemble (s < §) (7060, + ¢t = ¢), pour n assez grand, on a:

Tpol, +t>5
Donc :
(1,00, + 1) (W) +s=17,00, +¢

sur Pensemble (s < §) (706, + ¢ = ), on a I'égalité

N6 (1,06, +t < =N (1,00, +1<%)
n n

On montre alors facilement comme dans le lemme 1, § 1 que & —u
est préexcessive.

Montrons que v est ®-harmonique.

Comme (7,) est une suite dominante de %6, il suffit de montrer
(lemme 6, partie I) que y-p.p. pour x et tout entier n. On a :

V=20 E, [u(XTn)] 2 u(x) p.p. puisque v(x) = u(x), sauf sur
I’ensemble polaire {# = + oo} .
Or,

E [u(X; )] = E [h(X,) E,fT [TQ(®)]] =

= h) ELl(r, < §) 0, (Y (<5 6,2(8)]
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L’ensemble :
<06, [V t<6a®]
contient I’ensemble :

(1, <O U 100, +1=% et VKO, (1,00, + 1<)
t>0 n

Or, sur (1, <§) (106, + ¢ =¢) on a, pour k assez grand :
0, (Tgo 0, +1)+7,=100,+ 1t (hypothése sx)

Donc :

(1, <8 U [700, +t=¢ et Yk 0, (1,00, +1<9)]
t=0 n
=1, <O U [100 +1=F% et Vk 7,00, +1<¢]=TQB)
t=0

(voir démonstration lemme 1, § 1).

Le théoréme 1 est donc démontré.

DEFINITION 1. — Soit T un temps d’arrét, on définit les ensembles :

R,= N (100, +t<= N 6<% (3)
0<t<¢ 0<t<t

S, = U (1<) (100, +t=27%) (4)
t=0

R, et S_ définissent une partition de I'espace de probabilité (§ > 0).

THEOREME 2. — Soit T un temps d’arrét ;| pour toute fonction
excessive h +y-intégrable, il existe une fonction excessive unique F,_h
telle que : pour tout x vérifiant h(x) < + o, on a :

F, h(x) = h(x) EX[R,]
Démonstration.

1) Posons v(x) = h(x) E';[RT]. La fonction v est préexcessive,
car pour tout x tel que A(x) < + o, on a, pour s = 0 :
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S\o<t<¢

E [v(X)] = E, [h(xs) Bl (N (g +1< §))] =

= h(x) E! [(s<§’) 6, N (1086, +t<§)]

o<t<¢

Il

h(x) E [(s <O N (100, +1t< §)]
0<t<¢
car :
(100, +5 <)

2(106 +:<8 sur (<9
t

De plus, pour tout x tel que A(x) < + o, on a

T(x) = lim E,[v(X)] = h(x) E{[R,] = v(x)

On voit immédiatement que 7 — v est préexcessive :

E [h(X)] — E [v(X))] =

= h(x) E" [ w<n (1 - fim 1 +,<n)]< h(x) — v(x)

THEOREME 3. — Soit h une fonction excessive <y-intégrable et
soit T un temps d’arrét.

F, h est une minorante de h avec l'ordre fort sur les fonctions
excessives :

h—F,h=Gh ou G,h(x)=h(x)ES]
pour tout x tel que h(x) < + oo,
E, h est une minorante avec l'ordre fort de la fonction excessive

P h.

T

Démonstration. — La premiere affirmation est évidente puisque
R, et S, définissent une partition de £, = ({ > 0)

Montrons que F,/ est une minorante avec 'ordre fort de P_#.

Pour tout x tel que A(x) < + o, on a :

P,h(x) — F,h(x) = h(x) B [(r <O - N e+ 1< g)] =

= h(x) E" [(T<§)0L<)t (t <8 (100, + 1= g)]
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E.[P, n(X,) — F,h(X))] =
= h(x) E! [(s<§)('ro(9s+s<§) U (<8 (o6, +t=§)]
s<t

Comme :
(<o +s<H U < Tel +1=19
s<t

est contenu dans
T<H U @< @0, +t=Y%)
o<t

On a :
E [P, h(X,) — F, h(X)] <P h(x) — F h(x)

Pour une famille © de temps d’arrét dans laquelle il existe
une suite dominante o = (t,), on pose :

R(®) =R, = N (100, +1t<Y)

o<t<¢

ourT= lim 7,
n—>+o

THEOREME 4. — Soit @ une famille de temps d’arrét dans laquelle

il existe une suite dominante o = (t1,) et soit 7= lim 7,, pour
n—>+o

toute fonction excessive h, la fonction excessive F, h est une minorante
®-harmonique de h avec Uordre fort.

Démonstration. — Montrons que v = F, h est harmonique. Il suf-
fit de voir que ~y-p.p. pour x

E, [B’(XTn)] = 7(x) pour tout entier n.

Or, v (x) = v (x) sauf sur ’ensemble {# = + o} qui est polaire,
donc :
E[¥(X, )] = E,[v(X, )]

Si A(x) < + o, on a :

E [v(X, )] = h(x) E [(T" <) nq (100, + 1t < g)]
n o<t

Or :
(1, <HO20@ <Y
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Donc :
h(x) E" [(r,, <O N (108 +1t< g)] = v(x)
o<t<t

On a ainsi obtenu deux fonctions excessives F, h et K h qui
sont des minorante @-harmoniques de 4 avec I’ordre fort a 'aide des
ensembles TR (V) et R(V).

Etude des ensembles TS2(B) et R(B).

Soient 7, et 7, deux temps d’arrét tels que 7, < 7,. On note
Q(r, ,7,) lensemble {7, = ¢ ; 7, < ¢}. On appelle 8 la classe des
ensembles de la forme (7, , 7,) ol 7, et 7, parcourent I’ensemble des
temps d’arrét ; et soit S la o-algébre engendrée par 8.

Remarque. — On peut toujours supposer 7, =7, dans (71, , 7,).

LEMME 4. — & est une semi-algébre de Boole dans 2, = (¢ > 0)
(6 p.25).

Démonstration. — ¢ €8 puisque Q(7,7) = ¢ ; , € §$ puisque
Q.0 = 2
S est stable par intersection finie car
Q1 )NQ>, 7)) ={inf(r , 7)) =§¢ ; sup(r,,7)) <§}
Le complémentaire de (7, ,7,) = {'r1 < §YU{r, = ¢} est réunion

disjointe et finie d’éléments de §.

LEMME 5. — Soient w et h deux fonctions excessives. Si w est
inférieure ou égale a h avec lU'ordre fort, alors Vx tel que h(x) < + oo,
ona:

w(x) EY[Q(r, , 7,)] < h(x) EX [Q(7, , 7,)]

De plus, pour tout A€ 8 on a :

w(x) E¥[A] < h(x) EX[A]
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Démonstration.
wx) E¥[Q(r, , )] = E[w(X, )] — E [w(X,)]
h(x) B2 (Q(r, 7)1 = B [h(X, )] — E[h(X, )]

Comme & — w est excessive et que 7, < 7,, on a le premier résultat
en appliquant le théoréme d’arrét de Doob.

La deuxiéme relation :
w(x) E¥ (A) < h(x) EL(A)

si A €8 résulte immédiatement du lemme 4 et de (6)-prop. 1.6.1 p. 25)
puisque les fonctions d’ensembles Z(x) Eﬁ(-) et w(x) EY(-) sont
g-additives sur §.

LEMME 6. — Soient h, et h, deux fonctions excessives. On pose :
h(x) = hy(x) + hy(x)

Pour tout ensemble A appartenant a la tribu S, on a Vx tel que
hix) <+ o

h(x) EX(A) = hy (x) E"[A] + h, (x) E'2[A]

Démonstration. — En effet, pour tout x tel que A(x) < + oo,
on a

h) EAQ(r, 7)) = E [h(X,)] = E (X, )]
en prenant 7, = T,.
Or :
Ex[h(XTi)] = Ex[hl(XTi)] + E, [h, (XTi)] ;i=1,2
donc, pour tout x tel que A(x) < + o0
h(x) E:[Q(v'1 , )] = h(X) EQI[Q(T1 7)) + hy(x) E::2[SZ(1'l , 7))
pour tout élément £2(7, , 7,) appartenant 4 8.
Les deux fonctions d’ensembles :
h(x) E'[-] et h,(x) EL[:] + hy (x) E2[-]

~

coicident sur §, donc sur 8.
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LEMME 7. — Soit h une fonction excessive et \ un réel positif,
on a : pour tout ensemble A appartenant a la tribu § et pour tout
x tel que h(x) < + oo,

h(x) EL(A) = h(x) EY'(A)
Démonstration. — Soit 7 un temps d’arrét. Pour tout réel A
positif, on a
A (x) B[t < §] = AE,[1(X,)] = E.[NA(X,)] = N (x) EM* [ < ¢)

LEMME 8. — Soient (h,) une suite croissante de fonctions exces-

sives, et soit h = lim h,. Alors, pour tout ensemble A, appartenant
n—>+oo
a la tribu § on a, pour tout x tel que h(x) < + o

h(x) El[A] = lim h, (x) EX7[A]

Démonstration. — Pour tout x tel que h(x) < + oo, et tout
élément Q (7, ,7,) de $, on a :

h(x) EXQ(ry 7)) = lim  h, (x) By [Q(7, ,7,)]
en utilisant toujours :
h(x) EjlQ(r, 1)) = E,[h(X,))] -~ EA(X, )]

On prolonge a $.
Soit A€ S :

lim sup &, (x) E.*(A) < h(x) E"(A) < lim inf A (x) E."(A)

n—>+o n—+o

LEMME 9. — Soit B [l'ensemble aléatoire :
B ={(t, w) | weEH,QB)}

Alors, la projection de B sur S est égale a TS (W). Si on munit
R, de la tribu borélienne @3, I'ensemble aléatoire B est une partie
mesurable de l'espace produit (R, x Q, B® 8) [7].
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Démonstration. — On définit le processus B,(co) =151, w).

Soit (7 ) une suite dominante de ¥ et soit 7 = lim 7.
k —> +oo

Pour tout k, on définit le processus B* par :
BY(w) =1 si web,[r=¢ ; 1, <{]
Bf (w) = 0 sinon
1) Pour tout k, le processus Bf est continu a droite.
Soit (f,) une suite décroissante de réels qui tend vers f. Si
Vn wEth[T =¢ , 17 <] aors webr=¢ ; 17,<{]
En appliquant la propriété (*). On a :

lim 706, +t,—t=r, d’onr lim 700, +1t,=700,+¢

n—>+o n— n—>+oo
Si Vn wQEth[T: £ ;5 1, <¢] alors wWEO[T=¢ ;5 T <§]
2) On approche (Bf) par des processus B¥" = (B’,"") qui sont
@B ® S-mesurables.
On pose, pour tout entier n
Bf'" (w) = By(w) Ifpoy + 2 By - 1 ho,oht)
h n n n ’

On a B:‘= lim B’:'" puisque Bf est continu a droite.

n—>+o
Bk " est 8 mesurable puisque pour ¢ fixé, '’ensemble 0, [7 = §, 7, <{]
est S-mesurable. Donc B est 038 S-mesurable.

3) Pour tout ¢, B, = inf B’: = lim B’,‘ est @3®S-mesurable.
k

k—>+o0

COROLLAIRE. — Soit P une mesure de j-obabilité sur %, alors
T (V) appartient a la tribu complétée de s par P. En particulier,
soit h une fonction excessive, et soit la probabilité P;‘ , alors TS2(B)
appartient a la tribu ghcomplétée de S pour Pl

Démonstration. — Cela résulte immédiatement au théoréme 20
chapitre 1 [7].



92 HELENE AIRAULT

Pour une fonction excessive 4, on a défini la fonction excessive
Kg h par :

Vx tel que h(x) <+ oo, K h(x) = h(x) Eﬁ[TQ(‘@)]

THEOREME 5. — 1) Soient h, et h, deux fonctions excessives
et soit h = h, + h,, alors :

Keh = Kgh, + Kgh,
En particulier, si h et w sont deux fonctions excessives telles que

h — w est excessive, alors :
Kew < Kgh
2) Soit h une fonction excessive et soit \ un réel positif, on a :
Kg(Ah) = AK A
3) Soit h, une suite croissante de fonctions excessives et soit

h= lim h, ona:
n—>+o

Kgh = lim Kgh,

n-—>+eoo

[la suite Kgh, n’est pas croissante]

Démonstration.

1) Soit P une probabilité qui domine P:, P:‘ et P:2. D’aprés
le corollaire du lemme 9 :

TQ(®) = LUN
ou L appartient a la tribu S et N est P;' et P-négligeable. D’aprés
le lemme 6 :
h(x) EL[L] = h,(x) E5'[L] + hy(x) Ey2[L]
2) Résulte immédiatement du lemme 7.

3) On prend une probabilité P qui domine th et P:", Vn et
on passe a la limite en utilisant le lemme 8 et le corollaire du lemme 9.

LEMME 9. — L’ensemble (R(®) appartient a 3.
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Démonstration

N ('ro()t+t<§‘)=ﬂ+(1'o(9r+r<§')
>0 reQ
r<g¢

(son complémentaire appartient a g).

THEOREME 6. — Soit T un temps d’arrét.

1) Soient h, et h, deux fonctions excessives et soith = h, + h,,
alors :
F,h=F h, +F. h,

En particulier, si h et w sont deux fonctions excessives telles que :
w < h, alors :
F.w<Fh

2) Soit h une fonction excessive et N\ un réel positif :
E (Xh) = \F, h

3) Soit h, une suite croissante de fonctions excessives et soit

h = lim h,, alors :
n-—>+o

F,h = lim F,h,

r
n—+o

(La suite F, &, n’est pas croissante)

Démonstration. — 11 suffit de mettre R_ 4 la place de TS2(%B)
et de prolonger comme dans le théoréme 5.

Remarque. — h; < h, n’entraine pas F_ h, < F_h,.

Dans le cas de la translation uniforme sur R, vers la droite,
soit &, la fonction excessive de mesure spectrale €{0) [mesure de
Dirac au point {10}] et h, la fonction excessive de mesure spectrale
€(,}- Soit

A=[1,+1] etsoit 7=inf{r>0|X,EA]
F,hy=h, mais Fh,=0

Soit S le cone des fonctions excessives et 7 un temps d’arrét. Pour
tout élément de S — S, de la forme u =u, —u, ou u, €S et
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u, €S, onpose: Fu=Fu —Fu, Fuestdéterminé de maniére
unique [théoréme 6, (1)] F, définit une forme linéaire sur I’espace
vectoriel S — S, non positive en général.

Calcul de la plus grande minorante G-harmonique d’'une fonction
excessive h.

THEOREME 7. — Soit ® une famille de temps d’arrét dans laquelle

il existe une suite dominante o = (7,) et soit T = lim 7,.
n—>+eo

Pour toute fonction excessive h, la plus grande minorante
@ harmonique de h est la régularisée excessive w = F.h + Kgh de
la fonction :
wx) = h(x) EZ[TQ(‘E) UR,]
et Pon a w(x) = w(x) pour tout x tel que h(x) < + oo,

Dans la démonstration, on va utiliser le lemme suivant.

LEMME 11. — Si w est ®-harmonique, pour tout x tel que
wkx) < + o, on a :

w(x) EY[TR(B)] = w(x) EY [,So <9 e,sz,(‘ts)]
Démonstration. — w est @¥-harmonique entraine, pourvtout X
tel que 0 < w(x) < + o

E,[w(X,)] = w(x) E¥[r, 00, + t <] Vn

donc
wx) EX[1,cp) — Lryo0,+1<py] = 0 V1
c’est-a-dire :
Py ps. 1<) = (1,00, +t<%
Or :

TRE®@) = U [1e6, +1=¢ 3 Yn (5,00, +1<8) 5 (1 <9)]

donc :
P [TQ(®)] = P)[S,]
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Démonstration du théoreme 7. — Les deux ensembles TQ(®B)
et R(W) sont disjoints, donc la régularisée excessive w de :

w(x) = h(x) ' [TQ®)] + h(x) E'[R,]

est une minorante ®-harmonique de 4.
C’est une minorante avec l'ordre fort puisque, pour tout x tel
que h(x) < + oo,
E, [w(X))] = h(x) Ef[(s < &) R.] + h(x) EX[(s <§) TQ(B)]

(voir démonstration du lemme 3 et démonstration du théoréme 2).

Donc :
E,[h(X,) — w(X)] <h@x) Ei[s <§) — (s <HNRUTQDB))]
Montrons que w est la plus grande minorante g-harmonique de
h avec lordre fort.

Soit # une minorante ®-harmonique de & avec l'ordre fort.
Alors pour tout x tel que A(x) < + o, on a :

ux) EL[TQ(®)] < h(x) E,’C’[TQ(%)] (théoréme 5) (6)
et
u(x) EL[R(V)] < h(x) E,'" [R(®)] (théoreme 5) (7
D’aprés le lemme 10 :
u(x) EX[TQ(®)] = ulx) EX[S,] (8)
En ajoutant (6) et (7) et en utilisant (8) on obtient :
u(x) < h(x) Ef [TQ(B) UR(B)]
puisque :
£, = R(WUS,
et :

ux) EL[R(®) VS, ] = ulx)

3. Compléments — Problémes sur les mesures spectrales.

On peut calculer la mesure spectrale de la réduite forte F_h
d’une fonction excessive 4 si 7 est un temps d’arrét tel que :
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Tof, +7=17, ps.

LEMME 1. — Soit w une fonction excessive et T un temps d’arrét
tel que
Tol, +7=17 ps.

Soit h une fonction excessive inférieure a P_w avec l'ordre

fort, alors F . h = h.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que G, & = 0.
Or :
S, = U (< @eb,+t=0= U, (< (o6, +r=5)
t=20 reqQ

Comme on a une réunion dénombrable, il suffit de montrer que
Vt>0,0ona: Vx tel que h(x) < + oo

hx) EBA[(t <§) (100, +t=0]=0
Or :

Donc :
h(x) ER [t <8 (106, + 1 = D] <
<SP w) ESY[(t<§) (100, +t = )]
P,wx) EX [(t <§) (100, + 1= )] =
= E,[P,w(X)] — E, [Ey (P, w(X,))]

Or :
P,w(X,) = EXT[w(X,)] = w(X,)
car
Tol, +7=1
Donc :

Pwx)Ey[(t<8) (100, +1=08]=0

COROLLAIRE (8). — Soit w une fonction excessive, T un temps
darrét tel que To6_+ 7= 1 ps. Si h est une fonction excessive
inférieure a P_w avec l'ordre fort, alors P_h = h.

Démonstration. — F.h < P h < h.
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THEOREME 1. — Soit T un temps d'arrét tel que 700, +7=1
p.s. et soit w une fonction excessive. F_w est la plus grande fonction
excessive qui est inférieure a w et a P, w avec I’ordre fort, c’est-a-dire :

h<w e h<Pw entraine h<Fw

En particulier :
Fow

W' = inf (u"T, u)
Démonstration. — h < P, w entraine d’apres le lemme 1 F A=h.

Comme h <K w,on a F . h < F w, donc h < F_ w.

D’apres le théoréme 3, § 2, F_h est une minorante avec l'ordre
fort de & et de P_h.

Remarques :

1) En général, pour une fonction excessive w, la mesure spectrale
uF peut étre strictement inférieure a inf (u"7" ; u®).

Par exemple, considérons le balayage fort des fonctions excessives
dans le cas de la translation uniforme sur R de vitesse 1.

Le semi-groupe P(z, x, S) = lg(x + 1)

Les fonctions excessives sont les fonctions décroissantes et con-
tinues a droite. La mesure de Lebesgue est une mesure de référence,
et la fonction de Green est g(x, u) = llx',r“,[(u).

Soit & la fonction excessive de mesure spectrale €0} + €5}

h=2 si x<0
h=1 si 0s<x<2
h=0 si x=2

Balayons & sur A = {0} U {2}. Soit T, = inf {¢ > 0| X, € A}
P,A(x) = E, [h(XTA)] =1 si x<0
P,a(x) =0 si x=0
la mesure spectrale de P A est pPAh = €0

P,h est donc inférieure & h avec l'ordre fort, mais F,h # P, h,
en effet :
Fph(x) = h(x) E{[Ry,]1 = 0
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2) L’hypothése : 70 0, + 7 = 7 n’est pas nécessaire pour que :
-, P
p' = inf (u, w1

Dans le cas du semi-groupe de la translation uniforme sur R de
vitesse 1. Soit A la réunion de 'ensemble des points de la suite

1
1 —— et du point {1}, et soit 4 la fonction excessive de mesure
n

spectrale €1}

On a :
F,h = P,h =h

LEMME 2. — Soit ® une famille fondamentale de temps d’arrét
et soit T un temps d’arrét n’appartenant pas forcément a 6. Si h
est une fonction excessive ®-harmonique, alors FTh est la plus grande
minorante 6-harmonique de P.h avec l'ordre fort.

En particulier : . -
p'T = inf (uh,

Démonstration. — Soit ® une famille fondamentale, et soit (7,)
une suite dominante de ®. La plus grande minorante ®-harmonique
de P_h pour Pordre fort est, pour tout x tel que A(x) < + oo,

u(x) = lim E,[P h(X,)] = h(x) E;‘[nl_i)n:m 1(“07’1””«)]

n—>+o

si (1, <) P:’ p.s. comme ,,_l,ier 7, =§ ona:

o = o
fn\ (7 BTn +7, <= 0<(ti<g (106, +t <9
Donc :

u(x) = F h(x)

COROLLAIRE 1. — Si A est un ensemble fermé polaire, pour toute
fonction excessive w telle que u¥ est portée par A, on a, pour tout
ensemble presque-borélien B :

r .
p B = inf (ue , u"B")

ou Fyw=F, w avec 7y, =inf{t> 0|X,€B}

B
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COROLLAIRE 2. — Soit ® une famille fondamentale de temps
d’'arrét et, soit h une fonction excessive et T un temps d’arrét n’ap-
partenant pas forcément d 8. La plus grande minorante &-harmonique
de P, h pour l'ordre fort est aussi une minorante de h pour 'ordre fort.

Démonstration. —h = h; + h, ou h, est ®-harmonique et &,
est un Gpotentiel. P4 = P_h, + P_h,. Soit (7,) une suite dominante
de 6. La plus grande minorante ®-harmonique de A est

u(x) = lim an P_h(x)

n—>+oo

= lim P_P.h (x)
n—>+e N
D’aprés le lemme 2, u(x) = F_h, (x).
C’est aussi une minorante de & avec l'ordre fort.
Soit @ une famille de temps d’arrét séparable. Soit B un ensemble
presque-borélien. Peut-on ‘‘calculer” comme dans le lemme 2 la

plus grande minorante ®-harmonique avec I'ordre fort, de Pyh et
de h pour une fonction excessive & ?

Pgyh est la réduite :
Pgh(x) = E, [h(XTB)] vx tel que h(x) < + oo

ou
Tg = inf {t > 0| X, € B}
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PARTIE III

PARTITION DE L’ESPACE DES SORTIES
CARACTERISATION DES %5-POTENTIELS — CAS PARTICULIERS

1. Décomposition de Riesz.

Soit o = (7,) une suite croissante de temps d’arrét qui tend
vers 7. L’ensemble S_ (Définition 1, § 2, partie II) contient I’ensemble :

T (o)

1

U<y o,
t>0
Q(a) étant I’ensemble :

{r=¢ ; vnr, <7}

En particulier, si 2 est une fonction excessive G, h = K h.

Soit ¥ une famille de temps d’arrét dans laquelle il existe une
suite dominante a = (7,,).

DEfrINITION 1. — Une fonction excessive h est ®g-harmonique si
E_h = h. Une fonction excessive h est ©g-harmonique si Kgh = h.

LEMME 1. — Soit w une fonction excessive ®-harmonique.

w est ®g-harmonique si et seulement si G w = w

Démonstration. — Si w est G -harmonique, pour tout x tel que
w(x) <+ o, ona P’ps. : TS(w) = S_ avec :

7= lim 7,
n->+o

(voir lemme 11, § 2, partie II).

LEMME 2. — Soit z€U et k, la fonction excessive extrémale
associée. Les seules possibilités sont :

F. k, =k, F.k,=0 F .k, =0
@ ORI ®’
et Kok, =0 et Kgk. = &, et Kok, = 0
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Démonstration. — D’apres le théoréme 7, § 2, partie II, et le
lemme 4, partie I, § 1,
F,k, + K.k, =k, ou F k, + Kk, =0
Comme F_k,=0 ou k, [lemme 1, chap. IV, § I, [S], on a le
résultat.
DEFINITION 2. — On pose
F
Ug={z€EUI|F k, = k,}
K
Ug ={zEU |K k, = k,}
on a alors une partition de l’espace des sorties U
F K
U= Uy U U UYy
LEMME 3. — Soit h une fonction excessive.

. . . , F
h est ®Vg-harmonique si et seulement si u" est portée par Us.

h est G -harmonique si et seulement si u" est portée par Clll;.
Démonstration. — Cela résulte immédiatement des formules :
— h
E h= fFTkz n'(dz)

et Kgh = fK,., k, u(dz)

et du théoréme 1, partie 1.

2. Hypothése (H).
DEFINITION 1. — Soit ® une famille de temps d’arrét dans laquelle
il existe une suite dominante (7,). Soit

7= lim 7,
n-—+o

On dit que @ vérifie 'hypothése (H) si toute fonction excessive
w qui est ©-harmonique, est © -harmonique.
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THEOREME 1. — Soit® une famille de temps d’arrét dans laquelle
il existe une suite dominante a = (7,). La famille <6 vérifie I'hypothése
(H) si et seulement si pour toute fonction excessive h, la plus grande
minorante ©-harmonique de h avec l'ordre fort est la fonction excessive
Kgh

Démonstration. — Supposons que B vérifie 'hypothése (H). Soit
h une fonction excessive. Il faut montrer : si w est ®-harmonique
et si & — w est excessive, alors

w(x) < u(x) y-p.p. ou u(x) = Kgh(x)

D’aprés le théoréme 5, partie II, § 2, # — w est excessive en-
traine :
Kew < Kgh

Comme w est ®-harmonique, et puisque B vérifie '’hypothése (H),
on a:
wx) < ulx)
Réciproquement, montrons que % vérifie l’hypothése (H).

Soit w une fonction B-harmonique. D’aprés 'hypothése, Ko w = w
donc w est ®y-harmonique.

LEMME 1. — Soit ® une famille de temps d’arrét dans laquelle
il existe une suite dominante o = (1,). La famille 6 vérifie I'hypo-
these (H) si et seulement si : ‘lil; = ¢.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la définition 1
et du lemme 3 § 1.

THEOREME 2. — Soit @ une famille de temps d’arrét dans laquelle
il existe une suite dominante o = (1,). Soit

7= lim 7,
n—>+o

Les deux conditions suivantes sont équivalentes :
1) @ vérifie 'hypothése (H).

2) Pour toute fonction excessive h, on a : F h = 0.
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Démonstration.

2) = (1) d’aprés la définition 1, puisque R, et S_ définissent
une partition de I’espace de probabilité £, = (§ > 0).

= (2
Si h, est ®-harmonique, z, (x) Ezl (R,) = 0 d’aprés la définition 1.
Si A, est un ®-potentiel, d’aprés le théoréme 2, § 2,
h
h,(x) E2Z(R,) =0

toute fonction excessive # étant égale a la somme d’une fonction
®-harmonique #,, et d’'un ®-potentiel k,, on a :

he) ELR.] =, (0) B[R] + hy(x) EQ(R,]

d’aprés le théoréme 6, § 2, partie II).

COROLLAIRE. — Soit @ une famille de temps d’arrét dans laquelle
il existe une suite dominante o = (71,).

La famille satisfait a I'hypotheése (H) si et seulement si on a la
caractérisation suivante des G-potentiels. h est un ®-potentiel si et
seulement si : Kgh = 0.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement du lemme 1 et
du théoréme 2.

3. Hypothése (R).

DEFINITION 1. — Soit ® une famille de temps d’arrét dans laquelle
il existe une suite dominante (7,). Soit

7= lim 7,
n—+o

On dit que % vérifie 'hypothése (R) si toute fonction excessive
w qui est B-harmonique, est Bg-harmonique.

LEMME 1. — Soit @ une famille de temps d’arrét dans laquelle
il existe une suite dominante a = (7,).

La famille 6 vérifie 'hypothése (R) si et seulement si Clllé= 0.
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Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la définition 1
et du lemme 3, § 1.

THEOREME 1. — Soit @ une famille de temps d’arrét dans laquelle
il existe une suite dominante o = (7).

La famille G vérifie Uhypothése (R) si et seulement si pour
toute fonction excessive h, la plus grande minorante ®-harmonique
de h avec l'ordre fort est la fonction excessive F, h.

Démonstration. — Elle est copiée sur celle du théoréme 1.

Supposons que B vérifie I'hypothése (R).

Soit & une fonction excessive. Il faut montrer : si w est®-
harmonique et si &z — w est excessive, alors w(x) < F, A y-p.p. D’aprés
le théoréme 6, partie 2, § 2, h — w est excessive entraine F, w < F_h.

Comme w est ®-harmonique, d’aprés I’hypothése (R), on a
w(x) < F hx).

Réciproquement, montrons que B vérifie (R). Soit w une fonction
excessive ®-harmonique. D’aprés ’hypothése, on a : F . w = w.

COROLLAIRE. — Soit ® une famille de temps d’arrét dans laquelle
il existe une suite dominante o = (7,) et soit
7= lim 71
n—>teo

® satisfait a (R) si et seulement si les G-potentiels sont caractérisés
par : F L w = 0.

THEOREME 2. — Soit B une famille de temps d’arrét dans laquelle

il existe une suite dominante o = (71,). Soit T = lim 7,. Les deux
n—+o

conditions suivantes sont équivalentes :
1) @ vérifie 'hypothése (R)

2) Pour toute fonction excessive h, on a : Kgh = 0.
Démonstration. — Pour toute fonction excessive h, h = h, + h,

ou i, est ®-harmonique et 4, un ®-potentiel. Ona : h, =F,_h, car
% vérifie I’hypothése (R), donc Kg i, = 0.
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Comme 4, est un ®-potentiel (théoréme 1, § 2, partie II), on a:
Kgh, =0 donc Kgh =0 (théoréme S, § 2, partie II).

Réciproquement :
soit w une fonction excessive qui est ®-harmonique.
On a w(x) EY(TQ(W)) = 0 d’aprés 2.

D’apres le théoréme 7, § 2, partie II : F, w = w.

4. Familles semi-fondamentales de temps d’arrét.

Remarquons que la condition % (x) E:(Q (®)) = 0 n’entraine pas
en général h(x) E![TQ(®)] = 0.

h est un B-potentiel entraine (théoréme 1, § 2, partie II).

h(x) EZ[TQ(®)] = 0, donc h(x) E?(Q(%®)) = 0 pour tout
x€{0 < h < + o},

Pour avoir une réciproque on est amené a poser la définition
suivante :

DEFINITION 1. — Soit @ une famille de temps d’arrét dans laquelle
il existe une suite dominante a = (1,).

On dit que T est semi-fondamentale s'il existe une suite (T,)
de temps d’arrét tels que :

TQE®) = U 05 QB)-(T, <)

THEOREME 1. — Soit B une famille semi-fondamentale de temps
d’arrét et soit :

7= lim 7,
n—>+oo

ou (t,) est une suite dominante de .

Si %% vérifie I'hypothése (H), on a h est un ®-potentiel si et
seulement si

vx tel que h(x) <+ o, lim E[a(X,)] = E [h(X,)]
n—>+oo n
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Démonstration. — D’aprés le corollaire du théoréme 2, § 2. & est
un G-potentiel si et seulement si

pour tout x tel que A(x) < + oo, h(x) E! [TQ(®)] = 0.

Supposons que Vx tel que A (x) < + oo, on ait A (x) Ez [2(®)]=0
alors on a pour tout temps d’arrét 7 :

h(x) Ef[(r < §) 60, Q(®)] =
= h(x) E} [E:_T(Q(‘ZS))] = E, [n(X,) EQT(Q(‘E))]
Or, I’ensemble { x | A(x) < + oo} est polaire donc
h(X,) E’;T[SZ(%)] =0
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PARTIE IV

CAS D’UNE FAMILLE ¥ DE TEMPS D’ARRET NON SEPARABLE

Dans les § II, III, précédents, on a toujours considéré une
famille G de temps d’arrét qui vérifiait ’hypothése de séparabilité :
il existe dans ® une suite croissante dominante de temps d’arrét.

On ne fait plus maintenant cette hypothése sur ® ; on va voir de
quelle facon on peut tout de méme obtenir des caractérisations des
®-potentiels.

LEMME 1. — Soient % et G' deux familles de temps d’arrét telles
que B' est contenue dans B. h est un B'-potentiel entraine h est
un G-potentiel.

Démonstration. — Soit w une minorante ¥-harmonique de h
avec l'ordre fort, w est ®'-harmonique. Si 4 est un ®'-potentiel,
w = 0 donc h est un B-potentiel.

Réciproquement, on suppose que B'C B et soit 4 un B-potentiel,
on cherche a quelle condition % est un ®'-potentiel.

DEFINITION 1. — Soit ® une famille de temps d’arrét et soit
T un temps d’arrét n’appartenant pas forcément a 6.

On dit que T vérifie la condition (Hg) si pour toute fonction
excessive w qui est un @-potentiel, on a : F w = 0.

F. w est définie, Théoréme 2, § 2, partie II, par :
vx tel que w(x) < + o0

F,w(x) = w(x) E* [0 n_ o6, +1< §)]

<t

LEMME 2. — 7 vérifie (Hg) si et seulement si Yz € Vg, on a
F,k, = 0.

Soit B' une famille de temps d’arrét dans laquelle il existe une
suite dominante. a = (1,). Alors 7= lim 7, ne dépend pas de

. 3 né*‘”
la suite dominante ().
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DEFINITION 2. — Soit ®' une famille de temps d’arrét dans laquelle

il existe une suite dominante o = (71,) et soit T = lim 7,. On dit
n—>+o

que B vérifie (Hg) si T vérifie (Hg ).
Remarque. — ®' vérifie toujours ’hypothése (Hg).

THEOREME 1. — Soit ®' une famille de temps d’arrét dans laquelle
il existe une suite dominante. Les deux conditions suivantes sont
équivalentes :

1) B vérifie (Hy)

2) h est un V-potentiel entraine h est un B'-potentiel si et
seulement si :

Vx tel que h(x) < + o, h(x) E"[TQ(B)] = 0

®' n’est pas forcément contenue dans 6.

Démonstration. — Soit « = (7,) une suite dominante dans B’

et soit 7 = lim 7,. Supposons que B’ vérifie (H,).
n—>+o

Soit A un V-potentiel, on a (définition 1) Vx tel que h(x) < + oo,

E,h(x) = h(x) E" [o<?<§'(1'o 6, + 1< g)] =0

Comme la plus grande minorante %'-harmonique de & est (théo-
réme 7, § 2, partie II) :

h(x) E'; [TR(B)] + F,h(x) pour tout x tel que h(x) < + o

h est un ¥-potentiel équivaut a : h(x) E? [TQ(%' )] = 0 pour tout
x tel que A(x) < + oo,

Réciproquement, supposons que %' ne vérifie pas la condition
(Hg) : alors il existe un ®G-potentiel w tel que F,w > 0

F,w= fFThz u*(dz)

u* est portée par ¥, (corollaire du lemme, 5, § 1, partie I) doncil
existe un ®-potentiel k, tel que F_k, > 0 soit F_k, =k, donc k,
est ®-harmonique, partie 1I, § 2, théoréme 3, et on a :
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ko(x) Ex* (S,] = 0 donc &, (x) B [TQ(B)] = 0
2) n’est pas vérifiée.
COROLLAIRE. — Soit ® une famille de temps d’arrét et soit
B = (7,) une suite de temps d’arrét contenue dans 6. Soit

7= lim 71,
n—+o

Les deux conditions suivantes sont équivalentes :
1) Pour toute fonction excessive w, w est un@-potentiel entraine
F,w=0.
2) h est un W-potentiel si et seulement si
et h(x) E"[TQ(®")] = 0 | h est un B -potentiel.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement du lemme 1 et
du théoréeme 1.

Remarque. — ' vérifie (H) entraine ¥’ vérifie (Hg).

DEFINITION 3. — Soit ® une famille de temps d’arrét et soit
®' = (1,) une suite croissante de temps d’arrét n’appartenant pas

forcément a B. On pose T = nli)n}w 7,. On dit que (7,) vérifie 'hypo-

thése (Rg) si pour toute fonction excessive h Qui est un B-potentiel,
on a : pour tout x tel que h(x) < + o, h(x) E} [TQ(%")] = 0.

LEMME 3. — La suite ®' = (1,) vérifie (Rg) : si et seulement si
VZE¥V, ona: k(x)EZ[TQI)] =0

pour tout x tel que k,(x) < + oo.
Remarque. — Si on prend B = (7,), ® vérifie (Rg).

THEOREME 2. — Soit ® une . famille de temps d’arrét et soit
®' = (r,) une suite de temps d’arrét. On pose :

7= lim 71,
n-—>+oe
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Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
1) ¥ vérifie (Rg).

2) h est un W-potentiel entraine h est un ®'-potentiel si et
seulement si F_h = 0.

®' n’est pas forcément contenue dans B.

Démonstration. — Montrons que 1) entraine 2).

Soit 4 un ®-potentiel, 1) entraine Vx tel que A(x) < + oo,
h(x) E'; [TQ2(®')] = 0, la plus grande minorante au sens fort, B'-
harmonique de & est égale a F_ h.

Théoréme 7, § 2, partie II.
Donc h est un ¥-potentiel si et seulement si F, 42 = 0.
Réciproquement, 2) entraine 1).
Si 1) n’est pas vérifié, il existe un ®-potentiel k, tel que
Kg,k:(x) = k: (x) EZ [TR(T)] > 0
Kg,k, = ak, avec a > 0 donc k, est ®-harmonique (théoréme 1, § 2,
partie II).
Ona: F k # k, donc F;k,=0.

Remarque. — ®' vérifie (R) entraine ®' vérifie (Rg).

COROLLAIRE — Soit ®' = (1) une suite de temps d’arrét contenue
dans ©. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1) B vérifie (Ry).
2) h est un W-potentiel
et F.h=0 si et seulement si

(T = lim 7 ) ) h est un %'-potentiel.
nte

THEOREME 3. — Soit ® une famille de temps darrét et soit
®' = (r,) une suite croissante de temps d’arrét contenue dans 6.
Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1) B' vérifie (Hy) et (Rg).
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2) Pour toute fonction excessive w, la plus grande minorante
®-harmonique avec l'ordre fort de w est F w + Ky w.

Démonstration. — Soit w une fonction excessive, w = w, + w,
ou w, est W-harmonique et w, est un W-potentiel ®-décomposition
de Riesz ; partie I).

Comme B’ C B, w, est ®harmonique ; donc :
F,w, + Kgw, = w, (théoréme 7, partie II).
Le Théoréme 5 et le théoréme 6 (partie II) entrainent :
F,w+ Kgrw=w +Fw, +Kgw,
Comme ®' vérifie (Hy) et (Rg), on a :
Fw, + Kggw, =0 donc: w =Fw+Kgw
Réciproquement, soit w un ®-potentiel, sa plus grande minorante

®-harmonique avec 'ordre fort est nulle, donc F w+Kg w=0.

Remarque. — Soit B une famille de temps d’arrét et soit ®' = (r,)
une suite croissante de temps d’arrét contenue dans ®. On a I'équi-
valence des deux conditions :

1) @' vérifie (Hy) et (Ry).

2) h est un ®W-potentiel si et seulement si 2 est un ®'-potentiel.
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PARTIE V

EXEMPLES DE ®FAMILLES DE TEMPS D’ARRET

1. Cas des fonctions harmoniques dans un ouvert de E.

— Soit D un ensemble ouvert de E. On dit que la fonction
excessive /# est harmonique dans D si E, [A (XTP)] = h(x) pour tout
x€{0 < h < + oo} et tout compact I' contenu dans D.

7= inf {t > 0| X,ET} est le premier temps de sortie de I'.
Soit By la famille des premiers temps de sortie des compacts contenus
dans D :

LEMME 1. — La famille 8 est une famille séparable de temps
d’arrét.

Démonstration. — D étant localement compact est réunion d’une
suite croissante d’ouverts relativement compacts (U, ). La suite (7,)
des premiers temps de sortie des ensembles U,, est une suite dominante

dans ‘?5D, et lim 7, = 7, ol 7 est le premier temps de sortie de D.

n—>+o
En effet, vn, 7, <7, donc T <7,

Supposons 7 < 71, sur 7 < ; X_= lim XT,, appartient au
n—+oo

complémentaire de D, d’ou une contradiction.

Soit A un ensemble presque borélien. A est A-polaire si
PM(T, < ¢ = 0.

La famille G est A-fondamentale si et seulement si le complémentaire
de D est A-polaire.
(T, = inf {>0|X €A})

On peut appliquer les résultats de la partie I1I.

On va étudier les caractérisations des ®j-potentiels suivant les
propriétés de I’ensemble ouvert D.
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THEOREME 1. — Soit D un ensemble ouvert de E, et soit h une
fonction excessive;h est un ©y-potentiel entraine :

lim E, [h(X, )] = E,[h(X, )] Vx tel que h(x) <+ o

n—>+oo

Démonstration. — 7, = lim 7,. On applique le théoréme I,
n—+oo
§ 2, partie II

Kgph(x) = h(x) EL[TQ(Bp)] = 0 donc h(x) Ef[Q(B)]=0

mais
h(x) E’;(Q(‘G)] = lim E, [h(XTn)] — Ex[h(XTD)].

La réciproque du théoréme 1 n’est pas vraie en général. Par
exemple : considérons le mouvement brownien dans le disque
{1z| < 2} et soit & une fonction excessive dont la mesure spectrale
u" est concentrée dans :

1
; etsoit D= 2>|z|>—%

1
§|z|<—-
4 2

On a : P;’ p.s. o < § 5 7, <{ puisque le mouvement brownien
est continu.

On se demande pour quels ensembles ouverts D, on a une
réciproque, c’est-a-dire la condition (9) caractérise les ®p-potentiels.

On va chercher les ensembles ouverts D pour lesquels la condition :
KsD h = 0 caractérise les ®p-potentiels. (10)
C’est-a-dire les ensembles pour lesquels @, vérifie 'hypothese (H)

(corollaire du théoréme 2, partie III).

DEFINITION 1. — Soit A un sous-ensemble presque-borélien de E.
On dit que A est totalement transient si pour toute fonction exces-
sive w, Oon a FTAw = 0 ou 7, est le premier temps d’entrée dans A :

T, = inf{r > 0| X,EA}.

THEOREME 2. — Le complémentaire de D est totalement transient
si et seulement si la condition :
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K“.'D h = 0 caractérise les G -potentiels.
Une étude plus compléte de cette classe d’ensembles sera faite
dans (9).

Démonstration. — Il suffit de démontrer que [corollaire du théo-
réme 2, § 2. partie III]. Le complémentaire de D est totalement tran-
sient si et seulement si B satisfait I’hypothése (H). Cela résulte
immédiatement de la définition des ensembles totalement transients.

THEOREME 3. — Soit D un ensemble localement fermé de E ;
une fonction excessive h est un ®p-potentiel entraine :

| F, h=0 an
ol
7o = inf {t > 0| X, ¢ D}

Mais en général, la condition FTD h = 0 n’entraine pas h est
un ®p-potentiel. Par exemple, si le complémentaire de D est un

ensemble polaire, la condition (11) est satisfaite pour toute fonction
excessive /.

On va chercher les ensembles pour lesquels (11) caractérise les
‘®ppotentiels : c’est-a-dire pour lesquels By vérifie 'hypothése (R)
(corollaire, théoréme 3, partie III).

DEFINITION 2. — Soit D umne partie ouverte de E. On dit que
le complémentaire de D est un sous-ensemble de pénétration de E,
si pour toute fonction excessive h, on a : K,Dh =0, ou B est

la famille de temps d’arrét définie ci-dessus.

THEOREME 4. — Soit D une partie ouverte de E. Le complémen-
taire de D est un ensemble de pénétration si et seulement si, la
condition FTDh = 0 caractérise les Bp-potentiels.

Une étude plus compléte des ensembles de pénétration est fuite
dans (9).
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2. Cas des fonctions harmoniques dans une partie
presque-borélienne de E.

Soit D un presque-borélien de E. On dit que la fonction exces-
sive i est harmonique dans D si Pfs h = h, pour tout compact S
finement ouvert contenu dans D.

[rs = inf {t > 0| X,& S} est le premier temps de sortie de S].
®p la famille des premiers temps de sortie des compacts contenus

dans D n’est pas séparable en général.

Par exemple, soit le cas des fonctions finement harmoniques
dans un ouvert fin.

Soit O un ouvert fin de E ; on considére la famille % des en-
sembles finement ouverts d’adhérence compacte contenue dans O.

Soit W, la famille des temps de sortie des ensembles de &.
On va chercher comme dans le § I des conditions suffisantes pour
que A soit un &, -potentiel.

Ici la condition de séparabilité (A) n’est pas remplie en général
pour la famille %, .

Supposons qu’il existe une sous-famille dénombrable &, = (A,)
contenue dans & telle que 0 = U A, UN ou N est un ensemble semi-
n

polaire. (On suppose la suite A, croissante). [Ceci est vérifié dans le
cas d’un espace harmonique fort [10 p. 29] et [4].

On va utiliser les résultats de la partie IV.

Soit ‘66 la famille des temps de sortie des ensembles de :’370.
B, est une famille séparable.

V,, A, est finement ouvert et 7, = inf{t > 0| X, ¢ A,} donc
XTn appartient au complémentaire de A et comme la suite A, est

croissante : X, EAf, Yim > n
Soit :
7= lim 7, X = lim X, sur (1<%
n—>+o n—>+oo n
Donc : B
c
X, EA,, Vn

o
X appartient au complémentaire de U A, C0'.
n
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Si on fait 'hypothése :

X, = lim XTn sur (7 < ¢) limite au sens de la topologie fine.
n—+o :

On a 7 =7, ; 7, étant le premier temps de sortie de 0',on a
donc :

lim 7, =7,.
n—+ow

On peut utiliser les résultats de la partie III pour ‘BO, et ceux
de la partie IV pour ® et G .
On obtient :
1) ®, vérifie (Hﬁ ) et (R ) si et seulement si pour toute
0 0

fonction excessive s, h est un E,-potentiel entraine A est un G-
potentiel.

2) Le complémentaire de 0’ est totalement transient si et seule-
ment si la condition :

lim E[h(X, )] = E[h(X,O,)l

n—>+o
caractérise les ® ,-potentiels.

Démonstration :
1) Résulte de la remarque qui suit le théoreme 3 partie IV.

2) Le complémentaire de Q' est totalement transient si et seule-
ment si B, vérifie hypothése (H). On applique le corollaire du
théoréme 2 (§ 2 partie II).

3. Introduction d’une hypothése de séparabilité
dans la théorie du potentiel fin.

Soit O un ensemble finement ouvert et soit 7, le premier temps
de sortie de O. Pour tout entier k = 0. On pose :

_ 1
O, =] xXEO|E, (e7T0) < 1 o

Ona:0= LkJ O,. Soit ® = (7,) la suite des premiers temps de sortie

des ensembles O, et soit 7= lim 7.
k —>+oo
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Montrons que : 7= 7, avec ’hypothese : X_ = lim X

ur
T kot

Tk S
(r < ¢§) au sens de la topologie fine, pour toute suite croissante (7,,)
de temps d’arrét telle que lim 7, = 7.
n—>+oo
Les fonctions l-excessives étant supposées continues a droite
sur les trajectoires, on a :

_ 1
EXTk(e 0y >1——

by

er appartient a ’ensemble finement fermé :

_ 1
_ E. (e ©)>1——
x|E, (e ?) X
donc :

X,E{x1E () =1}, soit X,&O0

T=7T,, comme T<T7T, ona ,,l_i,"}wTk=T°'

On a le résultat :

Le complémentaire de O est totalement transient si et seulement si
la condition :
lim E[2(X,)] =E[rX, )]
n 0

n—>+oo

caractérise les W-potentiels.
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