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SUR QUELQUES PROBLÈMES D'UNICITÉ
ET DE PROLONGEMENT,

RELATIFS AUX FONCTIONS APPROCHABLES
PAR DES SOMMES D'EXPONENTIELLES

par Jean-Pierre KAHANE.

INTRODUCTION

Depuis le livre de M. Mandelbrojt [22], qui la mit pour la
première fois en lumière, la liaison entre la théorie de la quasi-
analyticité et l'analyse harmonique s'est affirmée dans de
nombreux travaux. D'une part, certains auteurs se sont atta-
chés à préciser l'énoncé suivant : une fonction presque-pério-
dique dont le spectre est contenu dans une suite assez lacu-
naire ne peut devenir trop petite au voisinage d'un point sans
s'annuler identiquement ([19], [18], [9], [12], [10], [11]).
D'autre part a été récemment exprimée la relation entre
certains problèmes de quasi-analyticité et l'approximation des
fonctions par des combinaisons linéaires de dérivées ou de
translatées ([26], [7]).

De ce point de vue, il nous a semblé utile de reprendre la
théorie des fonctions moyenne-périodiques de M. L. Schwartz
[34], pour poser dans ce cadre les problèmes d'unicité pour
les fonctions d'une variable réelle, de spectre donné, dont on
impose les valeurs sur un segment, ou les valeurs approchées
au voisinage d'un point, ou les valeurs des dérivées succes-
sives en un point. Pour résoudre de tels problèmes, nous tai-
sons appel à diverses méthodes de la théorie des fonctions
d'une variable complexe, qui fournissent des types de résul-
tats assez différents.

Un autre problème très naturel, que nous posons, est celui
du prolongement d'une fonction définie sur un segment en
une fonction moyenne-périodique de spectre donné. Ce pro-
blème se transcrit aisément dans le plan complexe, où il
requiert une étude préalable, amorcée dans [33] et [34], de
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l'approximation des fonctions holomorphes dans un ouvert
par des sommes d'exponentielles. Un même principe de pro-
longement en permet la résolution sur la droite et dans le
plan complexe.

Telle est la matière des chapitres i et n dû présent travail,
et la justification de son titre. Le chapitre n, relatif à l'approxi-
mation et au prolongement dans le plan complexe, se trouvait
rédigé quand est parvenu en France un ouvrage de M. Léontiev
[15] qui en expose excellemment les principaux résultats.
Nous croyons cependant qu'il n'est pas sans intérêt de les
publier à nouveau, ne fût-ce qu'en raison de la méthode que
nous utilisons, très différente de celle de M. Léontiev.

Le chapitre in est relatif à des techniques de la théorie
des fonctions dont certaines sont déjà utilisées au chapitre i.
Ces techniques permettent d'établir des « théorèmes d'unicité »
voisins de ceux qu'a obtenus M. Mandelbrojt à l'aide de son
inégalité fondamentale (f24], [25]) et d'étudier des problèmes
très généraux (partiellement traités dans [27] et [28]) tels
que l'approximation polynômiale pondérée sur un ensemble de
segments, et la quasi-analyticité généralisée pour des classes
de fonctions indéfiniment dérivables de spectre donné

Nos recherches furent entreprises avec la collaboration de
Pierre Lalagùe, que j'assure ici de ma reconnaissante amitié;
nos résultats communs se trouvent en [12]. En [11] (1) se
trouve très brièvement exposée la substance du chapitre i.
Certains résultats du chapitre ni sont indiqués en [10]

II est à peine besoin de dire que ce travail porte la marque
des idées de M. Mandelbrojt. Pour son aide constante, pour
ses encouragements, je voudrais lui exprimer ici toute ma
gratitude.

Je remercie également M. Schwartz, aux ouvrages duquel
je dois beaucoup, pour l'intérêt qu'il a bien voulu manifester
à mon travail.

Mes remercîments vont enfin à M. Valiron pour la bienveil-
lante attention qu'il n'a cessé de me porter, et à M. Denjoy,
qui m'a fait l'honneur d'accepter de présider le jury.

( j ) II faut dans cette note lire
en 2 a) : iïm (ra(r) -— 27îrD(r)) > 0

r-s-oo
et en 4, dernière phrase : par des fonctions de spectre A.



CHAPITRE PREMIER

QUASI-ANA LYTICITÉ
DES FONCTIONS MOYENNE-PÉRIODIQUES

§ 1. — Fonctions moyenne-périodiques.
Définition et principaux résultats.

La théorie générale des fonctions moyenne-périodiques, étu-
diées d'abord par M. Delsarte, est due à M. L. Schwartz [34].
Nous reprenons ici sa définition. L'introduction des trans-
formées de Fourier des fonctions moyenne-périodiques, néces-
saire à la résolution des problèmes posés au § 2, va nous
permettre, en simplifiant sa méthode, de retrouver rapidement
les résultats essentiels de la théorie (théorèmes 3 et 4).

1. Soit ë l'espace vectoriel topologique sur le corps des
nombres complexes des fonctions f { x ) à valeurs complexes
continues sur la droite, où la convergence est définie comme
la convergence uniforme sur tout segment. Soit T(/1) le sous-
espace de ë engendré par les translatées f [ x - { - y ) de f { x ) .

DÉFINITION. — Si T^^ê, f [ x ) est dite moyenne-pério-
dique.

T(y)^8 signifie qu'existe au moins une fonction continue
non approchable sur un segment par des combinaisons linéaires
N

S ^n, iN/*^ + V^ c'est-à-dire qu'existe au moins une mesure [Mi
à support compact, non réduite à zéro (en bref mçî^, y.^0)
telle que j f { x + y) d\^(— x) == f*^ == 0. Dire que f est
moyenne-périodique, c'est dire qu'elle vérifie au moins une
équation /^aEEO, a^, a^:=0.
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REMARQUE. — Les fonctions périodiques sont moyenne-
périodiques, car ï(/') n'est constitué que de fonctions pério-
diques.

Dans ce paragraphe, f désignera une fonction moyenne-
périodique, et a une mesure ce7, m.=^é0, telle que /*|JL=O.

2. Appelons « segment-support » d'une mesure pi (ou d'une
fonction k sommable) à support compact, le plus petit
segment contenant son support. On sait que le segment-
support de /c*(Ji est égal à la somme des segments-supports
de pi et de k (c'est une conséquence immédiate de la relation
l=^1Q qui relie la longueur du segment-support d'une mesure
ou d'une fonction à la « densité » des zéros de sa transformée
de Fourier dans le plan complexe (cf. p. ex. [20] chap. in)).

Soit y une fonction sommable sur tout segment, s'annu-
lant sur le segment-support [a, b] de a, telle que y*pi^0.
Montrons qu'on a (p=0. En effet, soit, pour tout c> &, <pc= y
sur [&, c], 9c==0, ailleurs; <pc*(Ji== j^{x)d[).{y—x) ne peut
différer de zéro qu'aux points y tels que le segment-support
sur l'axe des x de y.{x—y} contienne c, donc sur un segment
égal au segment-support de p.; en vertu du résultat rappelé
plus haut, le support de 9^ est donc ponctuel; cela n'est pos-
sible pour tout c> b que si <p^0 sur (&, oo); et de même
<p=0 sur (— oo, a).

DÉFINITION. — f étant donné, la borne inférieure des lon-
gueurs des segments-supports des açë', [ji==zé0, telles que
/*[ji.=0 est la moyenne-période de f.

Si f s'annule sur un segment de longueur supérieure à sa
moyenne-période, /*^0.

3. Posons f ~ { x ) == f { x ) et f " ( x ) = 0 pour rc<0
f-[x)=0 et f + ( x ) = f < x ) pour x>0

et
,/1 fW d^y-x) == -/; f{x) d^y-x) = g{y)

soit / > -*a==—/"*(x==g

g est une fonction sommable à support compact, contenu
dans le segment-support de ;JL.
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Soit

^=W=-^(e-ixwd^x)

et

G(w) = S(g) = ——fe-'^gix} dxJL_
\/2^

les transformées de Fourier de [JL et g dans le plan complexe
(fonctions entières de type exponentiel).

ç\ f \
DÉFINITION. — S(/*) == F(w) == ,^— e^ la transformée de

Fourier de f { x ) . ^W
II faut justifier cette définition : 1° en montrant qu'elle est

indépendante du choix de a; 2° en montrant qu'elle recouvre
une définition usuelle (celle de Carleman), quand f [ x ) n'est
pas trop rapidement croissant. Le 2° sera traité au 8. Exami-
nons ici le 1°.

Soit jf* ;x, =0, ^6ê', ^ ̂ É 0, f ~ * a, == p., *f- = g,. On a

jx,*/^ a == ̂  * g = ̂  * a donc ®(^i)S(g) == S(gi)®(^)

F(w) est donc indépendant du choix de a.

REMARQUE. — D'après 2, F(w)=0 entraîne f=.0.
Dans la suite, F désignera la transformée de Fourier de f .

4. Pour que ^*f=0, ^iCê', il est nécessaire que

S(ULOF=M^)F(^)

soit transformée de Fourier d'une fonction gi sommable à
support compact. Montrons que c'est aussi suffisant.

Posons ^i*f~ = gî. gî(x) est nulle pour x assez grand, et
ga * y- = p-i *jf~ * ̂  == P1! * g. L'hypothèse s'écrit

S (a,, g) = M, (w) F (w) M (w) = S (g,* a)

soit ga* pi== gi *a. Ainsi gg—gi est une fonction, nulle pour cassez
grand, sommable sur tout segment, telle que (gg—gi)*^^^-
D'après 2, on a g^=.g^ En posant m.i*/*^ == —ga, on a de même
g3=g,. D'où a,//=().
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5. Soit^çrÇ/*), A complexe. Alors /**m=0 entraîne e^jji^O,
soit M(X) == 0. Montrons que À est pôle de F(w).

Quitte à remplacer f et du. par f^e"1^ et rfa^e"1^, on peut
supposer X == 0. Si G (0) =7^ O la proposition est démontrée. Sinon
on peut poser

a! (^) = /l == —jr ^a (y). ^ (^ = /l == —/J° gW ̂
S^^M,^)^^, Ç(gO=G^)=

g^/^^^—r*^
donc Mi(0)==0. Si Gi(0)==0, la proposition est démontrée.

Sinon, on itère en posant M^i (w) = —LlA—;, G,^^(w) == l — ^ '
et on arrive à M^(0) == 0, G^ (0) ̂ 0. w w

Inversement, si X est pôle de F(w), c'est que M(X) == 0 pour
tout açê' tel que /*pi.=0, donc e^^Çf). Une condition néces-
saire et suffisante pour que eI/•rçT(/*) est donc que F(w) admette A
pour pôle. Plus précisément :

THÉORÈME 1. — Une condition nécessaire et suffisante pour
que P{x)et/a;^{f), P{x) étant un polynôme de degré p, est que F(w)
admette \ pour pôle d^ordre supérieur à p.

Pour la démonstration, il suffit de remplacer ci-dessus
M(X) = 0 par M(X) = M'fX) = ... M^0^) = 0, en constatant
que P^^^C/*) s'écrit -(P) c T^^e-^) et quer(P) contient
tous les polynômes de degré ̂  p.

DÉFINITION. — On appellera spectre de f l'ensemble des
pôles de F(w), comptés avec leur ordre de multiplicité.

6. Que peut-on dire d'une fonction moyenne-périodique
dont le spectre est vide?

F(w) est alors une fonction entière.

Quitte à les multiplier par ( w \, supposons M(w) et G(w)

transformées de Fourier de fonctions deux fois dérivables. Il
en est alors de même de

W(w) •• -L F— ixe-^d^x) = S(— ix'j.).
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Montrons que F ( w ) M f { w } est transformée de Fourier d'une
fonction continue à support compact.

En effet, ^w) =a+^+S(-^ + ̂ V |X,|= 0(/). EnM(w) w \w—^ X,/ ' • /1 w /

écrivant S === 2 + S ? on voit que, à l'extérieur des
i\,i<2ju/l j^i>2j^|

cercles de rayon e centrés aux zéros Xy de M(w), on a

T.-,1— < 0( w|). A rextérieurde ces cercles, donc partout dans
IVl^Wy ju» |^-oo

le plan, on a \V(w)M{w}\< 0(|wG(w)|), donc F^M^çL, et
F(w)]\r(w) est une fonction entière de type exponentiel. Le
théorème de Paley-Wiener ([30], p. 13) établit notre proposi-
tion.

D'après 4, on a donc f*x^=0.
En itérant, on voit que f*P(x)u.=.j f(y—x)P(x)^/(x)dx=0

pour tout polynôme P{x). Comme, sur le support de a, on peut
approcher uniformément f ( y — x ) ^ { x ) par des polynômes P(x),
on doit avoir f(y—x)y.\x)=0 pour tout x et tout y, d'où la
conclusion :

Si le spectre de f est vide, /*= 0.

7. Supposons maintenant le spectre de f non vide, et
étudions le spectre de 9 = /** v, vçë'.

Soit ç~ la fonction définie à partir de ç comme f ~ à partir
de /' (voir 3) : ç~ et /'~*v coïncident pour \x\ assez grand, donc
9 ~ — f ~ ^ ^ = h est une fonction sommable à support compact.

pi#^~== pi#jf~'*v -)- pL*A

et M ( w ) ^ ( w ) = M ( w ) F ( w ) N ( w ) + M ( w ) H ( w ) , 0, N et H
étant les transformées de Fourier de 9, v et h. <I>(w) admet donc
pour pôles ceux de F(w) N(w), avec leur ordre de multiplicité.

THÉORÈME 2. — Le spectre de /**v, vçfc/, e^ V ensemble des
pôles de '5(/') ^(v).

En particulier, si ®(v) s'annule sur le spectre de /, on a
d'après 6: f^^=0. Autrement dit, si P{x) e^^^^O pour
toute « exponentielle-polynôme » P (x) e^^ ( f ) , on a f*^=0.
Le résultat peut s'énoncer ainsi :

THÉORÈME 3. — f appartient à l'espace engendré par les
exponentielles-polynômes de T^).



46 JEAN-PIERRE KAHANE

8. Abordons maintenant la seconde question posée lors de
la définition de F(w). Supposons ^{x^e^ et f ^ { x ) e a x bornées.
Les transformées de Fourier-Carleman [5]

^^j^''"^
F-(w) = =-1 Çf^{x)e^ixwdx (w = u + iv)

V^TT J

sont holomorphes respectivement pour v > b et v < a. Comme
fonctions de u, F^ + iv) et F~(u + 2^) sont transformées de
Fourier, au sens usuel, de e^f' et — e ^ f ^ respectivement. De
même M(u + i^) et G{u + iv) sont transformées de Fourier de
e^y. et e^g. Comme

e^f- * e^a = e^g et — ̂ /> ' * e^ = e^g,
on a F " (w) M (w) = G (w) et F- (w) M (w) = G {w}
quand ces égalités ont un sens, donc aussi

F"(w) = F(w) et F-(w) == F(w).

Notre définition est ainsi parfaitement justifiée.
Voici deux applications des expressions simples que nous

venons de trouver, dans les hypothèses faites, pour F(w),

9. Soit f une fonction moyenne-périodique quelconque.
Soit ç [x) = lAa^03^ : somme finie, A == A(jo, X, î.), x^^f) ).
La transformée de Fourier de 9 est

^ (—^PÎA ^_r(^)
^(w—X)^1 M(w)

si une suite de telles fonctions 9 tend uniformément vers /l sur
un segment [— ly 0] égal au segment-support de a, la suite des
fonctions y == ç"* pi tend uniformément vers g, donc F(w) tend

vers G(w) et chaque A(p, X, <p) vers le produit par^——.— du
1 ^ ' .coefficient de , — — — ^ dans le développement de F(w). Joint( w À )

au théorème 3, ce résultat donne :
THÉORÈME 4. — Sur tout segment de longueur supérieure à

une moyenne-période, f admet un développement déterminé par
rapport aux exponentielles monômes de ^ { f ) . dont la transformée
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de Fourier-Carleman formelle est le développement de F(w) en
éléments simples.

Les exponentielles monômes de ^ ( f } forment une base de
^ ( f ) , et toute fonction de ^ { f ) est caractérisée par son déve-
loppement suivant cette base.

Notation: nous écrirons /*(n?)~SA(p, A)^1^.
10. Soit f une fonction moyenne-périodique bornée.
Si !/*!< M, on a V^2Tt|F(w) ] < — , - • Le spectre de f est donc

réel et simple. Soit f { x ) ̂ SA^)^. Soit C un cercle de rayon R
centré au point X du spectre, dont le diamètre réel [a, p] ne
contient pas d'autre point du spectre. On a

f ^ \/2^ F(w) {w — a) (w — p) dw = — 27iA(À) (^ — a) (A — p)
et | \ /27cF(w)(w—-a)(w—(î) |<2MR sur C
d'où 2TrR.2MR>2ît]A(X)jR 2 et |A(À)[<2M.

THÉORÈME 5. — 5i i/l est borné par M, le spectre de f est
réel et simple, et les coefficients du développement de f sont bornés
par 2M(1>.

41. Étudions les primitives et la dérivée d'une fonction
moyenne-périodique f .

Soit /*i utie primitive de /*. Les fonctions ç du 9 admettent
des primitives ci égales à /*i en 0. Sur tout segment 1 d'origine
0, les fonctions 9^ convergent uniformément vers /\. puisque
|Çi-—/*i|^ [I|max.^<p—/*!. /*i est donc moyenne-périodique, et

a;€I
son développement en exponentielles-monômes s'obtient en
intégrant formellement celui de /l(2). Si /\ (0) = 0, on a

^(/^^(car wî3(çO==S(î)).
Si f admet une dérivée continue f \ f est moyenne-pério-

dique, comme limite uniforme sur tout compact d'une suite
de fonctions de T(/*). Le développement de f en exponentielles-
monômes s'obtient en dérivant formellement celui de f .

THÉORÈME 6. — Si f est moyenne-périodique, ses primitives
et sa dérivée, si elle existe et est continue, sont moyenne-pério-
diques, et leurs développements s9 obtiennent en intégrant et en
dérivant formellement celui de f .

( ' ) M. B. Malgrange m'a fait observer que la simple considération du dévelop-
pement de Laurent de F(w) en X montre que |A(' ) | •< M.

(2) C'est-à-dire en en prenant une primitive formelle.
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12. Supposons maintenant \ f \ < M, et O^A.
D'après le théorème 5, on a /—SA^)^, |A(A)| < 2M, A réels,

4
et on sait que S ̂  < oo, donc f admet des primitives succes-

[À l

sives /'i .../p"^ 2 y^-^^ telles que, pour p;>2 les développe-
\t^)

ments sont absolument convergents, f ^ f s . . . sont donc presque-
périodiques. /et/*2 étant bornées, /\ l'est aussi.

Supposons de plus que f admette une dérivée d'ordre n
continue et bornée : j/^1 < M^. Alors

f^^IWAWe^ et [AC^KJ^.

Si n ̂  2, /* est presque-périodique.
Supposons seulement /* uniformément continue et bornée.

f est alors uniformément approchable sur la droite par des
produits de composition f ^ h , h: fonction deux fois conti-
nûment dérivable, à support compact. Les fonctions f ^ h
sont presque-périodiques, donc /Test aussi. Ce résultat est un
cas particulier d'un théorème de Beurling [3].

Dans les hypothèses initiales, f ^ est uniformément continue
et bornée, donc presque-périodique.

THÉORÈME 7. — Toute fonction moyenne-périodique bornée est,
à une constante additi^e près, la dérivée d'une fonction presque-
périodique.

13. Si /*est indéfiniment dérivable, nous noterons /*T = T*/*
(et nous nommerons produit de composition de f par la dis-
tribution T) toute expression de la forme

/^o+f*^...4-/•<n\a,, ^çg', /=0,1,... n.

On définit pour les distributions T le support (réunion des
supports des p^), la somme (de façon à assurer la distribu-
tivité du produit /*T), la transformée de Fourier

S(T) == S(ao) —wS([xO ... + (—w)^)

(de sorte que, si h est une fonction indéfiniment dérivable
à support compact, on a ®(A*T) == 6(A)S(T)), le cospectre
(ensemble des zéros de ®(T^).

D'après les théorèmes 3 et 6, on a f* T = 0 dès que S(T)
s'annule sur le spectre de /*.
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§ 2. — Nouvelles générations de T(/*)
problèmes de quasi-analyticité et de prolongement.

Les problèmes posés dans ce paragraphe généralisent des
problèmes, aujourd'hui classiques, posés par M. Mandelbrojt
dans [22]. Le rapport entre la quasi-analyticité et les « théo-
rèmes de fermeture » a été mis en évidence par M. Mandelbrojt
dans [26] puis par M. Edwards dans [7].

1. Pour engendrer ï(/*), on n'a pas besoin de toutes les
translatées de /*, mais seulement d'une « tranche » plus ou
moins étroite. En effet, le sous-espace T/(/1) de ê engendré
parles translatées f{x-\-y), 0 <y < l, coïncide avec T (/*) dès
que la nullité pour 0 < y < l de

g(y) = —ff{x + y) ̂  (-x), ^/,
entraîne g(y) = 0. g{y) appartenant à T^), il suffit pour cela
que l soit supérieure à la moyenne-période de f .

Mais ce n'est pas nécessaire. Pour avoir T^(/*) == T(/*), il suffit
que la seule fonction de T^) s'annulant sur [0, l~\ soit la fonc-
tion nulle. C'est le cas par exemple, si petit que soit Z, quand
le spectre de f est constitué d'entiers positifs.

DÉFINITION. — Appelons classe quasi-analytique ïi (cl.q.a. ïi)
une classe de fonctions telles que chacune soit définie par ses
valeurs sur un intervalle arbitraire de longueur l.

Pour avoir ^(/>) = ï(jf), il suffit que T^) soit une cl.q.a. ïi.
Nous sommes conduits au problème suivant :

PROBLÈME N° 1. — Soit A une suite donnée, de points simples
ou multiples du plan complexe', appelons ë(A) le sous-espace
de ê engendré par les exponentielles-monômes de spectre contenu
dans A. Déterminer l de façon que ê(A) soit une cl.q.a. I/.

REMARQUE. — ^(A) étant invariant par translation, on
pourra toujours supposer ïi ramené à l'intervalle (—l, 0).

2. Plus généralement, on peut chercher à identifier à T(/*)
le sous-espace TE(/*) de ê engendré par les translatées f ( x + y),
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où y parcourt un ensemble E mesurable. Si I(a) est la mesure
du complémentaire de cet ensemble sur le segment [0, a], il
suffit, pour avoir TE (/*) = ^ { f ) , que la seule fonction g ^ ( f ) ,
telle que l^\g\<^ I(a) pour a> 0 assez petit, soit la fonction
nulle.

DÉFINITION. — Etant donné une fonction positive I(a) (a >• 0),
appelons classe quasi-analytique I(a) {cl.q.a. I(a)) une classe
de fonctions telles que chacune soif définie par l'ensemble de
ses valeurs approchées à e(x) près au voisinage de Vorigine
(0 < x < x^), dès que ^\e{x) \dx < I(a) pour0< a < x,.

Pour avoir ^ { f ) =^{f)î il suffit que -:(/') soit une classe I(a)
( I(a) : mesure du complémentaire de E sur [0, al).

Nous sommes conduits au problème suivant :

PROBLÈME N° 2. — A étant donnée, déterminer I(a) de façon
que ë(A) (défini au 1) soit une cl. q. a. I(a).

3. Si on a ^(/') =T(/1) si petit que soit l, et si f est indéfini-
ment dérivable, on peut chercher à identifier à r(/) le sous-
espace 5 { f ) de P engendré par les dérivées successives f ^ t x )
de f ( n = 0,1, ...).

DÉFINITIONS. — |M^^ étant une suite croissante, désignons
par C|M^ Vensemble des fonctions f indéfiniment dérivables
telles que \f(n){x)\ < /cMn sur toute la droite, k constante (n^no);

par K^Mj la réunion des C^/^M^! pour toutes testateurs
de k > 0;

par Ci} M»! l9 ensemble des fonctions f indéfiniment dérivables
sur un intervalle 1 contenant Forigine, telles que l/^^)!^ /cMn
sur I, k constante:

par Kî|M^ la réunion des Ci^Mj pour toutes les valeurs
de k > 0;

par K \ M.n \ V intersection des Ki \ M» \ pour tous les intervalles I.
Si /*çC {Mn j (resp. K \ M^ ^ ), il en est de même pour g == — f * a,

aç^. Pour avoir ^ ( f ) •==- §(/*), il faut et suffit que

f^(x)du.{—x)^0 (n=0, i, . . . )

entraîne » f ( x + y) d^ (— x ) == 0.
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II suffit donc que la seule fonction g de ï(/1), appartenant à
C {M^ \ (resp. K \ Mn Q et s'annulant avec toutes ses dérivées en 0
soit la fonction nulle.

DÉFINITION. — Appelons classe quasi-analytique D {cl.q.a. D)
une classe de fonctions indéfiniment dérivables telles que chacune
soit définie par les valeurs de ses dérivées successives à l^origine.

Pour avoir r(/') = §(/*), il suffit que

T^nqM^ (resp .T(^)nKÎMj)

soit une cl. q. a. D. Et même il suffit que

T(/ ')nC,|M^ (resp.T(/')nKjM,0

soit une cl. q. a. D. Nous sommes conduits au problème
suivant :

PROBLÈME N° 3. — A étant donnée, déterminer C^Mj (resp.
K|MJ, K^MJ, C^MJ, Ki|Mj) pour que ê(A) n C {Mj
(r^p.ê(A) n K^M,^ etc.} soit une cl. q. a. D.

REMARQUE ([22] chap. vin). — Pour que ê (A)nCi iM^
(resp.ê(A) n Ki|M^) soit une cl.q.a. D, quelque soit I, il suffit
que8(A) soit une cl.q.a. I(a), avec

„ . . M»a""1 / „ . . MJ/ca)^1 , \I(a) = mm T—.-^ resp. I(a) = mm T^^p k constante ).
n \'1' ~t~ ^) • \ n \n -f- 1; : f

En effet, la formule de Taylor montre que g (a) est alors
majorée par A'J^a), /c, constante.

Naturellement, cette remarque n'est utilisable que si
ë(A) est une cl.q.a. I/ si petit que soit l.

Nous serons amené à résoudre un problème plus général
que le problème n° 3, où ê(A) est remplacé par l'espace
^i(A) que nous allons maintenant définir.

4. Le problème posé au 1 est relatif à Vunicité d'une fonction
de ë(A) connue sur un segment. Il est naturel de se poser la
question de l'existence d'une fonction de ê(A) prenant des
valeurs données sur un segment I.

Appelons êj V espace des fonctions continues sur I, êi(A) le
sous-espace de ëi engendré par les exponentielles-monômes de
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spectre contenu dans A. Une condition nécessaire pour pou-
voir prolonger dans ê(A) une fonction /; donnée sur I, est
évidemment que f i appartienne à êi(A). Mais c'est loin d'être
une condition suffisante.

En effet, on peut avoir êi(A) = êi. Il faut et suffit pour
cela que toute mesure ^8' de support contenu dans I, et
dont la transformée de Fourier s'annule sur A, soit réduite à
zéro. Si on peut alors, comme solution du problème n° 1
prendre l<\l\, il existe des fonctions de êi(A) non prolon-
geables en fonctions de ê(A) : à savoir les fonctions nulles
sur un segment de longueur l. C'est le cas si A est la suite
des entiers positifs ( I I |<27c , f>0 quelconque).

Même si 8i(A) =^êi, il peut exister des fonctions deêi(A) non
prolongeables en fonctions de ë(A). Prenons par exemple pour

A la suite \i\\, \ positifs, S—< 00$ on vérifie, quel que
•^n

soit I, êi(A)=^êi (cf. § 4). Or une série telle que Sa^"^ peut
converger sur une demi-droite, au delà de laquelle elle n'est
pas prolongeable.

Nous sommes donc conduits au problème suivant :

PROBLÊME N° 4. — Donner des conditions pour qu'une fonc-
tion de ëi(A) soit prolongeable en une fonction de ë(A).

§ 3. — Définition de f par ses valeurs sur un segment.

Nous tenterons dans ce paragraphe de donner des solutions
aux problèmes n° 1 et n° 4. Auparavant, il nous faut préciser
le sens de quelques termes, dont nous aurons à faire un fré-
quent usage.

1. — Quelques définitions concernant les suites. — La plupart
des définitions que nous allons donner se trouvent dans [2]
et [25]. J

Dans le plan de la variable w=u+ ip , donnons-nous une
suite A et un angle A ouvert, de sommet 0, contenant au
moins l'un des points ± 1. Pour simplifier, nous admettrons
désormais (sauf précision contraire) que A ne contient pas 0.
Toutes les définitions données seront relatives à A et A.



QUELQUES PROBLÈMES D'UNICITÉ ET DE PROLONGEMENT 53

La fonction de distribution (de A dans A) est le nombre
N(r) d'éléments de A situés dans A et dans le cercle |w|<^ r.

La fonction de densité est D(r) == ——) avec n(r) = r ou 2r

suivant que A contient un seul des points ± 1 ou les deux.
— i rLa fonction de densité moyenne est D(r) == — ( D(()<fa.

La distribution logarithmique est °

^^-^ï^^^r^
L(r) est la partie discontinue de D(r).

Les densités
^supérieure moyenne sup. moyenne logarithmique sup.
(inférieure moyenne inf. moyenne logarithmique inf.

sont respectivement

D'=UmD(r) D'=iimD(r) D'^Um1^
___ __^ë^ (r-^oo)

D'==iimD(r) D"==iïmD(r) îy^iirn1^
logr

A est mesurable et de densité D si D" == D. == D
A est de plus bien répartie si N(r) — Dn(r) == 0(1)
A est régulière s'il existe h > 0 tel que

N(r+/i)—N(r)<l (0<r<oo).

La densité maximum de A, soit dens. max. A, est la borne
A

inférieure des densités des suites mesurables contenant A.
Polya a démontré (cf. [2], note I) que cette borne est atteinte,
et que

A ^ r T—N(r)—N(^)dens. max. A == lim hm —'—---————/-'A ç^i_or^oo n{r)—n(^r)

La densité minimum de A, soit dens. min. A, est la borne
A

supérieure des densités des suites mesurables contenues dans
A. On a

/i • A T r N(r)—N(Çr)dens. mm. A = hm lim —}-{———-—'•
A ç-^-or-^ n(r)—n(Çr)

Si Ai et Ag sont complémentaires par rapport à une suite
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mesurable A de densité D (c'est-à-dire si l'ordre de multi-
plicité de chaque élément de A est la somme de ses ordres
de multiplicité dans A, et Ag)., on a

dens. max. A, + dens. min. Aa == D.
&

La densité de répartition de A, soit A, est la borne infé-
rieure des densités des suites bien réparties A* contenant A.
Calculons A. _ j— . , v _ p^.

Posons AA == lim —N / —— u - • II existe des suites A* de
<->oo n(h)

densité A^ + £» sl petit que soit £ > 0 $ donc A ̂  lim A/,. D'autre
part, si A* a pour densité D*, on a ft^00

N*(( + h)— Wt) = n(A)D* + 0(1) {t, A— oo)
donc

D*>A,—0(l)(A—oo) et A>UmA, .
h->ao

Donc A == lim AA.
h-^-ao

Toute suite régulière admet une densité de répartition finie.
On a les inégalités évidentes

dens. min.A<D.<D.<D.<D-<D-<D-<dens. max. A<A.

Aucun de ces signes <; ne peut être remplacé par ==, ainsi
qu'on s'en assure par des exemples.

Il nous arrivera de ne pas préciser l'angle A.
Si A est définie comme suite positive, A sera toujours

supposé contenir + 1 et non — 1.
Si A est définie comme suite réelle, A sera en général sup-

posé contenir + 1 et — 1. Cependant, A ne sera dite mesu-
rable, bien répartie ou régulière que si elle l'est dans tout
angle A.

Les mêmes conventions vaudront si A ^accumule angulai-
rement sur l'axe réel > 0 (resp. sur l'axe réel), c'est-à-dire si
Arg À (mod. 2^) (resp. (mod. ic)) et |^|"1 tendent simultané-
ment vers 0 sur A»

2. Classes quasi-analytiques li. — M. Levinson a établi, sur le
cospectre des mesures p-çê' l'important théorème que voici
([20], chap. in).
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THÉORÈME 1. — Soit S le cospectre d^une mesure aç^/ dont
le segment-support a pour longueur Lp.. S est mesurable et de

même densité D = ̂  dans tous les angles A. La fonction - l i —
2ï; ° u-4-^2

prend sur S une suite de valeurs dont la somme est bornée,

De ce théorème nous allons tirer une réponse au problème
n° 1.

Soit /*çë(A) une fonction moyenne-périodique de spectre S,
(ACE', ^ -j/= 0, telle que f ^ a EEE 0 et g == f * ̂ . Rappelons que S est
l'ensemble des pôles, comptés avec leur ordre de multiplicité,

Ç/o)
de ~°- ' Soit S' la suite complémentaire de S par rapport au

cospectre de a.
D'après le théorème i, on a

2ï; dens. max. S' + 27: dens. min. S === L,j.
A A '

(longueur du segment-support de a).
Or To{g) s'annule sur S'. D'après le même théorème, on a

27; dens. max. S' <^ L^
A

(longueur du segment-support de g).
Si f s'annule sur [—î, O], on a L^-< La—l. On a donc

l ̂  2ir dens. min. S <^ 27i dens. min. A
A A

THÉORÈME 2. — Si y (A) =7^^, 6 (A) est une cl. g. a. 1^ dès
que l > 27: dens. min A (pour au moins un A).

Ce résultat, démontré par Levinson quand A est une suite
d'entiers ([20], chap. n), constitue une bonne réponse au pro-
blème n° 1. Pour certaines suites A mesurables, il peut être
encore précisé comme nous le verrons au § 4 (cf. aussi [171).

3. Moyenne-période et problème de prolongement. — Appelons
moyenne-période attachée à A, et désignons par L, la borne
supérieure des longueurs des segments 1 pour lesquels Si (A) = ëi ;
autrement dit, la borne inférieure des longueurs des
segments-supports des uLçfi', dont le cospectre contient A.
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Le théorème 1 nous permet les évaluations suivantes :
a) L ̂  271 dens. max. A (quel que soit A).

A.

b) si S —— == ocl ? alors L == oc.
A^A^I

D'autre part, nous verrons au § 4, 1, que
<[

c) sl S n i < ̂  alors L == 0.
ÀCAH

Soit f une fonction continue sur la droite, non nécessai-
rement moyenne-périodique, telle que T(/1) == ^(/>). C'est
dire que l'ensemble des fonctions /** a, piçg', forme une cl. q. a. I/.
Soit f \ la restriction de f au segment I. On a évidemment

/i^i(A) pour i I |<L.

Supposons qu'existe un segment 1 de longueur \ I I > L + 14- £,
£>0, tel que /içëi(A). Alors, pour toute mesure (A dont le
cospectre contient A et dont le support est contenu dans
[0, L+ e], (il existe une infinité de telles m^O, dont l'inter-
section des cospectres se réduit à A), /* pi s'annule sur un
segment de longueur supérieure à L Donc /** a == 0. Donc f ^ (A).

THÉORÈME 3. — Si ï(/*) == ^(/>) et si fi^i{\) sur un segment
ï de longueur [ I | > L + Z , L étant la moyenne-période attachée
à A, alors /*ç^(A).

COROLLAIRE. — Si f appartient à une cl. ç. a. D K j M^, et si
/r^j(A) pour\ I| > L, alors f ^ (A).

Ce corollaire généralise un théorème de Mandelbroit (T22L
p. 143). v

Le théorème 3 répond au problème n° 4, mais il ne permet
de prolonger une fonction de ëi(A) dans ë(A) que lorsqu'elle
est, d'autre façon, déjà connue sur toute la droite. Il est inté-
ressant d'établir des critères de prolongement ne faisant inter-
venir que les valeurs de la fonction sur I. Voici un résultat
que nous établirons au chapitre n.

THÉORÈME 4. — Si A est symétrique et s'accumule angulaire-
ment sur l'axe réel, toute fonction de @i (A) n Ki {n ! ^ est prolon-
geable sur la droite en une fonction de 8 (A) n K ^ n ! {, dès que

( I|> 27i dens. max. A.
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On ne peut pas remplacer les hypothèses relatives à A et 1
par l'hypothèse que A est contenue dans le cospectre d'une
mesure dont le support est intérieur à I, ainsi qu'en témoigne
l'exemple donné au § 2, 4.

Le théorème 4 permet de préciser l'évaluation a) ; il indique
en effet que sur le segment 1 existent des fonctions n'appar-
tenant pas à Êi(A), à savoir les fonctions analytiques ayant
une singularité sur la droite.

THÉORÈME 5. — Si A est symétrique et s'accumule angulai-
rement sur Vaxe réel, on a L == 2-n; dens. max. A.

C'est la confirmation d'une hypothèse de M. L. Schwartz
([33], p. 130).

4. Problème du prolongement et densité de répartition. — Le
théorème 4 ne permet de prolonger une fonction donnée sur
un segment que si elle est analytique. En imposant à A et à 1
des conditions plus restrictives, on peut se contenter de
supposer la fonction donnée indéfiniment dérivable. Nous
allons en effet établir le résultat suivant :

THÉORÈME 6. — A étant une suite réelle régulière de densité
de répartition/^, toute fonction de ëi(A) n CijM^ est prolongeable
en une fonction (presque-périodique) de ë(A) n C ^ M ^ p ^ , où p
ne dépend que de A, dès que 11| > 2'n:A.

Pour la démonstration, nous pouvons supposer 1 symétrique
par rapport à 0, A bien répartie et A = 1, soit

A = f À , | avec | X , — / j < A , ( / = = • • • — 1, 0, 1, . . .).

Posons CH == (^-Xo) n(l-f-)fl-^V
1 \ ^ j / \ A-//

D'après un lemme de Lévine ([16]; voir aussi [25], p. 63),
1° C(w) est de type exponentiel TT, et |C(a;)|< K,(^ + l)2'1.
2o JC^X,)! > KJX,!-471 (K,, K, constantes).
Etant donné X réel, cherchons à construire une distribution

T===TX somme d'une distribution 0 = Ox portée par [—n, -re]
et d'une mesure de Dirac Sx en X, telle que

S(T) = S (6) + S(§x) == 6(w) + <^wx

s'annule sur A.
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On est ramené à la recherche d'une fonction 8(w) vérifiant
les conditions suivantes: 1) 0(w) est de type exponentiels, à
croissance lente sur l'axe réel; 2) ^(X/) == —e~ '^x pour tout /.
On peut prendre

e(w)=^c(w)i-^^^^^
—oo w— /^

avec ï[a^| < oc, ce qui, grâce à la première partie du lemme de
Lévine, assure 1), et

\]C^)a,=-e-^

ce qui assure 2). En vertu de la deuxième partie du lemme de
Lévine, ces deux conditions sont compatibles dès qu'on prend
N > 4 / f c + 2 .

Remarquons que N et \aj\ ne dépendent pas de X. On peut

ainsi écrire 6(w) == P(w)Q(w), où P(w) == ̂ JT fl—-?) est
1 v J /

un polynôme, indépendant de X, de degré p > N + ̂  + l? et
Q(w) une fonction de type exponentiel s, telle que

/!Q(u)|rfu<B< oo,

B ne dépendant pas de X. On a donc, pour toute fonction /*
indéfiniment dérivable,

(i) f.e^ir*^i
avecy|d(XvJ<Bv indépendant de X.

Soit /ieêi(A) n Ci {M^. L'égalité

(2) ^+X)=-(^6)(aQ, X^I

définit f ( x ) ===== jf(.r, X) au voisinage de X, et on peut dans (2)
remplacer f^{x} par f(i){^)—Sd/e1^. Or, d'après le théorème 6
du § 1, si petits que soient les £y > 0, il existe des coefficients
^•=^v0, tels que|/>^)—S^<^y^i<£,(v==l, 2, . . . p).

p
D'après (1) et (2), on a donc \f{x}—ï^djellx\<^ ^BySy, au voisi-

i
nage de X. En faisant tendre les £y vers 0, on a une suite
d'expressions Srf,^ qui converge uniformément sur toute la
droite vers une fonction limite ce (A), prolongeant /i et définie
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par (2) au voisinage de chaque point. D'après (1) et (2), on a
encore l/^)! < ̂ M^A, donc /çCSM^j. C. Q. F. D.

Le théorème 6 fournit une bonne réponse au problème n° 4.
Il est facile de voir que, plus que les « densités » ordinaire-
ment considérées, c'est bien la « densité de répartition » qui
détermine la possibilité de prolongement d'une fonction de
ëi(A). Ainsi, si A contient des « paquets » d'entiers consécutifs
dont la « largeur » croît indéfiniment

(soit p,—1, pi, pi+1, P.—2, p,—1, . . . p.2+2, ...
p,,--n, ... pn+n, ...),

la densité maximum peut être nulle, tandis que A == 1. Or, si
pn < yl<r? ^ constante, il existe une série de la forme

S ^S^x) avec S,(rr)== S ̂ jx,
n---l j - - : - n '

qui converge vers une fonction indéfiniment dérivable pour
\x\ <C T C — 2 e , £>0 donné, sans représenter une fonction pério-
dique (puisque les coefficients ne tendent pas vers 0) ; il suffit
de prendre pour Sn(x) la n181"' somme partielle de Fourier
d'une fonction indéfiniment dérivable, nulle pour x\<i^—£.

Les hypothèses du théorème 6 peuvent être affaiblies en
supposant fi, non plus indéfiniment dérivable sur I, mais
seulement p fois dérivable (p> 8/1+4:) 5 alors /içêi(A) est
encore prolongeable en une fonction bornée de ê(A) L'hypo-
tèse de dérivabilité sur 1 n'est sans doute pas essentielle;
nous ne sommes pas parvenus à l'éliminer.

§ 4. Classes quasi-analytiques D et I(a).

Ce paragraphe est consacré à l'étude des problèmes n° 3
et n° 4.

Nous aurons recours à deux méthodes principales. La pre-
mière, qui est essentiellement celle de M. Mandelbrojt dans
[22], a déjà été exploitée par M. Lalagùe et moi-même [12].
Elle consiste à construire une suite de mesures à supports
décroissants, orthogonales aux fonctions de ë(A). Elle s'ap-
plique dès que la moyenne-période attachée à A est nulle,
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mais donne surtout des résultats intéressants quand A est
très rare.

La seconde méthode repose sur la considération de la trans-
formée de Fourier (= de Fourier-Caïleman) d'une fonction
bornée de ê(A) : elle ne s'applique donc que lorsque A est
réelle. En appliquant à cette transformée de Fourier différents
théorèmes de la théorie des fonctions, on obtient des types de
résultats assez différents. Cette méthode est essentiellement,
quoique d'une manière plus ou moins cachée, celle utilisée
par MM. Lévine et Lifschitz [19], Lévine [18], Hirschman et
Jenkins [9] pour définir des cl.q.a. I(a) plus générales que
celles de Mandelbrojt. La simple formule de Jensen permet
d'améliorer leurs résultats et d'obtenir, relativement aux
cl.q.a. D des résultats très précis quand A est assez rare.

La formule de Carleman, les résultats du type Mandelbrojt-
Mac-Lane conduisent, relativement aux cl.q.a. D, à des géné-
ralisations du théorème de Denjoy-Carleman.

Une troisième méthode pour aborder le problème n° 3 a été
introduite par M. Lalagùe [13] [14]. Elle repose sur l'étude des
relations d'inclusion entre classes ê(A) n CjM^ (resp. K|Mj).
Nous ne l'examinerons pas ici.

NOTATION. — Dans ce paragraphe, les éléments X = \
de A seront rangés par modules non-décroissants (/ = 1, 2, ...).

1. Première méthode. — Dans ce qui suit, a parcourt un
ensemble de valeurs positives tendant vers 0. Supposons
qu'existe une famille de fonctions entières Ma(w), de type
exponentiel - ,-? absolument sommables sur la droite réelle,

s'annulant sur A et prenant en 0 la valeur 1. C'est dire d'après
le théorème de Paley-Wiener, qu'existe une famille de mesures
i^çê' identifiables à des fonctions [^ de supports contenus
dans les segments j—-°-, c-}, telles que /^a=0 pour toute

/çê(A). C'est dire que toutes les fonctions de ê(A) ont une
moyenne-période nulle.

Soit I(a) une fonction positive donnée, /*€ê(A),

f^f\<U^ W==FH,
^=——r f^a, ®(ga)=G^).
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On a g_
G,(0)==F(0)Ma(0), soit f ^ g^)dx=\/~^F{0).

Comme

|g^)i<max|^|^B|/pl<—^I(a)J!M,(u)!,

on a aI(a)y|Ma(u)J>2^|F(0)L
Si donc
(1) limaI(a)jT|Ma(u)|==0.

on a F(0) == 0. Or on peut, sans modifier I(a) (du moins pour
a<l), changer f { x ) en /^(E)^ et (d'après § 1, 11) F(w) en
F^- La condition (1) entraîne donc F(0) = F^O) = = = . . . = = 0,

soit /*=().
THÉORÈME 1. — Les fonctions Ma(w) étant définies ci-dessus

ê (A) est une cl. q. a. 1 (a) dès que

UmaI(a)J|Ma(u)|---0.
a-*-o

2. Applications: classes quasi-analytiques I(a). — Si A est
à distribution logarithmique bornée ( S.-y, <^ oo ), on peut
nrp.ndrp \ l71! /prendre

nyr / \ n/>i w\T°rSina^Ma(w) == ii i —— m —^
\ A / y = o ^W

l ay^ étant une suite positive telle que

Sa, == a- et max (ow . •. ̂ r-1) > ̂ a^Ilfl +^Y
Z n \ |A|/

K(a) ne dépendant pas de r > 0. La possibilité de construire
une telle suite \w.j\ est connue (cf. [22], chap. v). L'évaluation
de HMa(u) ] à partir de là est plus ou moins intéressante suivant

la forme de A : le principe en consiste à majorer II 1—-.- par

une expression de la forme max1-,1 ? et
n M^

H^ sina.u . 1 ,——"/- par min | QL^ ... o^u
/==0 O/U n
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Nous allons expliciter le résultat dans trois cas particuliers.
A) A est réelle et symétrique^ à distribution logarithmique

bornée {\, == — Àsy_.i == (JL, > 0).
00 4

Soit {y^ une suite positive, ^^=—/limYy[ji ,==oc. Posons^ u / / •""* ijr./
0 •1: /-»-o&

M^^^nfi-^nf8"1^'^2-j-V ^/Â'V ï/°w /

Pour ;A,< u < a,., i, |Ma(u)| et y^aV|Ma(u)l sont majorés par

n^<n(iw)-2.
y»l ^jV. U j=t

Donc

riM,(u)i=2 ( +2 F < 2 ( l + — — ) m a x , 1

»/ Je «71 \ T 0 " / " Vr-lJl • • • rnin9- f

Si \mj\ est une suite positive tendant vers oc, telle que
00 ——

^--^^oo, ^(A) est donc une cl.q.a. I(a) dès que
a/
(2) lim --———IM^ < ̂ .

^,amm(ml...m,are)
n

En effet, il suffit de poser a.̂  == /cm, pour / assez grand, À* > 1.
Si \lj\ est une suite positive croissante tendant vers oc,

00 ltelle que ̂  —L, < oc, on peut remplacer le dénominateur de (2)
l^i

par a min {li... ̂ a").
n

B) A est symétrique^ à distribution logarithmique bornée, et

la suiteLCLI est non-décroissante (X^ = —"^2^-1 === P'-j)-

Ma(w) sera définie comme en A). On a

"l-^<"(l+^)=l+u•^+-
+ "••21̂ J + • • •< ̂ ï max (^l^j)-
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1 1Pour calculer S,—————„> observons que S.———— est le
[^•"^n\ I/- ••• /" ' '

coefficient de (itM)2'* dans le développement de
Shitu_ „/. w'X
——— — u ( -1- ~r "T i '

TCM \ / /
D'où

v —A. _ < _L_ ̂  /1—iy
^ | "-y. • • •u-^ ̂  ! «-1 • • • "•ni2 ̂  V'i • • • /"/I "-/.••• "•.>•„!" ^^•••"•'•r \ /r--/

'T tV"

^ 1 ^"(n!)2 V 2 /
|tJl,..,pl,^(2n-hl)!^|a,...iA„|i•

U2 fÀ' uV"et 11 1 — — < Â - i max—^—1-1—^/Ci et k^ constantes. jMa(^). , aj n '^•••^r
et ^^^^^^(u)! sont majorés par

Wmax
n |^Yl...^nï^anj2

Quitte à poser ici ;;j.,|yy==/c/c^m^ pour / assez grand, on aura
le même résultat qu'en A).

C/ La suite f-^- est non-décroissante.

Les calculs faits enB) s^adaptent en remplaçant ir et ̂  par u
et À,.

Exprimons les résultats obtenus.
THÉORÈME 2. — A étant à distribution logarithmique bornée.

ef satisfaisant Vune des conditions suivantes (avec I^J^IX,!)
A) A est symétrique et réelle ;

B) A est symétrique^ et la suite [—^^ est non-décroissante;

C) la suite —^ est non-décroissante,

soit^l/^ une suite positive croissante, tendant vers ^c, telle que

^ .^- < oo. ê(A) est une cl. ç. a. I(a) dès que
iM

^ lim———M <oc.
^o a mm (^...^a")

n

Ce théorème contient le résultat suivant de Mandelbrojt, éta-
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bli dans [22] (chap. vu) pour des A entiers : si A est symétrique,
avec S . . . < x ï , ?>—^->0, la seule fonction /^(A) telle

que log r|/1<—-1,-(a--0) est/=:().
J 0 al

REMARQUE. — Dès que -^±J (resp. ïfl±A \\ est borné, on peut
,. . À/ 1\ V-j \1

arbitrairement décaler l'ensemble des indices de la suite l j . Au
dénominateur de (3), on peut alors remplacer a par a"^, si grand
qu'on fixe p. Nous verrons qu'il n'en est pas ainsi quand A est
encore plus lacunaire.

3. Classes quasi-analytiques D. — Pour que ê(A) n Cr^Mj soit
une cl.q.a. D, si petit que soit I, il suffit, nous l'avons vu au
§ 2, queë(A) soit une cl.q.a. I(a) = min M^—--.

n (M -)- 1) !

Dans les hypothèses du théorème 2, il suffit donc que

mm(^^!<^mm(^-•^an)
pour une infinité de valeurs de a-^0 (/c constante). Pour
interpréter cette condition, nous aurons recours au lemme
suivant ([25], p. 18).

LEMME 0.—Soit {A.ni et |i B^ $ deux suites positives,—!L!-1 étant
croissante. Les relations B/i

ylï -,71

B, < An {n > no) et max - > max — (r > r,)
n Dn n An

sont équivalentes.
Il suffit ici de poser

^(n^iîT B-=1'»-•U. -^

THÉORÈME 3. — Dans les hypothèses du théorème 2,
ê(A) n CijM^ est une cl.q.a. D dès que

r M, ,hm - ; — n — — - < oo.
n^(^+l) !^...^

COROLLAIRE. — g (A) n Ki^Mj est une cl.q.a. D dès que
i

1 / M V1« JL / -'•••••«» \ /\Iim— -—ra-) =0.
n^-« n U. . .L/
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oc l4. Réciproques. — La condition S-i^r < ̂  dans l'énoncé du
l^i

théorème 2, ne peut pas être beaucoup améliorée. Nous allons

montrer qu'on ne peut pas remplacer lj par ' ^'r1 ' • Pour cela,

nous allons construire, moyennant les hypothèses convenables
sur A, une fonction fo^ê (A), s'annulant avec toutes ses déri-
vées en 0, et appartenant à une classe Ki jMj (resp. C i ^ M ^ j )
la plus petite que nous pourrons. A sera toujours à distribution
logarithmique bornée.

Dans tous les cas que nous examinerons, A sera contenue

M Tw- wdans une bande \v -<^ B, Fo (w)==JJ ( l—-=s~) sera absolument1 v ^7
sommable sur toute droite ^ == ^o pour |^ol^>B, et de même
w"Fo(w), n entier quelconque; la série des résidus Aj; de Fo aux
points \ sera aussi absolument sommable, et de même la série
des X^A^ n entier quelconque.

____ 00

Nous poserons /*o =— i \/îv. S A '̂̂ , de façon que
i

Hf,)=F^

On sait (voir §1, 8) que Fo^+^o) est pour ^ y < — B la
transformée de Fourier, au sens usuel, de e ^ f ^ (x). Cette der-
nière fonction est indéfiniment dérivable, puisque

Jl^Fo^-h^Koo,

donc/o s'annule avec toutes ses dérivées en 0.
De plus.l^^K^SIA^I^l-l, donc /^Ci \M^ quel

k=i 00

que soit I, et /o€C ^Mj si B == 0, avec M^== S jA^I; log Mn
k=ï

est fonction convexe de n. Nous allons évaluer M,, dans les quatre
cas suivants, où A sera supposée contenue dans une bande | v\ <; B.

A) A est symétrique (^=—À.^,,=U^) et la suite 4|— est
croissante pour un £ ^> 0. /

On a A.^-A^.^N^-Ç'nfl-^V1-2 j^k\ y - j /
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Évaluons M^_i. Pour A- > n-r1,

on a

avec

Y
JTV ,,2n—l| __ -ev ; ,, *2\^k^k | — y-j;Xi...^,

2 - 1 QO .i4-1

^
£i nx=n|i '^k y=n+ l

;^*
y==r'

n ; \ 2 •<- 2g\ — 1 oo<ni- {-A.V \k
/^v*'8

;=n+l
/9'=fcn i-m'26'-1

^A \ / /^!,

kV^

J )

^V^/kY^/k2 n (i<^ ni
y-i\ / y=<r+i\r

\\ÎS.//f'-V'25 . //P( —, 1 min ( '-,.=2^ -
\ra!\n\ i \k},

^

<?^^ avec N-K^+IÎ-^^N
'[

< , 2-C^C ne dépendant que de £ (comme dans la suite Ci).
K ^

Donc â|^W-l|<Cn|^...^,|2
l + l

Or SIN^-^I^JM^,.

Par récurrence, on établit M^_, < C^)^ ... ;^,j2. logM^ étant
convexe, on a donc M»_, < Cî|^i ...Aj.

B) La 5u^e -î  e5( croissante pour un t > 0-
7 / '\ \ — i

On a Afc^—A/ .n f l—- .^ ) • les calculs faits en A)
J^k\ ^ /

s adaptent en remplaçant ^ par A,. On aboutit de même à
M,_,<CÎ!A,...U

C) A est symétrique^ et >K>1.

^,D) >K>1.X.

À,•20'-1)
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Dans ces deux cas, on a
fc-iiA^i<!À^...x,ini—?y== i ^kk\ j==k+i

n i- X.
soit |AfcÀ2|<C|Xi.. .Xfc|

et M,_,= S iA^re-l|<CJ^...À„

THÉORÈME 4. — A étant contenue dans une bande hj<^B, et
satisfaisant Vune des conditions suivantes (a^c|X^J^>|X,j).

A) A est symétrique, et la suite —^ est croissante (e > 0) $
ÀB) la suite Tg-^g est croissante (£ > 0) $

X.C) A ̂  symétrique^ et .—2Z— > K > 1 $
I ^ 1 ^20'—1)

- 1 Àl 1 > K > 1D) Xv-i
ïa fonction /*o€Ê(A) rfoyi( fa transformée de Fourier est

Fo(^)=n(i-^)i \ A/ /
s'annule avec toute ses dérivées en 0.

JOan^ ^5 deux premiers cas^ on a f^^K^M^ (resp. K*}Mn^
si B=0),et dans les deux derniers cas jfoCCi ^M^ quel que soit l
{resp. C |Mn| 51 B = 0), a^c M^_t = |Ài. . . XJ.

/^a '') / l̂ a"
REMARQUE. — On a ifol < min ' 1 ' ' ' .nl > k constante,

Jo ra n •
avec A* = 1 dans les deux derniers cas. Dans les hypothèses du
théorème 2, il est donc impossible de remplacer I j par -JJJ-. En

00 X 7
particulier, dès qu'on a^ -^:N < c» avec C) ou D), on ne peut

^ j
pas décaler arbitrairement Fensemble des indices de la suite l,
/puisqu'on peut prendre lj = LJrJÏI ); ê(A) est alors une cl. q. a.
\ 7 -N- i /
I(a) dès que

Hma~^alfo!I(a)<^.
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5. Conditions nécessaires et suffisantes de quasi-analyticité. —
On peut ainsi préciser la dernière remarque.

THÉORÈME 5. — A étant contenue dans une bande v\^B, et
satisfaisant V une des conditions suivantes

An, === ——— À.

00

2./-1? S

ocs \-<
\

<00

^2C/-i)

^
< 30A)

B)

la fonction fo du théorème 4 est, au voisinage de 0, « la plus
petite fonction » non nulle de ë(A) (a un facteur multiplicatif
constant près), dans ce sens que l9 inégalité

^f:\f\<f:\f. (p entier ̂ 0), avec /*çë(A),

satisfaite pour une infinité de valeurs de a —^ 0, entraîne que f
est une combinaison linéaire de fo et de ses p premières dérivées.
Une condition nécessaire et suffisante pour que ë(A) soit une
cl.q.a. I(a) est que

,. I(a) .lim 0.
f:\^\

DÉMONSTRATION. — Les hypothèses sur A entraînent la
validité de la remarque finale de 4, avec N = 2. Montrons
que l'hypothèse faite sur f entraîne que S (/') = F (w) a au
plus p + 2 zéros. En effet, si F(w) = (w—w^) Fi(w), l'équation
différentielle / *=— i f [—w^ admet une solution /\ moyenne-
périodique telle que S(/\) = Fi(w), /\(0) =0; et on a

/•a i p i ./ ya ,y/ ,
,/; 1^1«\/; I/",!

C ^a ,̂ »a 4 / •a 'I / * a

..^>j ^—j.^-^j.^àj.^
pour a assez petit. Si ¥(w)={w—Wi)...(w—Wp^) Fp^a(w),
il existe ainsi une fonction moyenne-périodique /p.^ telle que

^f^) = Fp.3W, et r\f\ > -———-, Ç\f^^ P + 3 |
Jo ^a) Jo

pour a assez petit. Si Wi, ... Wp^s étaient des zéros de F(w), on
aurait fp^^U\), ce qui est en contradiction avec la remarque
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finale du 4. F (w) / Fo (w) est donc un polynôme de degré < p + 3.
Il suit de là que f est combinaison linéaire de f o et de ses q
premières dérivées, q < p + 3$ le calcul ci-dessus montre que

^/o'I/'IXV'l/oi,

C constante, donc ç^p. C.Q.F.D.
Le théorème 5 fournit une réponse complète au problème

n° 2, mais il est d'application limitée à des suites A très spé-
ciales. Il est d'ailleurs facile d'en élargir les conditions d'appli-
cation, mais sans espoir de rejoindre celles du théorème 2.
En effet, on ne peut affirmer en général que

FoH=n(i-^y1
\ Â /

est transformée de Fourier d'une fonction moyenne-pério-
dique; au contraire, on construit facilement des suites d'en-
tiers A tels que Fo(u+ i^o) ne s01^ pas une fonction bornée de
u(^o=^0), auquel cas Fo ne peut être transformée de Fourier
(=== de Fourier-Carleman) d'une fonction /*o périodique. Il
serait intéressant de savoir si les conclusions du théorème 5
subsistent chaque fois que Fo(w) satisfait les conditions
énoncées au début du 4.

Relativement aux cl. q. a. D, on a un résultat analogue au
théorème 5.

THÉORÈME 6. —Dans les hypothèses du théorème 5, une condi-
tion nécessaire et suffisante pour que ê (A)nCi |M^ soit une
cl.q.a. D est quelle ne contienne pas /o {quel que soit ï conte-
nant 0).

La condition est évidemment nécessaire. Si elle est satis-
faite, on a, d'après le théorème 4,

Um-^^O.
n-^oo l^l • • • ^nl

Le théorème 3, avecî,==[^_2J (resp. |Xj_J), montre alors que
6 (A) n C r ^ M ^ g j (resp. Ci'^M^J) est une cl.q.a. D. Or, si
/*çê(A) nCi|M^ s'annule avec toutes ses dérivées en 0 et si
/*^0, les fonctions f q { q == 1, 2, ...) définies après le théorème 5
s'annulent aussi avec toutes leurs dérivées en 0, et fq^Cî\ Mn_J ;
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donc S(/') ne peut s'annuler plus de deux fois, et il existe une
fonction de ë (A) n Ci | MJ, soit /, f i ou f ^ qui est proportion-
nelle à /'o, contrairement à l'hypothèse.

REMARQUES. — 1. Grâce au théorème 6 du § 3, on peut
quand B = 0 remplacer dans l'énoncé du théorème 6 ê (A)
par §i(A) : les hypothèses sont alors purement locales.

2. L'intérêt du théorème 6 est de donner une condition
nécessaire et suffisante de quasi-analyticité très différente de
la condition classique de Denjoy-Carleman (voir 10). II exprime
que l'ensemble des classes non quasi-analytiques ê(A) n Ci|jMU
(A donnée), ordonné par inclusion, admet pour plus petit
élément la classe dont les seules fonctions s'annulant en 0 avec
toutes leurs dérivées sont proportionnelles à /*o.

3. Nous établirons en 8 des résultats voisins du théorème 6.

6. Seconde méthode. — Dans la suite de ce paragraphe, nous
restreindrons notre étude aux fonctions moyenne-périodiques
bornées. Nous pouvons donc supposer A réelle et simple
(théorème 5 du § 1).

NOTATION. — Désignons par r(a) une fonction décroissante
de a(0<;a^a;o), pouvant être infinie sur un segment [0, a»],
nulle en Xo, et par a(r) la fonction inverse de r(a) (r^O), avec
a ( oo ) == lim a (r) = ûCoo.

Soit/i(A),/^0,

J/-K1 et f^\f\<e^) (0<a<^).

F(w) = ©(/*) étant donné par les formules du § 1, 8, les hypo-
thèses faites sur/'entraînent les majorations suivantes pour F(w} :

\/2^1F(w);< F \f{x)\exvdx<i- pour p>0
i/ — oo y

\/27: i F H « F \f{x) \ dx + F ̂  dx < e-^ 4- e^
J f ) JOL \V\

pour P < 0. Choisissons a = a(jp[); alors

ar(a) = aj^| > |^|a(r) {w = u + w = re^}.

Les majorations qui s'ensuivent pour F(w) permettent
d'énoncer le lemme suivant ([19], [18]).
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LEMME 1. — Uensemble des fonctions bornées de ë(A) est
une cl.q.a. I(a) == e"9'^ dès que les conditions

F(w). méromorphe, de pôles simples çA
(L. 1) ^gl^^K—^g^ P0^ ^>01̂ i i i

log|F(w)| < log-————|^a(r) pour ^ < 0

entraînent F (w) == 0.
Des modifications évidentes dans les calculs conduisent au

LEMME 4/. — Les relations

WA), |/-|<1, f^\f\<e-^ (0<a<^)

entraînent /'EEE 0 dâ^ çue Z^5 conditions

F(w) méromorphe, de pôles simples çA
(L- r/) logIFHKiog^—^i-lpja^)

entraînent F(w)==0.
Soit maintenant ̂ (A) n C ^ M n ^ , f^O) ==0 (n=0, 1, ...). En

intégrant par parties les seconds membres des formules donnant
F(w) (§ 1,8), on a

V/27C F ' (w) = f ^ {iwY f ^ {x) e-1^ dx

V^ F~(w) == — f ^ {iwYf^^x) e-^dx

TC M
d'où |F(w)[ < .—i- '̂1 quel que soit n^O (K : constante).

LEMME 2. — ë(A) n C|MJ est une cl.q.a. 'D dès que les
conditions

/y <y F(w) méromorphe, despotes simples çA
^ "y log|F(^)|<-log|p|-S(r)

a^c S(r) === max(nlogr—logMn), entraînent F(w)=0.
n

REMARQUES. — 1. Dans (L. 1), (L. 1') et (L. 2), on peut
remplacer la première hypothèse sur F(w) par celle-ci : F{w)
est holomorphe en dehors de A. Le fait que les éléments de
A sont des pôles simples découle du calcul fait au § 1, 10.
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2. Si A est régulière et de densité de répartition A, le théo-
rème 6 du § 3 permet de remplacer, dans les énoncés des
lemmes 1, M et 2, l'ensemble des fonctions bornées de ê(A)
par l'ensemble des fonctions p fois dérivables de 6i(A), et
ë(A) n C j M^ $ par ëi(A) n Ci} M^, \, avec 1 > 27;A, 1 contenant 0.
Tous les théorèmes que nous établirons à partir de ces lemmes
seront susceptibles de la même remarque.

7. Application de la formule de Jensen. Classes quasi-analy-
tiques !(<%). — Nous utiliserons les notations du § 3, 1.

Dans [19], [18], [9], le lemme 1 (ou un lemme analogue)
est exploité ainsi : on suppose A symétrique, formée d'élé-

ments ± X ; on pose C(w) === ll( 1-- .-2)» et on considère la
\ A /

fonction entière F(w)C(w) ; dans [9], où le meilleur résultat
est obtenu (relativement à des suites A d'entiers), on applique
à cette fonction entière la formule de Jensen en majorant

r00 DfrtlogjC(w)| par logC(ir)==2r j ^-^/--^dt=^(r) ; on voit
qu'on a F (w)=0 dès que " (f r+ r

ainsi

lim(ra(r)—TcÇ(r))== oo.
r->-oo

Une amélioration évidente de la méthode consiste à appli-
quer la formule de Jensen à F(w) elle-même, ce qui donne

-^^d^^-J^logI

Supposons F^^O. Quitte à diviser F(w) par w^, ce qui
n'altère pas les conditions (L. 1), on peut supposer F(0)=^0.
En utilisant les inégalités de (L. 1), on obtient'alors

-2rD(r)<—— l-^(r)- l logr+0(l)
TC 2i

d'où (x.(r) <^2^î)[r) pour r assez grand.

THÉORÈME 7. — U ensemble des fonctions bornées de ë(A)
est une cl.q.a. I(a) == ç"0^00 dès qu^on a, pour une infinité de
valeurs de r-— oo,

(4) a(r)>2îiD(r)
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Ajouter à A un élément (y compris l'élément 0), revient à
< ï\/ \ lograjouter, a D(r), -.c-

Âr

CAS PARTICULIERS. — a) Les hypothèses du théorème 7
sont satisfaites sia^ > 2-rcD.. L'ensemble des fonctions bornées
de ê (A) est donc une cl. q. a. I/ dès que Z> 2Ti:D. : ce résultat
est contenu dans le théorème 2 du § 3.

b) Si D (r) <, D. pour une infinité de valeurs de r — oo, il suffit
d'avoir a^ ==2^0.. L'ensemble des fonctions bornées de ê(A)
est alors une cl. q. a. I/ dès que l == D. : lorsque D. == dens. min. A
ce résultat complète le théorème 2 du § 3$ il a été établi,
avant nous, grâce à la même méthode, par Lévine [16].

c) Le théorème 7 contient les résultats de [19], [18] et [9]
qui généralisent eux-mêmes le théorème de Mandelbrojt
rappelé en 3.

REMARQUE. — Le cas b) s'applique, il est facile de le voir,
— 1si A est la suite des entiers pairs, avec D . = = ^ Or il cesse

2t
de s'appliquer dès qu'on adjoint à cette suite A les deux éléments

00

+ 1 et — 1 : en effet, il existe une fonction sin x + S ^^wx

;r°°

nulle sur [0, Te]. Donc dans (4) on ne peut remplacer D(r) par

D(r) + —°—. Le théorème 7 est ainsi d'une grande précision

pour une suite A dont la répartition est voisine de celle des
entiers; il fournit dans ce cas une bonne réponse aux pro-
blèmes n° 1 et n° 2; dans le cas de suites irrégulièrement
réparties ou très rares, les théorèmes 2 du § 3 et 3 du § 4
peuvent lui être préférables.

Si nous supposons F(w)^0 soumise aux conditions (L. l7),
l'application de la formule de Jensen donne

--2rD(r)<—|-ra(r)+0(l).

THÉORÈME 7'. — Les relations

/•€Ê(A), J^KI, /_aJ/•i«'-a'w

entraînent /*=() dès que lim (ra(/*)—-HT D(r)) == oo.
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8. Classes quasi-analytiques D.—Supposons maintenant F(w)
soumise aux conditions (L. 2). La formule de Jensen donne

-42rD(r)<—S(r)—logr+0(l)

soit, d'après le lemme 0, M^> KjXi ...Àn.^|,K constante.
D'où l'énoncé très simple suivant.

THÉORÈME 8. — ë(A) n C ^ M n { est une cl.q.a. D dès que

jim M. =0 (|X,,.j>|X,|).
n-xxi 'A! • • • ^•n-i- l (

REMARQUE. — Si F(w) s'annule /c fois, l'application à F(w'
de la formule de Jensen permet d'écrire

M«>K]À,. . .^^j .

Dès qu'on a lim jr—————— < oc, la transformée de Fou-
n-^oo 1^1 •• • ^n+fc+i!

rier d'une fonction /'çê(A) n C|Mj s'annulant avec toutes ses
dérivées en 0, ne peut s'annuler plus de k fois : c'est dire que f
est ou nulle, ou combinaison linéaire de fo, f o - - . f^\ avec

W=Fo(^)-n(i-^\
En particulier, si Fo(w) n'est pas la transformée de Fourier
d'une fonction de ë(A), ë(A) n C ^ M n { est une cl.q.a D dès que

r M. .bm^—i—^<oc
n-».» l7'-! • • • ''•n-t.fc)

pour une valeur assez grande de k.
Le théorème 8 est plus simple et plus précis que le théorème

3, mais il ne le contient pas ; d'une part en effet, il ne s'applique
que lorsque A est réelle; d'autre part; il suppose connu le
comportement sur la droite entière d'une fonction de ê(A)
(le fait d'appartenir à C j M ^ O alors que le théorème 3 ne
suppose connu que le comportement local (le fait d'appar-
tenir à Ci^Mj).

On supprime aisément ce dernier inconvénient en ayant
recours au théorème 6 du § 3, qui, joint au théorème 8,
permet de définir des cl.q.a. D sur un segment.
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THÉORÈME 8'. — A étant réelle^ régulière et de densité de
répartition A, ëi(A) n CijM^ est une cl.q.a. D dès que

(5) I n n ^ ^ Q
n^o'l^ •••^1

quel que soit V entier p, avec [I[ > 2T:A, 1 contenant 0.

REMARQUE. — Au lieu de supposer (5) satisfait quel que
soit p, il suffit de supposer (5) satisfait pour une valeur
p > 8 A + 4 (cf. remarque finale du § 3). Si Fo(w) n'est pas
transformée de Fourier d'une fonction de 8 (A), il suffit de
supposer (5) satisfait pour une valeur quelconque (négative
au besoin) de p. Si Fo(w) = ÎS(/*o), et si (5) est satisfait pour
une valeur quelconque de p, les seules fonctions de êi (A) n Ci j M^ \
s'annulant avec toutes leurs dérivées en 0 sont combinaisons
linéaires (finies) de f o et de ses dérivées.

Le théorème 4 constitue une réciproque au théorème 8.
La confrontation de ces deux théorèmes donne de nouvelles
conditions nécessaires et suffisantes de quasi-analyticité.

THÉORÈME 9. — Si A est réelle et satisfait Vune des hypo-
thèses A) ou B) du théorème 4', une condition nécessaire et
suffisante pour que ê(A)nK*jMj soit une cl.q.a. D est que

j_
M n .lim ..- -—— -- == 0. Si A est réelle et satisfait Vune des hypo-

n->ao ^i • • • ^n-»-1

thèses C) ou D) du théorème ^y une condition nécessaire et suffi-
sante pour que ê(A)nC|Mj soit une cl.q.a. D est que

i^lY-^—^o.
n^oo \^i • • • '^n-»-!!

Le théorème 9 présente l'intérêt, par rapport au théorème 6,
d'expliciter les plus petites classes non quasi-analytiques
ê (A)nC |Mj (resp. K^M.Q.

En usant du même raisonnement qu'en 6 et de la remarque
qui suit le théorème 8', on obtient d'ailleurs l'extension sui-
vante du théorème 6 :

THÉORÈME 9'. — La conclusion du théorème 6 s'étend au cas
où A est réelle et satisfait Vune des hypothèses C) ou D) du théo-
rème / / .
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9. Application de la formule de Carleman. Classes quasi-
analytiques I(a). — Au lieu d'appliquer à F(w), soumise aux
conditions (L. 1), (L. 1') ou (L. 2), la formule de Jensen, on
peut appliquer à F(w) d'autres théorèmes de la théorie des
fonctions. Alors A n'interviendra plus par sa fonction de
densité moyenne sur toute la droite D(r), mais par sa
distribution logarithmique sur une demi-droite (quand on
applique la formule de Carleman), ou par sa « lacunarité »,
c'est-à-dire par la largeur relative d'une suite de segments ne
contenant aucun point de A (quand on applique un théorème
du type Mandelbrojt-Mac-Lane).

Nous affecterons d'un + les fonctions (définies au § 3, 1)
relatives à A dans l'angle | 0 [ < —

2t
Supposons d'abord F(w)^0 soumise aux conditions (L. 1).

L'application de la formule de Carleman (cf. chap. ni, § 3)
donne alors

Kt-^-c' > %/ (A- -^YW + O(D
soit, si D^(r) est borné (r > 0)

J^1(̂ =^>0(1).

THÉORÈME 10. — U ensemble des fonctions bornées de ê(A)
est une cl.q.a. I(a) = g"01^00 dès que D^* < oo et

,. ^a^—^D-1-^),lim ( —/——-——L-' dt == oo.
r->oo J t

CAS PARTICULIERS. — 1. La dernière relation est satisfaite
si a^ >2TtDÎ . L'ensemble des fonctions bornées de ë(A) est^\
une cl.q.a. I/ dès que f > 2 T ; D 7 : ce résultat est contenu
dans le théorème 2 du § 3. On peut le préciser en supposant
lim (D î logr— L^ (r)} == oo il suffit alors que l == 2ii Dî.
r->-ao

2. Si L^(r) est bornée, il suffit d'avoir

r »")*=«.
•y t
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Si Fon remplace (L. 1) par (L. F), des modifications évi-
dentes dans les calculs conduisent au théorème suivant :

THÉORÈME 10'. — Les relations

/•Éë(A), i7-|<l, f^\f\<e-^ (0<a<^)

—__ ( »/' n(f\ __ -rr T) "* ( f\

entraînent f=0 dès que D^ < oo et lim 1 —-1————u dt = oo.
r-*'xi ,y (

10. Classes quasi-analytiques D. — Supposons maintenant
F(w) soumise aux conditions (L. 2). Posons w' == ie"'^^1

^
avec^<^a^l .

2t
Posons Fi(w') === F(w). Fi(w') est méromorphe dans le demi-

plan R^ ̂  0; ses pôles, simples, y forment une suite portée

par la demi-droite Argw /=——ira, dont la fonction de dis-
/ JL\ i

tribution est Ni(p) == N^^p a ) et on a

^ Q A / _ _ / ± \

log|F<(^)|<-log p - sin——— -Stp0 ) (^==p^').^a '

La formule de Carleman, appliquée à Fi(w' + 1), donne
alors (cf. chap. ni, § 3, 2e remarque)

lim ^'(s(T^)—TCsinTON"(T^))^<oc.
p->00 t/

THÉORÈME 11. — ë(A) n C}M^ e5( uw cl.q.a. D rfes çu'on
a N-(^=0^) ^ Km rS(f)-^sm^N:(jO^^^^ ̂

r^oo J (

S(r) == max {n log r — log M»), — < a < 1.
n L

CAS PARTICULIERS. — 1. Pour a == 1, on retrouve le théo-
rème de Demoy-Carleman; on sait d'ailleurs que la condition
r00 s(t}j —Y7 dt == oo est une condition nécessaire pour que C ^ M^ ^

soit une cl.q.a. D.
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2. Si F ^T^-dt^ x, ë(A) n C^M. i est une cl.q.a. D dès

que C ^ M i i j est une cl.q.a. D.
3. En particulier, si N^(() est bornée, £(A) n C ^ M , , j est une

cl.q.a D dès que C^V/Mj est une cl.q.a D.

41. Application d'un résultat du type M-M-L. Classes quasi-analy-
tiques D. — Supposons encore F(w) soumise aux conditions (L. 2).
Pour simplifier, supposons d'abord A symétrique. Posons
w === — ie\ s === cr + ^? F^) == H(^). Désignons par G(a) une
fonction égale à Arc ces (^-<J) quand e9 est à une distance ̂  h
de l'origine et de \{h > 0 donné), égale à oo ailleurs. Soit A, le
domaine <r > ^o === l°g h, t <^ G((r).

Comme M. Mandelbrojt l'a remarqué pour établir ses théo-
rèmes de fermeture ([27], p. 194), les conditions (L. 2), où S(r)
est une fonction croissante, entraînent

(L. T)
îï{s) holomorphe dans A^
log H^^—S^-^+A dans A,,

a et A étant constantes.

Il nous suffit alors d'appliquer le théorème et la remarque 2
du chapitre ni, § 1, pour pouvoir énoncer :

THÉORÈME 12. — Désignons par û une réunion de segments
de longueurs indéfiniment croissantes, ne contenant aucun point
logX(XçA), par ui.(Q; o") et pi(CQ; cr) les mesures de Q et de son
complémentaire sur le segment [0, a]. Posons

S(^) = max(ncr—log M,,)
n

A étant donnée symétrique et réelle, ê(A) n C{ Mj est une cl.q.a. D
dès qu'il existe £ > 0 tel que

? SÇe^e-V-^ ̂ ^ CT) rfcr = oo.

Supposons maintenant A positive. Posons
w=—e\ F{w)=îl{s).

G(cr) gardant même signification que ci-dessus, soit A^ le

domaine <r>ao=log/i , |(| < G(a) +-^ Alors les conditions
(L. 2) entraînent encore (L. 2Q.
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THÉORÈME 12'. — Les notations sont celles du théorème 12.
A étant donnée positive^ ë(A) n C|Mn( est une cl.q.a. D dès qu^il
existe £ > 0 tel que

r °C / a\ -^«^^-^û^),f SÇe^e " 0(7= oc.

REMARQUE. — On peut supposer Q vide. Les théorèmes
12 et 12' se réduisent alors respectivement au théorème de
Denjoy-Carleman et au cas particulier 3) du théorème 9.

Classes quasi-analytiques I(a). — Supposons de nouveau
F(w) soumise aux conditions (L. 1), et A symétrique. Pour
passer de la condition de décroissance en ^|, à laquelle est
soumise F (w) pour v < 0, à une condition de décroissance en
r, nous nous inspirerons d'un procédé « de rotation » utilisé en
[19]. Posons
$(w) === F(W<?)F(we- lo)F(—W^F(—we-<?), 0 < <p < ̂ --

^(w] est holomorphe en dehors des ensembles A^ et A_ç,
obtenus en faisant tourner A des angles <p et —<p autour de 0,
et^satisfait

logj$(w)j<—21og!rsin(6-r-9)sin(6—<p)j~2sin(2y)ra(r)
(w—re19).

Posons w ==-= — ie\ $ (w) == X (s).

G(o") gardant même signification que ci-dessus, soit ici A,
le domaine

o- > o\, == log —- ? ]( < G (<r) — ̂ .cos 9 i - \ / .

On vérifie alors que les conditions (L. 1) entraînent
X(^) holomorphe dans A,

(L. F) logjX^K—^-a^-) + A,
a et A étant des constantes.

Appliquons encore le théorème du chapitre ni, § 1, en tenant
compte des remarques 2 et 3. û ayant même signification que
ci-dessus, les conditions (L. 1") entraînent X($) = 0 dès que, pour
une valeur de £ > 0, on a

/'<» — —^ - [JL (CQ ; <J) - 5 U (Û ; Ç)

(6) j e^e^e 7:-2<P k dcr== oc.
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Si A est supposée non plus sysmétrique, mais positive, on a un

résultat analogue, A, étant défini par a > Œ(), |(j < G(o-)—y + -TL?
2i

et le coefficient —7—— étant remplacé dans (6) par -——Tc—— .7C—29 r 2(TC—y)

THÉORÈME 13. — Les notations étant celles du théorème 12,
Vensemble des fonctions bornées de ê(A) est une cl.q.a. I(a)
dans les deux cas suivants : __ i / \ n

lu A est symétrique réelle, et lim log ̂ 'HlJM^ ; ̂  ̂  p ^
ÎT->- oo 7

2° A ̂  po^pc, ^^m21^ga^+^^>-l.
o->- oo 7

En effet, la condition (6) est satisfaite dès que, sur une
infinité d'intervalles de longueur 1 disjoints, on a

loga(^)>-(l-^+^^pL(œ;<7)-£pL(Q;^;

elle est donc satisfaite, pour y assez petit, moyennant la

condition 1°; Quand —î— est remplacé par -—Tc—,, elle est
rt—zy 2(iT—y)

satisfaite moyennant la condition 2°.

COROLLAIRE. — Posons lim ^v " ? / = d. L'ensemble des
y-^- oo d

fonctions bornées de ê(A) est une cl.q.a. I(a) = e~^ "p) dans les
deux cas suivants: . ,

1° A est symétrique réelle^ et p > - =—— ;
^_^ a

2° A est positive^ et p > .—-•
1 + a

13. Remarque sur la méthode. — La méthode définie en 6,
qui repose sur les lemmes 1, 1' et 2, s'étend immédiatement
aux fonctions presque-périodiques de Bohr ou de Stepanof;
c'est ainsi que Lévine a étudié dans [17] les fonctions presque-
périodiques de Stepanof, nulles sur un segment.

L'application d'un résultat du type M.M.L. (resp. de la
formule de Carleman) ne fait pas intervenir le fait que A
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est discrète (resp. : que la partie négative de A est discrète).
Ainsi les résultats de H et 12 (resp. : 9 et 10), peuvent s'étendre
à toutes les classes de fonctions dont on définit une trans-
formée de Fourier-Carleman holomorphe en dehors du spectre
(resp. : et dont la partie positive du spectre est discrète) ;
ainsi étendus, les théorèmes 12 et 12' s'appliquent aisément
aux problèmes d'approximation polynômiale et aux problèmes
des moments étudiés en [27]; nous reviendrons sur ces pro-
blèmes au chapitre ni.



CHAPITRE II

APPROXIMATION PAR DES POLYNOMES DE D1R1CHLET
ET PROLONGEMENT DANS LE PLAN COMPLEXE

§ 1. Résultats généraux.

1. Approximation par des polynômes de Dirichlet dans un ouvert.
— Les résultats qui suivent sont relatifs à l'approximation
d'une fonction holomorphe dans un ouvert par des polynômes
de Dirichlet d'exposants donnés. Ils se trouvent en partie expo-
sés dans [2] (note III), [33] (§ 6) et [34] (chap. iv). Ces résul-
tats sont intéressants en eux-mêmes; certains nous seront plus
particulièrement utiles pour l'étude des problèmes de prolon-
gement traités au § 2.

DÉFINITIONS. — Etant donné un ouvert Q du plan com-
plexe (z == x + iy\ que nous supposerons toujours réunion
d'ouverts simplement connexes disjoints (1), et une suite A
d'éléments A distincts, réels ou complexes, soit ÊQ l'espace des
fonctions holomorphes dans Q, muni de la topologie de la
convergence uniforme sur tout compact de Q, et 8o(A) le
sous-espace de ÊQ engendré par les fonctions ^À?, AçA. Notons
dy. (z) (resp. a) toute mesure à support compact C c û et Q^ la
transformée de û par la translation Ç.

PROPOSITION 1. — Pour avoir /^çëQ^A), il faut et suffit que

(1) ^ ^^^(^)=0, Â€A,
entraîne j c f ( z ) dy. (z) = 0.

PROPOSITION 2. — Pour avoir ëQ(A) == ^Q, il faut et il suffit
que (1) entraîne <I>(w)=0 avec

(2) ^^)=^ew2d^{z) (^==u+^).

(1) On peut alors appliquer le théorème d'approximation polynômiale de Runge-
Moutel, convenablement précisé [29 ter].
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En effet, le fait que (1) entraîne ^(O^^O exprime
^€êû(A)(p==0, 1,...).

PROPOSITION 3. — Si <&(w) ==J e^2 d^{z) = j e^ d^(z), les
supports de a, et de a.̂  étant contenus dans 12, on a pour toute
fonction f(z)^Q: j f { z ) d ^ ( z ) =j f ( z ) d^(z) : a, et a, seront
dites équivalentes, et nous noterons ^ ̂  (Ag.

PROPOSITION 4. — Soit ^(w)^ Ç e^ dy.i{z) {i = 1, 2, 3),
^i? j^? î^a étant des mesures à support compact $ les relations
ui, * [jig ̂  UL et $1 (w) $2 (w) === ^(w) sont équivalentes.

PROPOSITION 5. — Dire que ^(w) est de la forme (2), c'est
dire que ^(w) est une fonction entière de type exponentiel,
dont la transformée de Laplace ç(z) est hoîomorphe en dehors
de C. On peut écrire

(3) <])(^^^ç(z)rfz,

P étant une courbe fermée simple contenant à son intérieur
toutes les singularités de ç(z). Le plus petit convexe contenant
les singularités de ç(z) est le diagramme conjugué de ^{w) : c'est
l'intersection des plans a^cosO —ysinô-^ A(6), où

(4) MO l̂irn10^ !̂.
r->y- r

c(z) est défini par
(5) ^(z)=fe~w2^{w)dw,

l'intégrale pouvant être prise sur toute demi-droite issue de 0,
coupant perpendiculairement une droite passant par z, exté-
rieure au diagramme conjugué de ^(w). Pour avoir ëo(A) =7^0,
il suffit qu'existe une fonction de type exponentiel, ^0,
s'annulant sur A, et dont le diagramme conjugué soit contenu
dans Q.

PROPOSITION 6. — Si ëQ(A)=^ëQ, et si L2 est connexe.
l'ensemble des fonctions e^2, AçA, constitue une base de &Q(A).

En effet, l'hypothèse entraîne l'existence de <I>(w)^0 de la
forme (3) avec Fc i2 ; si Ao == OçA, et si <D(w) s'annule p fois

$(w) 1 Fen 0, on peut écrire ——— = ̂ ~ \ e"2 Çp(z) dz avec Çp^(z) = <p(z),

d'où f^e^^p{z)dz=0 pour ÀçA, A=^=0 et f ^ e ^ f p { z ) d z ^ Q ;
donc e^02 n'appartient pas à l'espace engendré par les fonctions
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e^2, XçA, À =^ Xo, résultat qui vaut quelle que soit la transla-
tion d'ensemble qu'on fasse subir à A, donc aussi pour Xo=^0.

Remarquons que, si û n'est pas connexe, il n'en est pas
nécessairement ainsi : par exemple, si A est l'ensemble des
entiers ^ 0 et < 0, et si Q est constitué de deux cercles dis-
joints centrés en i-n; et — m. Cependant l'hypothèse ÊQ(A) ̂  ÊQ,
Q connexe, peut évidemment être remplacée par Q D û',
^Q'(A)=^ëQ, iî connexe; en particulier, il suffit de supposer
que Q contient le diagramme conjugué d'une fonction de type
exponentiel s'annulant sur A.

PROPOSITION 7. — Si ÊQ(A) =^=ÊQ, et si Q est convexe, toute
fonction /^çê^A) est bien déterminée par son développement
suivant la base \ek2\^ XçA.

Sinon en effet, il existerait une fonction g(z)=^0, g(z)çëQ(A),
telle que, pour toute suite A' c A ne différant de A que par un
nombre fini d'éléments, on ait g(z)^{M). Si <&(w) est de la
forme (3) et s'annule sur A, F étant la frontière d'un convexe
dans Q, on peut écrire

$(w) =wPeaw+b~]^(^.—w\e^
A-=i \ a,,/

la suite \^\{k=Q, 1, ...) contenant A,
^J^^cl.-.^O^.

Posons W=^.^^^,

9*(z) est la transformée de Laplace de ^(z), définie sur F et
à l'extérieur de F par une égalité analogue à (3), et on a
fr^g(^k(z)dz==0 (k=0, 1, ...). Posons

^(z) = 09(2) + p9o(z) + 1 (^(z) + î^ ;*=i \ y-k /
c'est la transformée de Laplace de

T,H=$(^)(a+^+ i (——1—+1^V
\ w ^\w—^ y.,,^'

quand N -^ oc, '^(z) tend uniformément sur F et à l'extérieur
de F vers la transformée de Laplace de ^'(w}, soit 39(2)—$(0);
on a donc ^/p.zg(z)9(z)rfz==0, et zg(z)e^û(A); de même
^(^^QCA') pour toute suite A' ci-dessus définie. Par récur-
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rence, on a donc P(z)g(js)çêû(A) quel que soit le polynôme P(z).
Si g(z) n'a qu'un nombre fini de zéros dans Q (et on peut

se ramener à ce cas en remplaçant Q par un ouvert plus petit
contenant F), tous les polynômes possédant ces zéros, donc
tous les polynômes/appartiennent à ^(A), contrairement à
l'hypothèse êQ(A)=/=êQ.

PROPOSITION 8 .— Si /'(z)çêQ(A) est prolongeable analyti-
quement dans une chaîne de Qç, ^ parcourant un arc de
Jordan } d'origine 0(1), on a jf^çÊQ^A) pour tout ^çj.

En effet, si (A satisfait (1), g(Ç) = f ^ f { z — ' Q d ^ ( z ) est une
fonction analytique de *( dans le voisinage de }, nulle au voi-
sinage de 0, donc g(Q == 0 sur j et f{z—t)^{\).

APPLICATIONS. — 1. Soit f{z)^(^.)^êQ, ^ étant un
demi-plan; supposons que f ( z ) soit prolongeable analytique-
ment dans un ensemble B de bandes (ouvertes) limitées par des
droites parallèles à une même direction; posons Q, = Q u B.
On a /'(^ÇÊQ^A). En effet, tout ouvert de Qi peut être relié
par une chaîne de ses translatés à un ouvert de Q. D'où l'exis-
tence d'un mode de convergence pour une série de Dirichlet
dans une « étoile oblique » de Mittag-Leffler.

2. Soit Û2 un ouvert défini comme Q,, et Q' = Q, n Q^
Si Q' n'est pas connexe, il se peut que f { z ) admette deux défi-
nitions différentes dans Q' (coïncidant sur Q), appartenant
également à ÊQ'(A) et possédant même développement par
rapport à la base \e^\, XçA. La validité de la proposition 7
ne s'étend donc pas dans les mêmes conditions que celles de
la proposition 6.

PROPOSITION 9. — Soit A l'ensemble des zéros d'une fonc-

tion D(w) de type exponentiel, telle que lim -o^j—ve ) { existe
r-»-oo r

pour un ensemble de valeurs de 6 dense sur [0, 21:]. Soit J le
diagramme conjugué de D(w), J^ son transformé par la trans-
lation î^ g un ouvert convexe contenant 0, G = 1 I j ç . Si
f{z)W^), Q D J, et si f ( z ) ^ alors /^^(A). ^

Démonstration. On sait, d'après un critère de Lindelôf
([2l], p. 375) que si le quotient de deux fonctions de type

(*) C'est à dire si / est prolongeable dans un ouvert G contenant Û et réunion de
translatés de û; faute d'avoir dans tous les cas /çê^A), on a les propositions 8 et 9.
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exponentiel est une fonction entière, c'est une fonction de type
exponentiel. Si v est une mesure à support compact c G,

telle que ^(w) = ^ e ^ d ^ ^ z ) s'annule sur À, 4^1 (çy) = " ^ / est

donc une fonction entière de type exponentiel. D'après la
formule (4), le diagramme conjugué de ^(w) est intérieur à g.
Soit Vi une mesure à support dans g, telle que ^i(w) == f e^ rfvi(z),
et a une mesure à support voisin de J, telle que

D(w)=J>^a(z):

alors (proposition 3) v^pi*^. Donc f f l z ) d^ (z) = 0. C.Q.F.D.

Conditions suffisantes pour avoir êû(A) = ë^, ou ^o(A)=^êû.
Explicitons la proposition 2 dans quelques cas particuliers.

Les notations, relativement à A, seront celles du chapitre i, § 3.

PROPOSITION 10. — Si û est l'intersection des plans
rccos6--ysin6< H(6),

H(0) étant continue (0^ô<2-^;), on a êû(A)=ÊQ dès que
^ ît H (6) rf6 ̂  4-rc D' (D* : densité moyenne supérieure dans le
plan entier).

En effet, l'hypothèse sur û entraîne
log \^{r^)\ < rh(Q) + 0% avec A(6) < H(6).

Si $ (w) ̂  0, l'application de la formule de Jensen donne, pour r
assez grand, 2 D ( r ) < 1 r^ô)^^1 F"H(6)rfe. D'où le
résultat. 2T:Jft 27:JO

PROPOSITION 11. — (Théorème de Carleman). Si Q est
contenue dans la bande \y\ < Y, et si A est positive (resp.
négative), on a ^Q(A)==êQ dès que Y^TîD* (D': densité
moyenne-logarithmique supérieure dans un demi-plan conte-
nant A).

En effet, l'hy pothèse sur Q entraîne log |$(w)| < T|(/| + B|u|,
B constante, Y'<Y. Si $(w)^0, l'application de la formule
de Carleman (cf. chap. in, § 3), donne lim ^ x ) - dt = <so.
D'où le résultat. r"00 J t

On obtient des réciproques aux propositions 10 et 11 en
utilisant la proposition 5.
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PROPOSITION 12. — Si A est symétrique, mesurable de
densité D, et s'accumule angulairement sur l'axe réel, on a
ëû(A)^êQ dès .que Q (ou un translaté de Q) contient le
segment [—mD, mD],

En effet, ce segment est le diagramme conjugué decw =11(1-̂ )
(voir ci-dessous lemme 2).

PROPOSITION 13. — Si A est symétrique, on a ëQ(A)=^êû
dès que û (ou un translaté de û) contient le cercle \z\ <^Ï)"
(D' : densité moyenne supérieure dans le plan).

En effet, le diagramme conjugué de C(w) est contenu dans
ce cercle (voir ci-dessous lemme 1).

2. Quelques lemmes sur les produits canoniques et les fonctions
de type exponentiel. — Nous désignerons par C(w) = Il( 1 - - ̂

\ A /
le plus simple (=== le p. g. c. d.) des produits canoniques pairs
s'annulant sur A, que nous supposerons toujours de densité
supérieure bornée (sinon, l'inégalité eD9 ̂  D' ^[25], p. 53)
entraîne êo(A) = ÊQ quel que soit Q). Nous supposerons
désormais, sauf mention contraire, soit A symétrique fet les
notations du chap. i § 3 seront alors relatives à A dans
tout le plan), soit A contenue dans un demi-plan (et les
notations seront relatives à A dans ce demi-plan).

LEMME 1. — lim^ -̂̂ ^Tc]̂  ([25j,p.58.)
r-^oo /*

LEMME 2. — (Carison). Si A est mesurable de densité D et
s'accumule angulairement sur Vaxe réel (resp. sur Vaxe réel

négatif), on a lim -°ë! (re n = 7:|sinQi dès que sinO^O. ([21,
note 2). —— r u

LEMME 3. — Si A s'accumule angulairement sur Va^e réel
(resp. négatif) et a pour densité maximum Di, on a

\^^\^\^^^_^
r->-oo r

dès que jsin9|=^0.



88 JEAN-PIERRE KAHANE

Ce résultat découle des lemmes 1 et 2; l'hypothèse exprime
en effet qu'on a C (w) = -p4-̂ " » avecA v C,(w)

,. loglC^16)! ^ i • ûihm —6-!—v—L[ == TtDi |sm 6|
r->-oo y

T—log 1^(^)1 ̂  ^et hm 01 v ^'^TcD^r->-oo r

LEMME 4. — jE^ayit donné £ > 0, il existe une infinité de valeurs
Rj-^oo telles que,pour\w\== Ry, on ait log[C(w)|>—cR,.

Quitte à remplacer C(w) par n( 1—.Yiip on peut supposer
\ \^\ 1

A réelle. Le lemme découle alors de la formule de Carleman,
appliquée à C(w) dans le demi-plan p ;> 0 : s'il n'était pas
satisfait, on ne saurait avoir

f(^-^)ïoëC(r)dr=0{i) (R-^).

LEMME 5. — 5i A est mesurable et de densité D, on a

-log|C(w)|>—£r pour £ > 0, r= |w|>R(£)

dès que w2 est extérieur à un ensemble E de cercles C ainsi cons-
truits : chaque cercle C est homothétique dans le rapport 2 par
rapport à son centre du plus grand F des cercles concentriques

/ ^ \
de rayon k2^ contenant k points X2 ( S donné <^ - )? et tout point
X2 est contenu dans Vun des cercles F.

DÉMONSTRATION. — Posons C(w) == (irH")( 1—^). IP dési-
\ À /

gnant le produit des facteurs de C(w) tels que—<|X|<;ry

(y : constante arbitraire > 1), IF le produit des autres facteurs.
On sait ([2], note 2) que logjll"! > —^ pour r> Ri(£, y). Reste

Zt
à montrer qu'on peut choisir y de façon à avoir, quand w^E,
log|IT|>——pour r assez grand. Or, pour r> Rg, II' est un

2i

produit dont le nombre de termes N ne dépasse pas
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( y — — ) • 2Dr. Il résulte d'un raisonnement de H. Cartan (T6J,
\ ï / v

chap. n) que
niA2--^2! > (N î)2^ > (m

e
ï n^ ^ o F N , Nâllogiri—^ >2r -log—et

À r rey
En choisissant y assez voisin de 1, on peut minorer le crochet
par — — 5 ce qui achève la démonstration du lemme.

LEMME 6. — 5i A est à distribution logarithmique bornée,
,. log 10(^)1 . , , , .on a hm ———-—— = 0 pour presque toute les valeurs de 9.r-^oo r

Ce résultat est connu. On le déduit d'ailleurs aisément du
lemme 5. Il admet le corollaire suivant :

LEMME 6\ — D(w) étant une fonction entière de genre 0, on a
lim —ë-L-A— -/ l == 0 pour presque toutes les valeurs de 6.
r-^-oo r

LEMME 7. — D(w) étant une fonction entière de type expo-
nentiel k bornée sur la droite réelle, on a

,. loglD^6)! , . . .,hm -ëj—v-—'^Àlsinejr-^o: r
pour presque toutes les valeurs de 6.

Ce résultat a été établi par M. L. Schwartz ([33], p. 123),
quand D(u) est réelle. Nous nous ramènerons à ce cas, grâce
à une fonction auxiliaire introduite dans [20], p. 29. Posons
(à un monôme près),

D (w) = ̂  II ( 1 — f \ e^, A, = r^S w = rè\
\

04-0,, 6 \ W CO» H..
wcos ^ e ^ .

r. 1

———**» / A \

et EH=.^~ "mi-^080-)
V rn I

On a E(u) réelle, [E(u)| < JD(u) i ,

D(w) n A^—w -^wl&n , - _.
F^-r = II. _ , e n avec Wr. = w cos 6^19".
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On sait (théorème de Levinson) que ïL-—n- < ^ • Quitte

à diviser D(w) e tE(w) par des fonctions de genre 0, ce qui
d'après le lemme 6' ne perturbera pas le résultat, on peut donc

1 • A l

supposer maxjtg&J < Y] et S YJ, y^ aussi petit qu'on veut.
sinQ,

—iw——-st

Alors —Yjr < log II e rn < '/jr, et

logiï

log II

X,,—M

X»——W

^n——W

x
Vn

n——W,

<-'"sin

<s
L
a

Wn——W

^n——Wn

pour

y Isinû^ rr.
!<,-•:^ r^]sin0| ^lsin0|

| s in(e—OJi>sina>0.

Si petits qu'on choisisse ôo et ^î on peut choisir Y; de façon

à avoir log D(w)
E^)

<£ pour Jtge|>|tgôn|.

§ 2. Théorèmes de prolongement.

La plupart des théorèmes énoncés dans ce chapitre ont été
établis indépendamment par M. Léontiev dans [15]. La
méthode de M. Léontiev, très différente de la nôtre, est fondée
sur un mode d'ultraconvergence du développement formel sui-
vant la base {e^2^ d'une fonction de ^(A). Elle se rattache à
celle utilisée par M. Valiron dans [35], après MM. Ritt [32]
et Polya [311 pour étudier les singularités des solutions de
certaines équations différentielles linéaires d'ordre infini. Notre
méthode semble moins puissante que celle de M. Léontiev;
par contre, elle permet de retrouver plus rapidement les théo-
rèmes classiques de Szasz, V. Bernstein, Ostrowski, Mandel-
brojt sur les singularités des séries de Dirichlet et les résultats
correspondants pour les fonctions presque-périodiques.

1. Problème du prolongement. — Le problème principal que
nous chercherons à résoudre dans ce paragraphe est le suivant.

PROBLÈME. — Q et A étant données^ déterminer un ouvert
G 3 Q tel que toute fonction de ëo(A) soit prolongeable en une
fonction de ^(A).
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Notre méthode de résolution, inspirée de celle du chap. i,
§ 3, 4, sera la suivante. Nous chercherons à construire une
mesure v = v% somme d'une mesure ;x == (Xz à support compact
C c 0, et d'une mesure de Dirac en un point Z donné, telle
que ( e^d^{z) ==0 pour XçA. Nous chercherons alors à définir
le prolongement au voisinage de Z d'une fonction ftî{^)^fQ(^)
par l'égalité

(i) f(z+t}=-f,Mz^)d^ KKp, ?-P(C).
La fonction f ( z ) du premier membre est, à priori, fonction

de Z. Cependant, si Zçû, on a f = f ^ .
S désignant une somme finie, (1) entraîne

/(Z+0—Sa(X)^z+0-—/[^+>0—^(X)^2+0]^

£ étant donné, on peut déterminer les a(X) de façon que le
crochet soit, en module, inférieur à £. Le premier membre est
alors majoré, en module, par £ j\d\fJ\. f { z ) = f z { z ) est donc uni-
formément .âpprochable au voisinage de Z( | z—Zl<^p) parles
mêmes polynômes de Dirichlet que /û(z) dans SQ.

Z parcourant un ensemble connexe 6, supposons que 1\d^\
soit borné. Les fonctions f ^ f z , définies par (1), étant unifor-
mément approchables par les mêmes polynômes de Dirichlet
que /*Q dans @Q, représentent une même fonction /^Qu^A)
prolongeant /'Q, dans un voisinage g, assez petit, de (°. Si û
et g ont des points communs, le problème est résolu avec
G == û u g.

Le plus souvent, nous définirons une famille d'ouverts
connexes g», dont la réunion empiète sur û, et tels que, sur
chaque g,, f ( z ) soit uniformément âpprochable par les mêmes
polynômes de Dirichlet que dans ê^. Nous prendrons alors
G=(j{0^g^

i
Cherchons maintenant comment construire la mesure v. La

construction de p. revient à celle d'une fonction entière de type
exponentiel ^fw), prenant sur A les mêmes valeurs que —^z,
et dont la transformée de Laplace y(z) a toutes ses singula-
rités dans Q. En effet, F c 0 étant une courbe contenant à son
intérieur toutes les singularités de y(js), on peut prendre pour
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d^{z) la mesure T.—9 Os) ck sur F^, de sorte que (1) s'écrive
ZTU

(2) AZ+^^-^^^û^+î:)?^)^ lî:l<F.

Supposons que Q contienne le diagramme conjugué d'une
fonction entière de type exponentiel D(w) s'annulant sur A.
$(w) peut être défini par

(3) $ (w)==D(w)A(w)
où A(w) satisfait les conditions suivantes:

a) A(w) est bornée sur une suite de cercles |w| === R, de
rayons R augmentant indéfiniment.

b) A(w) est bornée pour chaque valeur de Arg w ==-- 6 appar-
tenant à un ensemble dense sur [0, 2'iï].

c) A(w) est méromorphe, et ses pôles, simples, sont les élé-
___. y>ÀZ

ments \ de A, avec pour résidu en X : ̂ ,7^'
W.Lorsque Z varie, cherchons une condition suffisante pour

que/p|ç(z)cki soit borné (ç === Çz). D'après la formule (5) du
§ 1, il suffit que <&(w) == ^(w) soit uniformément borné par
A*|D(w)| {k : constante) pour un ensemble de valeurs 0 possé-
dant au moins un élément sur chaque intervalle de longueur a,
et que F contienne à son intérieur le lieu des points d'où JD
est vu sous l'angle T;—a. C'est le cas, pour une valeur assez
petite de a, si

d) A(w)^Az(w) est uniformément bornée, si petit que soit
a, pour un ensemble Ea de valeurs de 0 ayant un élément
sur chaque intervalle de longueur a. Cette condition d)
entraîne &).

Nous pouvons énoncer le lemme suivant:
LEMME FONDAMENTAL. — Supposons que û contienne le

diagramme conjugué d'une fonction D(w) de type exponentiel
s'annulant sur A ; soit ç(js) la transformée de Laplace de la
fonction définie par (3). 5i, lorsque Z varie sur un ensemble
connexe Ê, A(w)=Az(w) satisfait les conditions a), d), c)
V égalité (2) définit une fonction f uniformément approchable,
dans un voisinage g de (°, par les mêmes polynômes de Dinchlet
Sa^^XçA) que f^ dans ÊQ. On peut prendre pour g le lieu
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des points dont la distance à (° est inférieure, à une constante
p ne dépendant que de Q et F.

Pour construire A (w), nous aurons recours à deux procédés.
Le premier consiste à écrire

^^-^D^:^)
et à rechercher des conditions de convergence normale de
cette série, en dehors de cercles égaux centrés sur A, quand Z
varie. Le second consiste à écrire

A / \ — — 1 1 • C e^dw
Aw ~ ̂ Ï? J^D(^)(^-^)

^j étant une suite de contours du plan w\ frontières de
domaines emboîtés dont la réunion contient tous les XçA,
et aucun autre zéro de D^'^w-w').

2. Cas des suites A négatives. Premier procédé. — Nous pren-

drons ici D(w) = C(w) = II (1—w— Y Désignons par J le dia-
gramme conjugué de C(w). v //

Écrivons A^)=-S^^^.

Pour que cette série soit normalement convergente, Z variant,
il suffit d'avoir

X > lim l0^̂ -!! + £ = § + £ (e arbitraire > 0).

a ? > â + £ — p ( a ) étant donné, la fonction f ( z ) définie par (2)
est une fonction de y moyenne-périodique bornée. D'après le
théorème 7 du chap. i, § 1, elle admet un développement
absolument convergent Sa^)^2. Les coefficients a(X) sont
d'ailleurs indépendants de x, puisque {e^2} constitue une base
de êp(A), P désignant le plan a ;>S+e—p(a) .

1. Supposons que A soit mesurable et de densité D. Le
lemme 2 du § 1 signifie que J est le segment [—nrD, mD].
S est 1' « indice de condensation » de A ([2], chap. n). Si o== 0,
on a l'énoncé suivant :

THÉORÈME 1. — A étant une suite négative mesurable de
densité D, et d9 indice de condensation nul, û un ouvert connexe
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contenant le segment [—ncD, ir:D], toute fonction de ëû(A) est
prolongeable analytiquement dans le demi-plan x ̂  0 en la somme
d^une série de Dirichlet convergente, dont la suite des exposants
est la symétrique^ de A.

Rappelons que, si A est régulière, son indice de conden-
sation est nul.

Comme corollaire, on retrouve un résultat bien connu rela-
tif aux séries de Dirichlet f2],

COROLLAIRE. — La somme d'une série de Dirichlet dont les
exposants sont extraits d'une suite mesurable de densité D, et
(Kindice de condensation nul, admet au moins une singularité
sur tout segment de longueur 2T:D de sa droite de convergence.

Sinon en effet, Qi étant un ouvert assez petit contenant ce
segment, la somme appartiendrait à ^Q»(A), d'après la propo-
sition 8 du § 1.

Si S -=/=- 0, on n'est pas sûr à priori que f ( z ) dans P soit un pro-
longement analytique de /û(z). Mais inversement, la propo-
sition 8 du § 1 permet d'affirmer que la somme d'une série de
Dirichlet dont l'abscisse de convergence est à ne peut être
prolongée jusque dans le demi-plan x < 0 à travers une
chaîne de L^. On retrouve un autre résultat bien connu :

La différence entre l'abscisse de convergence et l'abscisse
d'holomorphie d'une série de Dirichlet dont les exposants sont
extraits d'une suite mesurable ne peut pas dépasser l'indice
de condensation de cette suite.

2. Supposons A régulière; soit h la borne inférieure des dis-
tances de deux éléments de A. Le lemme 1 du § 1 montre
que J est contenu dans le cercle \z\ -^^D'. On a d'autre part
S<3(3—log(AD-))D-==B([25], p. 61).

On n'est pas sur à priori que f dans P soit un prolongement
analytique de /*Q. La proposition 8 du § 1 permet ici de retrou-
ver un résultat de Mandelbrojt ([23], chap. 8) qui précise un
théorème d'Ostrowski :

La somme d'une série de Dirichlet admettant pour suite
d'exposants la symétrique de A ne peut être prolongée ana-
lytiquement à travers une chaîne de cercles de centres f et
rayons i^D'^-6? s>0, lorsque Ç, partant du demi-plan de

(1) Les séries de Dirichlet sont traditionnellement notées S d^e-^
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convergence de la série, s'en éloigne continûment d'une dis-
tance supérieure à B.

3. Cas des suites A négatives. Second procédé. — Supposons

|Argw|<Tt—^^^—a'<i t

et
(4) iArgZ^l-a'

Écrivons

(5) AnH = —1 f p. ^/———^/,v / / îra J C (w) (w—w)

l'intégrale étant prise dans le sens direct sur le contour du
secteur |Argw'-—T:| < a', 1^1 < R. On a

\ i \ \ g)z
A.RW ==— 1 rT^VTo.— '̂

^!<K^ IA^W——^A;

D'après le lemme 4 du § i, il existe une suite de valeurs R;—^ oo
telles que la partie de l'intégrale (10) relative à l'arc de cercle
tende vers 0 quand R prend les valeurs R^ -^ oo. Les parties
relatives aux segments rectilignes deviennent alors

(6) A-H (resp. A-(.)) - ̂ oe ̂  ̂ __ ̂  d^

l'intégrale étant prise sur la demi-droite Argw'^Tt—a'
(resp. TC + a'). (6) définit des fonctions de w holomorphes et
bornées dès qu'on a, pour r assez grand,

(7) X cos a' ± Y sin a' + -1- log |C (r^')! > £ > 0.

Dans ces conditions, on peut écrire
l imAR.(w) = A"(^)—A-(w) == A(w).
J^oo

Si |Argw—T;|< a'7 < a', ces formules valent encore, à condi-
tion d'adjoindre au chemin d'intégration, pour R assez grand,
un petit cercle entourant w, sur lequel

r e^dw' _ g . e^
J C(^)(^-^)- ^CH*
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Avec cette convention, on peut, tant que Z satisfait (4) et
(7), changer a' sans changer A(w). On vérifie immédiatement
que A(w) satisfait les conditions a), c) et d), lorsque Z varie
en satisfaisant (4) et (7), avec 0 < a' < -_

Zi
Appliquons notre lemme fondamental dans les deux cas déjà

étudiés.
1. A est mesurable et de densité D. D'après le lemme 2

du § 1, les conditions (4) et (7) se réduisent à (4). En utilisant
les remarques faites en 2, on a la généralisation suivante du
théorème 1 :

THÉORÈME 2. — A étant une suite négative mesurable de den-
sité D, Q un ouvert connexe contenant le segment [—mD, ncD],
toute fonction de ëo(A) est prolongeable analytiquement dans

le demi-plan x^O. Dans tout angle |Argz| < [3 <—? ce pro-
2i

longement est une fonction bornée uniformément approchable par
les mêmes combinaisons linéaires 2ia(X)e^(X€A) que dans ÊQ.
Si A admet un indice de condensation fini 8, le même prolon-
gement est somme d'une série de Dirichlet convergente pour x ̂  S,
dont la suite des exposants est symétrique de A.

COROLLAIRE. — La somme d'une série de Dirichlet dont la
suite des exposants a pour densité maximum D admet au moins
une singularité sur tout segment de longueur 2itD de sa droite
d9 holomorphie [2]. L9 ultra-convergence est uniforme dans tout
angle intérieur au demi-plan d^holomorphie.

2. A est de densité maximum finie D, et de densité moyenne
supérieure D*. D'après le lemme 3 du § 1, les conditions (4)
et (7) se réduisent à (7).

THÉORÈME 3. — A étant une suite négative de densité maxi-
mum D, et de densité moyenne supérieure D', Q un ouvert
connexe contenant le cercle |z[<itD*, toute fonction de ëû(A)
est prolongeable analytiquement dans le domaine balayé par les
segments coupant perpendiculairement la demi-droite Ox sans
couper aucun des cercles de rayon T;Di tangents en 0 à Ox. Dans
tout angle intérieur à ce domaine, le prolongement est une fonc-
tion bornée uniformément approchable par les mêmes combi-
naisons linéaires Sa^e^XçA) que dans KQ. Si A est régulière^
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le même prolongement est somme cTune série de Dirichlet conver-
gente pour x^>B (défini au 2).

Il est évident que tout résultat du même type que le lemme
3 du § 1 donnerait un théorème de prolongement analogue
au théorème 3.

4. Cas des suites A contenues dans un angle saillant. — Le
second procédé, sous la forme exposée au 3, s'applique
encore si A est une suite complexe contenue dans l'angle
[Argw—^l^ôo <-TT' On prendra de nouveau pour Q unz
ouvert contenant le diagramme conjugué J de C(w). Pour avoir
des contours d'intégration convenables, on supposera (xf > 9o.
A(w) satisfait encore les conditions a), c), d) quand Z varie
en satisfaisant (4) et (7).

Nous nous appuierons sur les inégalités évidentes :
wï\(8) jc(^)|<n(i+^|)\ A i/

(9) ic(u) j<ni——uV00

(10) ICHOlll-^F si ^<Arg^<^-0,
|A | ^

(8) et (9) nous permettent de localiser le diagramme conjugué
de C(w). (10) permet d'interpréter la relation (7).

On obtient ainsi les extensions suivantes des théorèmes
2 et 3.

THÉORÈME 2'. — A étant une suite complexe contenue dans
l'angle lArgw—^|<ôo<-^- ' mesurable, de densité D, û étant

L
un ouvert connexe contenant Vintersection du cercle |z <; TtD et
de la bande [^j^^DIsin Ooj, toute fonction de ÊQ(A) est proton-
geable analytiquement dans V angle |Argzj<l6o, Dans tout
angle |Argz|<< (3 < Oo, ce prolongement est une fonction bornée
uniformément approchable par les mêmes combinaisons linéaires
^(^^(ÀçA), que dans ÊQ.

THÉORÈME 37. — A étant une suite complexe contenue dans
l'angle Argw—^|^0o<-o? de densité maximum D, et de2t
densité moyenne supérieure D', Q étant un ouvert connexe
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contenant le cercle z\ <; TcD* et le point 2'ïrDi sinôo, toute fonction
de ÊQ(A) est prolongeable analytiquement dans le domaine balayé
par les segments coupant perpendiculairement la demi-droite
Qx sans couper les droites issues de 0 faisant avec Oy V angle 60,
ni les cercles de rayon 'rcDi passant par 0 et faisant avec Ox
V angle 6o« Dans tout angle intérieur à ce domaine^ le prolonge-
ment est une fonction bornée uniformément approchable par les
mêmes combinaisons linéaires Sa^e^XçA) que dans ÊQ.

REMARQUE. — La première partie des théorèmes 2' et 3'
vaut encore si A est, à l'exception d'un nombre fini de points,
contenue dans l'angle [Argw—^|<ï0o; 1! suffit dans l'étude
préalable d'adjoindre aux contours d'intégration des petits
cercles entourant ces points. En particulier, la première partie
des théorèmes 2 et 3 vaut si A, au lieu d'être supposée néga-
tive, est supposée s'accumuler angulairement sur l'axe réel
négatif.

5. Cas des suites A symétriques s'accumulant angulairement sur
l'axe réel. — Nous allons établir le théorème suivant, dont
un énoncé partiel a été donné au chapitre i § 3.

THÉORÈME 4. — Soit A une suite symétrique, s'accumulant
angulairement sur Vaxe réel, mesurable et de densité D, Q un
ouvert connexe contenant le segment [—ircD, mD]. Toute fonction
de êû(A) est prolongeable analytiquement dans une bande ver-
ticale ouverte f& (« bande » qui peut dégénérer en un demi-plan
ou le plan entier) en une fonction de ê^(A), telle que sur tout
segment de longueur 2'rcD de la frontière de S> il y ait au moins
une singularité de cette fonction.

Il suffit de montrer que toute fonction de êo(A) est prolon-
geable analytiquement sur l'axe imaginaire. Le reste du théo-
rème découle des propositions 8 et 9, cette dernière jointe
au lemme 2 du § 1.

Nous prendrons ici D(w) = C(w) Ch(wc) avecc>0 assez
petit et Ch(Xc)=^=0 pour XçA, et nous ferons varier Z sur
l'axe imaginaire (Z == lY). Pour construire A(w), nous aurons
recours au second procédé, et aux lemmes 2 et 4 du § 1.

Supposons d'abord A réelle,
A i T C T t 0£ TC , TC tx7i • ' -̂ /Argw±y < 2 — o < o — a < o et |Y|sma <ccosa.
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__ ^ r> ^iW
Posons Aft(w) ==-T.--. ( T\7~7\~/————T^dw'v / 2m J D(w') (w—w)
l'intégration étant faite le long du contour, pris dans le sens
direct, de la réunion des deux secteurs découpés dans le cercle
jw'l^ R par les angles |Argw'—ir] < a' et |Argw'|< a'. D'après
le lemme 4, il existe une suite de valeurs Rj-^ oo telle que AB^.(W)
tende vers une limite A(w); d'après le lemme 2, A(w) est
donnée par la même formule que AR(W), le chemin d'intégra-
tion étant constitué des quatre demi-droites

Arg w' == ± a' (mod. -n;).

A(w) satisfait bien les conditions a), b) et c), le théorème 4
est ainsi établi quand A est réelle.

Si A n'est pas réelle, on déforme de la même manière tous
les contours d'intégration, pour R assez grand, de façon qu'ils

contiennent les points XçA tels que Arg À ± — <; -^ — a', et la
conclusion demeure.

Le théorème 4 admet le corollaire suivant :
Sur tout segment de longueur 2îcD de la frontière de la

bande horizontale d'holomorphie d'une fonction presque-pério-
dique de variable complexe dont le spectre, symétrique, a
pour densité maximum D, il y a au moins un point singulier
de la fonction.

Tentons maintenant d'utiliser le premier procédé. Nous sup-
poserons A symétrique réelle, c complexe, et nous écrirons

^iXY

AH ̂ C'^Ch^^—X)'

Cette série est normalement convergente en dehors de

cercles égaux centrés sur A, dès que Rc>lim p v ;1> La

fonction f ( z ) définie par (2) est alors une fonction moyenne-
périodique bornée de y pour \x\ assez petit. D'où le théorème
de prolongement suivant, où B a même signification qu'en 2.

THÉORÈME 5. — Soit A une suite réelle symétrique de densité
moyenne supérieure D*, Q un ouvert connexe contenant les cercles
jz±:c|^'TtD*, avec Rc>B. Alors toute fonction de êû(A) est
prolongeable analytiquement dans une bande contenant Vaxe
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imaginaire, où elle admet un développement Sa(X)^ uniforme'
ment convergent.

Le théorème 5 admet le corollaire suivant :
Une fonction presque-périodique dont le spectre est contenu

dans la suite symétrique A, et dont la bande horizontale d'holo-
morphie a une largeur supérieure à 2B+2irD*, ne peut
être prolongée à partir de cette bande dans une chaîne de
cercles de rayons - rcD'+s (^ > 0) dont les centres s'en éloi-
gnent continûment de plus de B.

6. Cas de certaines suites complexes. — Nous aurons ici en
vue un problème plus général que le problème posé en 1, à
savoir : que peut-on dire des singularités d'une fonction de
ÊQ (A), soumise à des conditions convenables ?

Nous ferons appel aux lemmes suivants.
Supposons qu'existe une fonction D(w), s'annulant sur A,

telle qu'on ait lim °^- —{re—n > & > 0 pour un ensemble EQ de
r^oo r

valeurs de 6 dense sur [0, 2iT], et ^^(R^10)] > &R, pour une
suite de valeurs R/—^ oo (0^0^ 27t). Soit Q un ouvert con-
tenant le diagramme conjugué de D(w). Alors

LEMME 1. — Supposons-^-— ArgcçEo, D(w) et Sh(wc)
Zi

sans zéros communs, et soit Z un point sur le segment [0, c] ; il
existe une mesure pi^z == UL A support compact dans Q, telle qu^en
posant 2v<;,z = 2v = p.*(§c—â_c)? ^ fonction Y(w) == j ^dv(z)
prenne sur A les mêmes valeurs que ^îtlz.

Pour démontrer ce lemme, posons par analogie avec la
méthode du 1, Y(w) == D(w) A(w) Sh(wc), avec, ici,

nin^
^ . ̂  e^ _ ^ (—1)^ c _
w DHSh(wc) ^ r./nw\/ ni^\

cu( —— )( w— —— »
\ c /\ c /

Y [_1 Ç ^àwl MY—————e^-————\== lim
B,->-00^[ 2wJ D^Sh^'^^—^'^D^Sh^c)^—^)]

j étant prise le long du cercle |w|== R/, échancré au besoin
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au voisinage des points —^ S étant étendue à tous les XçAc
contenus dans le cercle ,lw|< Rj. On voit ainsi que A(w) est
une fonction méromorphe de pôles simples XçA, avec pour

^xz
résidu en X r^//^ oiT-r"^ bornée sur la suite de cerclesD (À) bh (Àc)
jw|= Rj (Rj—^ oc) et bornée sur un ensemble de demi-droites,
d'origine 0, dense sur le cercle unité. Le lemme en résulte.

LEMME 2. — Soit f(z)^Q^^ ^. Si, c restant fixe, Z varie^
j f{z) cÏVc, % (z) est une fonction analytique de Z.

En effet, A(w) est une fonction analytique de Z, donc aussi
V(w), donc aussi la transformée de Laplace, ^{z)y de TÇw),
et on a

ff{z)d^z)=—ff{z)^z)dz,
J ^mjc

étant un ensemble de contours contenus dans ûç u Q_c.
LEMME 3. — Soit /(z)€ÊQ^(A) lorsque *( parcourt un arc de

Jordan J joignant les points c et — c. Soit Z == 0. Si on change c
en c' assez voisin (satisfaisant les hypothèses du lemme 1),
j f ( z ) d ^ { z ) ne change pas.

Il suffit de montrer que (le pointage traduisant le chan-

gement de c en c-), H {w} = ' ' 7 —v est une fonction

entière de type exponentiel dont la transformée de Laplace
admet pour seules singularités les points d^c et ±c'. Alors
en effet, d'après la proposition 4 du § 1, on pourra écrire
v — v * ==(T*T^ le support de a étant contenu dans Q, et celui
de T dans un voisinage V de }, contenant c* et —c';
f f ( z ) d 7 { z — t / ) = = 0 quand ^çV entraîne

f f ( z ) d . ( z ) = f f { z ) d ^ ( z ) .

On a H ( w ) = = K - ( w ) — K ( w ) , avec

•vz ( \ A / \ ci. / \ i 1 ^ 1 Sh (wc—niîc)K [w ==—A w Sh wc +———== ^ ,——^———:—l"
D(w) -Se i^ni7c\ wc—mT:

\ c 1
Le diagramme conjugué de K(w) est porté par le segment
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[—c, c]. Cherchons une fonction équivalente (dans le sens
du § 1) à la transformée de Laplace de K(w) : une telle fonc-
tion sera notée T(K). On peut écrire

^ / S h ( ^ - - a ) \ . - T z+c
\ wc—a / le -z—c

donc, formellement,
ni7î

T^-log^S e
2c ^z—c^^/ni^Jm^

\ G '
La somme infinie converge quand z est dans une bande de
largeur <^ £ contenant c et —c. Donc T(K) admet dans cette
bande pour seules singularités c et —c. Il en est de même
pour la transformée de Laplace de K(w), puisqu'elle n'a pas
de singularités hors du segment [— c, c]. C'est ce qu'il fallait
montrer.

LEMME 4. — Soit encore /'(^^^(A) quand i^J. Si Z est assez
voisin de 0 sur le segment [0, c], on a

f f { z } d ^ { z - Z ) = f f { z ) d ^ { z ) .
Posons ici

/ ̂  d^(z -Z)-f e- d^{z) = D H H, H.

Il suffit encore de montrer que H<(w) est une fonction entière
de type exponentiel dont la transformée de Laplace a pour
seules singularités les points ± c et ± c + Z. Or on a

H^^^K^—ICH,
K(w) ayant même signification que ci-cessus, et K*(w) étant
obtenu à partir de ^"^D^) comme K(w) à partir de D(w).
Le résultat en découle immédiatement.

Des lemmes 1 et 2 on tire
THÉORÈME 6. — Soit C(w) une fonction de type exponen-

tiel s'annulant sur la suite A, û un ouvert contenant le dia-
gramme conjugué de C(w). Supposons que, pour chaque e>0
Vensemble des valeurs de 0 pour lesquelles lim—OJ—v—-^-^—e



QUELQUES PROBLÈMES D'UNICITE ET DE PROLONGEMENT 103

est dense sur [0, 2'n;]. Alors toute fonction de êQ^Q_^(A) estprolon-
geable analytiquement sur le segment [—c, c].

Des lemmes 1, 2, 3 et 4 on tire
THÉORÈME 7. — C(w) et û satisfaisant les hypothèses du

théorème 6, toute fonction /*(z)çêQ^(A), prolongeable analytique-
ment dans une chaîne de (2r, *( parcourant un arc de Jordan J
passant par Ço, est prolongeable analytiquement dans Venveloppe
convexe de J.

Démonstration. Quitte à poser C(w) Ch (2ws) cos (2w&) == D(w),
£ étant assez petit, on se trouve en effet dans les conditions
d'application des lemmes 1, 2, 3, 4.

Dans les hypothèses du théorème 6, on prolonge f ( z ) grâce
à l'égalité /*(Z) == j f ( z ) d ^ ç , y . ( z ) à partir des valeurs de Zcûc*

Dans les hypothèses du théorème 7, on a f(z)ç.ê^(i\). Soit
2) l'ensemble des milieux des cordes s'appuyant sur J. L'égalité

f^-+ n = /f(z)dv^z-c-o
(i^rjrcçj, l^^s, assez petit) définit f { z ) au voisinage de chaque
point de 3); ces définitions se raccordent d'après le lemme 3,
et, quitte à prendre d'abord c assez petit, on voit qu'elles
donnent le prolongement analytique de f { z ) dans 3). L'égalité
f ^ d + Z) = j f(z)d^^7\z—'C) définit alors, d'après les lemmes 2
et 4, le prolongement analytique de f ( z ) sur le segment
['(/—c, 'C + c]. Les théorèmes 6 et 7 sont donc établis.

Le théorème 7 admet les corollaires suivants. Les corol-
laires 2 et 3 s'appuient sur la proposition 9 du § 1.

COROLLAIRE 1. — 5i C(w), satisfaisant les hypothèses du
théorème 6, est de type exponentiel <^ irD, si Q^ contient un cercle
de rayon > T:D et centre *(o, et si S est l9 ensemble des singularités
(Cune fonction /*(z)çêQ^(A), alors la composante connexe conte"
nant *(o de l'ensemble des points distants de S de plus de -rcD
admet une enveloppe convexe disjointe de S.

r o c- r logICf;^6)! . „COROLLAIRE 2. — bi hm —<3-—x——'— == 0 pour un ensemble
r -^- -o •

de valeurs de 0 dense sur [0,27:], toute fonction /*(z)eëQ(A), Q
étant un ouvert quelconque^ admet pour domaine ^existence un
ensemble g convexe, et on a /'(z)çê^(A).
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COROLLAIRE 3. — Si lim—°J—v——^-== 7;D|sin6[ pour un
r-»-oo y

ensemble de valeurs de 6 dense sur [0, 2it], e( 51 i2 contient le
segment [—iitD, nrD], toute fonction /*(z)€êû(A), analytique sur
Vaxe imaginaire^ est justiciable des conclusions du théorème 4.

Les lemmes 5, 6' et 7 permettent de définir des conditions
d'application des corollaires 1, 2 et 3.

D'après le lemme 5, le corollaire 1 est applicable si A est
symétrique et mesurable de densité D dans le plan, et si l'une
des conditions suivantes est satisfaite :

a) A s'accumule dans un ensemble non dense de directions.
b) o peut être choisi assez petit pour que les cercles de

rayons A^â2 contenant k points X2 soient de rayons bornés.
Le corollaire 2 est un cas particulier d'un théorème de

Polya [3l], qui requiert seulement l'hypothèse

i^ioâiW!ll=o.
r-^ao r

En vertu du lemme 6', il s'applique dès que A est à distribu-
/ 1 \tion logarithmique bornée dans le plan ( ^7^-7 <^ °° )• Le théo-
" !^i /

rème de Polya s'applique dès que A est de densité nulle.
Le corollaire 3 (où l'on remplace C(w) par D(w)) s'applique

dans les hypothèses du lemme 7. En revenant aux notations
du chapitre i, on a l'énoncé suivant :

THÉORÈME 8. — Toute fonction moyenne-périodique
/•(^)~Sa(À)^(À€A),

de moyenne période L, analytique sur la droite^ est prolongeable
analytiquement dans une bande horizontale % {éventuellement
dégénérée en un demi-plan ou en le plan entier), telle que sur
tout segment de longueur L de la frontière de S> il y ait au moins
une singularité de f { z ) , et on a f(z)^^{i\).



CHAPITRE III

SUR QUELQUES PROBLÈMES
DE LA THÉORIE DES FONCTIONS ANALYTIQUES

APPLICATION : THÉORÈMES ^APPROXIMATION
ET lyUNICITÉ DANS LE CHAMP RÉEL

§ 1. Sur un théorème de Mandelbrojt-Mac-Lane.

Nous avons rencontré (chap. i, § 4), et nous rencontrerons
de nouveau ( § 4) le problème suivant :

Soit E un ensemble fermé sur la droite, G((r) une fonction
positive, semi-continue intérieurement et comprise entre deux
constantes positives l et m sur E, infinie sur CE. Soit A, le
domaine <r>cro, I^^G^) du plan de la variable complexe
s = T + it (avec — oc <; G"(, < oo). Soit enfin M(<r) une fonction
croissante. Donner une condition suffisante, portant sur G(or)
et M(or), pour que la seule fonction H(^) holomorphe dans
A,, et y satisfaisant log|H(.s)|<—M(<7), soit H(5)=0. Une
telle condition sera dite du type M. M. L.

MM. Mandelbrojt et Mac-Lane apportent à ce problème la
solution suivante [29] : si CE est vide, et si G(<r) est à variation
bornée, la condition

^ ^j^ ra d<x
M(<r)<? 2 t / ^dŒ^oc

est du type cherché, et c'est la meilleure possible. Une simple
adaptation de leur méthode, fondée sur un théorème
d^AhIfors, va nous permettre d'étudier le cas où CE n'est pas
vide.

Désignons par ^(E; o-) la mesure de E sur le segment [or^, o"].
Soit g(o-) la fonction égale à G(^) sur E, à une constante L

sur CE(L > max G(<r)), et soit S, le domaine (T > o-o, |t| < g(o-).
^EE
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Soitjs(,?) = x(s) + iy(s) une fonction réalisant la transformation
conforme de ̂  sur la bande \y\ < —? de façon que, pour a > o-o,z
y(cr) = 0 et a/(o-) > 0; soit s(z) la fonction inverse de z{s). Nous
utiliserons les lemmes suivants :

LEMME 1. — 5i ( —°->4, on a
J^ gW

/ \ i \ ̂  7t r^ ^<r 7aW—^)>-y ———4^
2 ̂  ^W

quels que soient les points s^ = o-i 4- î ^ ^2 = ^2 + i<2 <^ .̂
COROLLAIRE. — <7(x + 11/2) —<î(x + ^yi) ̂  8L, çu6f5 çue soient

yi et y^\y^\<^^\y^<:!-\
\ z z /

LEMME 2. — On a x(s,)—x{s,)^^- r^êW^, ̂ )
^ J<y<-8L rn (a)

désignant la distance du point a à la frontière de S,.

COROLLAIRE. — On a

/ \ f \ ̂  ^ r11""1'̂ )^ . s^L3

^-^^i ^a)"̂ '

LEMME ^ - On a ^X-I-J^^+^V^+OO),

V(a') désignant la variation totale de g(a-) sur le segment
K ^].

LEMME 2". — 5i CE est une réunion de segments de Ion'
OT 3

gueurs —^ï et si G(<r) est à variation totale bornée sur E, on a

^<ïf^+î^K;,)+om.
LEMME 3. — Uaire A du domaine transformé par s(z] d^un

cercle de centre ZQ et de rayon R, est supérieure à TcR2 ^'(zo)!2.
^

LEMME 3\ — On a a^(a) > ,_- quel que soit a > o-o.zlj
Les lemmes 1 et 2 sont dus à Ahifors. Ils se trouvent

exposés dans [25], pp. 32 et 36.
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On passe du lemme 2 au lemme 2' en remarquant que

r-^^-^d^2 r-'w-m^d.
Je. g{*)m\a) l J,,^

<1 F 'Wa+^-^a—L))^1 <y<ji

<^V(a,).

On passe du lemme 2' au lemme 2" en remarquant que, si
[ŒI, (Ta] est un intervalle de CE dont les extrémités appar-
tiennent à E, on ar^+^M-^xi"--'''-

Pour démontrer le lemme 3, supposons z, == 0, z = re'9 :

on a kW^1 r^(r^)\d^<1- FV^6)^
V^ltJo / -^Jo

d'où r^mrdr^-^W^-^ A(R).

Le lemme 3' découle des lemmes 1 et 3. Quitte en effet à
choisir ^—(Ti=10L,on a x{s^)—rc(^)>TC; un cercle de
centre a; et rayon -̂ - a donc pour image par s{z) un domaine

SOT 2

d'aire inférieure à 20 L2, d'où ]^)|2 <——•
Des lemmes 1, 2" et 3' on tire le résultat suivant :
THÉORÈME. — 5i CE est une réunion de segments de longueurs

QT 3

——» et si G(o") est à variation totale bornée sur E, la condition

—^ /*(T-d^L- ^(JLCCE;^
f M(^ 2l / G^ L da=^»/'

e^ du type Af.Af.L.
Posons en effet H(cr) == 3ë(z). Comme M(o-) est croissante,

on a, d'après le corollaire du lemme 1,
logl^(z) i < — M(a(a0 — 8L)

On sait alors (théorème de Watson) que la condition

f M{7(x)—SL}e~xdx= oo
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assure 3ë(z)^0. Or cette condition est assurée par celle de
l'énoncé, d'après les lemmes î" et 3'.

REMARQUES. — 1. On pourrait obtenir un énoncé moins
restrictif en utilisant le lemme 2' au lieu du lemme 2".

2. Si, aux hypothèses de l'énoncé, on ajoute

^(G-G(<T))AT<OO,
la condition

/Mc,,, , ——{ji<E;<y)-f{ji(CE;a)j M(<r)e 2G L d<7== oc

est du type M.M.L.
3. Le théorème reste valable si l'on remplace l'hypothèse :

M(ar) croissante, par l'hypothèse : M(<r) = ̂ (a), P(a) décrois-
sante. Dans la démonstration, il suffit de remplacer M{7{x) — 8L)
par^-^jî^aO+SL).

4. Le théorème reste valable si, dans l'énoncé du problème
initial, on remplace l'inégalité log [H {s)\ <—M(<r) par

log|H(5)! <—M(<r)+B|( | , B constante.

5. Quitte à remplacer E par un ensemble plus grand, et G (or)
par une fonction plus petite, on peut toujours appliquer notre
théorème. Si CE est vide, il se réduit au théorème de
Mandelbrojt-Mac-Lane.

§ 2. Un lemme sur les fonctions harmoniques
conjuguées dans une bande.

Nous rencontrerons au § 3 le problème suivant, ainsi que
d'autres problèmes du même type.

Soit K(a) une fonction monotone (—oo <(T< oo) bornée
intérieurement par un nombre positif. Construire une fonction
^ (s) = ̂  {s) + ir^ {s) de s = cr + it, holomorphe dans la bande

|(| <-^, réelle sur la droite t= 0, et satisfaisantA

^)=rK(a)da+0(l), |ïi.(^<-^K((r).



QUELQUES PROBLÈMES D'UNICITÉ ET DE PROLONGEMENT 109

1. Le problème admet une solution rapide, fondée sur les
lemmes d'AhIfors exposés au § 1.

On peut supposer K(cr) semi-continue inférieurement.
Considérons le domaine Aç du plan Ç == E + nj défini par

î;=rK(a)rfa==L(u) |yi|<^K(u) (—oç<u<3o).

Soit u== Î(Ç) la fonction inverse de ^ == L(u). Ar est défini par

h|<^-K(^))=G(^
G (S;) étant à variation bornée, les lemmes d'AhIfors expriment

l'existence d'une fonction s{'Q = <r(^) + it(^} représentant Aç

sur la bande \t\ < —•> et de sa fonction inverse ^(s), avec les
Zi

propriétés suivantes :
a) ^(Ç) et ^(a) sont réelles

^^At)^
c) S(a+t()=g(7)+0(l) .
D'après &), on a <r(Ç) = f(Ç) + 0(1), d'où L(T(Ç)) = ^ + 0(1),

soit L(o-) == Ç((T) 4- 0(1). D'après c) on a donc

Ç(<7+it)=L(a)+0(l) .

Cette relation s'écrit

Ç(7+ ù) == L(<r±0/i), | ® j < l ? ^ constante;

d'où |YI((T + it}\< ^ min K(<r±0/i).
^ ie i< 1

Si K(ff) est croissante, il suffira de prendre t^s} = ̂ (s + A);
si K(cr) est décroissante, ^(s) ==^(5—A).

2. Nous allons maintenant résoudre le problème posé par
une méthode plus puissante, qui va nous fournir d'autres
résultats.

Soit X((T) une fonction à dérivée continue et bornée
(—oo <a< oo). Cherchons à définir une fonction

W=W+i^
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holomorphe dans la bande |([ < ^- et continue à la frontière,
telle que

'̂t)^-1-!)^^ Yl(ff)=o•
Posons e1 = i——w' w = pe'6, î:(s) = Ç*(w).

Si Ç*(w) existe, elle a pour parties réelle et imaginaire

£* <.,.\ — 1 r71 g* (c^\ 1 — p2 jft'J_ r" _____
2-Rj_^^ ^-^pcosTO—ÔQ+p2 '' w-2uJ_„i; ve /l-2pcos(9-ô /)+P5

Yl*^) = ± r ? '̂) __-̂ ".Ilz l̂̂  ̂ /

^ v / 2^tJ_,(; ve / l—2pcos(ô-ô /)+p2

Transcrivons ces formules, pour obtenir S {s) et Y] (s), à l'aide
des relations

2p cos 6 ̂  1+p2 _ —2psine _ i—p2

l—e2' l+e20" 26^^^ ^^cosf

e3 = tg -^ E*(e'9') = ̂ (e-0') = X(<r').

On obtient

w = à/1, x((r/) {e^^^sÏnt
,____ 1 \ .
+ ̂ +^-2(^'sm(; 2e"0 cos (<fa/

e^'+^sinf , , . e'—e'sinA=A r X^^Arctgg^^^+Arctg^-^8^
1t J-o. \ <?°cos( 1 B e'cost /

X(<r)+1 r X'^+^Arctg^-^^ flArctgK^^
^ —oo JL o \ — /

^ J_"v- / -^———6 ^cos

(1)

/ , x 1 /" y^\/ 2eg—2eg8in<
^ .̂L x^)^+^-2^^•s^Keia_)_^_2^-^s^(

__2e0 ^-^e'sinf
e"-}-€"'+2e'1 ̂ "'sint

l')\ — i r v"- i ^i^i+e^^^sinf^(2) -^J.^^+^^r+.^^-smf^

\es'dv'
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Les formules (1) et (2) définissent deux fonctions harmo-
<w

niques conjuguées de o- et ( dans la bande \t\ < -^» respective-
Zt

ment fonctions paire et impaire de (. D'après (1), on a

^) = X(Œ) + 0(1) et lim ^s) = ̂ ± i^\ = X((r).
m^- \ 2 /

D'après (2), on a
1 / x , 1 + e^ + 2^ sin t ,. / 71; . . -n \
2-J,.loël+^-2^n^^^ (-2^^^)

d'où |Y](GT 4- ̂ ) —yj((T + it,}\ < sup |X'(a)| |^—(J
CF

et
llm^)=^+i^}=-i- F X^+^log^^À.
^ \ 2; TC J_^ 1——^

Ainsi les formules (1) et (2) définissent une fonction ^(s)
satisfaisant les conditions imposées.

En particularisant X^o-), on peut grâce à (2) majorer ou
minorer T)^). Remarquons d'abord que, si X'(o') > 0, Y) (a 4" l^)
est fonction croissante de (.

Supposons X^a) == K(cr) + SK^a), K(Œ) > 0, K'^) > 0; cher-

chons à minorer Y](cr 4- ^) pour 0 < ( < — • Posons

, 1 + e~^ + "̂"̂  sin ( * ^. , F00 A / \ ^ T/-^ \log .̂ .̂̂ ^^^^^ ̂  A(X), et ^ A(^) ̂  = I(X).

On a

— A(X) == log fl — T^—Ï-^^^^ < ~ ̂  sm t
v / "V l+e~2x+2e""xsm(/

A / I \ i / A i 46"^ sin ( \ ^4e^sm/A(À) ==== log( 1 + -.———,.——,.—ï—— | < ——,—-\ / ë^ l i^-e~^—2e~~^sint/ cos'f
d'où

w<^w<^w {Q<t<ï)'
Rappelons qu'on a 1(0) == vt.

On a

Yl^+^^^f^X^cr+^+X'^-X^AW^.
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Comme X'(o- + X) ,> K((r), on a

J7 X'Qr + À) A(X) <A > ^K((T).
D'autre part,

j7 X'CT —X) A(X) <fÂ == ̂  (K(Œ— A) + SK^îr— X)) A(A) d\

> J 7 ( K ( < T — À ) À ( X ) + K / ( 7 — Â ) I (X))^X==^K(<r) .
Donc

ïi(a+^)>tK(cr), / 0< t<^y

Si X'^^K^—SK'^), K(a)>0, K'^XO, un calcul
très voisin établit le même résultat.

Nous arrivons ainsi à l'énoncé suivant :

LEMME 1. — SoitK(<J) une fonction à variation bornée. Il
existe une fonction ^ (s) == S; (s) + IY! {s) de s == cr + ity holomorphe
dans la bande \ t [ < TC et continue pour \ t \ ̂  -ïi, reeKe ,sur ran^
r̂ , (̂ e çu^ Ç (5) == f0 K (a) rfa +0(1)

Y)(^)>^K(a) pour 0<t<^-
JL

Si de plus K(a) est positive^

Y) (5) > :— K (<r) pour -^ < ( < 7l.

Pour se ramener à l'étude précédente, taisons l'homothétie
A

s' == (/ + ^/ == - , et posons K(<y) == /(•(a'). Le résultat est établi
2t

si K(o') est positive et possède une dérivée continue, non
négative et bornée : il suffit de poser

x^^/cO^+s/cV)-
De même si K(a) est positive et possède une dérivée continue,
non positive et bornée inférieurement. Si K (a) est monotone,
on peut se ramener à l'un de ces deux cas par régularisation.

La première partie du lemme étant établie pour deux fonctions
Ki(<7) et K^tr), elle l'est aussi pour K((r) == K,(o-) + K^—B
(B constante) : la solution, avec des notations évidentes, est
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^(s) = ^^(s) + ̂ (s)—Bs. Or, toute fonction K (a) à variation
bornée est de cette forme, K,(7) et K^cr) étant monotones
positives.

La décomposition ci-dessus peut s'écrire
X((T)=X, ( ( r )+X, (a )—R(7

d'où X'^) > K, (cr) + K^) —B == K(<r).

Le fait que Y) (a + it) est une fonction croissante de ( si X^o-) > 0
établit la deuxième partie du lemme.

Quitte à changer K(o-) en —K(o-), on peut énoncer :
LEMME l^ — L'énoncé de la première partie du lemme 1 wut

lorsque l'inégalité portant sur r\(s) est remplacée par r^(s) <^K(cr)
pour 0 <^( <^ — •z.

§ 3. Sur la croissance et la répartition des zéros et des pôles réels,
des fonctions méromorphes dans un demi-plan.

Les notations seront celles du chapitre i, § 3. La variable
complexe est w === u + i^ = re1^.

1. Étude du module maximum sur des cercles de centre 0. —
Le théorème de Carleman établit une relation entre la crois-
sance d'une fonction dans un demi-plan et la répartition de
ses zéros et de ses pôles. Une forme restrictive de ce théo-
rème, suffisante pour la plupart des applications que nous en
avons faites, est la suivante.

THÉORÈME 1. — Soit A, et A.., deux suites positives dont les
fonctions de densité sont Di(r) et Da(r)$ supposons Da(r) bornée.
Soit k{r) une fonction mesurable bornée. Dès qu'on a

(1) iin,rD.(<)^DM=A(<)^=^
r-^'-oo ^/ t

les conditions

F(w) méromorphe et de pôles simples pour |61 < ^-
(2) F(w) == 0 sur A,, et F(w) ̂  oo hors de A, ' 2

loglF(w)) < w/c(r) + 0 (log|e|)
entraînent F(w) === 0.
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En effet, si F(w)E^O, la formate de Carleman s'écrit
TC

^l-^)(dN,(()-rfN,(()) <^J* ̂  log|F(r^)|^r(-
~ 2

+^ P(^—^)log|F(^)F(-^)|^+0(l)
d'où

f(-1- - -^)(<IN,(() - d^(t)-k{t) dt) < 0(1)

avecr(4- T")^^ = /r w dt + ̂  rN(() rft +0(1)
ce qui contredit (1).

REMARQUES. — 1. Dans ce paragraphe et dans le suivant,
les suites A considérées n'interviendront dans les formules
que par l'intermédiaire de la fonction ( - -ucî(4- 0(1)? égale

(à 0(1) près) à la distribution logarithmique L(r) dès que D(r)
est bornée. Chaque fois que D(r) est bornée, on peut donc
remplacer dans les formules D(r) (fonction de densité), par
D(r) (fonction de densité moyenne).

2. Si Ai et Ag, au lieu d'être supposées positives, sont suppo-
sées portées par les demi-droites

0=0. et e=0/|0, <^, IÔ.K-^)

la formule de Carleman est encore valable à condition de
multiplier respectivement Ni(r), Di(r) et N^r), Dg(r) par
cosOi et cosOg. Il en est de même du théorème 1, à condition de
remplacer dans les conditions (2) 0(log|0|) par 0( log |0—Ogj) .

3. Dans l'énoncé des conditions (2), on peut remplacer le
second membre de l'inégalité par ^rk{r) ou ^\v \k{r) à condition
d'en restreindre l'application à l'extérieur de cercles égaux
arbitrairement petits centrés aux points de Ag.

Nous allons établir un théorème réciproque. Pour cela,
nous nous appuierons sur le résultat du § 2 et sur le lemme
suivant, dû à M. Fuchs et exposé dans [25], p. 126. La pré-
cision supplémentaire que nous donnons est immédiate.
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LEMME. — Si A. est une suite régulière, la fonction

G^)-!!^^ satisfait log|G(w)| = îu F^-dt+Oiu}
À + w ' J t

en dehors de cercles égaux arbitrairement petits centrés en ses
pôles. Si on suppose seulement D(r) bornée, on a

log|G(w)|<2u r^^+0(u) pour u>0

THÉORÈME 2. — Soit Ai et Ag deux suites positives dont les
fonctions de densité Di(r) et Da(r) so nt bornées, supposons de
plus Ag régulière. Soit k(r) une fonction à variation bornée telle
que

o) -^r^-^-^dK^.
r-^oo J t

H existe alors une fonction F(w) =^0 satisfaisant les conditions (2).
ç\ / \

Posons F(w)=—Lyl'e-2""^<"). IPour avoir (2), il suffit que
Cra((v)

pour M^O, w-^=Q, ^{w) soit holomorphe et qu'on ait

2u ÇDt^~~1Dï^dt—2u^^(w) + 2f3^(w) <vrk(r)
t> -'

soit, à fortiori, que ^^ ̂  çk^ ̂

|^(w)|<-|-/c(r)

L'existence d'une telle fonction est assurée par le lemme 1'
du §2^H= tC(logw)).

La remarque 3 est encore valable.
En particularisant les données du théorème 2, on obtient

des énoncés très simples. Exemple: si }~^~[ est une suite à
. v n /

variation bornée (n == 1, 2, ...), il existe une fonction F(w)
holomorphe pour u > 0, s'annulant sur les X, et satisfaisant
log|F(w)| < T: N(r). Il suffit de prendre Ai == JX^, Ag vide, et de
prendre pour k{r) la fonction-interpolation linéaire de la suite
i • {^ ^ )de points ^ À^ :— [ •

" n 'Les théorèmes 1 et 2 contiennent le théorème classique de
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Carison (Ai : suite des entiers naturels, Ag vide, k(r) constante)
et le théorème classique de Watson (A, et Ag vides). Ils ont
été inspirés par un théorème de Fuchs (Ai régulière, Ag vide
k{r} constante).

Nous aurons à utiliser le théorème 2 sous la forme suivante
(k(r) étant changé en —k(r)Y

THÉORÈME 2'. — Soit A une suite positive régulière dont la
fonction de densité est D(r). Soit k(r) une fonction à variation

bornée telle que lim f -i^"^ dt < oo. Il existe alors une
r-^-oo J t

fonction F(w)^0, méromorphe pour u > 0, dont les pôles sont
simples et portés par A, et qui vérifie, hors de cercles égaux
arbitrairement petits centrés en ses pôles, log|F(w)| <_H/c(r).

Dans la suite nous aurons besoin d'une proposition du
même type, mais qui fait intervenir le comportement de
F(w) dans tout la plan, à l'exception d'une coupure.

THÉORÈME 3. — L'énoncé du théorème 2 vaut lorsque (3) et (2)
sont respectivement remplacées par

(3')

et

(2')

i-P^^^^^<oo, ^)>o

F(w) méromorphe et de pôles simples pour |01 <T ^
F(w) == 0 sur A,, et F(w) ̂  oo hors de A,
log |F(w)[ < — \v\ k{r) + 0(u) en dehors de cercles

égaux arbitrairement petits centrés sur Ag
et sur le demi-axe réel négatif.

Posons encore

F(^)=^L-^).
Gî(w)

Pour avoir (2'), il suffit maintenant que, pour |9| <it, -L(w)
soit holomorphe et qu'on ait

g{^)=-frls(Ûdt+o(l)

^H < —^ H k{r) + 0(u).
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La dernière inégalité est assurée si ̂  (w) est fonction impaire
de P, et si

3^H <—^/c(r) pour -j <6 <n

3^(w) < — Ô/c(r) pour 0 < 6 < -̂  •
2t

En effet, i^- —^\k(r} < K-^- si /c(r) < K et 0<ô<-^.
\ Z / v 1

L'existence d'une telle fonction ^(w) est assurée par le
lemme 1 du § 2 (^(w)==—^(logw)) .

Nous aurons à utiliser le théorème 3 sous la forme suivante :
THÉORÈME 3'. — Soit A une suite positive régulière dont la

fonction de densité est D(r). Soit k{r} une fonction mesurable
bornée positive telle que

,— / / c ( ( ) — D ( ( ) , ^lim -v-^———L dt < oo.
^oo J t '

Posons k.{r) = minA'(u). Il existe alors une fonction Fw)^0,
u>r

méromorphe pour |e| < 11, Am( îes poîes 5on( simples et portés
par A, et qui vérifie^ hors de cercles égaux arbitrairement petits
centrés en ses pôles et sur le demi-axe réel négatif^

log|FH|<—H/c(r)+0(u).

Cet énoncé est obtenu à partir du théorème 3 par un simple
changement de notation (k{t) en /c.((), Ag en A), et l'utilisation

du lemme suivant, avec p{x}=-—(A'(^)—/c.(^)).
7l

LEMME. — Quelle que soit la fonction p{x) mesurable^ non'
négative et bornée^ on peut choisir Ai de façon que

^^(P^)—0^))^^^-
X->-00 t/

II est facile en effet de construire une fonction q(x) positive,
telle que e'^qÇx) soit non-décroissante (et, par exemple, cons-
tante par intervalles) et telle que / (p^)—q{x))dx\ soit
borné. On pourra alors définir Ai par sa fonction de distribu-
tion Ni(r) = rDi(r) à valeurs entières, comprise entre rq (log r) — 1
et rç(logr)+l.



118 JEAN-PIERRE KAHANE

2. Étude du module maximum sur des droites verticales. —
Nous allons terminer ce paragraphe en examinant la question
suivante, qui se pose tout naturellement à propos des pro-
blèmes d'approximation et d'unicité sur la droite réelle que
nous étudierons plus loin.

PROBLÈME. — Donner des conditions^ portant sur la suite A
et la fonction ?n(u), pour que les hypothèses

^(w) holomorphe pour u > u^{u^ donné ;>0)
(4) log|$H|<m(u)

(|)(w)==0 sur À

entraînent ^ (w) = 0.
On supposera /n(u) croissante convexe, ce qui n'est pas une

restriction.
Soit F(w) la fonction définie au théorème 2'. F(w)^(w) est

holomorphe pour u > Uo et satisfait

log|F(^)<l>(w)| < m(u)—H/c( r ) .

Si k{r) est non décroissante, log|F(w) ̂ {w)\ < m{u)—\v k{u).
A /^u + l'oo .J ,̂

Posons H {s) == — ( F (w) <I> (w) e-^' —-—^ s = or + it.
^ Ju.-^ {1 -r ^^

L'expression sous le signe / est holomorphe pour u > Uo, et
inférieure en module à

1 -g.exp jm(u)—^u—u+ tv—l^i À l(^)j•^(1+r2)

L'intégrale définit donc une fonction îl(s) holomorphe indé-
pendante de u tant que i( |<A-(u); dans ces conditions,

log|H(5)|< m(u)—nu—u.

Si on prend u= u((r) fonction croissante de a-, les inégalités
qui précèdent permettent d'appliquer à îî{s) le théorème de
Mandelbrojt-Mac-Lane. ?n(u)Prenons pour u((r) la fonction inverse de <r ==—^^^(u) ,
soit M,(cr). On a H (s}=^0 dès que u

(5) ^^}e~ïf9tt^dfJ= x>.
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Prenons pour u{(i) la fonction inverse de o- = m'(u) soit p '(a).
On peut définir p(a) par

min = mîn(m(u) + P^)—c7u)==0 (M>O, o'>0).
a a

Dans la suite, les fonctions convexes p(o-) et m(u) seront tou-
jours liées par cette relation. On a H(5)ï=0 dès que

-1- /» ^
(6) J ^ p^)e Î J W^drr= oo

ou

(7) FP^^^^^U^ oo.

Les relations (6) et (7) sont d'ailleurs équivalentes : l'inté-
gration par parties dans (7) montre que (6) entraîne (7), et la
relation //(a) < p(a + 1) que (7) entraîne (6). Comme
Ui(o) > //(cr) pour a assez grand, (7) entraîne (5).

Les conditions (5) et (7) peuvent prendre une forme plus
simple. Elles s'écrivent en effet

F ue^ dA. (u) = x. avec A (u) = 1 F ̂

En intégrant par parties, on voit qu'une telle condition
(entraînée à fortiori par Km {ue"^) = x) est équivalente à

U->-ac

^e~MU)du= »
«,••

(5) et (7) peuvent donc s'écrire
^ ^Lrud^t)

(5') f e Î J W ^= oc
.„ _± ^rf"»ïo

(r) j e Î J W rfu==x

THÉORÈME 4. — iSoî  A une suite régulière dont la fonction
de densité est D(r). Soit k{r) une fonction non-décroissante telle
que

(^ î  r^i_^^<,.
r-s^x> J t

Supposons satisfaite Vune des relations (5), (6), (7), (S'), (7/).
Les conditions (4) entraînent alors ^(w) ̂  0.
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Nous désignerons par H(A, w(u)) (resp. K(A,p(a))) l'ensemble
des hypothèses du théorème 4 portant sur A et m{u) (resp. sur
Aetp(<r ) ) .

Nous dirons qu'une fonction k{r) satisfaisant (8) est liée à
A par H.

REMARQUE. — on peut prendre pour k(r) la plus grande
minorantejîroissante de D(yr) ou de D(yr), y constante, soit
D.(yr) ou D.(yr). Cependant, L(r) étant la distribution loga-
rithmique de A, il est préférable de prendre pour Ç^ k(e'1'} dx la
plus grande minorante convexe de L^y^). Dans ce cas, il se
peut que, pour X assez grand, ces deux fonctions ne soient
jamais égales : k{r) est alors nécessairement une constante, à^\
savoir D.. Si k(r) est constante, on peut compléter le théo-
rème par un résultat essentiellement dû à Fuchs [8].

THÉORÈME 4/. — Soit A une suite régulière, k une constante
et y.(r) une fonction croissante telles que

L(r )> /c logr+a( r ) (r>r.,).

Posons (T^ (u) = borne (o-i (() — 2(Ji (()). Moyennant la relation
^ _SâW '<«

J e 2k du= oo, les conditions (4) entraînent $(w)==0.
La démonstration repose sur le lemme de Fuchs. Désignons

par A, la'suite }ï-t-^ ; soit G(w) et G,(w) les fonctions de Fuchs

de A et A,, et <t>,H ̂ $HG1H. Comme on a
G(w)

log]^(w)(< m{u)—2uy.{r) < u^{u),
le théorème 4/ résulte de l'application du théorème 4 où A et <1>
sont remplacées par A, et $1.

On peut, dans l'énoncé du théorème 4/ remplacer k log r par
r"/c(<), .^{u} rd^(t} ,,. , , .j —' dt et——2 par j - ,—/' k[r) étant une fonction crois-

sante: il suffit, dans la démonstration ci-dessus, de définir
une suite A, régulière telle que log|G| (w)[ < 2u ^ ' ) dt. Mais,

ainsi que nous l'avons déjà remarqué, la généralisation ainsi
obtenue des théorèmes 4 et 4' n'est qu'apparente, les
théorèmes 4 et 4' ayant des champs d'application complé-
mentaires.



QUELQUES PROBLÈMES D'UNICITÉ ET DE PROLONGEMENT 121

§ 4. Sur quelques problèmes (Papproximation et d'unicité.

1. Les théorèmes 4 et 4' du précédent paragraphe per-
mettent de résoudre immédiatement des problèmes difficiles
du champ réel. Le théorème 4' a été implicitement appliqué
par M. Fuchs à un problème des moments de Stieltj es généra-
lisé [8]. Nous nous proposons d'appliquer le théorème 4 à
quelques-uns des problèmes étudiés par M. Mandelbrojt à
Paide du principe des séries adhérentes ([25], chap. v).

PROBLÈME 1. —Soit J A / , ( une suite positive croissante, }M^{
une suite positive. Supposons quil existe une mesure positive
a telle que

(1) { f ^ x - d ^ ^ M , . (^=1,2 , . . . ) .

Indiquer des conditions pour que cette solution soif unique.

R E M A R Q U E . — logM,, est fonction convexe de A,,. En effet,

M, = max ! F (w) |, avec F (^) = F x1" du, (x}.
u==L. ' . "

Ce problème se réduit au problème classique de Stieltjes
si Â^ = n. 11 a été posé sous cette forme générale par M. Boas
dans [5].

PROBLÈME 2. — Même énoncé, j/ij étant ici une suite crois-
sante d'entiers positifs, et les égalités (1) étant remplacées par

(2) ^^"da(.r)==,M,.

Ce problème se réduit au problème classique de Hamburger
si ^ == M.

PROBLÈME 3. — Soit ^A, , i une suite positive croissante, P{x)
une fonction continue positive, 8(0, + oc) Vespace de Banach
des fonctions f [ x ) continues sur [0, + oc ) avec lim f ( x ) === 0, la

a;->-oc
norme étant \ \ f \ | = max | f { x ) ; . Indiquer des conditions pour que la

l ^A,. . , a:>o

suite ' ^ 7 v ' soit complète sur ë(0, + oc).
( p wN
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PROBLÈME 4. — Même énoncé, {\^ étant ici une suite
croissante d'entiers positifs, et ê(0, 4-°°) étant remplacé par
g(— oo^ -p. .x»), espace des fonctions f { x ) continues sur la droite,
awc lim f ( x ) = 0 et \\f\\ === max \f{x)[

ja'j-^oc

Ce problème se réduit au problème classique de S. Bernstein
si X» === n.

PROBLÈME 5. — Soit 1/^1 une suite croissante £entiers posi-
tifs, ^Mj une suite positive. Indiquer des conditions pour que
la seule fonction f { x ) indéfiniment déri^able satisfaisant les
relations

(3) ïf^\fwwdx<Mï.
(4) l ^.>(0)=0

soit la fonction f { x ) := 0.

PROBLÈME y. — Même énoncé, les relations (3) étant rem'
placées par

(3') ^{x)<M^.

Ce problème se réduit au problème classique d'Hadamard
SI An == M.

Pour résoudre le problème 1, il suffit de poser

$(w) == -^-r x^d^x) -d^{x)}

où (Xi est une mesure positive satisfaisant comme p. les relations
(1). <I>(w) satisfait les hypothèses du théorème 4 du § III, si
A == ^$ est régulière et si m(u) est la plus grande fonction
convexe telle que [m{\,) = log M,,. Comme <l>(w)=0 entraîne
[ji^p.,, on a l'énoncé suivant:

THÉORÈME 1. — Soit m{u) la plus grande fonction convexç
telle que {m{\) ===logM^. La condition H(|X,,|, m(u)} résout le
problème /.

Pour résoudre le problème 2, décomposons ^ X / , | en deux
suites Ap formée d'entiers pairs, et A, formée d'entiers impairs.
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Si [Xi est une mesure positive satisfaisant, comme pi, les rela-
tions (2), nous poserons

$- (^) = 1 F ̂  (rfa (rc) 4- rfm (—^)—rfa, (^) —dm, {—x)}
^ Jo ' '

( I ) - (w)=1 r ^•(^(.r)—d!a(—^)—da,(^+da,(—j;))
21 Je ' '

^(w) et $'~(w) satisfont les hypothèses du théorème 4 du § 3,
en prenant pour A respectivement A^ et A^ et pour m{u) la
plus grande fonction convexe telle que m{\} ==logM/, quand
A^Ap. Si ^((^^^(ç^^O, on a encore !^=ai.

THÉORÈME 2. — 5oi< respectivement \^ et Ai Ze5 suites (Kentiers
pairs et impairs dont la réunion constitue ^ X ^ i . Soit m{u) la plus
grande fonction convexe telle que m (X^) = log M^ quand X,, est
paire. La réunion des conditions

H(A,, m(u))
H(A., m(u))

résout le problème 2.
Pour résoudre le problème 3, posons

^M-r^M
a étant une mesure bornée {J\d\^\ < oo ) telle que

<t)(^)=0 (n=l , 2,...);

le problème revient à donner des conditions entraînant $(w) =0.

Or
log |<l>(w)| < max(ulog.T—logP(.r)) + 0 == m(u) + C^ (^ > 0)

y>Q

p((3") est alors la plus grande fonction convexe intérieure ou
égale à logP^7).

THÉORÈME 3. — Soit p ( d ) la plus grande minorante convexe
de logP^). La condition K($X^ , p(o")) résout le problème <?.

Pour résoudre le problème 4, on pose

<t>. ̂  _ F ̂  (dvM + à^-x\
l- ̂ -i " \P{x)-P{^x))
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(A étant une mesure bornée telle que

f " ^dy.(x)^0 (n=l ,2 , . . . ) .

THÉORÈME 4. — Ap et A( étant dé finies comme au théorème 2.
50i^ p (cr) la plus grande fonction minorante connexe de log P {e7)
et IogP(—e0). La réunion des conditions

K(A,, p{^}
K(A,, p(7))

résout le problème 4.
Pour résoudre le problème 5, considérons la transformée de

Fourier g (y) de /'(a?), et posons

^ (^)= ,C y^^y) ±g{—y))dy
^(w) et ^"(w) s'annulent respectivement sur A/, et A,, et
satisfont d'après l'inégalité de Schwartz,

j_
$'("')< [^.yiu^gî{y}dy]î-{-0(l){u>i}.

Si m(u) est la plus grande fonction convexe telle que
^n(n)<logM,, on a donc logj^-^w)! < m(u-}-l)+ 0(1). Il
suffit alors d'appliquer le théorème 4 du § 3 à ^{w—1).

THÉORÈME 5. — Même énoncé que le théorème ?, m(u) étant
ici la plus grande fonction convexe telle que

{ m (n) < log M,.

On ramène le problème 5/ au problème 5 grâce à un artifice,
dû à MM. Mandelbrojt et Wiener'et exposé dans [25] p. 146.
Les conditions du théorème 5 résolvent ainsi, on s'en assure
très facilement, le problème 5'.

REMARQUES SUR LES CONDITIONS H(A, m(u)) ET K(A,p(c-)).

1. Dans les théorèmes 1, 2, 5, on introduit m(u) pour pou-
voir appliquer une des conditions (5), (6), (7), (5'), (7') du § 3.
On peut facilement éliminer m(u) des énoncés. Ainsi, les condi-
tions (5') et (7') permettent respectivement d'obtenir les
variantes suivantes des théorèmes 1 et 5 :
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Si ^{ est une suite régulière à laquelle k{r) est liée par H,
la condition

V FÀ înexnf i ^ 1 /l^ê-M^ logMAI ,^ (A.,. - X.) exp.j- ̂  ̂  ̂ -̂̂ -̂-̂ ^

résout le problème 1.
A^, et A, étant les parties paire et impaire de A, auxquelles

/Cp(r) et ki(r) sont liées par H, j log M^ ^ étant la suite régularisée
convexe de }logM;,i (cf. [24], p. 16), la réunion des conditions

y exn 1-A V ^gM!L.+logM;L,-21og M,;] _^^P [ ^ ^- ^ J- x>

(pour /c == ki et /c == À*?) résout le problème 1.
2. Chaque condition H ou K équivaut aux conditions

classiques de Carleman, S. Bernstein et Denjoy-Carleman
(respectivement relatives aux problèmes 1 et 2, 4, 5) quand
-;Aj=^.

3. Ces conditions sont voisines de celles de Mandelbrojt
(obtenues par M. Mandelbrojt pour des ^ entiers [24], et
étendues par M. Agmon, en ce qui concerne les problèmes 1
et 3, aux suites {^J régulières [1]). On obtient ces dernières,
au lieu des nôtres, quand on remplace dans (7) k{r) par D.(yr)
ou D.(yr) (ce qui est une restriction) et p'(o') par p((r) (ce qui
est une amélioration). Elles entraînent les nôtres dès que
p\a) > sp^), s constante, ou um\u}—m(u) < Au, A constante.
Nos conditions ont pour avantage principal de ne faire inter-
venir les suites A que par leurs distributions logarithmiques.
La méthode de M. Mandelbrojt, basée sur son « inégalité
fondamentale », a pour avantage essentiel de permettre la
résolution d'un problème que nous n'avons pas abordé : celui
de la quasi analyticité généralisée sur une demi-droite.

Les théorèmes de Fuchs, obtenus en appliquant le théo-
rème V du § 3 au lieu du théorème 4, peuvent être utilisés
quand dans nos énoncés la meilleure fonction /c(r) est une
constante.

2. Nous allons maintenant, au lieu du théorème 4, appli-
quer le théorème 3' du § 3 et le théorème du § 1 à l'étude
des problèmes suivants :

PROBLÈME 6. — Même énoncé que pour le problème 1, le
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support de a étant de plus supposé porté par un ensemble fermé
donné S de la demi-droite .T^O.

PROBLÈME 7. — Même énoncé que pour le problème 3,
ê(0, +00) étant remplacé par l'espace ê(S) des fonctions f ( x )
continues sur (0, -j- oc), avec \\mf(x) == 0, la norme étant

X-^-00

\\f\ ==maxj/>(;2;)i.
y es

PROBLÈME 8. — Soit JÀJ une suite croissante d'entiers
impairs; \ M,, ^ une suite positive. Indiquer des conditions pour
que la seule fonction f(x) paire, indéfiniment dérivable, satisfai-
sant les conditions (3) et (4), et telle que son spectre (support de
sa transformée de Fourier} soit contenu dans un ensemble symé-
trique S, soit la fonction f(x) =0.

PROBLÈME 8'. — Même énoncé, les conditions (3) étant rem-
placées par (37), le spectre étant défini comme l'ensemble des
singularités de la transformée de Fourier-Carleman.

Pour étudier le problème 6, supposons A == ; À^ i régulière
et considérons les fonctions k(r) et F(w) définies au théorème 37

du § 3. Désignons par a, une mesure satisfaisant les mêmes
conditions que a, posons x = e^y

^(dy.(x)-d^x)}=d^)

^H=/"»<^<TO
H(.) = ̂  r'" F^m^----—^

lw J u—iw [± -f" w )

s = G- + it, K constante telle que

log | î ) (w) |<—^[/c . ( r )+(K—l) |u!

hors des cercles exceptionnels. Si p(o-) = max (/^o-—logM^),
il suffit de se référer à la démonstration du théorème 4, § 3,
pour voir que îî(s) est holomorphe pour \t\<k.(p\(r)} et
satisfait dans cette bande log|H(5)|<—p(o-).
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Formellement, on a

(?) H(.)=j^-^<m
avec

Z,/ç\ — A f Ffc_L u/ïe^"-10^"0__ I^( / ^.L ( ' / (i+c+^)2

c > 0. L'égalité (7) vaut manifestement pour |(| < A-. < min k (r).r
Posons

A ^ (A.rgM»= ^a) //^
T / - \ i ; T?//»-»--,'-!-.^^--^-^)^-4'-1-^_____M>rr

^^ïjo F(c±i+<^ (l+c±t+^)2

O^a^it. Le logarithme de l'expression à intégrer est infé-
rieur à
r[=p/c.sina4-2Kicosa|—ŒCOsa±tsina]—((r+K)c+jî|4-0(l)

h -^ a {s) est donc définie et holomorphe si

qp A\ sin a -j- 2K [ cos a | — or cos a ± t sin a < — £ < 0

et alors ïog\h^{s)\ < —^c+|(| + 0(1).

Dans Fangle où les deux membres sont définis, on a
h^{s)=h^{s)

~ 2

h r. (Àt) est donc prolongeable en une fonction bornée à Fexté-
^T

rieur de la demi-bande ±t ̂ k. —£, |<r|<: 2K + s- CommeA(.) = ̂ (.i -k^ + ̂  f^ + ..).-<->."" ̂ -^
h {s) est holomorphe dans le plan privé de ces deux demi-bandes,
et log|/î|(s)|<—crc+|(|+0(l), 0(1) étant uniformément
borné par rapport à c si c est à une distance > e > 0 de A.

Soit E la réunion des segments de longueur 4K + 2s cen-
trés sur le support de (î. D'après (7), H($) peut-être définie
dans les bandes o-çCE et y satisfait

log|H(5)|<log/^|^(S)|— crc+1^1+0(1)

soit, par un choix convenable de c,
log|H(^)i<-p(<T)+|î|+0(l).



128 JEAN-PIERRE KAHANE

îî{s) satisfait donc les hypothèses du § 1. Comme H(5)=0
entraîne <î>(w)=0 et (3=:0, on a le résultat suivant :

THÉORÈME 6. — ^XJ étant régulière, soit k{r} une fonction
mesurable bornée positive telle que

ryi=DfflA=o(i) (,-«)
^ t

posons À*.(r) === min/c(u). Soit û une réunion de segments de
u>r <

longueurs indéfiniment croissantes ne contenant aucun point
log5, 5çS. Posons p(sr) = max (X»<7—log M»), La condition

n

J-pMexp. [4-^^_.,(Q;.)ĵ = », ,>0

résout le problème 6.
Quitte à changer seulement la définition de p, on a

THÉORÈME 7. — Même énoncé relativement au problème 7, p(o")
ayant ici la même signification qu^au théorème 3.

Quitte à remplacer d^} par (g(e^) + éK6"^))^^? on résout
de même le problème 8.

THÉORÈME 8. — Même énoncé relativement au problème Sy
p{f7) ayant ici même signification qu'au théorème 5.

Il suffit encore d'utiliser la transformation de Mandelbrojt
et Wiener, en remarquant qu'elle conserve le spectre (à l'excep-
tion peut-être de l'origine), pour ramener le problème 8' au
problème 8.

La solution du problème 8' généralise le théorème 12 du
§ 4 du chapitre i. Il permet de définir de nouvelles classes
quasi analytiques 8(A) n C J Mn {, dont les fonctions soient
caractérisées par la donnée de leurs dérivées d'ordre An en un
point.

Des problèmes analogues ont été récemment étudiés par
M. Mandelbrojt à l'aide de son inégalité fondamentale [28].
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