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SUR QUELQUES PROBLEMES D’UNICITE
ET DE PROLONGEMENT,
RELATIFS AUX FONCTIONS APPROCHABLES
PAR DES SOMMES D’EXPONENTIELLES

par Jean-Pierre KAHANE.

INTRODUCTION

Depuis le livre de M. Mandelbrojt [22], qui la mit pour la
premiére fois en lumiére, la liaison entre la théorie de la quasi-
analyticité et l’analyse harmonique s’est affirmée dans de
nombreux travaux. D’une part, certains auteurs se sont atta-
chés a préciser I’énoncé suivant : une fonction presque-pério-
dique dont le spectre est contenu dans une suite assez lacu-
naire ne peut devenir trop petite au voisinage d’un point sans
s’annuler identiquement ([19], [18], [9], [12], [10], [11)).
D’autre part a été récemment exprimée la relation entre
certains problémes de quasi-analyticité et 'approximation des
fonctions par des combinaisons linéaires de dérivées ou de
translatées ([26], [7]). ‘

De ce point de vue, il nous a semblé utile de reprendre la
théorie des fonctions moyenne-périodiques de M. L. Schwartz
[34], pour poser dans ce cadre les problémes d’unicité pour
les fonctions d’une variable réelle, de spectre donné, dont on
impose les valeurs sur un segment, ou les valeurs approchées
au voisinage d’un point, ou les valeurs des dérivées succes-
sives en un point. Pour résoudre de tels problémes, nous fai-
sons appel a diverses méthodes de la théorie des fonctions
d’une variable complexe, qui fournissent des types de résul-
tats assez différents.

Un autre probléme trés naturel, que nous posons, est celui
du prolongement d’une fonction définie sur un segment en
une fonction moyenne-périodique de spectre donné. Ce pro-
bléeme se transcrit aisément dans le plan complexe, ou il
requiert une étude préalable, amorcée dans [33] et [34], de
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Iapproximation des fonctions holomorphes dans un ouvert
par des sommes d’exponentielles. Un méme principe de pro-
longement en permet la résolution sur la droite et dans le
plan complexe.

Telle est la matiére des chapitres 1 et 11 du présent travail,
et la justification de son titre. Le chapitre 11, relatif & ’approxi-
mation et au prolongement dans le plan complexe, se trouvait
rédigé quand est parvenu en France un ouvrage de M. Léontiev
[15] qui en expose excellemment les principaux résultats.
Nous croyons cependant qu’il n’est pas sans intérét de les
publier & nouveau, ne fit-ce qu’en raison de la méthode que
nous utilisons, trés différente de celle de M. Léontiev.

Le chapitre 11 est relatif a des techniques de la théorie
des fonctions dont certaines sont déja utilisées au chapitre 1.
Ces techmques permettent d’établir des « théorémes d’unicité »
voisins de ceux qu’a obtenus M. Mandelbrojt a I’aide de son
inégalité fondamentale ([24], [25]) et d’étudier des problémes
trés généraux (partiellement traités dans [27] et [28]) tels
que 'approximation polynémiale pondérée sur un ensemble de
segments, et la quasi-analyticité généralisée pour des classes
de fonctions indéfiniment dérivables de spectre donné

Nos recherches furent entreprises avec la collaboration de
Pierre Lalagiie, que j’assure ici de ma reconnaissante amitié;
nos résultats communs se trouvent en [12]. En [11] (') se
trouve trés briévement exposée la substance du chapitre 1.
Certains résultats du chapitre 11 sont indiqués en [10]

Il est & peine besoin de dire que ce travail porte la marque
des idées de M. Mandelbrojt. Pour son aide constante, pour
ses encouragements, je voudrais lul exprimer ici toute ma
gratitude.

Je remercie également M. Schwartz, aux ouvrages duquel
je dois beaucoup, pour 'intérét qu’il a bien voulu manifester
4 mon travail.

Mes remerciments vont enfin & M. Valiron pour la bienveil-
lante attention qu’il n’a cessé de me porter, et 3 M. Denjoy,
qui m’a fait 'honneur d’accepter de présider le jury.

(') Tl faut dans cette note lire
en2a): lim (ra(r) —2zrD(r)) >0
r>o

et en 4, derni¢re phrase: par des fonctions de spectre A.



CHAPITRE PREMIER

QUASI-ANALYTICITE
DES FONCTIONS MOYENNE-PERIODIQUES

§ 1. — Fonctions moyenne-périodiques.
Définition et principaux résultats.

La théorie générale des fonctions moyenne-périodiques, étu-
diées d’abord par M. Delsarte, est due a M. L. Schwartz [34].
Nous reprenons ici sa définition. L’introduction des trans-
formées de Fourier des fonctions moyenne-périodiques, néces-
saire a la résolution des problémes posés au § 2, va nous
permettre, en simplifiant sa méthode, de retrouver rapidement
les résultats essentiels de la théorie (théorémes 3 et 4).

1. Soit & I’espace vectoriel topologique sur le corps des
nombres complexes des fonctions f(z) & valeurs complexes
continues sur la droite, ou la convergence est définie comme
la convergence uniforme sur tout segment. Soit 7(f) le sous-
espace de & engendré par les translatées f(z 4 y) de f(x).

DeriniTion. — St 1(f) #£6, f(x) est dite moyenne-pério-
dique.

7(f) =~ 6 signifie qu’existe au moins une fonction continue
non approchable sur un segment par des combinaisons linéaires

Za,,, slz+y.), c ’est-a-dire qu’existe au moins une mesure 3
a support compact, non réduite a zéro (en bref uet’, 1.=~0)
telle que ff(x—’r- y) du(— =) = f+u=0. Dire que [ est
moyenne- périodique, c’est dire qu’elle vérifie au moins une
équation fru==0, wet, uz=0.
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ReMARQUE. — Les fonctions périodiques sont moyenne-
périodiques, car =(f) n’est constitué que de fonctions pério-
diques.

Dans ce paragraphe, f désignera une fonction moyenne-
périodique, et . une mesure €&, u52=0, telle que f*p=0.

2. Appelons « segment-support » d’une mesure ¢ (ou d’une
fonction k& sommable) & support compact, le plus petit
segment contenant son support. On sait que le segment-
support de k+p. est égal a la somme des segments-supports
de 1 et de k (c’est une conséquence immédiate de la relation
l==D qui relie la longueur du segment-support d’une mesure
ou d’une fonction a la « densité » des zéros de sa transformée
de Fourier dans le plan complexe (cf. p. ex. [20] chap. 11)).

Soit ¢ une fonction sommable sur tout segment, s’annu-
lant sur le segment-support [a, b] de u, telle que g*p.=0.
Montrons qu’on a ¢=0. En effet, soit, pour tout ¢ > b, ¢, =¢
sur [b, ¢], 9.=0, ailleurs; q;c*p.z.ﬁcqc(x) dp(y—x) ne peut
différer de zéro qu’aux points y tels que le segment-support
sur ’axe des =z de p(z-—y) contienne ¢, donc sur un segment
égal au segment-support de ; en vertu du résultat rappelé
plus haut, le support de ¢, est donc ponctuel; cela n’est pos-
sible pour tout ¢> b que si ¢=0 sur (b, x); et de méme
¢=0 sur (— o, a).

DeriniTioN. — f étant donné, la borne inférieure des lon-
gueurs des segments-supports des wed’, ws=%£0, telles que
f*+=0 est la moyenne-période de f.

Si f s’annule sur un segment de longueur supérieure a sa
moyenne-période, f=0.

3. Posons f(z)=f(z) et f*(z)=0 pour 2<0
f(x)=0 et f*(z)=f(z) pour z>0
S @) duly—2) =— [ f(2) duly—2) = g(y)
soit f'_*y,=_f'*P.=g

g est une fonction sommable a support compact, contenu
dans le segment-support de wu.

et
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Soit
_ I S
M(w) = 6(p) = vz dy.(z)
et
1 .
G = ‘6 = Bt d
(%) =lg) = 7= [ ¢ g(e) da

les transformées de Fourier de . et g dans le plan complexe
(fonctions entiéres de type exponentiel).

G (w)

DeriniTiON. — G(f) = F(w) = —— est la transformée de
Fourier de f(x). M(s)

Il faut justifier cette définition: 1° en montrant qu’elle est
indépendante du choix de ®; 2° en montrant qu’elle recouvre
une définition usuelle (celle de Carleman), quand f(z) n’est
pas trop rapidement croissant. Le 2° sera traité au 8. Exami-
nons ici le 1°.

Soit fxu, =0, p.€¢, 1,520, f *u,=p,*f " =g.Ona

W frp=urg=g*n donc B(x)6(g) =0(g)0()
F(w) est donc indépendant du choix de p.

RemMArQuUE. — D’aprés 2, F(w) =0 entraine f=0.

Dans la suite, F désignera la transformée de Fourier de f.

4. Pour que p,*f=0, u, €&, il est nécessaire que
5(w) F =M, (w) F(w)

soit transformée de Fourier d’une fonction g, sommable a
support compact. Montrons que c’est aussi suffisant.

Posons u,xf~=g,. g,(z) est nulle pour z assez grand, et
g* =W xf *p=u,xg. L’hypothése s’écrit

T(wixg) = M, (w) F (w) M(w) =B (g,*u)

soit g, =g, *w. Ainsi g,— g, est une fonction, nulle pour z assez
grand, sommable sur tout segment, telle que (g,—g,)*u+.=0.
D’aprés 2, on a g,=g,. En posant ux*f" = —g,, on a de méme
g:=g. D'ou u,«f=0.
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5. Soit e?¢1 (f), A complexe. Alors f* =0 entraine e**+u=0,
soit M(A) = 0. Montrons que A est pole de F(w).

Quitte a remplacer f et dy. par f(z)e™? et du(z)e~?*, on peut
supposer A = 0. S1 G(0) 5~ 01la proposition est démontrée. Sinon
on peut poser

w(@)= [ =— | du(y), g@=[" =—/ gydy,

Se) =M () =V 5(g) = G (w) =,

gszf_*l’*1=_f+*f"1,

donc M,(0)=0. Si G,(0)=0, la proposition est démontrée.

Sinon, on itére en posant M, ,(w) = l£»(—), G,. () = "%ﬁﬂ)

et on arrive 3 My(0) =0, Gyx(0)5£0. %

Inversement, s1 A est pole de F(w), c’est que M(A) = 0 pour
tout veé’ tel que f*u=0, donc ¢”“¢:(f). Une condition néces-
saire et suffisante pour que e”“¢x(f) est donc que F(w) admette A
pour péle. Plus précisément :

TréortmE 1. — Une condition nécessaire et suffisante pour
que P(z)e"“er(f), P(x) étant un polynéme de degré p, est que F(w)
admette A pour péle d’ordre supérieur a p.

Pour la démonstration, il suffit de remplacer ci-dessus
M(A) =0 par M(A) =M'(A)=-.-M®*P(A) =0, en constatant
que P(z)e"“ex(f) s’écrit (P) c t(f(x)e~*) et que 7(P) contient
tous les polynémes de degié < p.

DeErinitioN. — On appellera spectre de f Uensemble des
péles de F(w), comptés avec leur ordre de multiplicité.

6. Que peut-on dire d’une fonction moyenne-périodique
dont le spectre est vide?
F(w) est alors une fonction entiére.

Quitte a les multiplier par

SII;W> » supposons M(w) et G(w)

transformées de Fourier de fonctions deux fois dérivables. Il
en est alors de méme de

M(w) = —ize ™ di(x) =0 -1z
= = | ) = B(—iz).
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Montrons que F(w)M'(w) est transformée de Fourier d’une
fonction continue a support compact.

En effet, %l()) a+£+>‘( 1 > A|=0(j). En
éerivant X= Y + Y , on voit que, a4 'extérieur des

<2l =gl ‘
cercles de rayon ¢ centrés aux zéros A; de M(w), on a
l—(w w|). A I’extérieur de ces cercles, donc partout dans
]w[-»ao

le plan, on a |F(w)M'(w)| << O(wG(w)|), donc F(u)M'(w)eL, et
F(w)M'(w) est une fonction entiére de type exponentiel. Le
théoréme de Paley-Wiener ([30], p. 13) établit notre proposi-
tion.

D’apres 4, on a donc f*xu.~0

En itérant, on voit que f*P( u.=j f (y—z)P(z)w/(z)dz=0
pour tout polynéme P(z). Comme, sur le support de &, on peut
approcher uniformément f(y — z)u'(x) par des polyndmes P(z),
on doit avoir f(y—z)y'(2) =0 pour tout z et tout y, d’ou la
conclusion :

Si le spectre de f est vide, f=0.

7. Supposons maintenant le spectre de f non vide, et
étudions le spectre de ¢ = f*v, veb&'.

Soit ¢~ la fonction définie a partir de ¢ comme f~ & partir
de [ (voir 3): ¢~ et f~*v coincident pour |z| assez grand, donc
¢~ —f " *v=h est une fonction sommable a support compact.

Dot prgT=paf ey + gk
et M(w)Q(w)=M{w)F(w) N(w) 4+ M(w) H(w), ¢, N et H

étant les transformées de Fourier de ¢, v et A. ¢ (w) admet donc
pour poles ceux de F(w) N(w), avec leur ordre de multiplicité.

TutoriME 2. — Le spectre de fxv, vet', est Uensemble des
péles de G(f) G(v).

En particulier, si G(v) s’annule sur le spectre de f, on a
d’aprés 6: f+v=0. Autrement dit, si P(z)e"“xv=0 pour
toute « exponentielle-polyndéme » P (z) e*“¢x(f), on a f«v=0.
Le résultat peut s’énoncer ainsi:

TuktoriME 3. — f appartient & Uespace engendré par les
exponentielles-polynémes de =(f).
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8. Abordons maintenant la seconde question posée lors de
la définition de F(w). Supposons f~(z) e” et f*(z)e*® bornées.
Les transformées de Fourier-Carleman [5]

F*(w)= i_ff“(x)e“‘z“'dx
F(w) = ff (z)e~™dx (w=u-+19)

sont holomorphes respectlvement pour ¢ > b et v < a. Comme
fonctions de u, F*(u + tv) et F~(u -} iv) sont transformées de
Fourier, au sens usuel, de e”f~ et —e”f* respectivement. De
méme M(u+ iv) et G(u + iv) sont transformées de Fourier de
e”“u et e””g. Comme

¢of = » "y = ¢"g et e ey = g,
ona F*'(w)M(w)=G(w) et F (w)M(w)=G(w)
quand ces égalités ont un sens, donc aussi
F*(w)=F(w) et F~(w) = F(w).
Notre définition est ainsi parfaitement justifiée.

Voici deux applications des expressions simples que nous
venons de trouver, dans les hypothéses faites, pour F(w).

9. Soit f une fonction moyenne-périodique quelconque.
Soit g (z) = LAz""*(X : somme finie, A = A(p, A, ¢), 27"%ex(f)).
La transformée de Fourier de ¢ est

g (i plA T

V2r(w—2AP'  M(w)
si une suite de telles fonctions ¢ tend uniformément vers f sur
un segment [—1, 0] égal au segment-support de v, la suite des
fonctions y = ¢~ * . tend uniformément vers g, donc I'(w) tend

vers G(w) et chaque A (p, A, ¢) vers le produit par ————— \/2m‘p—
coefficient de (—;:1)\)—,“ dans le développement de F (W) Joint

au théoréme 3, ce résultat donne:

TuatoriME 4. —— Sur tout segment de longueur supérieure a
une moyenne-période, [ admet un développement déterminé par
rapport aux exponentielles mondémes de =(f), dont la transformée
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de Fourier-Carleman formelle est le développement de F(w) en
éléments simples.

Les exponentielles monémes de =(f) forment une base de
%(f), et toute fonction de =(f) est caractérisée par son déve-
loppement suivant cette base. )

Notation : nous écrirons f(z) ~2XA(p, A)aPe**.

10. Soit f une fonction moyenne-périodique bornée.

Si |f|<M, on aV2z|F(w)|< I—I:i[‘ Le spectre de f est donc

réel et simple. Soit f(z) ~XA(A)e”". Soit C un cercle de rayon R
centré au point A du spectre, dont le diameétre réel [a, ] ne
contient pas d’autre point du spectre. On a

oV Z5 () (0 — ) (39— B diw = — 26A (W) (A—2) (A—B)
et I\/ZTC (w) (w—a) (w—B)| << 2MR  sur C
d’ou 2rR.2MR > 2z|A(A)|R* et |A(A)| < 2M.
TutortME 5. — Si !f| est borné par M, le spectre de f est
réel et sumple, et les coefficients du développement de f sont bornés

par 2M®,

14. Etudions les primitives et la dérivée d’une fonction
moyenne-périodique f.

Soit f, uhe primitive de f. Les fonctions ¢ du 9 admettent
des primitives ¢, égales a f, en O. Sur tout segment I d’origine
O, les fonctions ¢, convergent uniformément vers f,. puisque
}(p,_—filglllmaellx.}cp——fl. f. est donc moyenne-périodique, et

&

son développement en exponentielles-mondmes s’obtient en
intégrant formellement celui de f®. Si f,(0) =0, on a
w(f,) =B (f) (car iwl(g,) = B(¢)).

Si f admet une dérivée continue f’, f’ est movenne-pério-
dique, comme limite uniforme sur tout compact d’une suite
de fonctions de 7(f). Le développement de f’ en exponentielles-
mondmes s’obtient en dérivant formellement celui de f.

TatorEME 6. — St f est moyenne-périodique, ses primitives
et sa dérivée, si elle existe et est continue, sont moyenne-pério-
diques, et leurs développements s’obtiennent en intégrant et en
dérivant formellement celui de f.

(') M. B. Malgrange m’a fait observer que la simple considération du dévelop-

pement de Laurent de F(w) en A montre que [A(/)]| << M.
(}) C’est-a-dire en en prenant une primitive formelle.
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12. Supposons maintenant |f| << M, et O¢A.
D’aprés le théoréme 5, ona f~XA(A)e?, |A(A)

et on sait que Z ; < o0, donc f admet des prlmltlves succes-

sives f, ... f,~ L‘(ﬁ’ ™ telles que, pour p >2 les développe-

ments sont absolument convergents. f,, f,... sont donc presque-
périodiques. f et f, étant bornées, f, ’est aussi.

Supposons de plus que f admette une dérivée d’ordre n
continue et bornée : |f™| < M,. Alors

fP~SEAN)M et |A(K)|<

Si n> 2, f est presque-périodique.

Supposons seulement f uniformément continue et bornée.
f est alors uniformément approchable sur la droite par des
produits de composition fxh, h: fonction deux fois conti-
niiment dérivable, & support compact. Les fonctions fxh
sont presque-périodiques, donc f I’est aussi. Ce résultat est un
cas particulier d’un théoréme de Beurling [3].

Dans les hypothéses initiales, f, est uniformément continue
et bornée, donc presque-périodique.

2M,
Al

TatoriME 7. — Toute fonctwn moyenne-périodique bornée est,
@ une constante additive prés, la dérivée d’une fonction presque-
périodique.

13. Si f est indéfiniment dérivable, nous noterons f*T = T+f
(et nous nommerons produit de composition de f par la dis-
tribution T) toute expression de la forme

frivo—f ey = fPx ik, €8, 1=01,...n

On définit pour les distributions T le support (réunion des
supports des ;), la somme (de fagon a assurer la distribu-
tivité du produit f+T), la transformée de Fourier

B(T) = B(stg) — i (1) - + (— )" 1)
(de sorte que, si h est une fonction indéfiniment dérivable
a support compact, on a G(h+T) ="0(h)%(T)), le cospectre
(ensemble des zéros de G(T)).

D’aprés les théorémes 3 et 6, on a f*T =0 dés que G(T)

s’annule sur le spectre de f.
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§ 2. — Nouvelles générations de 7(f)
problémes de quasi-analyticité et de prolongement.

Les probléemes posés dans ce paragraphe généralisent des
problémes, aujourd’hui classiques, posés par M. Mandelbrojt
dans [22]. Le rapport entre la quasi-analyticité et les « théo-
rémes de fermeture » a été mis en évidence par M. Mandelbrojt

dans [26] puis par M. Edwards dans [7].

1. Pour engendrer 7(f), on n’a pas besoin de toutes les
translatées de f, mais seulement d’une « tranche » plus ou
moins étroite. En effet, le sous-espace 7,(f) de & engendré
par les translatées f(z—+y), 0 <y <l, coincide avec 7 (f) dés
que la nullité pour 0 <y <! de

gy)=—[fle+y dp(—a), et

entraine g(y) = 0. g(y) appartenant a z(f), il suffit pour cela
que [ soit supérieure a la moyenne-période de f.

Mais ce n’est pas nécessaire. Pour avoir 7,(f) = =(f), il suffit
que la seule fonction de t(f) s’annulant sur [0, I] soit la fonc-
tion nulle. C’est le cas par exemple, si petit que soit /, quand
le spectre de f est constitué d’entiers positifs.

DeriniTioN. — Appelons classe quasi-analytique 1, (cl.q.a. 1)
une classe de fonctions telles que chacune soit définie par ses
valeurs sur un intervalle arbitraire de longueur .

Pour avoir 7(f) =1(f), il suffit que =(f) soit une cl.q.a. I.
Nous sommes conduits au probléme suivant:

ProsLEME N° 1. — Soit A une suite donnée, de points simples
ou multiples du plan complexe; appelons &(A) le sous-espace
de & engendré par les exponentielles-monémes de spectre contenu
dans A. Déterminer | de fagon que &(A) soit une cl.q.a. 1,

RemarQue. — &(A) étant invariant par translation, on

pourra toujours supposer I, ramené a I'intervalle (—1, 0).

2. Plus généralement, on peut chercher a identifier & =(f)
le sous-espace 75(f) de & engendré par les translatées f(z + y),
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ou y parcourt un ensemble E mesurable. Si I(a) est la mesure
du complémentaire de cet ensemble sur le segment [0, «], il
suffit, pour avoir =g(f) = =(f), que la seule fonction ger(f),

telle que f lgi<7 I{a) pour a >0 assez petit, soit la fonction
nulle.

Dirinition. — Etant donné une fonction positive 1(a) (a>> 0),
appelons classe quasi-analytique 1(a) (cl.q.a. 1(a)) une classe
de fonctions telles que chacune soit définte par Uensemble de
ses valeurs approchées a <(x) prés au voisinage de lorigine

(07 z< w,), dés quef;a!a(a:‘)idx < I(a) pour0 < o < z,.

Pour avoir =x(f) = =(f), il suffit que =(f) soit une classe I(a)
(I(2) : mesure du complémentaire de E sur [0, «]).
Nous sommes conduits au probléme suivant :

ProBLEME NO 2. — \ étant donnée, déterminer 1{2) de facon
que 6(A) (défint au 1) soit une cl. q. a. 1(«).

3. 91 on a 7(f) ==(f) s1 petit que soit I, et si f est indéfini-
ment dérivable, on peut chercher a identifier a =(f) le sous-
espace o(f) de & engendré par les dérivées successives f™(z)

de f(n = 0,1, ...).

DeriniTioNs. — {M,{ étant une suite croissante, désignons
par C{M,} Vensemble des fonctions f indéfiniment dérivables
telles que If""( )| < kM, sur toute la droite, k constante (n>n,);
par K*{M,! la réunion des C{k"M,!{ pour toutes les valeurs
de k> 0;
par CiiM, | Uensemble des fonctions f indéfiniment dérivables
sur un intervalle 1 contenant U'origine, telles que |f™(x)' < kM,
sur 1, k constante;
par K;$M,} la réunion des Ci{k"M,| pour toutes les valeurs
de k> 0;
par KiM,} Uintersection des K, {M, | pour tous les intervalles 1.
Si feCiM,}(resp. K{M,}|),ilenest de méme pour g = —fxu,
1€t/ Pour avoir <(f) = ¢(f), il faut et suffit que

[fo@) dp.(—2) =0 (n=0,1, ...
entraine ff(x +y) du. (—z)=0.
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11 suffit donc que la seule fonction g de t(f), appartenant a

C{M,{ (resp. K{M,{) et s’annulant avec toutes ses dérivées en 0
soit la fonction nulle.

DEriNtTION. — Appelons classe quasi-analytique D (cl.g.a. D)
une classe de fonctions indéfiniment dérivables telles que chacune
soit définie par les valeurs de ses dérivées successives a Uorigine.

Pour avoir 7(f) = &(f), il suffit que
t(f) n CIM,}  (resp.(f) n KiM,})

soit une cl. q. a. D. Et méme 1l suffit que

©(f) 0 G{M,;  (resp.7(f) n Kif M,{)

soit une cl. q. a. D. Nous sommes conduits au probléme
suivant :

ProeriME N° 3. — A étant donnée, déterminer C{M,} (resp.
K{M,}, K*M,{, C{M,}, KifM,}) pour que 8(A)nC {M,}
(resp.8(A) n K{M,{ etc) soit une cl. q. a. D.

RemarqQue ([22] chap. viu). — Pour que §(A) n Gi{M,}
(resp. &(A) n Ki{M,}) soit une cl.q.a. D, quel que soit I, il suffit
que8(A) soit une cl.g.a. I(«), avec
(n + 1)1 It{ (_I:fl)i—)—, k constante>
En eﬁet, la formule de Taylor montre que g(a) est alors
majorée par k,I'(a), k, constante.

Naturellement, cette remarque n’est utilisable que si
&(A) est une cl.q.a. I, si petit que soit .

Nous serons amené a résoudre un probléme plus général
que le probléme n® 3, ou &(A) est remplacé par Pespace
&(A) que nous allons maintenant définir.

( resp I(a) = rnln

I(a) = min

4. Le probléme posé au 1 est relatif a l'unicité d’une fonction
de &(A) connue sur un segment. Il est naturel de se poser la
question de Uexistence d’une fonction de §(A) prenant des
valeurs données sur un segment I.

Appelons & Uespace des fonctions continues sur I, &(A) le
sous-espace de & engendré par les exponentielles-monémes de
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specire contenu dans A. Une condition nécessaire pour pou-
voir prolonger dans &(A) une fonction f; donnée sur I, est
évidemment que f; appartienne a &(A). Mais c’est loin d’étre
une condition suffisante. |,

En effet, on peut avoir §(A) =28, Il faut et suffit pour
cela que toute mesure p€’ de support contenu dans I, et
dont la transformée de Fourier s’annule sur A, soit réduite a
zéro. S1 on peut alors, comme solution du probléme n° 1,
prendre ! <|I|, il existe des fonctions de &(A) non prolon-
geables en fonctions de &(A): & savoir les fonctions nulles
sur un segment de longueur I. C’est le cas si A est la suite
des entiers positifs (|I|<<2n, I>0 quelconque).

Méme si 6,(A) = &, il peut exister des fonctions de &;(A) non
prolongeables en fonctions de §(A). Prenons par exemple pour

A la suite {iA,}, A, positifs, 2—%—< o ; on vérifie, quel que

soit I, &;(A) &, (cf. § 4). Or une série telle que Za,e”** peut
converger sur une demi-droite, au dela de laquelle elle n’est
pas prolongeable.

Nous sommes donc conduits au probléme suivant :

ProBLEME N° 4. — Donner des conditions pour qu’une fonc-
tion de &(A) soit prolongeable en une fonction de 6(A).

§ 3. — Définition de f par ses valeurs sur un segment.

Nous tenterons dans ce paragraphe de donner des solutions
aux problémes n° 1 et n® 4. Auparavant, il nous faut préciser
le sens de quelques termes, dont nous aurons & faire un fré-
quent usage.

1. — Quelques définitions concernant les suites. — La plupart
des définitions que nous allons donner se trouvent dans [2]
et [25].

Dans le plan de la variable w = u + i¢, donnons-nous une
suite A et un angle A ouvert, de sommet O, contenant au
moins 'un des points #=1. Pour simplifier, nous admettrons
désormais (sauf précision contraire) que A ne contient pas O.
Toutes les définitions données seront relatives a A et A.
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La fonction de distribution (de A dans A) est le nombre
N(r) d’éléments de A situés dans A et dans le cercle |w|<r.

La fonction de densité est D(r —Q, avec n(r) =r ou 2r
suivant que A contient un seul des pomts =1 ou les deux.

La fonction de densité moyenne est D(r) = 1 f D(¢) dt.
La distribution logarithmique est T Jo

L(r) — f 'd:gf‘) f D) g — D(r)+D(r)+ f 'Et(‘—)dt,

L(r) est la partie discontinue de D(r).
Les densités

supérieure moyenne sup. moyenne logarithmique sup.
inférieure moyenne inf. moyenne logarithmique inf.

sont respectivement

D'=fmD(r) D' =fmD() D =hme®

- logr (r— )
D' =fmD() D =lhmD(r) T)\-zliml’_;g

A est mesurable et de densité D si D"=D.=D
A est de plus bien répartie si N(r) — Dn(r) = O(1)
A est réguliére s’1l existe h > 0 tel que

N(r+h)—N(r) <1 (0<r<<oo).
La densité maximum de A, soit dens. max. A, est la borne
A
inférieure des densités des suites mesurables contenant A.

Polya a démontré (cf. [2], note I) que cette borne est atteinte,

et que
dens. max. A= lim lim N(r) —N(r)
A g>1—0r>w n(r)—n(Er)

La densité minimum de A, soit dens. min. A, est la borne
A

supérieure des densités des suites mesurables contenues dans

A. On a
N(r) —N(r)

dens.Amm. A= gilimo}lf.: n(r) —n(Er)

Si A, et A, sont complémentaires par rapport a une suite
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mesurable A de densité D (c’est-a-dire s1 I'ordre de multi-
plicité de chaque élément de A est la somme de ses ordres
de multiplicité dans A, et A,), on a

dens. max. A, + dens. min. A, = D.

La densité de répartition de A, soit A, est la borne infé-
rieure des densités des suites bien réparties A* contenant A.
Calculons A.

Posons A, = lim N(t+ h()h) N(®). Il existe des suites A* de
'—>ao
densité A, 4 ¢, si petit que soit ¢ > 0; donc A <lim A,. D’autre
part, si A* a pour densité D*, on a =

N¥(t 4 k) — N*() = n(R)D* 4+ O(1) (¢, h— )
donc L
D*>A,—O0(1)(h—>o) et A>limA,.

h>o
Donc A = lim A,.

h> o

Toute suite réguliére admet une densité de répartition finie.
On a les inégalités évidentes

dens. min. A<D.<D.<D.<D <D <D < dens. max. A<A.

Aucun de ces signes < ne peut étre remplacé par =, ainsi
qu’on s’en assure par des exemples.

Il nous arrivera de ne pas préciser I’angle A.

Si A est définie comme suite positive, A sera toujours
supposé contenir + 1 et non — 1.

Si A est définie comme suite réelle, A sera en général sup-
posé contenir + 1 et — 1. Cependant, A ne sera dite mesu-
rable, bien répartie ou réguliere que si elle 'est dans tout
angle A.

Les mémes conventions vaudront si A s’accumule angulai-
rement sur I’axe réel >0 (resp. sur I’axe réel), c’est-a-dire st
Arg A (mod. 2x) (resp. (mod. w)) et |A[™' tendent simultané-
ment vers 0 sur

2. Classes quasi-analytiques I, — M. Levinson a établi, sur le
cospectre des mesures @ed’ I'important théoréme que voici

([20], chap. 1m).
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TutoriME 1. — Soit L le cospectre d’une mesure vet’ dont
le segment-support a pour longueur Ly,. X est mesurable el de

) s L, , - : 9|
méme densité D = 7 dans tous les angles A. La fonction —;L’——

2n u' 4 ¢

prend sur X une suite de valeurs dont la somme est bornée.

De ce théoréeme nous allons tirer une réponse au probleme
no 1.

Soit fet(A) une fonction moyenne-périodique de spectre S,
neb’, .= 0, telle que f+ru.=0 et g =f «u. Rappelons que S est
Pensemble des poles, comptés avee leur ordre de multiplicité,

© e . . . .
de 6%)) Soit 5’ la suite complémentaire de S par rapport au

" :
cospectre de w.
D’apres le théoreme 1, on a

2n dens. max. S 4 2ndens. min. S = L,
A A

(longueur du segment-support de ©).
Or ©(g) s’annule sur S'. D’apreés le méme théorcme, on a

2w dens. max. S < I,
A

(longueur du segment-support de g).
Si f s’annule sur [—1, 0], on a L, <C L, —1. On a donc

[ < 2ndens. min. S +7 2ndens. min. A

A A
Tutorime 2. — St 6(A) £ 8, ’(1\) est une cl. q. a. 1, dés
que 1> 2z dens.min A (pour au moins un A).
A

Ce résultat, démontré par Levinson quand A est une suite
d’entiers ([20], chap. 11), constitue une bonne réponse au pro-
bléeme n’ 1. Pour certaines suites .\ mesurables, il peut étre
encore précisé comme nous le verrons au § 4 (cf. aussi [17]).

3. Moyenne-période et probléme de prolongement. — Appelons
moyenne- -période attachée a A, et désignons par L, la borne
supérieure des longueurs des segments 1 pour lesquels & (A) = &;
autrement dit, la borne inférieure des longueurs des
segments-supports des e, dont le cospectre contient A.




























































































































































