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LES ESPACES DE TYPE ET COTYPE 2,
D’APRES BERNARD MAUREY,
ET LEURS APPLICATIONS

par Laurent SCHWARTZ.

1. Les probabilités cylindriques g-cylindriquement
de type p et les fonctions aléatoires
linéaires g-factorisables de type p.

On appelle espace & dual quasi-normé E la donnée d’un
couple (E, E’) d’espaces vectoriels en dualité séparante, et
d’une quasi-norme | | sur E’, dont la boule unité B’
est bornée pour o(E’, E); on notera souvent par (E; E’, B’)
un espace 4 dual quasi-normé. Si v est une mesure > 0
finie sur R, on pose |v|,= (ﬁ:w|tlp v(dt))w, O<p<s+
(modification évidente pour p = -+ 0);

Jo(v) =Min {a > 0; v((] — o, al) U (Ja, + ©[)) < «};
de sorte que J,(v) < a équivaut a
o] = o, —a)) U (a, + o) < «;

on peut le définir pour 0 < « < 1, mais sauf mention expresse
du contraire, on supposera 0 < « < 1. Plus généralement,
si v est une mesure > 0 de Radon finie sur un espace

quasi-normé G, on posera |v|,= ( fGH gllPy (dg))llp,
Jo(v) = Inf {a > 0; v{geG, |g]| > a} < «}.

Une probabilité de Radon v sera dite d’ordre p > 0 si
Ivl, < + o, d’ordre 0 dans tous les cas, ce qui revient a
dire aussi que, pour tout «, J,(v) < + . Si A est une pro-
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babilité cylindrique sur o(E, E’), on dira qu’elle est de type
p>0 s A= Sup IEA), < + o, et de type 0 si,

teB <1
pour tout o« (comme toujours, 0 < « < 1),

)= Sup L(EM) < 4 o

EeB’ 1511

Soit A une probabilité cylindrique de type p > 0. Alors,
pour tout & e E’) £(A) est une probabilité sur R, et on a
IEM), < IMZIEN. Si maintenant §&;, &, ...,&, sont n
éléments de E', (&;, &, ..., £,)(A) est une probabilité d’ordre
p sur R*, dont on peut calculer 'ordre pour diverses normes
sur R"; si on met sur R" la norme

lz: (tb tzy AR ] tn) E— ( 2 Itilq)llq’

1sign

on trouvera un ordre que nous noterons

"(gl’ E-»Z) RS g )()‘)“l}’. P 1

y )
= Sl + -+ 180T (- B (s - de)]
S1 ¢ < p, cet ordre est SHAH;( Z I E:ll? )1"'. Il est donc

naturel de poser: sise

” )‘"p q SUP SuP “(al: ey En)o‘)“lﬂ,p’

pour ,. N(gn w) "<t

et de dire que A est g-cylindriquement de type p si
[M7, < + o; ce sera automatique si ¢ < p, et on ne
considérera que lecas ¢ >p. S1 f: E' - L?(Q, u) est une
fonction aléatoire linéaire représentant A, on aura:

(S ey
1/q
pour 31 w) <1

Naturellement, pour p=0 et ¢ > 0, on pourra considé-

rer
“AH}“,:] == Sélp SUPI " (Ja((gl’ cv ey gn)()‘»)lﬂa

men (élui.-u") /\

IM3, 4 —Sup Sup

L@, »
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et dire que A est g¢-cylindriquement de type 0, si, pour
tout «, |Al7, , < + .

Soit encore f:E' — L?(Q, u), p > 0, représentant A.
On dira que [ est g-factorisable, s’il existe une fonction aléa-
toire g: E' — L9(Q, p) lnéaire continue, et une fonction

h e L7(Q, ), —%: % + %, pour 0 < p <gq, telle que

f(€) = hg(€) pour tout & e E’. La quasi-norme g¢-factori-
sable de type p de f, pour p > 0, sera alors

If 17 = Inf | gle@, viq, w 1 Rlvq, ws

pour toutes les représentations possibles de f. Donc f sera
g-factorisable de type O(p = 0) s’il existe une factorisation
f (&) = hg(&), g: E' - LY(Q, u), he Lo(Q, u), et on pourra
introduire les jauges g-factorisables de type 0 de f:

1fls,q = Inflglew, tuq, pwlalh())-

La notion d’application factorisable s’étend aisément a une
mesure p seulement o-finie sur Q.

Tuktorime 1.1. — Une probabilité cylindrique A de type
p =0 sur (E; E’, B’), représentée par une fonction aléatoire
f: E — L2(Q, n), est g-cylindriquement de type p si et seule-
ment st [ est g-factorisable. St p > 0, on a exactement

IM5.e = 1F 150

St p=0, quel quesoit B,0 < B < 1, ilexiste «,0 < a < 1,
et M > 0, tels que, st Uon choisit g: E' — LI(Q, u) de norme
< 1, on ait toujours:

715, ¢ < MJ(h(w)
et que Uon puisse choisir h telle que

Ja(h(w) < MI2S,,.

La démonstration utilise le fait que, st I' est un ensemble
convexe de fonctions convexes semi-continues inférieurement
sur un compact convexe, et si tout ¢ € I' a un minimum
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< 0, il existe un méme point ou toute ¢ €' est < 0. On
en déduit, sans trop de mal:

TrtorEMeE 1.2. — A) Soit N une probabilité cylindrique
sur E, g-cylindriquement de type p approximable (cest-a-
dire Limite cylindrique de probabilités de Radon a supports
finis, uniformément q-cylindriquement de type p). Si u est
une application linéaire de E dans un espace quasi-normé G
séparé par son dual, faiblement continue, g¢-sommante, alors
u(r) est de Radon d’ordre p sur o(G", G'). En outre, pour
p >0, on aura:

lu()l, < mo(w)[Al5.

B) Inversement, soit N une probabilité cylindrique sur E. Si,
pour toute application uw gq-sommante de E dans tout espace
quasi-normé G séparé par son dual, u(\) est de Radon d’ordre
p sur o(G", G'), alors A est g-cylindriguement de type p.

On en déduit aussitdt :

TutorimMeE 1.3. — Soit E un espace a dual quasi-normé.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) Toute probabilité cylindrique sur E de type p-approxi-
mable est q-cylindriquement de type p (auquel cas elle est
g-cylindriquement de type p-approximable).

1 bis) St p > 0, il existe une constante C telle que, pour
toute probabilité de Radon A\ a support fini,

M50 < CIAE;
auquel cas, pour toute probabilité cylindrique, on a aussi
Iz < GG
1ter) Sv p > 0, toute suite de E, scalairement [P, est
produit d’une suite scalairement 19 et d’une suite réelle U,
1 1 1
= + -
p 9q r
2) Toute application u g¢-sommante de E dans un espace
vectoriel quast normé est p-sommante (et elle est alors compléte-

ment sommante, c’est-d-dire sommante pour tout exposant
> — 1; ce qui permet, dans toutes les propriétés précédentes,
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de remplacer p par n’importe quel exposant > 0 ou > 0
sutvant les cas);

2 bis) Il existe une constante C (la méme que dans 1 bis),
telle que, pour toute applzcatwn u de E dans un quasi-normé
de dimension finie, on ait =n,(u) < Crn,(u) (auquel cas, on a la
méme inégalité pour toute application u dans un quasi-normé
quelconque; et aussi pour tout erxposant p > — 1, avec une
constante dépendant de p).

Remarque. — On sait qu’un théoréme de factorisation de
Nikishin a permis & Simone Chevet [1] de montrer la conjec-
ture de Pietsch. Inversement (en supposant la propriété
d’approximation métrique sur (E, E’)), la conjecture de
Pietsch permet de récupérer la factorisation de Nikishin par
le théoréeme (1.3). Soit en effet f: E’ — Lo(Q, u) linéaire
continue. Elle définit une probabilité cylindrique de type 0
sur E. Si E’ est r-normé, r < 1, le théoréme de Pietsch
dit que toute apphcatlon g-sommante de E dans tout espace
vectoriel quasi-normé, ¢ < r, est O-sommante. Donc toute
probabilité cylindrique de type 0 sur E est g-cylindrique-
ment de type 0; donc f admet la factorisation

f: B % Lo(Q, p) & Lo(Q, 1)
h e Lo(Q, 1), ce qui est le résultat de Nikishin.

2. Les espaces de type gq.

Dans ce paragraphe, 0 < ¢ < 2; on appellera ¢ le nom-
bre + o si ¢=2, ¢ lui-méme si ¢ < 2.

DeérintTion 2.4, — Soit u: F — G une application linéaire
d’un espace vectoriel quasi-normé dans un autre. On dit qu’elle
est de type (p,q), 0 < p < g, $'il existe une constante =* > 0
telle que, pour tout systéme fini de variables q-gaussiennes
normales indépendantes Z;,, 1 < i < n, et de vecteurs de F
en méme nombre, f, 1 <1 < n, on ait '

Z’ u(ﬁ)z‘;iy = <§1 nﬂnv)""

*

La plus petite constante <* possible se notera 1 ,(u). On
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voit pourquol nécessairement p < ¢g: une variable g-gaus-

sienne n’a des moments finis que pour les exposants < gq.
S1 u est de type (p, q), vusw aussi pour ¢ et w continues,
et holvuw) < lolhqw)lwl.

I’espace F est de type (p, ¢) si I'application identique
de F est de type (p, gq); alors toute application linéaire
continue de F dans un quasi-normé ou d’un espace quasi-
normé dans F est de type (p, q). Si F est de type (p, q),
il en est de méme de tous ses sous-espaces et quotients. On
peut faire p=10: u est de type (0, q) si, pour tout «, 1l
existe une constante tj ,(u) telle que

e <§ “(mZi) < g (g I )’

Prorosrtion 2.2. — St u (resp. F) est de type (p,q), i
est de type (py, q) pour tout p, < q. On dira alors simple-
ment que w (resp. I') est de type q.

Démonstration. — Un théoréme de Hoffmann-Jgrgensen [2]
dit que, pour tout p < g, et tout r < 1, il existe une cons-
tante C=C,,, et un «=«,,, tels que, pour toute
combinaison linéaire finie de variables g-gaussiennes indépen-
dantes a coefficients dans un espace vectoriel r-normé,
I I, < CJ,. (Bien entendu, dans ce cas, 7, dépend de p).

Prorosition 2.3. (Pisier) [3]. — Tout espace de type ¢
est de tout type < q.

Ezemples :

TatorimME 2.4. — Pour + o >r > 2, un espace L&

est de type q pour tout q < 2; pour 0 <r < 2, L" est de
type q pour tout q < r; donc un Hilbert est de type q pour
tout q < 2; tout espace r-normé est de type q pour tout q < r.

En général, un espace L™ n’est de type g pour aucun g,
et L n’est pas de type r, pour r < 2.

Applications : Nous ne donnerons ici que la principale:

TratortME 2.5. — Soit A une probabilité cylindrique de
type p < 2, sur un espace E & dual quasi-normé, représentée
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b

par une fonction aléatoire f:E — LP(Q,u). Alors A est
g-cylindriquement de type p, q < 2, si et seulement sv [ est
de type (p, q). En outre

”)‘!i:.q = " Yq";lT:J(f)’

o vy, est la probabilité q-gaussienne normale sur R.
Evident par Fubini.

CoroLrAIRE 2.6. — Soit E wun espace, a dual quasi-normé
E' quotient d'un sous-espace d’'un L. Alors toute probabilité
cylindrique de type p approximable sur E est g-cylindrique-
ment de type p approximable, et toute application g-sommante
de E dans un quasi-normé est complétement sommante, avec
0<p<2 q=2 si +o0>r=22 0<p<gqg<r s
r < 2. St E est un espace hilbertien, toute application 2-som-
mante de E dans un quasi-normé est complétement sommanie;
st E' est r-normé, 0 < r < 1, toute application gq-sommante
de E dans un quasi-normé, q < r, est complétement som-
mante (*).

3. Espaces de cotype 2.

Dérinition 3.1. — Soit u: F — G une application linéaire
d’un espace vectoriel quasi-normé dans un autre. On dit qu’elle
est de cotype (p, q), 0 < p < q,q < 2, s’il existe une constante
*v telle que, pour tous systéme finis Z, < 1 < i < n, de
variables g-gaussiennes normales indépendantes, et f,, 1<i<n,
de vecteurs de F, on ait:

(2 1upre)” < =

*

n
5 i)
i=1

la plus petite constante *x se notera *x,, On peut prendre
p = 0; on supposera alors qu’il existe une constante *<, et

un o = a, tels que

(% 1utrr)” < #0312

i=1 /

q

(!) L’avant-derniére propriété est bicn connue; la derniére est la « conjecture de
Pietsch »; la premiére généralise un résultat de Kwapien relatif a E = L™ si
r=1.
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On aura encore '*rp,q(vuw) < o) *5, (w)lwl|. F sera dit

de cotype (p, q) si son application identique est de cotype
(ps 9)-

Prorosition 3.2. — Une application (resp. un espace
quasi-normé), de cotype (p, q) est aussi de cotype (py, q),
pour tout p; < q. On dit alors qu’il est de cotype q.

Si F est de cotype ¢, il en est de méme de ses sous-espaces,
mais pas de ses quotients. Nous verrons d’ailleurs que tout
espace L' est de cotype g pour tout g; comme tout Banach
est quotient d’un L!, un passage au quotient, s’il était per-
mis, montrerait que tout Banach est de cotype ¢ pour tout
g, ce qui n’est pas.

Prorosition 3.3. — Tout espace quasi-normé F est de
cotype q pour tout q < 2.

Démonstration. — On se rameéne & montrer que, si (f,),en

est une suite de vecteurs de F telle que Y f,Z, converge
n€N

en probabilité, ¥ [f.[¢ < + . Or les Z, étant symétri-

n€N
ques indépendantees, 3 f.Z, converge p.s. Donc
2 Pr{lfiZ.) > 1} < + oo;

et, pour des variables g-gaussiennes avec ¢q > 2,

Pr%|Z,,| > ﬁg ~ |f.]e.

Le seul cas intéressant est donc celut du cotype 2. Mais jus-

tement les espaces de cotype 2 ont des propriétés trés remar-
quables.

Ezxemples :

Tutorime 3.4. — Tout espace L7, 0 < r < 2, est de
cotype 2; plus généralement tout espace quasi-normé plongeable
dans un espace 1° est de cotype 2. Le dual d’un Banach de
type 2 est de cotype 2 (mais il n’y a rien de vrai en sens inverse,
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c® n’est pas de type 2 bien que son dual I' soit de cotype 2,
et le dual 1 de I* n’est pas non plus de type 2).

TutoriME 3.4 Bis. — Si E est un Banach de cotype 2,
toute application 2-sommante de E dans un quasi-normé est
complétement sommante.

C’est 12 un théoréme difficile, qui utilise un lemme profond

de Rosenthal [4].

Cororraire 3.5. — Toute application linéaire continue
d’un espace 1 dans un espace L* (ou un espace hilbertien)
est complétement sommante.

Grothendieck avait déja démontré qu’elle était 1-sommante
(et c’était aussi une démonstration profonde).

Démonstration. — Puisque L' est de cotype 2, 1l suffit
de savoir qu’elle est 2-sommante. Grothendieck a montré
qu’'un opérateur entre espaces hilbertiens est de Hilbert-
Schmidt si et seulement s’il se factorise & travers un espace
L ou un espace L! (I'un résultant de I’autre par transposi-
tion). Alors tout opérateur u d’un espace L*® ou L! dans un
hilbertien H est 2-sommant, ce qui démontrera le théoréme;
en effet, si e = (e,),ex est une suite scalairement [2 de L~
ou L', elle définit une application linéaire continue [*-= L~
ou L'; alors 1?5 (L* ou L!') = H est de Hilbert-Schmidt
donc 2-sommante, donc I'tmage de la suite « base hilbertienne
canonique de [*» est une suite [?> dans H, donc u(e) est
2, et u est bien 2-sommante.

Tatorime 3.6. — Soient E, G des Banach.

1) Si G est de cotype 2, toute application linéaire continue
de E dans G, transformant toute probabilité cylindrique A
2-gaussienne (. e. de type 0 et telle que E(N\) soit 2-gaus-
sienne pour tout & € E’) en probabilité de Radon sur «(G", G'),
est 2-sommante. En particulier, toute application q-sommante
pour un q fint est 2-sommante.

2) St E est hilbertien et G de cotype 2, toute application
linéaire continue de E dans G transformant la probabilité
cylindrique de Gauss de E en une probabilité de Radon sur
o(G", G'), est complétement sommante.
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3) St G est tel que toute application linéaire continue d’un
Hilbert dans G, transformant la probabilité cylindrique de
Gauss en probabilité de Radon sur o(G", G'), soit compléte-
ment sommante, G est de cotype 2.
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