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FONCTIONS DE YOUNG
ET CONTINUITÉ DES TRAJECTOIRES

D'UNE FONCTION ALÉATOIRE
par Pierre BOULICAUT.

Ce travail est consacré à l'étude de l'existence d'une version
à trajectoires continues d'une fonction aléatoire sur un espace
métrique compact T à valeurs dans un espace métrique
complet séparable, et à la détermination d'un module de conti-
nuité uniforme pour les trajectoires d'une telle version.
Jusqu'à présent, cette étude a fait l'objet de nombreux tra-
vaux principalement dans le cas d'une fonction aléatoire réelle
gaussienne, le cas général que nous considérons ayant été
relativement peu abordé (voir [l], [3], [4] notamment). Les
conditions suffisantes que nous donnons utilisent l'entropie
métrique de T et une fonction de Young dont le choix
dépend de la fonction aléatoire. Nous donnons diverses appli-
cations; tout d'abord, pour un choix convenable de cette
fonction de Young, nous retrouvons les résultats classiques
sur les fonctions aléatoires réelles gaussiennes; puis nous
montrons que nous pouvons appliquer nos résultats à d'autres
fonctions aléatoires réelles que les fonctions aléatoires réelles
gaussiennes; enfin, nous étudions le cas du mouvement
brownien à valeurs dans un espace de Banach.

1. Notations.

Nous appelons fonction de Young une fonction

<D: [0,+ 00[r———[0,+ û0[
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définie par <D(u) = f^ y(r) dr, où y : [0, + oo[ ——^ [0, + oo[
est une fonction croissante, continue à gauche, telle que, pour
tout T e ]0, + oo [, (p(ï) > 0; une fonction de Young <S>
est continue, strictement croissante, convexe et vérifie
(D(0) == 0, lim 0(u) = + oo; en particulier, elle admet une

U»+oo '

fonction réciproque

<&-1: [0,+ oo[h-^[0,+ oo[.

La fonction conjuguée d'une fonction de Young 0 est la
fonction Y: [Q,+oo[i—^ [0, + oo[ définie par

Y(^)=J^(T)^,

où ^(T) == sup {u e [0, + oo [; <p(u) < T}. Il est bien connu
que pour u, v e [0, + oo [,

MP < $(u) + Y(P).

l'égalité ayant lieu si, et seulement si, p 6 fWu), vdt 4- 0)1
(cf [13], chapitre IX). v n

Soient (E, 8) un espace métrique séparable et (t2, y , P)
un espace de probabilité ; ^ désignant la tribu borélienne de
E, ^o(a, ^, P; E) est l'ensemble des fonctions (^-, SS}-
mesurablesde 0 dans E, et LO(Q, J^-, P; E) est l'ensemble
quotient de ^o{Q, SF, P; E) par la relation d'égalité P-pres-
que sûre; la classe de Ç e jS?o(a, jî-, P; E) est notée 1 et
est appelée une variable aléatoire sur (î2, ^, P) à valeurs
dans E. LO(Û, y , P; E) est muni de la structure uniforme
de la convergence en probabilité.

Remarque. — L'hypothèse que E est séparable sert à
affirmer que la tribu borélienne ^EXE de E X E est le pro-
duit SS ® SS; alors, pour Ç, Y] £ ^o(a, y , P; E), la fonc-
tion (»AA^-»(Ç((O) , Ï ) ( (O)) est ( y , ^ExE)-mesurable, ce qui,
en particulier, assure la mesurabilité de la fonction

(d /vw^» 8(Ç((iù)^ •>j((ù)).

Nous pouvons supprimer cette hypothèse de séparabilité
en prenant pour ^o{£î, ^, P; E) l'ensemble des fonctions
Ç de Q dans E, (^-, ^-mesurables, telles que Ç(Q) soit
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contenu dans une partie séparable de E ; avec cette définition,
pour ^, 73 e o^°(Q, ^r, P; E), la fonction œ AAA^» (S(û>), ^(œ))
est (.^, ^ExE)-mesurable.

Étant donnée une fonction de Young 0, 8^ définie par

8^,73)=:infSae]0,+ oo[; f 0 f8^] dp ^ lj
( Jû L a J )

(avec la convention habituelle : inf A == + °° s! A est la
partie vide de ]0, + °°[) est un écart séparé, en général
non fini sur L°(Q, ^, P; E) (cf. [2] § 1); la structure
uniforme sur L°(ii, ^, P; E) définie par 8^ est plus fine
que la structure uniforme de la convergence en probabilité.

Lorsque E est un espace vectoriel métrisable séparable,
L°(tî, ^, P; E) est un espace vectoriel; la topologie de E
peut être définie par une F-norme |.| (cf. [il], § 15, 11),
la distance 8 correspondante étant définie par

S(x,y) = \x— y|;

le sous-ensemble L^Q, '̂, P; E) composé des variables
aléatoires î, e L°(i2, ^, P; E), pour lesquelles il existe

r ( lll \a e ]0, + °° [ t6! q^ ( ^ ( ~^~^ ) dP < + 00 es^ un sous-
Jû \ a ]

espace vectoriel de L°(û, ^r, P; E). Pour Ç e L°(Q, ^", P; E),
posons

\l\^ = inf ja > 0; F of-l^-^P ^ lî;
( Jû \ ^ / 5

alors, pour Ç, ^ e L°(f2, ^-, P; E).

^(Ç,^) = |Ç — ^(D,

L<î)(n, ^, P; E) est l'ensemble des l e LO(Q, ^, P; E) telles
que |^|<i) < + oo, et la restriction de | .[^ à L4)(Q, ^, P; E)
est une F-norme. Si |.| est une norme sur E, alors [ . | 4 >
est une norme sur L^Q, J^, P; E). Lorsque E == R,
L^(Q, ^-, P; E) est l'espace d'Orlicz usuel L^Çiî, ^•, P).

Nous appelons module une fonction w définie sur un inter-
valle [0, dw\ {dw > 0), à valeurs dans [0, + oo[, croissante,
continue à droite en tout point de [0, dw[ et telle que w(0) == 0 ;
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nous désignons par w_ la régularisée continue à gauche de w,
c'est-à-dire la fonction sur [0, Ow\ par

w_(0) == 0, w_(ï) == w(ï — 0) pour T e]0, a^].

Étant donnée une application uniformément continue f d'un
espace métrique (T, d) dans un espace uniforme Ti dont la
structure uniforme est définie par un écart d^ un module w
est appelé module de continuité uniforme pour f s'il existe
c e [0, + oo [ telle que, pour ((, f ) e T X T, d(t, f) ^ a^
nous ayons

<w(^m) < c^[d(t,t')].
Remarque. — Un module de continuité uniforme pour f

peut être construit de la façon suivante. Soit a e ]0, 4- ^[^
tel que, pour t, t' e T, d{t, t ' ) < a, nous ayons

^m m}< i;
alors w défini sur [0, a] par :

^ = sup K^), /*((')); ((, Q e T X T, d(t, t-) ^ r}

est un module de continuité uniforme pour /*; dans ce cas,
la fonction w- est donnée par

^_(r) = sup W/^), /•(( /)); (^, t-) e T X T, rî  t') < T}

Soit (T, d) un espace métrique compact, soit T > 0;
un T -réseau pour T est une partie A de T telle que les
boules ouvertes de rayon T, de centres appartenant à A,
forment un recouvrement de T. Nous posons :

NT(T) == min {n e N; n = card A, A est un r-réseau pour
T}; un ï-réseau A pour T est dit minimal si

card A = NrÇï).

La fonction T w^ HT(T) = Log Ni^r) est appelée l'entro-
pie métrique de T.

Soit (ti, ^, P) un espace de probabilité. Une fonction
aléatoire sur un ensemble T à valeurs dans un espace métrique
séparable E est une application X de T dans L°(t2, ̂ , P; E)$
une version de X est une application X de T dans
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jSf°(Q, y , P; E) telle que, pour tout t e T, X(() soit la classe
d'équivalence de X(() pour la relation d'égalité P-presque
sûre.

2. Existence d'une version à trajectoires continues»

Soient (T, d) un espace métrique compact, (E, 8) un espace
métrique complet séparable et X: Ti—>• L°(î2, 3F', P; E)
une fonction aléatoire sur T à valeurs dans E.

Nous supposons qu'il existe une fonction de Young 0
telle que :

(2.1) X est continue de (T, d) dans LO(Q, y , P; E)
muni de l'écart 8^>.

(Comme (T, d) est compact, X est uniformément conti-
nue et nous désignons par p un module de continuité uni-
forme de cette application, c'est-à-dire un module p défini
sur un intervalle [0, a] (a > 0) pour lequel il existe

co e [0, + oo[
satisfaisant à :

(2.2) pour {s, t) e T X T tel que d(s, t) < a,

8^X(^), X(()) ^ cop(^, t)).

Remarque. — Pour {s, () e T X T tel que d{s, t) ^ a,
8^(X(5), X(()) est fini. Lorsque T est connexe, pour tout
(s, t) e T X T, 8<i)(X(5), X(()) est fini puisque, étant donné
s e T, {( e T; 8<|)(X(s), X(<)) < + 00} est une partie ouverte
et fermée de T contenant s et est égale à T.

Enfin, pour T > 0, posons, lorsque T est une partie
compacte convexe d'un espace vectoriel norme de dimension
finie /c, g(r) == r~k, et, dans le cas général, g(r) = N-r(T)2.

THÉORÈME 1. — Avec les notations ci-dessus, s^il existe
une suite décroissante {a^JnçN ^e nombres réels > 0, conver-
geant vers 0(ao ^ a), et Ci e]0, + °°[ telles que la série
-+-00

S P-^n) '̂"1!^!^0^!)] ^i1 convergente, alors X admet une
n==o
version à trajectoires continues.
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Démonstration: -- A la suite {oj^, nous associons:
— u n o^-réseau minimal A^ pour T,
— Kn == {(5, ^) ^ A, X A,+i; il existe (^', (') e T X T,

^, 5') < a,, d{t^ t) < a^, d(s^ t ' } < a,},
-C,={(X(.) , X(()); (., ,)eBJ, •
- N, = cardB,, &„ = sup {S^Ç, ^; (Ç, ^) eCJ.

Pour chaque Ç e X(T), nous choisissons un représentant
U de Ç $ pour (€, ̂  e[j(^, nous avons

n6N

^(S? ^) ^ ^oP(ao) < + oo,

et nous posons, pour co e û,

AtU;.̂ 8^»)..̂  „ ç :

^(S^) • ^
Ad,^; o) =0 si Ç =^

Y , ( œ ) = = s u p { A ( Ç , ^ ; œ ) ; (Ç, ^) e CJ,

de sorte que, pour (s, t) e B,, pour œ e û, nous avons:

8[LX(^; œ), LX(<; <o)] = 8^(X(^, X(^))A(X(5), X^); co)
^ Wco).

Pour établir le théorème 1, nous utilisons les deux lemmes
suivants.

-1-QO

LEMME 1. — Si la série ^ 8^ converge P-presque sûre-
^ n=o

ment, alors X arfme( une version à trajectoires continues.

Démonstration. — A chaque s e T, nous faisons correspon-
dre une suite {s^}^ dans T telle que, pour tout n, s e A

^/ i _ . A / A 7 / 1 7 1

et rf($, 5j < a^; la suite {^}^ç^ converge vers s et, pour
tout n, (s^ s^) appartient à B^ de sorte que

Ï8[LX(^; œ), LX(^i; <o)] ^ ÏS,Y,(O)).
"^ n=o

Si nous posons i2o = [^ 8,Y^ < + ool, alors, pour
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o) £ 0.0, la suite {LX(^; O>)}^N est uïle sulte de Cauchy
dans E; comme E est supposé complet, elle converge;
désignons par X(^; o) sa limite; convenons de poser
X(S;o) )=^o lorsque œ n'appartient pas à Qo? où x^
est un élément fixé de E. Puisque, par hypothèse, Oç a
pour probabilité 1, la suite {LX(^)}^ç^ converge P-presque
sûrement vers X(^), donc converge en probabilité vers X($)
or, en vertu de la continuité de l'application X de T dans
L°(î2, ^-, P; E), la suite {X^)}^^ converge en probabilité
vers X(^); par suite, X(s) appartient à X(^), ce qui prouve
que l'application X : s w^ X{s) est une version de X.

Montrons maintenant que les trajectoires de X sont conti-
nues. Pour <x> ^ Qo, la continuité de l'application

5/VAA^ X(5; 0)) == XQ

est triviale. Supposons donc que co e Qg. Pour e > 0, il
-+.00

existe neîf tel que ^ 8j^jW < e/2; soient 5, teT
^=n

tels que d(s, t) < a^$ si {^^.çN et {^}yeN sont les suites
correspondant respectivement à s et (, alors (^, ^+1)
appartient à B^, de sorte que

8[X(^;(û), X((;<o)] ^ J 8[LX(^;œ),LX(^;œ)]

+8[LX(^;œ),LX(^;(o)]

+ Ï 8[LX((,; <o), LX(^; œ)]
y===n+l

d'où :

(2.3) 8[X(^œ), X((;œ)] ^ 2^8^(0));
^=n

Cela suffit à prouver la continuité de la trajectoire
s w^ X(s$ <o) et la démonstration du lemme 1 est achevée.

LEMME 2. — S'il existe c^ e ]0, 4- °°[ telle que la série
+00 .̂

^ 8nO-l(c2N^) 501^ convergente, alors la série ^ 8^Y^ con-
n==o »=o
p^rge ^-presque sûrement,

2



34 PIERRE BOULICAUT

Démonstration. — pour n e N, posons

X,=8j9o(D-i(c,NJ]-1;

T désignant la fonction conjuguée de 0, nous avons :

C2\^n + W^T1 8n) = S^-^NJ,

-T-QO -i-ÛO

et les séries S X^N^ et S ^n^^n"1 S/i) sont convergentes.
n==o n==:o

Par définition de 8^, nous avons, pour Ç, ^ e C^,

^<D[A(U)]dP ^ 1
de sorte que :

f^n)dP ^ S ^[A(^)]^P ^ Nn;

(?,•?) eCn
+a> ^

par suite, la série ^ x^ jo ^(^n) ̂  converge et la série
oo n==o

^ X^O(Y^) converge P-presque sûrement; le lemme résulte
n=o
alors de l'inégalité suivante :

8nY,(<o) ^ X,0[Y,(œ)] + ̂ Wn-1 8J

Pour achever la démonstration du théorème 1, il suffit de
remarquer que dans le cas général, 8^ ^ 3cop-(aJ et que
Nft < NT(a^+i)2. Toutefois, dans le cas où T est une partie
convexe compacte d'un espace vectoriel norme de dimension
finie /c, le théorème (XXII, 1; 2) de [3] donne une meilleure
approximation de N^ : il existe une constante €3 e ]0, + °°[
telle que, pour tout n, N^ ^ ^oç^i; il suffit alors d'appliquer
le lemme 2 avec Cg == ^^r

THÉORÈME 2. — S'il existe une constante Ci e ]0, + °°[
telle que l'intégrale j ^^[^ig^)] ̂ P-(^) soit finie, alors X
admet une version à trajectoires continues.

Démonstration. — Supposons que, pour tout u e ]0, a],
p(u) > 0. Alors la fonction p~1 définie sur [0, p(a)] par

p-^O) =0, p-^ï) = sup {u > 0; p(u) < T}

est à valeurs dans [0, a], croissante, continue en 0 et nous
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avons, pour T e ]0, a],

{U ^ 0; p(u) < T}=[0,p-^(T)[

Si nous munissons [0, p(a)] de la mesure de Lebesgue, la
fonction de répartition de p~1 est la fonction p_. La suite
{^LCN définie par

a^p-^-^a)]

est une suite décroissante de nombres réels > 0 conver-
geant vers 0 et, pour tout n e N,

p(aj ^ 2-^(0) > p_(aj.

Pour toute fonction décroissante positive G sur [0, a],
pour tout n e N, nous avons :

Ï p_(a^)G(a^) ^ 1 2-^p(a)G(a^)
J=n J'=n

< 4Ï ̂ -W - 2-^p(a)^G[p-l(2-^p(a))]
J'=n

^ l̂i-̂ ,,-.-̂  G[P-1^)] ̂
<4J...-"-^G[P-1(T)]^
< .̂.PCa^ G^"^-)] ̂  - ̂ O.,̂  GM ^-(T)

Le théorème 2 se déduit alors du théorème 1 en prenant
G(r) = ^^[cigM]. Supposons maintenant qu'il existe
UQ e ]0, a] tel que p(uo) = 0. Si nous posons a^ == 2-^ Uç,
nous avons :

^.a.] ̂ [^M] ̂ -(^) = 0 = J P-^O-1^,^)],
j—ro

et, dans ce cas, le théorème 2 se déduit encore du théorème 1.

3. Modules de continuité uniforme.

Comme dans le paragraphe précédent, soient (T, d) un
espace métrique compact, (E, 8) un espace métrique com-
plet séparable et X: Ti—^L°(û, ^, P$ E) une fonction
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aléatoire sur T à valeurs dans E; nous supposons qu'il
existe une fonction de Young 0 possédant les propriétés
suivantes :

(3-1) T désignant la fonction conjuguée de 0, il existe
b e ]1, + oo[ et B e]0, + oo[ tels que, pour tout T e [0, + oo[,

Y(&r) ^ BY(r),

(3-2) X est une application continue de (T, d) dans
LO(Û, ^, P; E) muni de l'écart 8^.

Nous posons y = Log B (Log b)~1 et nous désignons par
p un module de continuité uniforme pour X satisfaisant
à (2.2). Comme b < B, alors y > !•

Comme en général la fonction conjuguée Y de 0 n'est
pas explicitement connue, nous remplaçons la condition (3.1)
par la condition suivante :

f3-3) il existe c G ]1, + oo [ et C e ]0, + oo[ tels que,
pour tout T e [0, + °o [ c<p(^) ^ 9(Cr).

Cette condition (3-3) est équivalente à la, condition (3-1)
en vertu du lemme IX. 1.1. de [13]$ plus précisément, nous
avons :

LEMME 3. — Si (3.3) est vérifiée, alors (3.1) est vérifiée avec
b = c, B = cC et y = 1 + Log C (Log c)-1.

Démonstration. — Pour T e [0, + oo [,

^(cr) = sup {u ^ 0; <p(u) < cr} ^ sup {u ^ 0; ^(C-1^) < r}
^(cr) < C sup {u ^ 0$ ç(u) < r} = C^(r),

et, par intégration, T(cr) < cCY(T).

LEMME 4. — Si la condition (3.1) est vérifiée, alors pour tout
T e ]0, + °°] pour tout r e [0, + oo[, nous avons :

Y(rr) < max (1, BrT)^).

Démonstration. — Si r < 1,

T(rT) ^ Y(T) ^ max(l,Brï)T(T);

si r > 1, il existe n e N tel que &71 < r ^ b^, et nous
a.vons :

Y(rï) < Y^r) < B^Y^);
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comme n < Log r (Log &)~1, B" < exp (Log r °^ } = rï de
\ Log o /

sorte que : Y(rr) ^ BrTY(ï) ^ max (1, BrT)Y(r).

DÉFINITION. — X étant une version à trajectoires continues
de X, un module w est appelé un module de continuité uni-
forme pour X si l'ensemble des <o e 0. pour lesquels w n'est
pas un module de continuité uniforme pour la trajectoire

S AA/^-> X(5; (x))

est P'-négligeable.

Remarque. — Si Xi et Xg sont deux versions à trajec-
toires continues de X, | | [Xi(^) = Xg^)] est une partie

seT
mesurable de iî, de probabilité 1, de sorte que les modules
de continuité uniforme pour Xi sont les mêmes que les
modules de continuité uniforme pour Xg.

THÉORÈME 3. — Soit 0 une fonction de Young vérifiant
(3.1) et (3.2); s'il existe une suite décroissante {^n}nw ^e

nombres réels > 0 (a^ < a), convergeant vers 0 et c^ e ]0, + °°[
•+-QO

tels que la série ^ P^n)0"1!^!^^!)] soit convergente^
n==o

alors la fonction w définie par w(0) == 0,

(-+-00 )l/T
^(T) = ] S P-(a^<I)~l^lg(a^l)]i pour T e [a,^, aj,

\ J==n }

est un module de continuité uniforme pour toute version à tra-
jectoires continues de la fonction aléatoire X.

Démonstration. — II suffit de le prouver pour la version X
de X construite dans la démonstration du théorème 1; avec
les mêmes notations, pour <o e i2o, pour (s, t) e T X T
tel que d(s, t) < a^, nous avons, d'après (2.3),

8[X(^; co), X{t; co)] ^ 2Ï8,Y,(œ),
J==n

donc, pour b > 0,

8[X(5; œ), X^; co)] < 2& S'Ï X,<&[Y/<o)] + Ï ̂ {^b-1 Sj)l
( J==n j=n )
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f +00 \l/y

Si nous posons &n = j 5 8/<I)~1(C2N,)( , nous avons:
( 7==" ;

f X/F^1^-1 8,) ^ max (1, Bb^) Ï V^71 8y)
./==» J=n

< max (1, B^TT) Ï ^O-^N,) <S max (b^, B).
^=n

Par suite, il existe, pour <o e i2o, une constante

K ( < ù ) e [ 0 , + oo[
K(<o) ==2i i ° ^O[Y/(O)] + max (^, B)?

( J=Q }

telle que, pour tout n e N, pour (s, t) e T X T tel que
^(s» <) < «-n,

S[X{s; <o), X((; (o)] < K(œ) S S" S^-1^^)?1'7,
( J'=n )

et la démonstration de ce théorème s'achève de la même façon
que celle du théorème 1.

THÉORÈME 4. — Soit 0 une fonction de Young vérifiant
(3.1) et (3.2); s'il existe c^ e ]0, + °o[ telle que l'intégrale
Jco^]0"1^1^17)] ̂ -(T) t90^ ĵ me, aZor5 Za fonction w définie
par

^T)==!X-30~1^(U)]^-^)S1/Ï

e5( UM module de continuité uniforme pour toute version à tra-
jectoires continues de la fonction aléatoire X.

Démonstration. — Comme dans la démonstration du théo-
rème 2, nous construisons une suite décroissante {a } „, - ^ \. n ) ra€N
de nombres réels > 0, convergeant vers 0, telle que, pour
tout n e N,

^P-Ca,)^-1^^^^)] ^ 4j;^0-i[c,g(T)] rfp,(T)

de sorte que, pour {s, t) e T X T tel que a^i ^ d(s, t) < a^
4-00

^-(a^-1^^)] < 4j^^(D-^g(T)] ^p_(ï)
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et il suffit d'appliquer le théorème 3 pour achever la démons-
tration.

Dans le paragraphe suivant, nous appliquerons ces théo-
rèmes en prenant pour fonction de Young 0 la fonction
T/w^-» exp (r2) — 1; cette fonction vérifie la condition (3.1)
avec B == fc2 > 1 et y = = 2 ; les théorèmes 3 et 4 corres-
pondant à cette fonction de Young ne fournissent pas les
« meilleurs » modules de continuité uniforme. En effet, dans
ce cas particulier, nous avons

THÉORÈME 5. — Si la fonction de Young 0 est la fonction
T /w^-» exp (r2) — 1, les assertions obtenues en remplaçant y
par 1 dans les énoncés des théorèmes 3 et 4 sont vraies.

Démonstration. — Avec les notations déjà employées, il
suffit de montrer que P-presque sûrement

K = sup {[O-^^NJ]-1^; n e N}

est finie puisqu'alors P-presque sûrement

1 8,Y,(œ) ^ K(œ) Ï 8,(I>-i(c,N,)
y==n j=n

et les démonstrations se terminent de façon identique à celles
des théorèmes 3 et 4. Or, pour r > y 2, nous avons :

<î)[r<D-^N,)] - (c^N, + IT - 1 ̂  W

ÏP[Y, > rO-^N,)] ^ i\ S P[0(A(1,^)) > (c,N,n
J=o ^(Uec,)

1 V2-1
< (r ^-rî V / ——
^ W 11 [ TVT

j^V^j
-+-oo / \ \r2—!

< (^-rl S ^) < + 00
m==0 \ 7n/

car, pour chaque /, N, est un entier ^ 1. En vertu du
lemme de Borel-Cantelli, P-presque sûrement

Y ( Y Jlim sup————— < r, donc sup \ _ " ̂  , > n e N ^n>^ 1 O-^NJ P^-1(^NJ ^

est fini P-presque sûrement.
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4. Applications.

Dans ce paragraphe, nous donnons trois exemples d'appli-
cations des théorèmes que nous avons obtenus. Tout d'abord,
nous envisageons le cas classique d'une fonction aléatoire
gaussienne centrée et nous retrouvons alors des résultats
connus. Le deuxième exemple concernant les fonctions aléa-
toires symétriques stables d'exposant a G ]1, 2[ illustre le
fait que les théorèmes obtenus s'appliquent à des fonctions
aléatoires réelles autres que les fonctions aléatoires réelles
gaussiennes. Enfin, le dernier exemple, traitant le cas du mou-
vement brownien à valeurs dans un espace de Banach, prouve
que nous pouvons obtenir des résultats intéressants dans le
cas de fonctions aléatoires non nécessairement réelles.

4.1. Cas des fonctions aléatoires réelles gaussiennes centrées.

Soit X: Ti—^ L°(û, 3F', P) une fonction aléatoire réelle
gaussienne centrée sur un espace métrique compact (T, d).
Nous supposons que X est une application continue de T
dans L^iî, ^, P); soient un module p défini sur [0, a]
et CQ e [0, + °°[ tels que, pour (5, t) e T X T, dÇs, t) ^ a,
nous ayons

j ^|X(s) - X^I^PJ172 < Cop[^, ()]

Le choix de la fonction de Young est déterminé par :

LEMME 5. — Si $ est la fonction de Young

T /w^-» exp (r2) — 1,

toute variable aléatoire Ç e L°(Q, ^', P) gaussienne, centrée,
/"g"

de ^ariance o2, appartient à L^(û, ̂ , P) et \^\^ ^V/'o" <T-

Les théorèmes obtenus dans les paragraphes 2 et 3 s'énoncent
alors sous la forme suivante et sont connus.
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THÉORÈME 6. — (Fernique [7], Kono [12]). — Si T est
une partie compacte convexe de R^ telle que

alors X admet une version à trajectoires continues. Pour
C4, €5 e ]0, + °o[ la fonction w définie par

-M = ̂ )jLogT+.s Fu^—^
V T Jo Vl^g^l u

est un module de continuité uniforme pour toute version de X
à trajectoires continues.

Démonstration. — Nous avons <I)~l[^lg(^)] ~ Y/A* Log—
quand T -> 0 et, pour T e]0, min (1, a)[, v T

j[o.T]\/Log-^dp-(u) == p(T)./Log-^-

p(u) c?uJ- f
2 Jo+
2 Jo ^/Log 1/u u

THÉORÈME 7. — (Chevet [3]). — Si la série

Ïi^/^^J}
est convergente, alors X admet une version à trajectoires conti-
nues.

Démonstration. — C'est le théorème 1 énoncé pour la suite
{^LCN construite dans la démonstration du théorème 2.

THÉORÈME 8 (Dudiey [6]). — Si T est une partie compacte
d'un espace de Hilbert H telle que » ̂ H-r(T) d^ < + oo,
alors la restriction à T de toute fonction aléatoire réelle gaus-
sienne canonique sur H admet une version à trajectoires conti-

/*T /————————
nues et w : T /w^-> j yH-r(^) du est un module de continuité

uniforme pour toute version à trajectoires continues de X.
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Démonstration. — Une fonction aléatoire réelle gaussienne
X : H i—>- L°(îi, ^, P) est dite canonique si X est une iso-
métrie de H dans L^û,^,?); nous pouvons donc prendre
pour p la fonction TAAA^p( r ) == r.

Les hypothèses que nous avons faites sont semblables à celles
utilisées dans le théorème suivant dû à Preston [14] :

Soit p : [0, a] i—» [0, + oo [ une fonction croissante conti-
nue telle que p(0) = 0$ soit 0 une fonction de Young telle
que, si Ç e L°(^>, ^S P) est une variable aléatoire réelle
gaussienne centrée de variance 1, / Q ^ O Ç I ) Log-1-<]>([1||) rfP
soit fini; soit |JL une probabilité sur un espace métrique
compact (T, d) telle que le support de [L soit T et que
l'intégrale

I..,̂ ]̂̂ »)
soit finie, où p(u) == p(2u), m(u) = inf {|i[B^)]; t e T } et
où By(() est la boule ouverte de centre ( de rayon u > 0.
Alors toute fonction aléatoire réelle X: Ti—^L°(ti, ^r, P),
gaussienne centrée telle que, pour {s, t) e T X T, d(s, t) ^ a,

j/JX^-X^rfPJ1^ p[rf(^:)]

admet une version X à trajectoires continues et il existe une
fonction mesurable B sur (Q, ^, P), P-presque sûrement
finie, telle que, pour {s, t) e T X T, d(s, t) ^ a, pour <o e Û,

|X(.; co) - X(<; co)| < 10 f <!>-! r-8^—'] W
^[0,^,0] 1-^(^/2)^

Nous pouvons choisir pi telle que :

[ï(»)4-2 -,-1

m(u) ^ n N^(2-^) ,
y=i -*

où y(u) est la partie entière de (Log afu) (Log 2)-1.
Indiquons brièvement en quoi les démonstrations diffèrent.

Preston considère la probabilité v == (JL (x) pi sur T X T ;
pour toute version mesurable X de X,

û. = L; f o(Wî,»_x(^ix^ ^ ^,
( JTXT \ p[rf(«,<)] 7 )
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a pour probabilité 1, et, si 1 <&-1 [————1 dp(u} < + oo,
alors, pour ^.«i 1^/2)^

co e D,, X'{s; <.) == lim {ix[B,(s)]}-^X((; o)) 4t(()

existe et définit une fonction continue 5 A/v^-» X'(5, œ) sur T
telle que ^{s-, X'(^; co) ^ X(s', œ)} =0; il s'agit alors de
prouver que X' est une version de X, ce qui est obtenu
par l'utilisation du développement de Karhunen-Loève de X.
Au lieu de la mesure v = ̂  (x) [A sur T X T, nous avons
utilisé une mesure discrète de la forme

4-00
v := 5 \ 5 ^o?

n=0 (^,OeBn

où S(^) est la mesure de Dirac au point (^, () et, nous avons
prouvé que, sous une hypothèse de même nature, pour co e i2o,
X'(s, œ) == lim X(^, œ) existait et définissait une fonction

ra>»

continue 5A/v^->X'(5; (x)) sur T; le fait que X' soit une
version de X résulte alors seulement de la continuité de X
et ne nécessite plus l'utilisation du développement de Karhu-
nen-Loève.

4.2. Fonctions aléatoires réelles stables symétriques Sexpo-
sant as ]1, 2[.

Rappelons qu'une probabilité p. sur R^ est une loi stable
symétrique d'exposant a si sa transformée de Fourier ^[L
est donnée par

Log^a(u) = -J^K^^I01^), ue^

où TT est une mesure symétrique finie sur la sphère unité
( k )S/, == ^ u e R^ ; ^ u2 === 1 [ de R^. Si un vecteur aléatoire
( ^ j=i )

(Ci, . . ., Ij e L°(ti, J^, P; R^ suit une loi stable symétrique
d'exposant a, toute combinaison linéaire des variables aléa-
toires ^(/ ==1, . . .. /c) suit une loi stable symétrique d'ex-
posant a.

Une fonction aléatoire réelle X: Ti—^L°(î2, y, P) sur
un ensemble T est appelée une fonction aléatoire réelle stable
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symétrique d'exposant a si, pour toute partie finie S de
T? {X(5)},es suit une loi stable symétrique d'exposant a.

Le choix de la fonction de Young est déterminé par :

LEMME 6. — Soit (î e ]1, oc[; alors toute variable aléatoire
Ç e L°(Q, ̂ , P) suivant une loi stable symétrique d'exposant a
appartient à L^û, ^", P) et il existe une constante c(a, (3)
(eiïe que

Illp == ̂ , P) j- Logj^exp (iÇ) rfPJ^

La fonction T w^ T? est une fonction de Young vérifiant
la condition (3.1) pour B = b^ et y == P' si (3' est Fexpo-

1 1sant conjugué de ? défini par — + — = 1.
w P P

Soit X : T i—>- L°(û, y', P) une fonction aléatoire réelle
stable symétrique d'exposant a sur un espace métrique
compact (T, d), continue de T dans l'espace L°(i2, ^% P)
muni de la topologie de la convergence en probabilité. Soit p
un module défini sur [0, a} tel que, pour {s, t) e T X T,
d[s, t) ^ a, nous ayons :

!- ̂ ëf^P IW8) - X^))] dP^ < p [d(^ t)]

(l'existence d'un tel module est assuré par la continuité de X).
Alors, nous avons :

THÉORÈME 9. — S'il existe p e ]1, a[ tel que l'intégrale

J [o, a] Nî r)2^ dp-(ï) soit finie, alors X admet une version

à trajectoires continues et w: T <w -̂» \ /*[o.2i N^u)2^ dç^(u)\1^1

est un module de continuité uniforme pour toute version à tra-
jectoires continues de X.

THÉORÈME 10. — Supposons que T est une partie compacte
convexe de K .̂ S'il existe p e ]1, a [ tel que l'intégrale
r'p^du , „ . , ^ , . , . .
i —fc/B — solt /lm^ alors A admet une version a trajectoires

continues', et, pour €4, Cg e ]0, + °o [, la fonction w définie
par :

^^-^+^^y
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est un module de continuité uniforme pour toute version à tra-
jectoires continues de X.

Démonstration. — Si 0 est la fonction de Young T /wv^-» r^
alors la condition (2.1) est satisfaite et p vérifie la condition
(2.2). Comme pour T e ]0, a]

/...̂ '̂ --^M+r^-
ces théorèmes se déduisent immédiatement des théorèmes 2
et 4.

4.3. Mouvement brownien à valeurs dans un espace de Banach.

Soient H un espace de Hilbert, E un espace de Banach
séparable et u une application linéaire continue de H dans E.
Nous supposons que, si y es^ la mesure cylindrique gaussienne
canonique sur H, u(y) est une probabilité de Radon sur E.
Pour ( G [0, + °° [? ït désigne la mesure cylindrique gaus-
sienne sur H de covariance (a;, y) w^-» t^x^ î/) ; en parti-
culier, Yi est ^a mesure cylindrique y; alors ^ = (i(Yt)
est une probabilité de Radon sur E et la famille {^he[o, +oo[
vérifie :

pour s, t e [0, + oo [, ̂  = ̂  * ̂  (cf. [10])

il existe alors une application X : [0, + oo [ i—>- L°(t2, ^, P;
E) telle que

i) pour tout t, X(() a pour loi (JL(,
ii) X est à accroissements indépendants et stationnaires.
Cette application X est, par définition, la fonction aléa-

toire du mouvement brownien à valeurs dans E.
Pour appliquer nos théorèmes, nous avons besoin du résultat

suivant dû à Fernique [8] :

LEMME 7. — Pour toute probabilité de Radon gaussienne (A
sur un espace de Banach E, il existe a e ]0, + oo[ tel que

j^ exp (a[rc|2) d[LÇx) < + oo.

THÉORÈME 11. — Pour toute partie compacte de [0, + oo[,
la restriction XT de X à T admet une version à trajectoires
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I———T
continues et w : T /w^-^c/T Log— e^ un module de continuité

uniforme pour toute version à trajectoires continues de X-r.

Démonstration. — Nous prenons pour fonction de Young
0 la fonction T w^-» exp (r2) — 1; en vertu du lemme 7,
X(l) appartient à L^ÛS, ,̂ P; E); pour ( e [0, + oo[,

r ^i^wiw = ro(Mu,(,) = r^(\M\^
Jâ \ a / JE \ a J JE \ ci J

de sorte que X(() e L^(û, ^, P; E) et |X(^== 0"|X(l)|cD;
pour 5, ^ G [0, + °°[5 ^ < s? nous avons :

|X(.) - X(t)|<, == |X(. - t)^ = v/^^[X(l)|<,
La condition (2.1) est satisfaite et nous pouvons prendre pour
module p vérifiant (2.2) la fonction T /w^ V/T; le théorème
11 résulte des théorèmes 2 et 5 puisque, quand T -> 0,

r A ï " ^ o r^ 2 / ^^ o / ~ j ï "( i / Log — —7= == 2 ( ^2 exp ( — — ) d ^ ^ 2 t / T Log —•
Je V ^u^ J ̂  ^ 2 ; V ^ T

VLogt
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