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SUR LES G-STRUCTURES K-PLATES

par Madeleine BAUER

Introduction.

Dans son article : “The integrability problem for G-structures”
[3], V. Guillemin établit qu’une G-structure (E - M) k-plate [1-5]
est (k + 1)-plate si et seulement si un certain tenseur C¥ (k° tenseur
de structure) défini sur un prolongement E* de E[1-5] est nul (Théo-
réeme fondamental).

Pour ce faire, V. Guillemin suppose implicitement que ’espace
E¥ des (k + 1)-repéres E-k-plats de M est un sous-espace fibré prin-
cipal ‘@~ de I’espace H¥*!(M) des (k + 1)-repéres de M.

Nous donnons ici, par des méthodes qui généralisent celles de
D. Bernard [2], une démonstration du théoréme fondamental uti-
lisant une condition nécessaire et suffisante pour qu’un (k + 2)-
repére E-k-plat soit E-(k + 1)-plat. Une conséquence de cette démons-
tration est que I’hypothése implicite de V. Guillemin mentionnée
ci-dessus est effectivement vérifiée (corollaire 3.3).

Notations.

On se place dans la catégorie des variétés €~ dont les mor-
phismes sont les applications €.

T, U : espace tangent au point x a la variété U.

T, f : application tangente a I’application f au point x.

(D’f), : dérivée r¢ de f au point x si f est une application €
d’un espace vectoriel dans un autre.
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Si © est un groupe de Lie, on notera © son algébre de Lie et
on identifiera © et I’espace tangent a I’élément neutre de ©.

Si U et V sont des variétés, on notera J¥(U, V) la variété des
k-jets de U dans V, et si X = jXf€ J¥(U, V), on notera par f(X) = f(x)
le but de X et par H’;(X) =jPf la projection de X dans JP(U, V)
(p < k).

Si E est un espace fibré € de base M, on notera §*(E) la variété
des k-jets de sections de E.

= ]’:'l lan

1. Préliminaires.

1.Si U, V, W_ sont des variétés et f un morphisme de V dans W
alors ’application f de J¥(U, V) dans J*(U , W) définie par :

fG ) =% (fog) (D
est un morphisme.

Si M est une variété de dimension n, ’espace H¥ (M) des k-repéres
de M est la sous-variété de J¥(R”, M) formée des k-jets inversibles
de source 0. Pour P’application but g, H¥(M) est un espace fibré
principal de groupe structural Lfl, ensemble des k-jets inversibles de
source et but 0.

Si G est un sous-groupe de Lie de L}, une G-structure sur M
est un sous-espace fibré principal de H' (M) de groupe structural G.
On supposera toujours G fermé dans L}.

2. Soit (E; = M;) une G- structure (i =1, 2) et f un difféomor-
phisme local de M, dans M, f f M, est un difféomorphisme
local de H!(M,) dans H‘(M ). On d1t que f (ou j¥*1f) préserve le
couple de G-structures (E, ,E,) a l'ordre k en x € M, si :

1/ £ (E, J=E

2/ quelque soitp € El , (E ) et E, ont un contact d’ordre k
en f (p) (en tant que sous-variétés de H'(M,)).

[E,. : fibre de E; en y]
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3. Définition de G*.

Soit E, la G-structure plate canonique sur R” et G* le sous-
groupe de LK*!' composé des repéres k-plats (c.a.d. préservant le
couple de G-structures (E,,E;) a Pordre £k en 0) de but O.

LEMME 1.3. — Pour qu’un difféomorphisme local f de R" pré-
serve le couple de G-structures (E,,E;) a l'ordre k en x il faut et
il suffit que jXD'f appartienne a J*(R", G).

L’application i,,, , de L¥*! dans J§(R™, L)), qui a j&*! f fait
correspondre j’g D!f, est un plongement. Mais le lemme précédent
implique que : G* = (i, , )" [J§(R", G)]. Or, G étant fermé dans
Li, JE(R",G) est fermé dans JE(R™,L}), ce qui entraine que Gk
est un sous-groupe fermé de LX*! et que, par conséquent, c’est un
sous-groupe de Lie.

L’ensemble E’(‘, des (k + 1)-repéres k-plats de R” est un G*- sous-
espace fibré principal trivial de H**1(R").

4. Propriétés de GF.
L’application tangente Te, fkeik identifie I'algébre de Lie GF

de G* a I’espace vectoriel ego (_}(’) avec :
r=
G® =[G ®S"(R™)] N [R" & ™! (R"*)] (2

. e _ k
Une représentation linéaire p* de G* sur T, . Et-! = R" o, G
- r=

est définie par :
Y =]~I(c)+1g€Gk , YI =]-]6g€Gk-l
PF(Y) =T, (g7'°Ry) s 3)
Ry translation a droite par Y' opérant
sur Ek-1, '

De plus si Y' = ¢,_,, on a pour (u, U) appartenant a

k-1 .
To(RM) x T, G :
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T, &', U)=p*(Y) (u,U)=(u, U+ [D'Dg")]u (4)

€k

5. Gestructure k-plate.

Une G-structure E - M est dite k-plate en x € M, s’il existe en
ce point un (k + I)-repére E-k-plat, c.a.d. un (k + 1)-repére en x
préservant le couple de G-structures (E,, E) a ordre £ en 0. Une
G-structure k-plate en tout point de M est dite simplement k-plate.

On considérera désormais une G-structure k-plate E et on dési-
gnera par E¥ I’ensemble des (k + 1)-repéres E-k-plats de M.

1l est évident que, du point de vue ensembliste, E¥ est un G*-
sous-espace fibré principal de H**'(M). On supposera de plus, jusqu’au
paragraphe 3, que :

“E¥ est un G¥-sous-espace fibré principal C* de H**'(M).”

Cette hypothése deviendra un théoréme grace au corollaire 3.3.

2. Tenseur de structure.

1. I-forme fondametale T'* sur E¥.

PROPOSITION 2.1. — Soit X = jX*1f un (k + 1)-repére de M dont
I'image X' = jkf dans H*(M) est dans E¥~'. Pour que X soit E-k-plat
il faut et il suffit que Uapplication : Tyx.f~': Tx, E¥~1 = T,  H*R™
prenne ses valeurs dans Tek-l E¥-1.

I1 résulte de cette proposition que la 1-forme I'* sur E¥ définie par :

I =Ty(f o™ @ : EX>EF) (5)

-_— k 2 .
prend ses valeurs dans T, 1E'f) !=R" & G). On écrira :

r=
MF=w+ Q0 +...+ Qk1,

Q' étant la composante de I'* a valeurs dans G®. De plus la transla-
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lation a droite sur E¥ par Y € G* transforme I'* de la fagon suivante
R¥ T = pk(Y) T*.

2. Isomorphisme canonique entre ?g(x) (T(R™)) et TXH"(R").
Soit ¢ un champ de vecteurs sur R” ; il se reléve en un champ

d J—
de vecteurs £ sur H*(R") défini par : £ = (——) [expt &(X)]. &

ne dépend que de ] (X) ¢ et 'on notera oy llsomorphxsme d’espaces
vectoriels de ?p(x)(T(R")) sur TxH*(R") qui envoie ]ﬂ(x)é sur fx

A partir du crochet, {,], des champs de vecteurs dans R”, on ob-
tient le crochet naturel, [[,],de 3" (T(R")) a valeurs dans ?B(x)(T(R"))
défini par : [[]ﬁ(x)é ]p(x)i‘]] —]{;‘(x;[s §]. oy x permet de transporter
ce crochet en un crochet, encore noté [,] de TXH"(R") a valeurs dans

Ty H*~1(R™) qui vérifie de plus
[ .¢%1=T Im_, (&%, 8%, = (&5, 81, [X'= my_, (X1

3. Formule de Maurer-Cartan.

La 1-forme fondamentale I'y de H**!(R") prend ses valeurs dans

T, H¥R"™) qui est muni de la structure d’*
€k—1

définie par le crochet [,]. L’expression [I'§ ,I'§] a donc un sens
et on a :

algebre de Lie tronquée”

[T%. TSD (85,65 = 2P TERY™]
=20(TOE LR 1 s X =
= 2(Tf 1 [, §DE
=2T, TG, oTq [, ¢,
=2T, T, odlg (E5, 85D

car l’invariance de F" par le prolongement des difféomorphismes de
R" (g *T¢ =T%) implique : Lox+1 Tg = 0.

On a ainsi obtenu la “formule de Maurer-Cartan”

1
T, Ij_ odlg= - [0G, T51- (6)

€k—1
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4. Cohomologie de Spencer.
Le crochet [,] de 3'(;(T(R”)) induit un crochet, encore noté

Kk
[,1 sur r?o R” ® S"(R"*). Ce crochet, restreint a

[R" ® SP(R"*)] x [R" ® ST(R"*)]
est I'application nulle si p + g — 1 est supérieur 4 k ; si p +q — 1
est inférieur ou égal a k c’est I'application bilinéaire :
[v, ®sy, 0,85, =0v,® (Dvlsfl) os; — Un®(Dv251) ®s, (7
a valeurs dans R” ® SP*a—1(R"¥*),

On vérifie Iinclusion : [G®), G@]C G*® et on montre que :

C*(G) = ® CPIQ) = o G-V R R
- (p,q)ENxN - (p,q)ENXN —

est un complexe si on le munit de lopérateur linéaire & de bidegré
(—1,+ 1) défini par :

+1 X
B Wy i) = X, (1 [y, By iy, tegy) ]
i=1

(8)
si £ € CPIG).

La cohomologie, H?9(G), de ce complexe en CP9(G), est un des
espaces de cohomologie de Spencer de G.

5. Tenseur de structure

Quelque soit X € E* il existe au moins un sous-espace horizontal
Hy de TyxE* sur lequel les €' s’annulent (i=0,...,k — 1) car
cette condition équivaut a

T, II5" Hy = T, _f [To(R") x{e,_,}] si X=jE"If
Si on note encore H la projection de TyE¥ sur Hy parallélement a

Vg = TXEL‘(X) = Ker T,f et si U et V sont des vecteurs de TyE¥

on pose :

C’]flx(u,v)=dl""oH/\H(U,V) si wU) =u,wlV)=v. 9)
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A laide d’une carte locale de M et de (6), on voit que I'*
vérifie aussi la formule de Maurer-Cartan :

T, I, odl* == [I*, T*]. (10)

1
2
En prenant les composantes homogénes de cette égalité (10) a valeurs
dans G® on obtient :

in=%{[[w,.Q"“]] + R0, Q] +...+ [QF, Q0] + [, w]

(1D
(—1<i<k-2) qw=8Q7"
G<-1>=R")'

Par conséquent d2' o HA H est nulle pour — 1 <i<k — 2,
ce qui entraine :

Ch (u,v) =dQ¥'oHAHU,V) si wl)=u,wlV)=v
X (12)

2
de sorte que C'lflx est un élément de G*—V ® A R** = Ck2(G).

On vérifie que Cf;_ est un cocycle et que sa classe de cohomo-
logie C¥(X) dans H*?(G) est indépendante du sous-espace horizontal
choisi.

I'* étant une application linéaire surjective de TyE* sur Tek_lE’(‘)‘1 ,
(2° + ...+ QF 1), est aussi une application linéaire surjective de
TxE* sur G¥~!. Les équations de Pfaff Q' =0 (G =0,...,k— 1)
constituent donc un systéme différentiel de rang constant sur E*
transverse aux fibres. Par conséquent, il existe (localement) un champ
C de plans horizontaux #€ sur lequel les ' (i=0,...,k— 1)
sannulent. C%, : X - C’;cx étant alors un morphisme (local) de E¥
dans Ck2(G), C*¥ : X = C¥(X) est un morphisme de E¥ dans H*?(G)
dit k° tenseur de structure de E.

Ck est en fait un tenseur de type 8* sur E¥ .8*(Y) ne dépen-
dant que de II'I‘”(Y), C¥ passe au quotient et définit un tenseur C’g sur
E par:

Ck(X) = CEIT{™ (X)) (13)
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Cest ce tenseur C’g que Guillemin appelle k¢ tenseur de structure
de E ; mais nous n‘utiliserons que C* et, par ailleurs, la donnée de
Ck est équivalente a celle de Cf.

3. Théoréme fondamental.

1. Enoncé.

THEOREME 3.1. — Si E est une G-structure k-plate et si E* est
un GF-sous-espace fibré principal @ de H**'(M) alors :

i) C¥ = 0 implique que E est (k + 1)-plate et que E*¥*' est
un G**'-sous-espace fibré principal de H***(M).

ii) s’il existe un (k + 2)-repére E-(k + 1)-plat se projetant sur
X € E*, alors C¥(X) = 0.

La deuxiéme partie du théoréme s’établit facilement a I’aide
de la formule de Maurer-Cartan [(11) pour i = k — 1] dans H**2(M).

2. Démonstration de i)

a) Définition de SI¥

Soit #€ un champ (local) sur E¥ de plans horizontaux sur lequel
les 2 (i=0,...,k — 1) s’annulent. On a :

dQ* ' oBe nde = C5 A w),

Ck étant une fonction (locale) € sur E¥ 4 valeurs dans G*~D & 2R"*,
Comme C¥ =0, C% prend en fait ses valeurs dans 8(G( ® R"*).
6 étant une application linéaire, il existe une application linéaire r
de 8(G™) ® R"*) dans G'¥) ® R™* vérifiant § o r = id; (G(¥) ® R"*) .
Soit #4 la fonction (locale) C” sur E¥ définie par : #, =r o Ck. On
a alors :

dQF-1o e nJ = (5 ) A w.

Soit ©F la l-forme (locale) sur E* a valeurs dans G définie
par :
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1) @ (U) = 1,(X) wy(U) si UE
2) QX(EX) = Pg(k)f si Eest le champ de vecteurs verticaux induit
par § € G* et P_q) la projection de G* sur G®). Mais alors on a :
[w, 2 Jode nge = [wole, o] = [w, tw] =
(8t,) A w = dQF! o oA
c’est-a-dire :
[w, Q] o0 Ade = d*—1ode A Je. (14)
D’autre part, pour § € G¥, onasi X = jE*'f, X' = jkf
(T + Q%) (&) = Tk (®) + P = Tof ~ o T, () + P -

=T, 7“0TH"“($) +P (k)g vx étant le difféo-
morphisme cano-
nique de G* s
EZ(X) qui trans—
forme e, en X

= T I o Terg B + P o

=P Bt D e =t

c’est-a-dire :
(T + Q%) (§) = & (15)

b) Morphismes (locaux) de E¥ dans E¥*!.

On va construire des morphismes locaux s, de E¥ dans H***(M)
vérifiant :

k+2 _

1 M2 o5, =id .

2/ st 1""+l = T'* + Q¥ (1-forme a valeurs dans TekE’;)
Ceci entrainera que s, sera un morphisme de E¥ dans E¥*! d’apreés

la proposition 2-1 car (s:l“"“) = Txﬁ‘l (si 5,(X) = j’é”F) sera une
application de T E* dans T, Ef.
x

Si {U,} est un recouvrement ouvert de M associé a un atlas
de M il détermine un recouvrement ouvert {H**!(U,)} de H**! (M)



306 M. BAUER

muni de sections locales 0, de Hk+l On en déduit, par restriction,
un recouvrement ouvert de E¥ muni de morphismes locaux, encore

notés o,, de E¥ dans H**?2(M) vérifiant II}}? o g, = id g, - Désor-
U

. « . .
mais on se restreindra a4 des ouverts de E¥ ju. dans lesquels il existe
3

un champ de plans horizontaux #€ , sur lequel les Q' i =0,...,k — 1)
s’annulent.

D’autre part, comme on aura besoin de les distinguer, on notera
Q! (resp. Q%) la I-forme Q' de E* (resp. de H¥*2(M)).

k+1

Si X = j’:)”fe H**2(M) on a :

Tk +H1 K+l — k+1 -1 k+2 _
TG e DR =TI e T o Ty, I

k+1
0

=T o TR o T,y o2 =r*oT . 1%
0

k+1 k+2f k+1

[*¥*1 (resp. I'*) étant la 1-forme fondamentale de H**2(M) (resp.
H¥*1(M)). Ceci entraine :

TI™ o (0*I*™') = I'¥, (16)
I'* étant cette fois la 1-forme fondamentale de E¥, et par suite :
o*Q =Q (- 1<i<k-1) (17)
Comme Q’;ﬂ‘ vérifie la formule de Maurer-Cartan [(11) pour
=k— 1] on a :
1

oy d) = D) 05 Wwrar » ey 1+ 1925, > UL

Tt ﬂQk+l ’ k+l]] + qu+l s Wy I}

soit encore d’apres (17) :
k+1

1
dQk-t = 2 {[wy, 0k, T+ [Q2p,91]

IR, Q00 + [0 Q, w

Ce qui entraine I’égalité suivante :
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Ao B N8R, = [wy, 0k, Tode nle, = (18)

= [[wk s Q:+l o TOa ogea]]
Soit t, la fonction (locaie) €~ définie dans E* U a valeurs dans
¢
R” ® S¥*1(R"*) ® R™* définie par :
Q’;H o Tyo,(U) = Q’;(U) +:,(X)w@) si Ue Eleax, (19)

QF étant la 1-forme définie comme au paragraphe a) a l'aide de ¥€,.

L’égalité (14) implique :

dQ -1 oge A e, = [wy, Ko, A, = [wy , S o e, 1.

L’égalité (18) implique :
dSZ’,‘c‘l o NH, = [w* , QF

k+1

o TOO‘ ogfea]] = [wy Qz °g€a + tawk]]
~ 2
= [wi, Q5o T+ (52) A w.
Une conséquence de ces égalités est :

(8t) A w =0,

ce qui n’est possible que pour (6¢,) = 0.
Mais comme la suite ci-dessous est exacte :
0 - R” ® SK*2(R"*) - R" ® Sk*1(R"*) ® R** 5
R"® Sk(Rn*) ® K R"* - (
t, prend en fait ses valeurs dans R” ® S¥*2(R"*).

Soit s, le morphisme (local) de E"lU dans H**?(U,) défini par
[«3
5,(X) = j’g”F avec :
1/ j%*1F = X (Cest-a-dire I} o 5, = id )

2/ (D2F o ) = —1,(X) si 0 (X) = jE*2F

On a alors si § appartient a T, E*
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(OAT** 1) & = T/ (§) = (u, U) E TyR" T, L%

et

TR = TxF' Q) =T, F' o F o Ty f7'(§) =
=T, F'of(u,U)
=(u, U+ (DY(D¥*'F~'o f)),u) acausede(4)
avecg = f ' oF.
=(u, U—-t,(X)u).
Ceci implique qu’on a :
sKCKM = g*D** — 1w, =T* + QF, oTo, — t,w;
d’aprés (16).
Soit encore :

(S:r\k+1) ° gea

(Pk+Q’;+10Toa—tawk)09€a=l"kogen

+ 5{; o J, + tyw, — tywy
a cause de la définition de ¢, (19), c’est-a-dire :
(s¥T**1) 0 o= (% + Q¥)o e, . (20)
Si ¢ appartient & G*, on a d’aprés (15) : (I'* + 5’;))(@) = §.
Mais on a aussi :
(TR ) (5) = Ty F1()) = Ty (8) = &
Ceci entraine I’égalité :

(sxT**1) (§) = (T* + 95 (&). 1)

Les 1-formes s¥I**! et I'* + 5’; sont donc les mémes sur les
vecteurs horizontaux (20) et sur les vecteurs verticaux (21) ; il en
résulte qu’elles sont égales. Or (I'* + 'Qlo‘()x est une application li-
néaire de TXE" dans TekEg, de sorte que, puisque s,(X) = j:” F,
TyF ™' = (s*I'*1)y = (0% + QF)y est une application linéaire de
TXE" dans. TekEﬁ.sa(X) est donc un (k + 2)-repere E-(k + 1)-plat
d’apres la proposition 2-1 ; s, est par conséquent un morphisme (local)
de E*\y_ dans H**?(U,) a valeurs dans E"”an.



SUR LES G-STRUCTURES K-PLATES 309
¢) Conclusion

Puisque E¥ est un sous-espace fibré principal @~ de H¥*!(M),
il existe des sections locales @€~ s¥ de E* définies sur U, (quitte a
prendre le recouvrement {U,} plus fin). Les fonctions sktl =5 o sk
sont alors des sections locales @ de H**2(M) 4 valeurs dans E¥*! dé-

finies sur un recouvrement ouvert de M subordonné au recouvrement
{Ua}.

E¥*!  étant déja un G*!-sous-fibré principal ensembliste de
H**2(M), E¥*! est donc un G**'-sous-fibré principal € de H**2(M)
et de plus E est (k + 1)-plate.

3. Conséquence

Supposons que la G-structure E soit k-plate. Alors E est 1-plate
ce qui entraine, d’aprés la deuxiéme partie du théoréme et le caractére
tensoriel de C°, que C° est nul. E! est donc un G'-sous-fibré prin-
cipal € de H?(M) d’aprés la premiére partie du théoréme.

De méme, pour i < k — 1, si I’on fait ’hypothése de récurrence
que E' est un G'-sous-fibré principal € de H*'(M), comme E est
(i + 1)-plate, C' est nul, de sorte que E**! est un G'*!-sous-espace
fibré principal €~ de H*2(M). Ainsi est établi le corollaire suivant :

COROLLAIRE 3.3. — Si une G-structure E est k-plate, alors le
fibré E¥ des (k + 1)-repéres E-k-plats est un G*-sous-fibré principal
C” de H¥*(M).
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