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174 J. CHAZARAIN

Introduction.

On considére un opérateur différentiel P(x , D) a partie princi-
pale hyperbolique et a caractéristiques de multiplicité constante. Il
est connu que, pour de tels opérateurs, le probléme de Cauchy est en
général mal posé dans les fonctions C™ & moins que les termes d’ordre
inférieur vérifient une certaine condition (Lévi [15], A. Lax [13],
Yamaguti [24], Mizohata-Ohya [18], Strang [23], Flaschka-Strang [8],
Hamada [9], Ohya [22], Petkov [20]), que l'on appellera suivant
Mizohata-Ohya : “condition de Lévi (L)”.

Ce travail est consacré a I’étude du probléme de Cauchy pour P;
la condition de Lévi étant supposée satisfaite ; mais au lieu d’utiliser
la technique des inégalités d’énergie, on se propose de construire les
noyaux des opérateurs qui résolvent le probléme de Cauchy. Cette
construction sera faite au moyen des opérateurs intégraux de Fourier
et est basée sur le point crucial suivant : on démontre que la condition
de Lévi implique que les équations de transport se réduisent a des
équations différentielles le long des bicaractéristiques avec pour degré
la multiplicité de la caractéristique considérée.

Cette méthode a I'avantage de permettre de préciser les résultats
pour la résolution du probléme de Cauchy dans C~, de plus on établit
les résultats correspondant pour les espaces de Sobolev ; enfin cela
donne des renseignements globaux sur la propagation des singularités
et du spectre singulier des solutions pour ce type d’opérateur a carac-
téristiques multiples. On établit également 1’équivalence de diverses
formulations de la condition de Lévi, formulations qui sont utiles
pour des problémes voisins (Chazarain [3]).

Une premiére version de ces résultats a été annoncée dans une
note [2] et I’'on trouvera un résumé de ce travail dans [3].

1. Notations et énoncé du théoréme principal.

Soit X' une variété C” connexe compacte sans bord de dimension
n — 1, on note X = R x X’ la variété produit et x = (x,, x') le point
générique de X et £ = (£, , £') un vecteur de 'espace cotangent. On
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utilisera sans les rappeler les notations de Hormander [12] pour les
opérateurs pseudo-différentiels et les opérateurs intégraux de Fourier.
On indique par la lettre minuscule le symbole principal d’un opérateur
pseudo-différentiel (on supposera toujours que ’on a un développement
asymptotique 4 symboles homogénes) noté par une majuscule.

On dit qu’un opérateur différentiel P(x , D), a coefficient C™ sur
X et & partie principale p réelle, vérifie I’hypothése (H) si :

. les hypersurfaces X, ={x:x, = t,} ne sont pas caractéris-
tiques pour P.

(H)

. les racines en £, de I’équation p(x , %, ,£) = O sont réelles
et de multiplicité constante pour (x4 , x', ') € Rx (T*(X')\0).

Notons A, (x, ¢) (@ =1,..., ) les racines distinctes deux a
deux et r, les multiplicites associées avec r; + - - - + rg = m = degré
de P.

On supposera dans la suite que le terme en Dg' dans P a pour
coefficient 1. On formule le probléme de Cauchy de la fagcon suivante

Etant données des fonctions f € C™(X), g€ cxXh

j=0,...,m—1.
*)

trouver u € C™(X) solution de
Pu=f et D{;u‘xo=,o=gi j=0,...,m—1

En général ce probléme est mal posé pour P a moins de se placer
dans le cadre des fonctions analytiques (Bony-Schapira [1]) ou dans
certaines classes de Gevrey (Leray-Ohya [14]). Diverses formes de
conditions nécessaires ont été démontrées dans certains cas particuliers
(n = 1, ou multiplicité au plus double, ou coefficients constants) on
retiendra la formulation introduite par Flaschka-Strang [8] dont on a
de bonnes raisons de penser qu’elle fournit une condition nécessaire
et suffisante sous I’hypothése (H).

Nous reviendrons sur la question de la nécessité dans un prochain
travail. Avant de formuler cette condition, il est commode d’introduire
la

DEFINITION 1.1. — Une fonction ¢(x) est dite une caractéristique
de multiplicité r, de p en x° € X si ¢ est solution de
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0
E;0v.,¢>—)\a(x,dx,go)=0 (1.1)

au voisinage de x° et dp(x°) # 0.
Ceci posé, la condition de Lévi s’énonce ainsi :

Pour tout a, tout x° € X, toute fonction ¢ caractéristique de

multiplicité r, en x° on a
(L) eI P(aeit®) = 0(t" %) t >+ (1.2)
pour tout a € Cq (X) avec dp # 0 sur support de a.
On peut alors énoncer le principal résultat de ce travail :
THEOREME 1.2. — Soit P un opérateur différentiel de degré m
vérifiant les conditions (H) et (L). Alors pour M= o: ye.o.,m— 11l

existe des opérateurs intégraux de Fourier E, € Im"—Z(X , X' ;C) tels
que
PE,

Y E#

il

0 (1.3)
8 -1 j,u=0,...,m—1

pour une relation canonique convenable C et 'T’u =r—1— u avec

= max r,. Le signe = signifie égalité des opérateurs modulo un
[

opérateur d noyau C” et vy; l'opérateur de trace sur Xt0 de la dérivée
D{; pour t, fixé (on a identifié X' et xfo)'

2. Construction du noyau du probléme de Cauchy.

La construction des opérateurs E, se fera selon la méme présen-
tation que dans le cas strictement hyperbolique (Hormander [11],
Duistermaat [6]) aussi on mettra surtout ’accent sur I’aspect nouveau
introduit par la multiplicité des caractéristiques.

1. Relations canoniques.

Le symbole principal se factorise sous la forme

p= T ¢% avec q (.6 =f NG, E). Q1)
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Au facteur g, on associe la relation C, dite relation bicaracté-
ristique définie par

C,={((x,8,y,mEN, xN, ; (2.2)
(x, &) et (¥, n) sont sur la méme bande bicaractéristique de q,}.
avec N, ={(x, §) € T*(X)\0 ; q,(x, §) = 0} .

D’aprés I’hypothése (H) il est clair que la variété X est pseudo
convexe pour g, et par conséquent on sait, d’aprés Duistermaat-
Hormander [S], que C, est une relation canonique homogéne dans
T*(X)\0 x T*(X)\O.

Rappelons maintenant la définition de la relation canonique R,0
associée a lopérateur de restriction a la sous-variété X,0 de X (cf.
Duistermaat [6]) :

Rt) =L/ o' x, B s x =)' xg = to 0" = Elrx, 3} -
Par composition (ce qui est loisible car Xt0 n’est pas caractéristique
pour q,) on définit de nquvelles relations canoniques :

C,(ty) = Cy o Ry(#,) dans T*(X)\0 x T*(X')\0
C,(ty,¥s) = R(yy) e Cy o Ry(z,) dans T*(X)\0 x T*(X)\0

ou R (z,) désigne la transportée de R(z,) par I'isomorphisme

T*(X)\0 x T*(X)\0 > T*(X)\0 x T*(X)\0
et ol I'on a identifié¢ X, a X'. Ainsi en explicitant :

Co(ty) ={(x, &, , 1) ; (x, £) appartient 4 la bande caractéris-
tique de g, issue de (¢, ¥', ny, ') avec ny = A\, (4,,»", n)} . (2.3)

Il est utile pour la suite de disposer d’une carte locale de C,(z,)
au moyen d’une fonction de phase. Tout d’abord on se place dans
une carte locale de X' et on note Xy oo X1 5Mysn->M,_p les
coordonnées d’un point (x', n') € T*(X').

LEMME 2.1. — Soit ¢(x, n') la solution définie dans un voisinage
conique T' d’un point (x°,n'°)€R x T*(X)\O, de I’équation
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n—1

A (x,d0) =0 et 9, -, = X x0m . (24
1
Alors lapplication
(x,n)ET = (x,dp,d,, ¢, 1)
réalise un difféomorphisme local de T" sur C(t,).

Démonstration. — La théorie de 'intégration de I’équation (2.4)

montre que ¢ est constante sur les courbes bicaractéristiques solutions
de

dx; oA
] [ ' '
—_— == , X, X; =y.
dXo agi (xo E) le0=to Vi
d ~ j=1,...,n—-1
o e "oyt ) =y
dx, ax; (o, X7, €) Ezlx(,:to nj

Désignons par x'(x0 , ¥, n') la solution de I’équation

d—x()=—g(x,dx,«p(xo,x',n')) T e
et £'(x,,»",n") la solution de

&=&(XO,X'(xo,y’,n'),n’) &l =m j=1,...,n-1
dx,  Ox; Nxg=tg 7

et on pose £o(xo,¥' , M) = N(xo, x'(xo, ¥, ), £ (xq,»", 7).

Alors on vérifie directement par un calcul simple (cf. Nirenberg-
Tréves p. 490-91 [19]) que la fonction

xo > (o, x'(xg, 2", 1), E(xo, ¥, 0")
est la solution de (2.6) qui joint les points
(x,d,o(x,n))=(x, §)

et (fy,d o(x, 1), ne,0)=(r,n) ot ng =%, (¥, n'). Par con-
séquent si on définit la phase

(x,y ,n)=pkx,n) -, 0"
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alors on trouve que C,(¢,) est localement de la forme
Ap={x,d, @,y ,d,®} pour (x,y',n)
vérifiant @ .(x,y,n)=0.

Ce qui démontre le lemme.

Remarque 2.3. — L’ensemble L‘f C,(t,) est une relation canonique

homogéne puisque c’est une réunion disjointe dans

T*(X)\0 x T*(X)\O .

Remarque 2.4. — Du lemme 2.1 on déduit que la relation
C,(ty, xy) est localement le graphe d’une transformation canonique
dans T*(X)\O, il suffit de considérer la transformation canonique
locale engendrée par la fonction génératrice

&', ") > exe, x", 1)
a savoir I’application
(x',dy9) > (dype, 1)

ce qui est licite car on a localement det(ap;,n.) #* 0.

2. Condition de Lévi.

On se propose, dans ce paragraphe, de donner des formulations
plus maniables de la condition de Lévi (L) et également d’étendre
cette étude a une classe un peu plus générale d’opérateurs.

DEFINITION 2.5. — Soit X une variété C™ connexe de dimension n.
On dira qu’un opérateur P € LT (X) est a multiplicité constante si P a
son symbole principal homogéne p qui se factorise sous la forme

B8,
= I gFf
p = 4
ou q; est un symbole C” sur T*(X)\O a valeurs réelles, homogéne en
£, de type principal et les ensembles qj“(O) sont supposés deux a
deux disjoints.

Remarque 2.6. — Matsuura a démontré [17] que tout opérateur
différentiel vérifiant (H) satisfait également a la définition 2.5 et que
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I'on peut prendre pour facteurs q; des opérateurs différentiels stric-
tement hyperboliques.

Pour les opérateurs satisfaisant la définition 2.5 la condition de
Lévi s’énonce ainsi
pour tout x° € X, tout B et toute fonction caractéristique ¢ de qp au
voisinage de x° on a

L) e~i9P(aei™?) = 0(t" F) 1> +oo
pour tout a € C5(X) et dp # 0 sur le support de a et dont voici une

autre formulation.

PRroPOSITION 2.7. — Soit P un opérateur a multiplicité constante
et vérifiant la condition (L). Alors pour tout x°, tout B, toute fonction
de phase o(x, §) homogéne de degré 1 en §€ RM\O er solution de
qp(x, d,p) = 0 au voisinage de x°, on a

e ¥ P(ae’?)€ S™M178(X x RY) (2.6)
pour tout symbole a € S'(X x RY) avec d, ¢ # 0 sur support conique

de a.

Démonstration. — On sait que dans ces conditions on a
b(x,p) = e #Pae)e " (X x RY) (2.7

il suffit donc de vérifier que le premier terme non identiquement nul
dans le développement asymptotique de b est de degré <m + [ — r,.

Pour cela on précise la structure du développement de b, tout
d’abord on a I’expression suivante

1 .
b~ o P((x, dp) DX (ae™)|,_, (2.8)

«a

ot Y(x,z, 8 =9(z,8) —pkx,§) —(doolx,8),z—-x),
ce développement peut encore s’ordonner sous la forme
b~o,P,p)at+to,P,p)a+---+ a].(P ,oa+ - (2.9)

ou 0; (P, p) est un opérateur différentiel de degré j qui dépend de P
et ¢ et tel que 0;(P, tp) = 1™/ 0;(P, p). En identifiant avec (2.8) on
trouve que la partie principale de o; (P, ) est donnée par
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e,m) = 0P (x, )= Y p“’)(x,dw)ﬂ—, )
lal=j a:

ainsi, par exemple, on a

0,(P,p)a=p(x,dyp)-a

n
0,(P,p)a= Y pU(x,dp)D;a+ [p,,. _1(x, do) +
ji=1

DOl
+i Y p(x, dp) :p] ‘a
lal=2 o

L
ou p,,_, est la composante de degré m — 1 dans le symbole de P.

En utilisant le développement (2.9) pour expliciter la condition
(L) il vient

e-iwp(aeit«p) ~m OO(P ,p)a+ -+ [’"‘iai(P ,pla+ -+ (2.10)

la condition de Lévi est donc équivalente au fait que si ¢ est caracté-
ristique de g alors les opérateurs différentiels 0; (P, p) sont identi-
quement nuls pour 0 <j<r,. Par conséquent, on trouve que la
partie principale de b est donnée par

m+l—rB

0, (P,p)a€Ss

Indiquons au passage l'influence de la transposition sur la condition
de Lévi, cest la

ProposiTION 2.8. — Soit P un opérateur a multiplicité constante
sur une variété X supposée équipée d’une forme volume. Alors si P
vérifie la condition de Lévi (L) il en est de méme pour son adjoint
formel P*.

Démonstration. — Tout d’abord, il est clair que P* est a multi-
plicité constante car il posséde les mémes caractéristiques que P. Soit
alors ¢ une caractéristique de g, et supposons qu’en un point x° on
ait o; (P*, ) # 0 pour un certain j < rg, alors en prenant u € C:(X)
a support voisin de x° et tel que la fonction C(x) = o; P*, ) u(x)
vérifie C(x®°) # 0, on a

e~ P*(uelt) = Ctm 7 4 -
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il vient en prenant v = C € Cy(X)
(e Pwe'®) ,u) = (v, e P*(we'™®)) ~ct™ 7 avec ¢>0

ce qui est impossible car e i*¥ P(vei’¥) = O(tm_rﬂ), donc P* vérifie
bien la condition de Lévi.

Pour étudier la structure des opérateurs o; (P, ) on va donner
une autre formulation de la condition de Lévi au moyen d’une défi-
nition introduite par De Paris [4].

DEFINITION 2.9. — On dit qu’un opérateur a multiplicité constante
est décomposable par rapport au facteur qz de p si on peut écrire

r
8 .
P = Z BI.Q"3 (2.11)
j=0
pour certains opérateurs propres B, € L —rB(X) et ou QB désigne un
opérateur propre de symbole principal q4(x, §).
Avec cette définition on a le
THEOREME 2.10. — Soit P un opérateur a multiplicité constante.

Alors. P satisfait a la condition (L) pour le facteur qq si et seulement
si P est bien décomposable pour le facteur 4 -

La démonstration va découler d’une suite de lemmes.

LEMME 2.11. — On se donne des opérateurs propres B € L% (X) et
Q€ L*(X), un symbole a € Sk(X X RN) et une phase ¢(x , £) solution
de q(x,d, o) = 0 avec dp # 0 sur supp conique de a. Alors

e—i«:(B . Qr) (ae"“’) c Sd.+k+r(s—l)(x X RN)

pour tout entier r.

Démonstration. — On sait a priori que
h = e ¥ BQ (ae™) €S (X x RY) ,

déterminons le terme principal du développement de A.

Comme q(x,dy) = 0 il vient
e ¥ Qae®) — 0,(Q,p)a €S, (2.12)
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d’autre part, on a vu que l'opérateur 0,(Q, ¢) est de la forme L + ¢

n .
ou L est 'opérateur de dérivation Z q(’)(x , dy) D,. et ¢ une fonction
i=1
C”, par conséquent il vient

e—w Qr(aei.p) _ (L + c)r = Sk+r(s—1)-—1

et finalement
h—b(x,dp) (L +c)ageSdtkrris-bH-1 (2.13)

d’ou le lemme.

LEMME 2.12. — Soit P un opérateur de L™ (X) et soit une fonction
@ € C™(X x RN\0) homogéne degré 1 en & et réelle et telle que

e~ P(aei?) € S™~"(X x RY)

pour tout a € S°(X x RM) avec dp # 0 sur supp conique de a. Alors
on a
p(x,dp) =0 pour tout |a|<r.

Démonstration. — D’aprés le développement (2.9) on déduit que
les opérateurs o].(P ,¥) sont identiquement nuls pour j <r, or on a
vu que le symbole principal de o; est donné par

o
x,m - Y PO, dg)
lal=j ol

on a donc nécessairement p{®(x, dp) = 0 pour |a| <r.

LEMME 2.13. — Soient p et q des fonctions réelles de C*(X x R"\0)
homogéne en § et de plus on suppose q de type principal. On suppose
que pour toute solution ¢(x) de q(x , dp) = 0 on ait p{®(x , dp) = 0,
la| <r ; alors il existe b€ C™(X x R"\0) tel que p =b - q".

Démonstration. — Comme ¢ est de type principal, on peut trouver
AEC™(X x R*7'\0) homogéne tel que dans un voisinage conique
d’un point x°, £° on ait g(x, £) = 0 « £, = \(x, £).

Donc localement ¢ est solution de g(x, dp) = O si et seulement
si 059 = A(x, d,.p) et d’aprés la théorie de cette équation on sait
que lon peut trouver une solution ¢ en se donnant d,.¢ = ¢’ arbi-
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traire en x°; ainsi tout point (A(x, £'), £') est de la forme dy pour ¢
convenable. Alors la formule de Taylor appliquée a p s’écrit

r—1 9/ &, - N

p

PO,k )= T S5 A E) T (5 - MV RGL D)
j=0 & /-

soit donc pix, 8 =0 — N -R(x, §) .

D’autre part, la formule de Taylor appliquée a g au 1° ordre s’écrit
q(x, &) = (¢, — Nx, £))S(x, §)

et comme g est de type principal, on a S(x, §) # 0, d’ou finalement
p=bgq" avec R.S"=5p.

Revenons maintenant a la démonstration du théoréme 2.10. On com-
mence par la condition nécessaire. Notons provisoirement g le facteur
q, et r sa multiplicité, ainsi le symbole principal de P s’écrit

—3 ,r ) —
p=b-q" ou b al;lﬁqa,

b homogéne de degré m — r.

On définit opérateur P, par
P, (x,D) = P(x,D) — B(x, D) (Q(x, D))

ou B et Q sont des opérateurs propres de symbole principal b et g, on
a donc P, € L™ (X) avec m, <m,sim;, <m — r c’est fini, sinon on
pose s, =m; —(m —r) ainsi 0 <s, <r. Soit ¢ une solution de
q(x,dp) = 0 et soit a € S° (X x RM) tel que dy ¥ 0 sur support de a,
alors le lemme 2.11 implique e ' P, (ae’*)ES™ ™" = §m T
alors le lemme 2.12 montre que p{¥(x,dp) =0 |a|<s,

et enfin on déduit du lemme 2.13 que I'on peut écrire
p,=b,-q"' avec b, dedegrém, —s, =m—r.
On définit ensuite 'opérateur P, par
S1
P, =P, — B,Q

m - o .
on a donc P,EL 2 avec m, <m, et ainsi de suite jusqu’a ce que
m<m-—r.
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D’ou finalement la décomposition
P=BQ +B,Q"' +B,Q% +---+B,

ce qui prouve que P est décomposable par rapport a q.
Démonstration de la condition suffisante.

Soit qp un facteur de p et ¢ une solution de q4(x, dp) = 0. Par
hypothése P se décompose sous la forme
¥ rp—1
P=B,Q +B,Qf +---+ B,,
avec degré B; <m — ry. Alors pour a € Co(X), avec dyp # 0 sur sup-
port de a, on trouve grice au lemme 2.11

e=it? P(geitr)e S PR

ce qui est précisément la condition de Lévi (L).

Appliquons maintenant ce théoréme a I’étude du développement
(2.9).

COROLLAIRE 2.14. — Soit P un opérateur a multiplicité constante
et satisfaisant a la condition de Lévi pour le facteur qg et soit  une
solution de qz(x , dp) = 0 au voisinage de x°. Alors on peut écrire au
voisinage de x° .

,
0, (P,9)= Y 7L (2.14)
j=o0

n .
avec v; € C~, 7,B(x9) #0e L= ) q[(,’)(x ,dp) D; .

j=1

Démonstration. — Le développement (2.10) montre que 'opéra-

teur O,B apparait comme le coefficient de t™ "dans le développement
de e~"¥ P(ae'"?) pour a €Cy .

Pour le déterminer on utilise la décomposition (2.11) de P rela-
tivement a q,, et d’autre part le lemme 2.11 et (2.13) montrent que

e~ B,Q}(ae™*) ~ 1" Pb.(x,dp)(L+cYa+ -

d’oll Pexpression (2.14) de Oy - De plus on trouve que
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v, (x)= 11 (q,(x, d«p))r“ et par conséquent v, x®#0.
[} a# B [}

Remarque 2.15. — Ce corollaire permet d’expliciter le composé
d’un opérateur a multiplicité constante et d’un opérateur intégral de
Fourier relatif & une relation canonique C,. Ce qui généralise une
situation considérée dans [5] par Duistermaat-Hormander et que 'on
développera dans [3]. Cependant un cas typique est explicité dans le
théoréme du paragraphe suivant.

La propriété fondamentale de I’équation de transport de se ra-
mener a une équation différentielle ordinaire était supposée a priori
dans Particle de Ludwig [16].

3. Equation de transport.

On se restreint maintenant et jusqu’a la fin de ce travail aux
opérateurs vérifiant ’hypothése (H) sur la variété produit X = R x X',

THEOREME 2.15. — Soit P un opérateur d’ordre m vérifiant 'hypo-
thése (H) et la condition de Lévi (L), et soit un opérateur intégral de
Fourier A€14(X', X ;C,(,)). Alors le composé

m+d-—r,

P.- A€l X', X5 C (1)
et le symbole principal de PA est donné par I'expression
1

(oH® + ¢, H®  + -~ +¢ )4 (2.15)
Ty Ty @

ot a est le symbole principal de A et H?i le champ hamiltonien
[+3

associé au symbole ?ia composé de q, par la projection

T*(X) x T*(X") > T*X) .

Démonstration. — On sait a priori suivant Hormander [12] que
PASI™"¥ (X', X, C,(t,)), il suffit donc de montrer que le symbole

m+d——ra+(2n—l)/4(ca(t0) ’ an o L)

Pour cela on se place dans un voisinage conique d’un point de
C,(ty) que l'on représente par une carte associée a une. fonction
phase comme au lemme 2.1. Dans ces conditions, il suffit de consi-
dérer A sous la forme

principal est dans S
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Au(x) = 2m~""! ff efe Com) =i g(x ') u(y) dy' dn’
ou I'on a posé
Calx, ) =a(x,dy e, dp,n)ESTTAX X R (2.16)

avec a le symbole principal de A, on a encore
AuGx) = @m"* [eiet) ate, o) ') dn’ .
En appliquant I’opérateur différentiel P on trouve

PA) u(x) = @M [ e bee, 0’y a(n') dn’

avec

—r+1

. . m+d e
= ¢~ ¥ P(gei¥)E S X xR

car P vérifie la condition (L), ce qui prouve I’assertion sur le degré de
PA.

Donnons maintenant une expression intrinseque du symbole
principal de P.A. L’égalité (2.14) donne pour b I’expression

b(x,n)= (f‘; 7,~L’)a(x, ),
i=o

et en remplagant a par son expression (2.16) on est conduit a expli-
citer
n—1 .
La= 3 q(x,dp)D;a
j=0
nol 9a Aty
o 0% Ox;0x;

. ~ 1
=¥ ¢, dp) (D, T+~
" 7 l
J

ln—l ﬁ' 3290 )

i T 0y, omy ox;

que l'on simplifie en remarquant que les dérivées de q,(x, dp) = 0
donnent

n—1 . a2 d

Y ¢V, dp) ——+ =0

j=o ax]- 0x, 0x,
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n-—1 a2¢
et qD(x, dp) =0
2, ony bxl.
d’ou
i ( . _“__a_q.i’i)
=0 i 0x; 0§
soit finalement
1
La=—H. -7
i Ay

et I’expression (2.15) découle alors de (2.14).

4. Construction des noyaux E, .

_—
Pour u et ¢, fixés on va construire E“(to) € Im" (X, X' ; C(25))
vérifiant (1.13) avec C(z,) =U C,(¢,) et m,=r— l —pour =maxr,.
[¢7 a

Dans ce paragraphe on supprime provisoirement I’indication de I'in-
dice u et de ¢, pour alléger les notations, et 'on va chercher E, (¢,) = E
sous la forme d’une somme de a opérateurs

E=F, +---+F, (2.17)

1
avec F, €1 % 3(X,X' ;C,(t,)) et my=r,—1—p.

[¢3

vérifiant

3 (2.18)
7,.(?_1_‘1?&)55,.,1 i=0,...,m—1

Les opérateurs F, seront déterminés, modulo un opérateur a noyau

C”, par un développement asymptotique F, ~ Z F(") ou les compo-
k=0
santes Fg") vérifient les conditions

1,
PFO e T e xr xco(t) a=1,...,& (2.19)
o a\'o0

(Z % FP) =8 JeLTMTHX) j=0,. .. mo] (2.20)

o k<ra

et plus généralement par
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1
+’"o¢_z"a"l'h

m
Y PFP el
k<h

2.21)
B(Z X FP) g MELTTE =0, m

a k<rytl

Commengons par étudier la structure des équations (2.19). On désigne
par T, 'opérateur de transport explicité en (2.15), de sorte que (2.19)
se traduit par les conditions

T, 3y 0=0 a=1,...,a (2.22)

ou ?ia‘ x désigne le symbole principal de Fflk), comme T, est unopé-
rateur de dérivation de degré r, dans la direction du champ bicaracté-
ristique associé a Ea il suffira de connaitre les traces jusqu’a 'ordre
ro — 1 de @, , au-dessus de X,0 . Ces traces seront précisément déter-

minées par les conditions (2'20)i que l'on va expliciter en se placant
dans une carte d’un voisinage conique d’un point de C,(¢,). On prend
une carte associée a une fonction de phase ¢, (x, n') comme indiqué
au lemme 2.1, dans ces conditions, il suffit de considérer I’opérateur
F® sous-la forme

FPw ) = @t [ e, o) dn' 2.23)

ou a, , est un symbole de degré m, —k =r, — 1 —p — k.
De la condition (2.20), on déduit
a4 =0 pour k<r,—1 et Y Ao, rp-1 = 8o,
’ a
puis successivement on déduit de (2.20),;

Yl =0 j=0,...,7y—k—2 (o y,a=Dgl, _,) (2.24)

Xo 110

et le systéme linéaire
2 a,ry 1 =80,
a

2 (xaaa,ra-l + 7oaa,ra—2) = 51,,,
---------------------------- (2.25)

i - .
X1 Z (k)o\a)’ YVl | =8, T=0,.,m—1
K<r,



190 J. CHAZARAIN

dont le premier membre s’obtient en calculant le symbole des termes
2 'yj(Fa(k)), c’est-a-dire compte tenu de (2.23),
k

iv! ’ i up
Y e " Di(ay e I

Xq =1
% 0 0

et en conservant les termes de degré maximum, apres les simplifications
entrainées par (2.24).

Pour résoudre le systéme (2.25) on étudie son déterminant A,
pour cela on explicite A sous la forme

(r; —1)
A_dt[m) Voo, Yo
e D 77 A PREETTRRLEEE
(rz-1)
\Y% )
VOA)»>-wey ——— &
o (r— — 1!
a
ou V(A) désigne le vecteur de composantes (1 LN N Det

VD (\) sa dérivée jeme. On vérifie facilement qu’il est non nul en le
considérant comme valeur de la dérivée, a I'ordre r, — 1 selon les
variables A, ; du déterminant de Van der Monde

det(VAy,) 5., VO, )55 VAL DL VO )

[¢3

dérivées prises en faisant a la fin A, ; =X, j=1,...,7,.
On en déduit la valeur de ) @q,0 DOUT j = 0,...,7r, —1ce qui
permet de résoudre (2.22), on calcule ensuite v;a, ,J = 0,...,r,—1

en résolvant un systéme ayant méme matrice que (2.25) d’ou ensuite
les termes a, ; en résolvant des équations du type

Taaa,l = boz,o

ou b, o est connu. On détermine ainsi successivement les a, , d’ou
les @, , dans un voisinage conique d’un point de C,(#,) et finalement
?ia’ « globalement.

Ce qui termine la démonstration du théoréme 1.2 en posant

E,=F, ,+ F_

a,u



OPERATEURS HYPERBOLIQUES 191

3. Résolution du probléme de Cauchy.

1. Résolution dans les espaces de fonctions C.

En explicitant les opérateurs a noyaux C™ qui apparaissent dans
(1.3) ainsi que le paramétre ¢,, il vient

PE,(t,) = R,(t,)
Yj En(t()) = 8#.1'1 + Rn,i

3.1

(ou v; désigne la j®™e trace sur Xi,)-

olt R, (#,) est un opérateur & noyau C~ de X' > X

et R, ; est un opérateur & noyau C” de X' - X'
Le but de ce paragraphe est de déduire du théoréme 1.2 le
THEOREME 3.1. — Soit P un opérateur de degré m vérifiant les

hypothéses (H) et (L), alors le probléme de Cauchy (*) admet une
solution unique.

Démonstration. — On commence par modifier les opérateurs E,
afin d’avoir des données initiales exactes, pour cela on pose

m=1 (xo — o)

E,=E, — i u,j
j=o I
il vient
PE/ = R’
L (3.2)
Vi Eu = 8#.1'1

ou R:‘ désigne toujours un opérateur a noyau C~.

Construisons maintenant un inverse a droite pour le probléme
de Cauchy avec second membre et données initiales nulles. On définit
Iopérateur G

FECT > ©N ) = [ B 0)- f( . ) dyy (33)

avec des notations évidentes. On a immédiatement
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PGf=f—-Vf

(3.4)
7,'(Gf)=0 j=0,...,m—1

ou V désigne 'opérateur
Xo ,
FECX) » (V) (x) = — f R, (o) (3o, )dy, (3.5)
0

soit encore en désignant par R(z, x, »') le noyau C™ de l'opérateur
—R',,_, (1) associé a la donnée d’une densité dy’ sur X',

xo ' ' '
Vi = [ [ Rex D Fe ey (G6)

Pour résoudre le probléme de Cauchy avec second membre on est
conduit a inverser I'opérateur I — V dans C”(X) ce qui sera possible
car V est un opérateur de Volterra. Pour cela on utilise un lemme
abstrait bien connu.

LEMME 3.2. — Soit B un espace de Banach et

tER - V()€ £B,B)

une application continue a valeurs dans l'espace de Banach des appli-
cations linéaires continues dans B. On considére l'opérateur

u€C’([a, b] ;B) > (Vu) (0) = ftV(s)u(s)dseCo([a,b] ;B),

alors l'opérateur 1 — V est un isomorphisme.

Démonstration. — On vérifie par récurrence que pour certaines
constantes C, M

(t—a)
n!

IV u()llg<C M” . sup llu@ll
<t<)b

a

ce qui entraine la convergence de la série Z Vi(=1-WV)h.
n=20

On applique ce lemme avec B = C°(X’), il en découle quel — V
est un isomorphisme de C°([0, T] x X') pour tout T €R.

D’autre part, étant donné g € C(X) il existe donc

fec’qo, T x X"
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telle que (I — V) f = g et par conséquent
f=Vft+g

et on vérifie ensuite aisément par récurrence que ceci implique
FEC™(0T] x X") par conséquent I — V est inversible dans C=(X).
On définit alors 'opérateur G' par ’
G=Go(I-W)"
et 'on a donc
PG'f=f

, ) 3.7
vGf=0 j=0,...,m—1

Grace a (3.4) et (3.7) on peut expliciter une solution ¥ du probléme
de Cauchy (*) en posant

m—1 m-—1
u= 2 E;l.g“-l-G'.(f—— 2 R;gﬂ)‘ (3.8)
0 0

Démontrons maintenant I'unicité de la solution. Auparavant rap-
pelons que si une distribution u € @' (X) vérifie Pu = 0 alors u admet
des traces v; u sur la variété X’o car elle est non caractéristique pour

P (cf. Hormander [12]), de plus la fonction ¢ = 7, Ux, EM' (X) est

C”. Ceci permet d’établir un résultat d’unicité un peu plus général, c’est
la

ProprosITION 3.3. — Soit P un opérateur de degré m vérifiant les
hypothéses (H) et (L). Soit u une distribution de @' (X) solution de
Pu=0 e ~vu=0 j=0,...,m—1

alors u = 0.
Démonstration. — D’aprés la proposition 2.7 opérateur P* vérifie

aussi les hypothéses (H) et (L) par conséquent pour w arbitraire dans
C=(X) il existe v € C™(X) telle que
P*u=w et Djv, -, =0 j=0,...,m-1

soit % la distribution égale a u pour x, > t, et nulle pour x, < ¢, on
a P = 0 d’aprés la nullité des traces, d’autre part soit v la fonction
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égale a v pour x, < ¢, et nulle pour x, = ¢, on a P* v = 0 ; dans ces
conditions, on a 0 = (Pu, v) = (u , P*v) = (¥, w) donc u est nulle
sur ]¢,, ¢, [ donc u = O car ¢, est arbitraire. Bien entendu cette dé-
-monstration s’appuie sur la régularité en x, de la distribution w.

2. Résolution dans des espaces de Sobolev.

Dans ce paragraphe on se fixe un réel T et on se place sur la
variété compacte X = [0, T] x X'. Soit s un entier = 0, on désigne
par Hy(X) I’espace de Sobolev d’ordre s sur X (cf. Hormander [10]).
Mais pour tenir compte des propriétés particuliéres de régularité en
la variable x, il est commode d’utiliser avec Eskin [7] les espaces
suivants :

on considére sur C7(X) la norme

u Max Dfu(x, ,. '
| [u] 20 o Max IDEuCry )l )
et on définit espace B;(X) comme le complété de C”(X) pour la
norme |[ ]I, on vérifie immédiatement les inclusions

H,,, (X) C B,(X) C H,(X) .

On peut alors énoncer le

THEOREME 3.4. — Soit P un opérateur de degré m vérifiant les
hypothéses (H) et (L), on pose X =[0,T] x X' et r = max r, et soit

un entier s = r. Alors pour des données f € H (X), g €< H“m ,—1(X)
il existe une solution unique u€B,,, . (X) de Pu=7fet 71“|t0 &;

j=0,...,m—1.

Démonstration. — 11 s’agit d’étudier la continuité dans les espaces
de Sobolev des opérateurs qui interviennent dans I’expression (3.8)
‘de la solution u du probléeme de Cauchy, I'unicité étant assurée par
la proposition 3.3.

_ 1
PROPOSITION 3.5. — L'opérateur E, (1) €1 * (X, X', C(t,)) est
continu de H,, , ,X') dans By, _, pour tout s =r— m (rap-
pelons que m, =r — 1 — p).
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Démonstration. — Soit g € C™(X') et calculons | [E“ )8 s m—r-

Pour cela on remarque que I'opérateur composé vy, °© D} o E, () ap-
mo—L,i.1

partient a e 4+'+4(X' , X C(ty, x4)) si v, désigne l'opérateur

intégral de Fourier associé a la trace sur Xt0 (cf. Duistermaat [6]). Or

d’aprés la remarque (2.4) la relation canonique C(,,x,) = U C, (25, xo)

est un graphe local, on a donc pour les opérateurs associés les propriétés
de continuité H;, démontrées par Hormander [12]. Il vient, en posant

Il “Hs(x') = || “s s
7o DBy (1) & lssm— y—j S CllEllgspm_y_p POUT j=0,...,s+m—r
et en prenant le sup en x, € [0, T] on obtient bien

I[E“(to)g] Iy+m—r < C ”g ”s+m—1—y

PROPOSITION 3.6. — Soit s entier = r, alors l'opérateur G défini
en (3.3) est continu de H(X) dans B (X) et de plus 'in~| o = 0

pourj=0,...,m — 1.

m+s—r

Démonstration. — Pour alléger on note provisoirement

E, _1(¥) = E(¥o) .

Il s’agit donc d’étudier la continuité de 'opérateur
o0
1> Gie) = [P E(o) f(ro) £y, )y
0

1
r-m—=
ou E(yp) €1 XL X C)) -

Pour j <m — 1 il vient grace a (3.2)

%Gy = £0°70(D£ ° E(o) f(¥o» Ny, ~d¥o

et en prenant la norme H; en les variables d’espaces, on trouve pour
les mémes raisons que dans la proposition précédente

j xq .
19 G 1xg lmvs—r SC X[ ° ID§F g, 1,y g
k=0

soit en appliquant I’inégalité de Schwarz

< CT £l )
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puis en prenant le sup en x,, il vient

m—1

,Eo o P 1 G g Umrsmrey < €L Mg (x) -

Pour j = m on trouve

Ym (G xg = Vo5~ Elxo) £(x0) Fxg , Dxy +

f Yo Dmo E(y,) 0 x. @Yo
or le premier terme se majore de la facon suivante

176 (D5 ™ Exg) £k, Mijxy lyr <C 3 IDE 7y ) ly_y_y
0

soit encore en utilisant le théoréme de trace
<CIfl,

Pour le deuxiéme terme il n’y a pas de différence avec le cas ol
j<m — 1, ce qui démontre la proposition pour s = r et le cass >r
s’en déduit par les mémes arguments.

ProrosiTION 3.7. — Soit s un entier = 1, et V l'opérateur défini
par égalité (3.5). Alors l'opérateur (1 — V)~ ! se prolonge contintiment
de H/(X) dans H (X).

Démonstration. — Soit g € H(X) alors la démonstration du théo-
réme de trace (cf. Hormander [10]) montre facilement que

.1
g€C/(OT):H ' T2(XY) ,
on peut alors appliquer le lemme 3.2 qui prouve I’existence de

1

FECIOT]:H '"2X') j=0,...,5s—1
solution de I-Vvyfr=g.

D’autre part, en écrivant f = Vf + g on vérifie qu’en fait f € H (X)
car Pexpression (3.6) montre que Vf € C*([0 T] ; C™(X")).

Finalement la démonstration du théoréme 3.4 découle des pro-
positions 3.5 — 3.6 — 3.7 et de I’expression (3.8).
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Remarque. — On peut obtenir des résultats avec un indice s réel
en séparant régularité spatiale et régularité temporelle (cf. Eskin [7],
Piriou [21]). Notons aussi que les inégalités d’énergie découlent immé-
diatement de la continuité des opérateurs exprimant la solution.

D’autre part on a supposée X' compacte pour avoir des résultats
dans des espaces de Sobolev globaux, si X' est seulement connexe les
résultats dans C™ restent valables avec une hypothése sur le compor-
tement a I’infini des coefficients de P, par exemple s’ils sont constants
d’un compact.

3. Propagation des singularités.

On utilise pour la description des singularités d’une distribution u
la notion de support essentiel ou “wave front™ telle qu’elle est définie
par Hormander dans [12] et que 'on note W F(u).

La propagation des singularités est contenue dans le

THEOREME 3.8. — Soit P un opérateur de degré m vérifiant les
hypothéses (H) et (L) et soit u € ®' (X) solution de Pu = 0. On note
g = YUy, I’ensemble des traces (You ,...,Y,,_ 1) en t,, alors on a

WF(u) CC(zy) o WF(g) (3.10)

ou C(ty) = VU C,(t,) est la relation bicaractéristique associée a p et
définie en 2, § 4.

Démonstration. — De la proposition 3.3 et de I’expression (3.8)
on déduit

u=Y E,(t)g, +G (- ZR,g,)
m
et donc modulo une fonction C™(x, = t,) on a

u= Z E, (t)) 8,
“

— 1
m -1

or on a vu que l'opérateur E, (¢,) € I #4X, X' C(t)), dou(3.10)

qui découle des propriétés générales des opérateurs intégraux de

Fourier.
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Remarque 3.9. — Ce théoréme sera précisé dans un prochain
travail (cf. ) [3] ou 'on montre que le support essentiel W F(u) est
invariant par les champs bicaractéristiques an.

Remarque 3.10. — (Propagation du support a vitesse finie). La
condition de Lévi (L) est d’aprés sa définition méme invariante par
changement de coordonnées. D’autre part, en remarquant qu’un chan-
gement de coordonnées ‘“‘space like” conserve I’hypothése (H), on en
déduit d’aprés Mizohata-Ohya [18] qu’il y a domaine de dépendance.

4. Remarques sur la condition de Lévi.

Pour terminer on explicite la condition de Lévi dans divers cas
particuliers déja connus.

Cas des caractéristiques de multiplicité au plus double.

Rappelons briévement la définition du symbole sous-caractéris-
tique c, d’un opérateur P € L (X) (cf. Duistermaat-Hérmander [5]).
Soit P un opérateur de degré m dont le symbole admet un dévelop-
pement asymptotique en composantes homogénes (~ Z pi) ;alors

j<m
Pexpression suivante, définie dans une carte de X,
2

1 0°p,, .
(X, ) =pp_,(x, & — 57 Shi 4.1)
P m 2i T ox; 0§
est modulo S™~? invariante par les changements de cartes et s’appelle

le symbole sous-caractéristique de P.

On a I’équivalence suivante

PROPOSITION 4.1. — Soit P un opérateur vérifiant I’hypothése (H)
avec r, < 2. Alors P vérifie la condition de Lévi (L) si et seulement
si le symbole sous-caractéristique de P est nul sur les points (x , d,p)
ou ¢ est une caractéristique double de P.

Démonstration. — On sait que la condition de Lévi est équiva-
lente a la nullité de I'opérateur o,(P,¢) quand ¢ est une caractéris-
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tique double, or compte tenu de I’expression de o, donnée en II § 2
et des égalités

pP(x, dp) = 0 j=0,...,n—1 (4.2)
il vient

D%p
0,(P,9)=p,_(x,dp)+i ¥ px,dy) T
la|=2 :

4.3)

Mais en dérivant (4.2) on trouve les identités

2 n—1 2 2

o°p °p
(x,dp) + (x, dy) - =0
ox; 9f; ,czz‘o 0k, 0&; axi 0x;
ce qui reporté dans (4.3) donne
0, (P,p) = c,(x, dp) (4.4)

ce qui démontre la proposition.

On peut donner une formulation plus algébrique de la condition
(L) Cest le

COROLLAIRE 4.2. — Sous les hypothéses de la proposition précé-
dente, l'opérateur P satisfait a la condition de Lévi si et seulement si

cp(x, Ay (x, £),8)=0 4.5)
pour toute racine \, de multiplicité deux.
Démonstration. — On a vu a l'occasion du lemme 2.13 que tout

point (x, A, (x, '), £') est de la forme (x, dp) pour ¢ caractéristique
de q,, par conséquent le corollaire découle de 1’égalité (4.4).

Remarque 4.3. — Ceci est la forme de la condition de Lévi uti-
lisée par Mizohata-Ohya [18].

Cas des coefficients constants.

On a la

ProrosiTioN 4.4. — Soit P(D) un opérateur a coefficients cons-
tants dans R" et vérifiant ’hypothése (H). Alors P satisfait a la condi-

tion de Lévi si et seulement si P est hyperbolique au sens de Girding
(cf. Hormander [10]).
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Démonstration. — La condition est nécessaire : la condition de
Lévi implique que le probléeme de Cauchy est bien posé dans C~ et
on sait que ceci implique que P est hyperbolique.

La condition est suffisante : L’opérateur P étant hyperbolique,
cela entraine d’aprés un résultat bien connu de Svensson que p domine
P or ceci implique facilement que la condition (L) est satisfaite ; en
effet, la formule de Leibniz montre que

e—itwp(aeitw) = O(tm-r)
si ¢ vérifie p(¥(dp) = 0 la| <r,

et finalement I’inégalité L*> de domination implique la condition (L)
pour P.

Remarque 4.5. — 1l est intéressant de noter que sous ’hypothése
de multiplicité constante 'opérateur localisé de P en £ noté P, (D) par
Hormander est précisément 'opérateur de transport o,(P,<&,.)) si
x = (&, x) est caractéristique de multiplicité r.

Cas ou P est un opérateur a deux variables (n = 1).

Enfin on a vu en II § 2 que les opérateurs satisfaisant la condition
de Lévi (L) sont les opérateurs que De Paris [4] appelle bien décompo-
sables et cet auteur montre I’équivalence de cette notion avec les défi-
nitions antérieures introduites par A. Lax [13].
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