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CALCUL DU NOMBRE
DE CYCLES EVANOUISSANTS
D’UNE HYPERSURFACE COMPLEXE

par LE Ding Trang

0. Introduction.

Soit f: U —> G une fonction analytique définie sur un
voisinage ouvert de I'origine 0 dans C"*. On suppose que f
est une fonction rédutte en 0, 1i.e. sans facteur carré dans sa
décomposition en produit de fonctions analytiques irréduc-
tibles en 0. .

Si B est une boule fermée centrée en 0 de rayon assez

petit, de bord S et d’intérieur B, dans [8] J. Milnor a
montré que f/|f| définit une fibration différentiable locale-
ment triviale de S — {f =0} sur S!. De plus si ¢ > 0
est suffisamment petit, 8D, étant le cercle de rayon ¢ dans G
centré en 0, f/|f| définit une fibration différentiable locale-
ment triviale de B N f(dD,) sur S! isomorphe & la précé-
dente par un isomorphisme qui est l'identité sur S'. On
appelle fibration de Milnor de f en 0 une telle fibration. Les
nombres de Betti d’une fibre F de la fibration de Milnor de f
en 0 sont appelés nombres de cycles évanouissants de f en 0.

Nous remarquons tout d’abord que les nombres de cycles
évanouissants de f en 0 sont des invariants topologiques.
Précisément soit g: U’ — C une fonction analytique définie
sur un voisinage ouvert U’ de 0 dans C"". Supposons
également que g soit réduite en 0. Alors:

Prorosition. — St les hypersurfaces f=10 et g =0 ont
le méme type topologique en 0, les nombres de cycles évanouis-
santsen 0 de f et g sont égaux.
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Démonstration. — On procéde comme pour la démonstra-
tion de (3.3) dans [5].

On remarque que les fibrations de Milnor de f et de g
en 0 ont des espaces totaux E;, E, qui ont le méme type
d’homotopie. De plus les hypersurfaces f=0 et g=0 ont
en 0 le méme nombre de composantes analytiques. En effet
le groupe fondamental de E,; (resp. E,) égale le groupe
fondamental local du complémentaire de f= 0 (resp. g = 0)
en 0. En utilisant un résultat de [2], on trouve alors :

Hy(E)=27% i=1,2

ou k, (resp. k;) estle nombre de composantes irréductibles
de f=0 (resp. g=0) en 0. Comme H,(E,) est I’abélia-
nisé du groupe fondamental de E,, on obtient:

kl - kz.

D’autre part les fibrations ¢,: E, - 8! (1 =1, 2) donnent
les morphismes (9;),: m(E;, ) — = (8!, o/(z)) avec
z; € E;. On remarque que (¢;), est le composé de I’abéla-
nisation m,(E;, x;) > H;(E,) et du morphisme

H,(E;) - H,(8%)

qui envole les éléments de la base de H,(E;,) sur un géné-
rateur de H;(S'). Par conséquent les espaces totaux des
revétements cycliques infinis E, > E, (i =1, 2) définis
par ces morphismes ont le méme type d’homotopie. Or, comme
dans [5], on remarque que E, a le type d’homotopie de la
fibre de la fibration de Milnor correspondante.

Le but de cet article est de montrer comment on peut cal-
culer & l'aide de la théorie de Morse les nombres de cycles
évanouissants d’une fonction analytique réduite en 0.

Certains des concepts introduits ici sont la généralisation
aux singularités d’hypersurfaces complexes d’idées de R. Thom
sur 'étude des singularités 1solées d’hypersurfaces complexes.

1. Courbes polaires et diagrammes de Cerf.

Soit I une forme linéaire non nulle de C*1. On peut
définir un morphisme @;: U — C? dont la premiére compo-
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sante est f et la deuxiéme composante est la restriction de [
a U. On appelle C, le lieu critique de @, 1.e. le lieu des
points de U ou @, n’est pas de rang maximum. On appelle
I', Tunion des composantes irréductibles de C, en 0 qui
ne sont pas contenues dans [ = 0.

Remarquons que pour un voisinage ouvert U; de 0, f
n’a aucun point critique dans U, — {f = 0}. Par conséquent
les points de I', " U, — {f=10} sont les points z de
U, — {f =0} ou lespace tangent T(z, Hg,) de f= f(z)
(appelé Hpgp,) en x est parallele a '’hyperplan [ = 0.

On a alors:

Tutorime (1.1). — Pour toute forme linéaire d’un ouvert
analytique dense Q dans Uespace des formes linéaires non
nulles, Uensemble T, est une courbe analytique en 0, la
restriction de ®, a T, est finte en 0 et pour un voisinage
ouvert V assez petit de 0, pour tout point xe T, NV — {0},
la restriction de la matrice Hessienne (32f[3 X, 3X,), gsi<n a
T(z, Hy,y) est non dégénérée et Uhypersurface f = f(z), ! \=-: l(z)
a en z une singularité quadratique ordinaire.

Ce théoréme est en fait déja démontré dans [4] (§ 2).

Quitte a choisir V assez petit, ®,(I', N V) est un sous-
ensemble analytique de C2? et le germe (@I, nV), 0)
ne dépend pas de V dés que V est assez petit.

On appelle T, la courbe polaire de [ relative a la direction
définie par 1.

On appelle ®(T', "' V) = A, le diagramme de Cerf de f
relatif a la direction définie par l.

Remarquons que:

Prorosition (1.2). — S¢ df(0) = 0, alors A, est une
courbe analytique dont le céne tangent en 0 est {0} X C.

Démonstration. — Soient (A, t) les coordonnées de C2.
Soit p: D—>T, "V un chemin analytique de I, NV
défini sur un disque ouvert de C centré en 0 tel que

p(0)=0. On a:

- f(p(s)) _
elip) O
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En effet on peut supposer que ! soit défini par la premiére
coordonnée X, de C*, Dans ce cas C, est défini par

offoX; = --- = of[oX, = 0. Aussi:

%f(p(r)) = °f/0Xo(p(¢))‘297(iiTD

et la partie principale de f(p(s)) égale celle de
K af[2 Xo(p(+)) Xo(p(7)),

ou K est une constante convenable. La partie principale de

},;Z()‘(ng) est alors K dffoX,(p(z)) et tend vers 0 quand =
te(;ld vers 0 car df(0) =0.

Pour chaque branche de A, on obtient donc un chemin
analytique non trivial de cette branche tel que

My(r))

lim =0

=0 t(g(7)) ’
ceci montre bien que le cone tangent de A, est défini par
A =0. ‘

2. Calcul des nombres de cycles évanouissants.

Nous allons nous placer dans un voisinage D X B de
Porigine dans C™*, ou D est un disque fermé de C centré
en 0 et B une boule fermée de C" centrée en 0. Nous
allons choisir par la suite B et D suffisamment petits.

Tout d’abord nous munissons H, d’une bonne stratifi-
cation X au sens de [4].

D’autre part nous choisissons [ de telle sorte que I’hyper-
plan [ =0 soit transverse a toutes les strates de la bonne
stratification, sauf éventuellement la strate {0}, et que
le Q, défin1 dans le théoréme (1.1). On remarque, comme
dans [4], que X induit une bonne stratification X; de
=0, f=0. ’

Pour simplifier on supposera que [ est la coordonnée X,
et on notera X, =X, I'y=T), A; = A,, etc...

Choisissons alors B et D de telle sorte que

1) DxB<=U, nV;
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i) toutes les sphéres de {0} XC" centrées en 0 contenues
dans {0} X B soient transverses aux strates de X,;

i) ({0} X D) n A, = {0};

iv) la projection D X B N Ty sur D est un revétement
analytique qui n’est ramifié qu'en 0 et (D XdB)NT,=g.

D’apres le théoréeme (1.3.2) de [4], on peut choisir B pour
que 11) soit vérifié et les autres propriétés sont immédiates.

Nous allons encore imposer une propriété pour D. Mais
auparavant nous faisons la remarque suivante.

ProrositioN (2.1). — Pour tout (e, m) € C? assez petit,
e # 0 dans Uhyperplan affine X, = v, la fibre f =1¢, X, = 7
de ®, est transverse & {n} X dB.

Preuve. — On remarque que pour tout ¢ # 0 assez petit
f= ¢ n’a aucun point singulier dans U; et coupe X, = 3
transversalement en tout point de {n} X dB quand 7n €D
d’aprés la condition iv) ci-dessus.

Supposons que l'on ait une suite de points z,€ D X ?B
tendant vers un point z de ({0} X aB) N H, telle qu'en =z,
le plan tangent a f = f(z,), X, = Xo(z,) ne soit pas trans-
verse & {Xo(z,)} X 9B dans I’hyperplan X, = X,(z,), 1.e.

T(@n Hyep) O (@0 Lxgen) < (@, {Xo(a)} X 2B) ()

od Ly, est 'hyperplan X, = X,(z,).

On peut supposer que T(z,, Hy,) a une limite T. Comme
Z est une bonne stratification, si V, est la strate de X qui
contient z, ona T(z, V,) © T. Comme X, =0 est trans-
verse a V, en =z, ona:

lim T(z, N Hyy) N T(@, Lxgy) =T N L.

n>»w

D’autre part lim T(z,, {X,(z,)} X dB) = T(z, {0} X ?3B)

et (*) impliquen? i
T nL, = T(z, {0} X 3B)
mais ceci contredit la condition (ii) ci-dessus.
La proposition (2.1) est donc démontrée et on peut imposer
a D de vérifier: ,
v) pour tout n €D et tout ee D, — {0}, f=¢, X, =1
est transverse & {7} X dB dans ’hyperplan affine X, = =.
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vi) De plus on suppose B et D assez petits pour que,

pour tout e assez petit, H, N (1@3) soit homéomorphe
a la fibre de Milnor F de f en 0 et que H, n {0} X B
soit homéomorphe a la fibre de Milnor F, de la restriction f,
de f a L, en O.

Enfin on choisit ¢ pour que I'imagede H, n Ty N (D X B)
par la projection sur D soit contenue dans un disque D’
centré en 0 de rayon strictement plus petit que D. Remar-
quons que H, N Ty N (D X B) est un ensemble fint de points
dont le nombre égale la multiplicité d’intersection de H, et T,
en 0.

Soit ¢ la restriction de | X, & H, n (D X B). Comme A,
a pour cdne tangent A = 0 dans C2? ¢72(0) est non singuliére

et homéomorphe a la fibre de Milnor F, de la restriction de f
a L, en O.

Ao

N

\ao

Comme I'image de H, n Ty n (D X B) par la projection
sur D est un ensemble fini de points différents de 0, 1l
existe un disque ouvert D, centré en 0 tel que la projection

X51(D,) N H, n (D X B) = D, soit une fibration localement
triviale. En effet ®, induit un morphisme '

X;3(De) N H, N (D X B)
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sur {e¢} X D, quin’a pas de point critique puisque ses fibres
sont transverses au bord d’aprés la condition v) et que

H. n (D x B) n X54(D,) N T, = &.

Par conséquent o1(D;) a le type d’homotopie de o=1(0).
Les points critiques de ¢ hors de 67(0) sont alors les points de

H. n (D X B) n T,.

En effet les points critiques de o sont les points = de H,
ou T(z, H,) est contenu dans I’espace tangent en z a I’hyper-
surface réelle |Xy| = |Xo(z)], 1.e. coincide avec l'unique
hyperplan complexe Ly, contenu dans cet hyperplan réel.
De ceci résulte que z e T,. v

Montrons qu’en un des points de H, n (D X B) N T,
o est non dégénérée et que I'indice de ce point critique de o
est n. Pour cela on calcule le Hessien de ¢ en =z.

En procédant comme dans [4], on trouve:

Prorosition (2.2). — Le Hessien de o en un point critique
ze H, n(D X B) NIy, est défini pour tout ¢ e T(z, H,)
par

H(v) = 4 A, Re (T 32f[0X; 0X, v,0))

ou A, est une censtante non nulle qut ne dépend que de z et les
v, sontles composantes de ¢ dans G,
Comme la restriction de la forme quadratique
(2*f[o X, 2 Xy)

<
03yZn

a T(z, H.) est non dégénérée d’apres le théoréeme (1.1),
la forme quadratique réelle obtenue est donc non dégénérée.
De plus la partie réelle d’'une forme quadratique complexe non
dégénérée dans un espace complexe de dimension n a tou-
jours la signature (n, n). L’indice des points critiques de o
est donc n.

On obtient donc le théoréme:

- TutoriME (2.3). — St b§*D, ..., b&+D .. sontles nombres
de cycles évanouissants de f en 0 et b, ..., b, ... les
nombres de cycles évanouissants de la restriction de [ &
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Uhyperplan L, passant par 0, alors:
b =54 si 1 #n—1,n
b;’”’l) - bs.’.‘.:tll) + bs:.)_.l == (Ho.Po)o.
ou (Hy.Ty), est le nombre d’intersection de H, et Ty en 0.
Et on retrouve le résultat déja connu (cf. [5]):

CoroLLAIRE (2.4). — Pour tout r > n on a:
b+ = 0.

La démonstration du théoréme est immédiate compte tenu
de ce que ¢7*(D’) a le type d’homotopie de o71(0) auquel
on a adjoint des cellules de dimension n d’aprés les résultats
précédents et la condition v) ci-dessus qui nous garantit la
transversalité de o sur le bord de H, n (D X B). De plus
on remarque que o }(D’) et ¢7}(D) sont homéomorphes.

Le corollaire se démontre facilement par récurrence sur n.

3. Quelques commentaires.

(3.1) La démonstration précédente peut s’énoncer en termes
de CW-complexes. Par exemple si F désigne la fibre de
Milnorde f en 0 et F, la fibre de Milnor de la restriction f,
de f 2 L, en 0, on a obtenu que F ale type d’homotopie
de F, auquel on a adjoint (H,.T), cellules de dimension n.

Le corollaire nous dirait alors que F a le type d’homotopie
d’un CW-complexe fini de dimension n.

(3.2) S1 T'y = @, la démonstration précédente montre que F
serait difféomorphe & Fy, X D. Les nombres de cycles éva-
nouissants ne changent alors pas (comparer avec § 4 et 5 [4]).

(3.3) Dans le cas ou f a une singularité isolée en 0, on
obtient une formule bien connue (cf. [9]):

uCH 4 u® = (H,.T),
= dimg G{Xo, - .., X}/(f, ofoXy, ..., ofoX,)

si Xy, ..., X, sont des coordonnées génériques, avec p+D
égal au nombre de Milnor de f en 0 et p® le nombre de

Milnor en 0 de la restriction de f & un hyperplan générique
de G2,
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Ainsi si n =1, on sait que p® =m — 1, ou m estla
multiplicité de f en 0 et on retrouve une formule de Zariski
(ef. [10]):

u® b p® = u® Lo = A

ou A est le discriminant de la courbe f=0 en 0.
(3.4) Si f a un point critique isolé en 0 et si X,, ..., X,
sont génériquement choisis on a:

D 4 (— 1) = dimg G{Xy, - . ., X, }(f, 30 Xo_s, - . ., 3f/0X,)

n—1

+ 2 (_ 1>k+1 dlmC G{XO’ ey Xn}/
- (fs Xoy + - vy Xty /0 X sy - - -» Of[0Xo).

Cette formule est un cas particulier d’une formule donnant le
nombre de Milnor d’une intersection compléte (cf. [3] et [6]).

(3.5) 1l serait intéressant d’utiliser la méthade du § 2 d’ob-
tenir explicitement les groupes d’homologie et d’homotopie
de la fibre de Milnor. Pour cela il faudrait savoir comment ont
lieu les adjonctions d’anses qui interviennent en théorie de
Morse.

De plus 1l serait déja intéressant de savoir comment on
pourrait calculer (H,.T),.

(3.6) R. Thom avait introduit des techniques similaires
dans le cas o f a un point critique isolé pour étudier la
monodromie relative a4 une section hyperplane générique.
Treés précisément on peut montrer que 'on peut construire
un homéomorphisme caractéristique de la fibration de Milnor
de f en 0 qui induise un homéomorphisme caractéristique
de la fibration de Milnor en 0 de la restriction f; de f a
un hyperplan générique. On obtient alors un diagramme
commutatif :

— H,(F,) > H,(F) - H,(F, F,) -

M

— H,(Fy) > H,(F) — H,(F, Fo) -~

ou hy, et h sont les monodromies locales de f, et f en 0
et h; la monodromie relative.

La question est de savoir quelles sont les propriétés inté-
ressantes de cette monodromie relative. Remarquons que

17
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H,(F, F,) est un groupe abélien libre de rang (H,.T,), et
que H,(F, Fo) = {0} ¢ # n et que ce résultat est vrai méme
si f n’a pas une singularité isolée en 0.

(3.7) La proposition (1.2) est essentielle pour montrer que,
st f(0) =0, df(0)=0, on peut construire un homéomor-
phisme caractéristique de la fibration de Milnor de f en 0
sans point fixe dont le nombre de Lefschetz est nul (cf. [7]).
Ce résultat implhique donc le résultat de N. A’Campo (cf. [1])
sur la nullité du nombre de Lefschetz de la monodromie locale
en un point effectivement critique de f.
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